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RESUMEN: Para explorar la forma en que la solucién de los problemas de probabilidad podria promover la dotacién de
sentido a otros conceptos matematicos necesarios en el proceso, entrevistamos a un estudiante de primer semestre de
bachillerato tecnolégico para profundizar en su comprensién de algunas ideas fundamentales de estocastica. Planteamos
al entrevistado dos problemas de probabilidad que implican conceptos geométricos y algebraicos. El estudiante dio
evidencia de conocer las ideas de: espacio muestral, al referirse al volumen, a la superficie total y a sus particiones;
medida de probabilidad, como la proporcién de un area particular respecto a la total; adicion de probabilidades, asociada
a la suma de las areas; y equiprobabilidad, relacionada con areas de una misma superficie. EI procedimiento que se
aplicd a uno de los problemas se sometié a modificaciones para satisfacer el requerimiento del otro.

ABSTRACT: In order to explore how the solving of probability problems might promote making sense of other
mathematical concepts needed in the process, we interviewed a freshman from the technical high school to deepen in his
understanding of some fundamental ideas of stochastics. Two probability problems involving geometric and algebraic
concepts were posed to the interviewed. The student applied the ideas of: sample space, by referring it to the total volume
and area; probability measure, as the proportion of a particular area to the total one; addition of probabilities, associated
to the sum of areas; and equiprobability, related to equal areas from the same surface. The procedure applied to solve
one of the problems went through modifications to fulfill the requirement of the other one.
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INTRODUCCION

El presente reporte de un estudio de caso forma parte de un proyecto para investigar como, del
estudio de situaciones probabilisticas propuestas a estudiantes de bachillerato tecnolégico, se
pudiera promover que ellos dotaran de sentido a otros conceptos matematicos necesarios para dar
cuenta de esas situaciones. Fischbein (1975) ha sefalado al concepto de probabilidad como
“sintesis de azar y necesidad, de lo aleatorio y lo determinista, [por lo que] a veces involucra
confrontaciones en el desarrollo del intelecto” (p. 19). Este autor también ha recomendado que la
formacion en probabilidad se inicie en edades tempranas para prevenir los sesgos del
pensamiento. En la ensefianza de la matematica en el bachillerato tecnologico son de esperarse
dificultades de los estudiantes para aprehender conceptos de estocasticos, pues se privilegia un
enfoque determinista en los cinco primeros semestres propuestos en el plan de estudios
respectivo, para los que los contenidos corresponden a Aritmética, Algebra, Geometria y
Trigonometria y Calculo Diferencial e Integral; en estas unidades se ejercita el estudiante en
determinar un unico resultado de la solucion de un problema. El sexto semestre se dedica a
Probabilidad y Estadistica, que consideran lo posible.

Dada esta problematica, planteamos estas preguntas de investigacién: ;Cémo solucionan un
problema de probabilidad que requiera del uso de otros conceptos matematicos? ;Qué predomina,
un razonamiento deterministico o uno probabilista?

Gatusso (2006) realiz6 una investigaciéon con estudiantes de nivel basico, a quienes plante6 tareas
que incluian conceptos estadisticos y que a la vez permitieran ejercitar otros conocimientos
matematicos: por ejemplo, al analizar un conjunto de datos es necesario realizar operaciones
aritméticas; se utilizan numeros ordinales, cardinales y racionales; al trazar graficas, como los
diagramas circulares, es necesario calcular proporciones respecto a 360° para obtener los sectores
correspondientes a cada grupo de datos; al final de su investigacion sefala que La interaccion
entre matematicas y estadistica es factible.

Es comun que la educacién matematica derive en una visién fragmentada de los temas, sin la
vinculacion de sus contenidos y que se finalice con los de Probabilidad y Estadistica, por lo que el
docente no dispone de tiempo conforme a su planeacion y omite su ensefianza (por ejemplo,
DGDC, 2011). Biehler (1994) resalta esta fragmentacion; incluso para la ensefianza de
estocasticos hay quienes privilegian la de la Estadistica a costa de la Probabilidad; en contra parte,
hay quienes argumentan que la ensefianza de la Probabilidad deberia anteponerse a la de la
Estadistica. Para Biehler se deberian plantear problemas para los que los estudiantes tengan que
seleccionar muestras, tomar datos, analizarlos y realizar predicciones con base en ellos; es decir,
conjugar los dos temas en una sola tarea.

ELEMENTOS TEORICOS
En una perspectiva epistemolégica, consideramos la propuesta de Heitele (1975) para la educacién
en estocasticos, el triangulo de la constitucién del concepto mateméatico (Steinbring, 1991) y la
propuesta de Piaget (1982) para la evolucion en el nifio de la idea de azar. Desde un punto de vista
cognitivo nos remitimos a los resultados de las investigaciones del uso de modelos didacticos
intuitivos realizados por Fischbein (1977).
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Ideas fundamentales de estocasticos. Heitele (1975) ha propuesto diez ideas fundamentales de
estocasticos para la ensefianza de probabilidad y de estadistica en todos los niveles educativos
que sigan un curriculum en espiral. Considera las ideas fundamentales como:

...aquéllas que proporcionan al individuo modelos explicativos en cada etapa de su
desarrollo, tan eficientes como sea posible y que se distingan en los distintos niveles
cognoscitivos, no de manera estructural, sino sélo en su forma linglistica y en sus niveles
de elaboracion.

(Heitele, 1975, p. 188)

Su propuesta considera que: el objetivo de la ensefianza de un tdpico es la transmision de ideas
fundamentales, necesarias como una guia desde la educacién preescolar hasta la universitaria
para garantizar cierta continuidad; las ideas fundamentales y los conceptos se tratan en los
distintos niveles cognoscitivos y linguisticos a lo largo de un curriculum en espiral; la transicion a un
nivel cognoscitivo mas alto se facilita si durante las primeras etapas cognoscitivas se ha disefiado
una presentacion apropiada del topico principal; los resultados de la psicologia del desarrollo con
respecto a las ideas de estocasticos; las diversas fallas de los adultos en situaciones estocasticas;
la historia de la probabilidad.

Entonces, el autor propone como ideas fundamentales: Medida de probabilidad, espacio muestra,
adicion de probabilidades, regla del producto e independencia, equiprobabilidad y simetria,
combinatoria, variable estocastica, modelo de urnas y simulacion, ley de los grandes numeros y
muestra. El autor aclara que estas ideas constituyen un modelo para construir un curriculum
coherente en estocasticos, mas que para resolver problemas. La utilidad de este modelo se
muestra al aplicarlo en la ensefianza a todos los niveles. Heitele propone integrar en la educacion
basica, lo mas temprano posible, actividades de estocasticos a las de aritmética y geometria, para
desarrollar conexiones significativas con la realidad y prevenir sesgos del pensamiento. Para ello,
sefala, es necesario que los profesores sepan lo que es realmente fundamental en estocasticos.

Triangulo epistemolégico. De acuerdo con Steinbring (1991), el conocimiento probabilistico tiene
un caracter de sistemas complejos en cada nivel de desarrollo. Este conocimiento se crea como
una forma relacional o un mecanismo de unién entre los aspectos de calculo formales y los
contextos interpretativos. Esta forma relacional del significado matematico se caracteriza como el
triangulo epistemoldgico del conocimiento matematico (véase la Figura 1):

Figura 1. Triangulo epistemoldgico del conocimiento matematico

Objeto Signo

Concepto
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El triangulo epistemolégico representa un diagrama relacional en el cual el significado del
conocimiento no puede ser deducido desde uno de los vértices, siempre requiere un balance entre
todos ellos.

Lo posible y lo necesario. Para centrar el problema de la produccion de las novedades por el
sujeto, Piaget (1982) y sus colaboradores lo enfocaron desde la evolucion de los posibles en el
nifo. Para el nifio pequefo, todo lo que ocurre a su alrededor se justifica porque asi lo ha
observado durante toda su experiencia. El aun no piensa en posibilidades y no considera que los
fendmenos se desarrollen bajo una légica funcional. Conforme el infante crece comienza a conocer
las reglas logicas que regulan el comportamiento de los fendmenos; éste es el inicio de lo que en
un estado maduro sera la capacidad de realizar deducciones légicas. De la misma forma, a mayor
edad es capaz de aplicar operaciones combinatorias, tanto a objetos concretos como a los
elementos que intervienen en el desarrollo de los fendmenos; de esta manera comienza a
identificar las posibilidades. La comprension de lo necesario ocurre cuando el nifio comienza a
analizar su experiencia y se desarrolla siempre como en una linea recta, siguiendo la misma
direccion. Lo posible se desprende también de ese analisis pero se desarrolla en una linea en
direccion distinta a la anterior, linea a la que podriamos imaginar con un caracter mas elastico y
flexible que el de la anterior. Las operaciones del pensamiento son “...una resultante de la
formacion de los posibles”, de modo que “... una vez diferenciados y coordinados lo posible, lo real
y lo necesario, subordinamos simultaneamente los posibles y las estructuras operatorias ... al
equilibrio entre las diferenciaciones e integraciones” (ibidem, p. 184). Lo posible es especifico de
una “dinamica interna” (ibidem, p. 185) de reequilibraciones.

Modelos generativos. Desde un punto de vista cognitivo, Fischbein (1977) establece la hipétesis
de que los modelos didacticos, especificamente los modelos intuitivos, deben tener una capacidad
heuristica, como sucede con los modelos cientificos, porque los modelos, ya sean cientificos o
didacticos, deben constituir una componente viable para el pensamiento productivo. Esto lo plantea
igualmente para los modelos pictéricos:

...un buen modelo es, necesariamente, generativo. Un modelo es genuinamente util al
pensamiento productivo si puede representar correctamente un numero ilimitado de
situaciones diferentes, usando un numero limitado de elementos o reglas. El sistema de
reglas que establece un modelo para expresar univoca y estructuralmente al original
constituye la sintaxis del modelo.

(Fischbein, 1977, p. 155)

Heitele (1975) sefald también la pertinencia de los modelos pictoricos en la ensefianza basica de
estocasticos. La importancia de las operaciones combinatorias es clara en el caso discreto, pues al
asignar probabilidades es relevante la tendencia a subestimar la cardinalidad de los eventos
(Fischbein, 1975). Con el uso de los diagramas de &rbol, basado siempre en las mismas
convenciones, se obtiene respuesta a las posibles preguntas referentes a combinatoria y
pertenecientes a la misma clase, cuando se pide la cantidad de arreglos posibles en la ordenacion
de objetos. El modelo es consistente internamente; expresa un principio, un método para construir
los arreglos. El modelo es una herramienta intelectual: con él se resuelve el problema y no sdlo se
describe la solucion. Con un modelo tal se aprende a pensar efectivamente y a comprender
activamente. Los diagramas de Venn también constituyen una técnica consistente para expresar
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operaciones con conjuntos. Es una técnica visual generativa, que usa una ldgica figurativa; la
solucibn a las operaciones con conjuntos, qué representan, se puede obtener usando
consistentemente el lenguaje figurativo.

METODO E INSTRUMENTO

En el presente estudio instrumental de caso (Stake, 1995) se entrevistd a un estudiante de 16 afos
de edad de nuevo ingreso al bachillerato tecnolégico, que fue seleccionado por medio de la
experienciacion (Maturana, 1995) de la ensefianza inicial de Matematicas | en el aula de
bachillerato tecnolégico. La razén de elegirlo consisti6 en que fue el estudiante con mejor
desempefio en la clase y por haber obtenido un 80% de respuestas correctas a un cuestionario
diagnostico disefiado por docentes de esa institucion, integrado por 15 preguntas de opcion
multiple, aplicado al inicio del semestre y relativo al contenido matematico indispensable para el
ingreso al bachillerato, que esta prescrito en el plan de estudios de secundaria (DGDC, 2011). El
estudio consistié en una entrevista semiestructurada (Zazkis y Hazzan, 1999), se profundizé en su
conocimiento matematico adquirido y en su comprension de algunas ideas fundamentales de
estocasticos (Heitele, 1975). Se le plantearon dos problemas de probabilidad (véase la Figura 2).

Figura 2. Problemas planteados durante la entrevista

1. En una parcela un tractor se encuentra preparando la tierra para la siembra de maiz. La

trayectoria que sigue dentro del terreno es la siguiente:

N

Si la parcela esta segmentada en las dreas A, B y C, ;cual es la probabilidad de que en un
momento dado, independiente del tiempo en que comenz6 su recorrido, el tractor esté en

alguna de ellas?
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2. En una pecera con forma de ortoedro

un pez se mueve al azar dentro de ella.
¢Cual cs la probabilidad de¢ que en un

momento dado esté nadando dentro de la

esfera mostrada, cuyo didmetro mide X?

La Tabla 1 resume el contenido de estocasticos de los problemas, corresponde a la idea de lo
posible en la propuesta de Piaget.

Tabla 1. Ideas fundamentales de estocasticos contenidas en cada problema.

Ideas Medida de Espacio | Adicién de
Fundamentales | probabilidad | muestra | probabilidades | Equiprobabilidad
implicadas

Problema 1

Problema 2

La Tabla 2 muestra los otros conceptos matematicos a poner en juego para calcular las
probabilidades requeridas, son los correspondientes a la identificacion de las necesidades por parte
de Piaget.

Tabla 2. Otros conceptos matematicos contenidos en cada problema.

Otros conceptos Operaciones Area Relaciones Volumen
matematicos algebraicas geomeétrica trigonométricas geomeétrico
implicados
Despeje de la Triangulosy  Tangente de
Problema 1 incognita rectangulos  angulo no notable
Multiplicacion Esferay
el 2 algebraica ortoedro

Los problemas se le presentaron al estudiante impresos en hojas, enunciados en lengua natural
escrita, figuras geométricas y signos matematicos. El estudiante registré sus procedimientos en
forma manuscrita con pluma, sin poder borrar. La entrevista duré 47 minutos, se videograbd y
transcribioé para su andlisis. Se utilizé calculadora sélo para determinar la tangente de un angulo. El
interrogatorio se desarroll6 en el proceso de solucién a los dos problemas.

RESULTADOS
En el Problema 1 el estudiante mostré un acercamiento a las ideas de medida de probabilidad y de
espacio muestra. Expresé que podria calcular la probabilidad conociendo la medida de las areas y
relacionarlas con el total de ellas, con lo que también expresé correctamente la idea de adiciéon de
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probabilidades. En cuanto a los otros conceptos matematicos implicados, reconocié correctamente
la relacién de tangente y realizd las operaciones algebraicas implicadas correctamente (véase la
Figura 3); se le proporcion6 una calculadora para que determinara el valor de la tangente
correspondiente.

Figura 3. Respuestas del estudiante a los problemas.

Problema 1 Problema 2
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En el Problema 2 el estudiante aplicé el mismo razonamiento al relacionar el volumen indicado
respecto al volumen total, aunque en el proceso no recordd la formula del volumen de la esfera.
Para tratar de superar esta limitacion simplificd el problema: se dio cuenta que el radio de la esfera
era igual tanto a la mitad del largo de la base del ortoedro como a su ancho y considerd soélo la
mitad del volumen de la pecera, que corresponde a la probabilidad %2, con lo que trat6 de
solucionar el problema calculando la relacién entre las areas de un circulo inscrito en un cuadrado;
se basd en un diagrama que trazé con el circulo inscrito en el cuadrado (véase la Figura 3,
derecha). Al final no logro obtener el valor de la probabilidad solicitado, lo que advirtié al considerar
su resultado mucho menor que V2.

La vinculaciéon entre lo posible y lo necesario. La Tabla 3 resume la relacion entre lo posible
(ideas fundamentales de estocasticos) y lo necesario (otros conceptos matematicos)
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Tabla 3. Las relaciones entre los posibles y las necesidades establecidas por el estudiante al
solucionar los problemas.

Lo posible: Ideas fundamentales de
estocasticos

Lo necesario: Otros conceptos matematicos

Medida de Probabilidad Relacién entre un area/volumen particular y

la/el total
Espacio Muestra Area/volumen total
Adicion de Probabilidades Suma de areas/volumenes
Equiprobabilidad Areas/volumenes de igual superficie/espacio

El estudiante establecid correctamente todas las relaciones entre las ideas fundamentales
presentes y sus correspondientes geométricos. Esta relacion se establece al representar el espacio
muestra y los eventos de interés mediante diagramas de Venn.

Las respuestas del entrevistado sugieren un acercamiento intuitivo. El valor de estos resultados es
que el estudiante procedié sin que el tema se le hubiera ensefado recientemente; en todo caso,
aplicé sus conocimientos adquiridos en su educacion basica.

Los recursos semioticos presentados y los empleados. El procedimiento del estudiante se
orientd por la idea de medida de probabilidad en el segundo problema (véase la Figura 4): la
situacion de referencia requiere identificar la relacion entre un volumen esférico respecto al
volumen de una pecera ortoédrica que lo contiene; este objeto fue reinterpretado por el estudiante
como la relacién entre el area de un circulo respecto al area del cuadrado en el que se inscribe. La
reinterpretacion del estudiante no alteré la idea de relacionar la parte con el todo (lo necesario, en
este caso) por lo que en cuanto al vértice de signo, sélo cambid la relacién entre volumenes por la
relacion entre las areas; en su intento por encontrar la solucion de una manera alternativa
establecié una relacién geométrica que no correspondia a la que plantea el problema.
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Figura 4. El triangulo epistemoldgico en la parte superior muestra las relaciones entre un concepto
dado, su objeto y su signo presentes en el problema; en la parte inferior, el triangulo epistemolégico
muestra una interpretacion del estudiante para ese concepto en el problema.

|
i- P(E) — Vesfera
g Vortoadro
o 3y ~ /
Medida de
Probabilidad
. \
y A .
\ \() P(E) — y circulo
cuadradoe
.
Medida de
Probabilidad
CONCLUSIONES

En este estudio instrumental de caso hemos realizado un acercamiento a conceptos geométricos a
partir de algunas ideas fundamentales de estocasticos, con tan sélo dos problemas y el caso
particular de un estudiante con buen desempefio al ingreso al bachillerato. En sus respuestas el
estudiante mostré un dominio de los conocimientos basicos necesarios de las matematicas que son
indispensables para ingresar al bachillerato, lo que reafirma que sea el de mejor desempeio dentro
de su grupo. También mostré que aun si poseia los conocimientos para responder al caracter
aleatorio de la situaciéon planteada, no recuperdé los otros conocimientos requeridos para ello en el
Problema 2. No obstante, obtuvimos evidencia de cédmo la exigencia de un problema, como el
problema 2, promovié modificaciones posibles de un procedimiento para desembocar en lo
necesario, aun si no se determiné el resultado correcto.

Surgen las preguntas de cudles son las ideas fundamentales de estocasticos y otros conocimientos
matematicos de secundaria que poseen otros estudiantes de nuevo ingreso con diferentes niveles
de desempefio y cémo se puede promover la aplicacion y comprension de otros conceptos
matematicos al requerir su aplicacién para solucionar problemas de probabilidad.
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