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En este documento, presentamos la unidad didactica desarrollada por el grupo 5 de la quinta
cohorte de la maestria en Educacion Matematica de la Facultad de Educacion de la Universidad
de los Andes. El tema de la unidad didactica es la elipse horizontal con centro en el origen del
plano cartesiano. Implementamos la unidad didéctica en el grado décimo de educacion media
técnica de la Institucion Educativa Rural Departamental Limoncitos. Este grado estd conformado
por 14 estudiantes en edades de 14 y 15 afios. La institucidon se encuentra ubicada en el munici-
pio de Pacho en el departamento de Cundinamarca y atiende estudiantes campesinos de estratos
socioecondmicos 1 y 2, pertenecientes a familias reconstruidas. La mayoria de los estudiantes
tiene un nivel académico bajo debido a que, por su entorno, no consideran el estudio como una
oportunidad de vida. Para ellos, es costumbre recibir clases de forma tradicional. En esta pobla-
cion, identificamos dificultades para interpretar y traducir a lenguaje matematico problemas rela-
cionados con las secciones conicas, en especial con la elipse. Ademas, el tema esta establecido
para el tercer trimestre en el plan de drea de matematicas de la Institucion Educativa Limoncitos,
lo que implica que no sea estudiado con profundidad y se trabajen en su mayoria los procesos
algebraicos de la ecuacion de la elipse. Por esta razon, enfocamos la unidad didactica en el tema
elipse horizontal con centro en el origen del plano cartesiano para atender y minimizar esta pro-
blematica.

Consideramos que nuestra unidad didactica posee varias virtudes: entre ellas, el lenguaje de
facil comprension que usamos en las actividades para los estudiantes, el uso de recursos didacti-
cos, la forma innovadora que proponemos para la implementacion, el trabajo grupal requerido en
algunas actividades, la interaccion que fomenta la comunicacion asertiva entre estudiantes y pro-
fesor, y el uso de la matematica en contextos reales. De esta forma, pretendemos que los estu-
diantes logren identificar la nocion de lugar geométrico de la elipse y reconocer sus propiedades.
También, buscamos que los estudiantes puedan resolver situaciones contextualizadas en las que
intervenga la elipse horizontal con centro en el origen del plano cartesiano. Diseniamos la unidad
didactica para que cualquier profesor de matematicas pueda adaptarla e implementarla con faci-
lidad en su institucion educativa a poblacion estudiantil de grado décimo.

El tema aporta a los siguientes estandares basicos de competencias para los grados décimo y
undécimo en el pensamiento espacial y sistemas geométricos: “resuelvo problemas en los que se
usen las propiedades geométricas de figuras conicas por medio de transformaciones de las repre-
sentaciones algebraicas de esas figuras”, “identifico en forma visual, grafica y algebraica algunas
propiedades de las curvas que se observan en los bordes obtenidos por cortes longitudinales, dia-
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gonales y transversales en un cilindro y en un cono”, “reconozco y describo curvas y/o lugares
geométricos”, “identifico caracteristicas de localizaciéon de objetos geométricos en sistemas de
representacion cartesiana y otros (polares, cilindricos y esféricos) y en particular de las curvas y
figuras conicas” y “uso argumentos geométricos para resolver y formular problemas en contextos
matematicos y en otras ciencias” (Ministerio de Educacion Nacional [MEN], 2006, p. 88).
Igualmente, el tema elipse horizontal aporta al quinto derecho basico de aprendizaje para grado
décimo: “explora y describe las propiedades de los lugares geométricos y de sus transformacio-

nes a partir de diferentes representaciones” (MEN, 2016, p. 76).



1. ANTES DE IMPLEMENTAR

En este apartado, presentamos el analisis previo a la implementacion de las actividades que dise-
flamos para la unidad didéactica. Esta informacion corresponde al andlisis de contenido y al anali-
sis cognitivo. En este ultimo, incluimos la estructura general de la unidad didactica y los aspectos
afectivos.

1. ARTICULACION DE LOS CONTENIDOS

Abordamos el analisis de contenido del tema elipse horizontal con centro en el origen del plano
cartesiano a partir de los conceptos y procedimientos que lo caracterizan, algunas de las formas
de representarlo y los contextos o fendémenos en los que se puede evidenciar y aplicar. A conti-
nuacion, presentamos el mapa conceptual de la estructura de contenido del tema de nuestra uni-
dad didactica.
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Figura 1. Mapa conceptual del tema

En el mapa, ubicamos la elipse como tema principal. En la parte superior, situamos el concepto
de la elipse a partir de su lugar geométrico como la figura formada por todos los puntos de un
plano tal que la adicion de sus distancias a dos puntos fijos es constante d(P, f;) + d(P, f,) =
2a. Esta definicion se puede comprobar mediante herramientas como el compéas de Arquimedes.
En la parte superior derecha del mapa, ubicamos la propiedad de la reflexion, que consiste en
proyectar un rayo desde uno de los focos hacia cualquier punto del lugar geométrico, de tal for-
ma que el rayo se refleja en el otro foco. Esta propiedad se evidencia en fendmenos como las ga-
lerias de murmullos. A la derecha del tema principal del mapa, mostramos otros conceptos que
corresponden a algunos de los elementos de la elipse como el centro, los semiejes, los radios vec-
tores, los focos y los vértices. Asociamos los radios vectores y los focos con la traslacién que se
presenta en fendémenos como el movimiento planetario. En la parte inferior izquierda del mapa,
ubicamos los sistemas de representacion. Estos sistemas son un grupo de reglas que permiten



identificar y crear signos relacionados con el lugar geométrico de la elipse, sus elementos y ca-
racteristicas. Estos signos se pueden transformar en otros signos equivalentes que tienen algin
tipo de relacion entre ellos. Tuvimos en cuenta los sistemas de representacion simbolico, grafico,
manipulativo, numérico y geométrico. El sistema de representacion simbdlico corresponde a la
ecuacion canonica de la elipse. El sistema de representacion grafico corresponde a la grafica de
la elipse en el plano cartesiano y lo relacionamos con el movimiento planetario, ya que brinda la
posibilidad de visualizar e interpretar con facilidad este fenomeno. El sistema manipulativo hace
referencia al uso de material manipulable que posee caracteristicas de la elipse, como por ejem-
plo el compas de Arquimedes. El sistema numérico est4 relacionado con los valores que pueden
tomar los elementos de la elipse. El sistema geométrico utiliza los datos de los elementos de la
elipse para construirlos en cualquier plano. Es posible tomar elementos de un sistema de repre-
sentacion y convertirlo a otro. Por ejemplo, los pardmetros a y b de la ecuacion canonica (siste-
ma de representacion simbolico) pueden ser representados en un plano cartesiano como los se-
miejes de la elipse (sistema de representacion grafico); los valores de la ecuacién canonica
pueden usarse para establecer la medida de algunos elementos de la elipse, lo que permite pasar
al sistema de representacion numérico; y las medidas de los elementos de la elipse se pueden uti-
lizar en un compds de Arquimedes (sistema de representaciéon manipulativo) para construir el
lugar geométrico de la elipse sobre un plano (sistema de representacion geométrico).

2. ASPECTOS COGNITIVOS

En este apartado, presentamos los aprendizajes que esperamos que adquieran los estudiantes en
las dimensiones cognitiva y afectiva.

2.1. Expectativas de aprendizaje

Abordamos las expectativas de aprendizaje a partir de las capacidades matematicas fundamenta-
les y procesos matematicos del marco PISA 2012 (Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte,
2013) y de los objetivos de aprendizaje que corresponden a los aprendizajes que esperamos ad-
quieran los estudiantes. Incluimos los errores y dificultades que podrian surgir en el desarrollo de
la unidad didéctica y los procedimientos que realizan los estudiantes para alcanzar los aprendiza-
jes esperados. Por tltimo, explicamos el esquema general de nuestra unidad didactica.

Expectativas de aprendizaje de nivel superior

En el marco PISA 2012, las expectativas de aprendizaje de nivel superior estdn compuestas por
las capacidades matematicas fundamentales y los procesos matematicos. Las capacidades mate-
maticas fundamentales corresponden a las acciones cognitivas mas naturales de las matematicas:
comunicacion, matematizacion, representacion, razonamiento y argumentacion, disefio de estra-
tegias para resolver problemas, utilizacion de operaciones y un lenguaje simbolico, formal y téc-
nico y utilizacidon de herramientas matematicas. Estas capacidades se dan a partir de tres proce-
sos matematicos. El primero es formular, que se evidencia al traducir la informaciéon de un
problema en contexto a un problema matematico. El segundo es emplear, que consiste en aplicar
procedimientos en el problema matematico para obtener un resultado. El tercero es interpretar y



evaluar, que relaciona los resultados obtenidos de un procedimiento con el contexto en el que se
dio el problema.

Con nuestra unidad didactica, esperamos contribuir a todas las capacidades matematicas
fundamentales en los tres procesos matematicos: buscamos que los estudiantes puedan explicar
los procedimientos que llevan a cabo al resolver un problema (comunicacion); esperamos que los
estudiantes puedan relacionar un problema en contexto con las matematicas (matematizacion);
queremos que los estudiantes usen distintas maneras de representar matematicamente una situa-
cioén dada (representacion); esperamos que los estudiantes justifiquen cada proceso al solucionar
un problema (razonamiento y argumentacion); pretendemos que los estudiantes organicen la in-
formacion de un problema y los pasos seguidos para su solucion (diseo de estrategias para re-
solver problemas); queremos que los estudiantes manejen adecuadamente la simbologia ya esta-
blecida de las matematicas (utilizacion de operaciones y un lenguaje simbolico, formal y
técnico); incluimos recursos que les permitirdn a los estudiantes encontrar relaciones matemati-
cas y establecer procedimientos de solucion en una situacion problema (utilizacion de herramien-
tas matematicas).

Conocimientos previos

Antes de enfrentarse a las actividades de la unidad didéctica, es necesario que los estudiantes
tengan unos conocimientos previos que les permitan desarrollar las actividades sin mayor dificul-
tad. Por ejemplo, los estudiantes deben diferenciar las secciones conicas para poder identificar la
forma de una elipse o determinar las coordenadas de un punto representado en el plano carte-
siano. En el anexo 1, organizamos una lista de conocimientos previos que consideramos necesa-
rios para nuestra unidad didactica.

Objetivos de aprendizaje

Para nuestra unidad didactica, establecimos tres objetivos con los que abordamos los conceptos y
procedimientos, representaciones y fendmenos que mencionamos en el apartado sobre la articu-
lacion de los contenidos. En la tabla 1, presentamos los objetivos de aprendizaje.

Tabla 1
Objetivos de la unidad didactica Elipse horizontal con centro en el origen

O Descripcion

1 Reconocer la nocion de elipse a partir de su lugar geométrico

2 Identificar los elementos y propiedades que caracterizan el lugar geométrico de la elipse
horizontal con centro en el origen

3 Interpretar y resolver situaciones contextualizadas en las que intervienen las propiedades y
caracteristicas de la elipse horizontal con centro en el origen

Nota. O: Objetivo

" Los anexos se pueden consultar en este enlace: http://funes.uniandes.edu.co/11771.



Con el primer objetivo, buscamos que los estudiantes reconozcan la definicion del lugar geomé-
trico de la elipse a partir del andlisis de su construccion y verificacion de esa definicion. Con el
segundo objetivo, pretendemos que los estudiantes identifiquen elementos de la elipse como cen-
tro, focos, vértices, semiejes y radios vectores a partir de su representacion geométrica y grafica,
al utilizar herramientas como el compés de Arquimedes. Ademas, buscamos que relacionen los
elementos con los parametros de la ecuacion candnica mediante el fendémeno de movimiento
planetario. Para el tercer objetivo, queremos que los estudiantes interpreten la informacion pre-
sentada en un fenomeno como la galeria de murmullos y utilicen los conocimientos adquiridos
en los dos objetivos anteriores para resolver situaciones contextualizadas.

Criterios de logro

Cuando los estudiantes se enfrentan a las situaciones problema presentadas en las actividades de
la unidad didactica, ejecutan algunos procedimientos de forma organizada que llamamos criterios
de logro. Redactamos los criterios de logro con un lenguaje comprensible para los estudiantes y
los presentamos en el anexo 2. Las secuencias de criterios de logro conforman posibles estrate-
gias que cada estudiante utiliza para dar solucién a una situacion problema.

Limitaciones de aprendizaje

Las limitaciones de aprendizaje corresponden a las dificultades y errores que los estudiantes
pueden presentar al no conocer los procedimientos a realizar o ejecutarlos de manera incorrecta
en el desarrollo de las actividades. Las dificultades son eventualidades que impiden la consecu-
cion de los objetivos de aprendizaje. Los errores son las manifestaciones observables que permi-
ten evidenciar esas dificultades. Cada error esta asociado a una dificultad.

Para nuestro tema, determinamos un listado de limitaciones asociadas a los conocimientos
previos, como se puede apreciar en el anexo 3. Establecimos tres tipos de dificultades. La prime-
ra dificultad agrupa errores que tienen que ver con las caracteristicas de figuras geométricas; por
ejemplo, en un triangulo rectangulo, el estudiante puede considerar que un cateto es mayor a la
hipotenusa. En la segunda dificultad, ubicamos los errores para establecer caracteristicas del
plano cartesiano; por ejemplo, el estudiante puede intercambiar los valores x y y al asignar la
coordenada de un punto. La tercera dificultad incluye los errores para reconocer las propiedades
de los conjuntos numéricos; por ejemplo, el estudiante puede ignorar los exponentes cuadrados al
utilizar el teorema de Pitagoras.

Agregamos un listado de las limitaciones asociadas a los criterios de logro que afectan el al-
cance de los objetivos de nuestra unidad didactica. El listado se encuentra en el anexo 4. Para
estas limitaciones, determinamos cuatro dificultades. La primera contiene los errores que se pue-
den dar al representar geométrica o graficamente una elipse horizontal; por ejemplo, ubicar los
focos de la elipse sobre el eje normal. En la segunda dificultad, agregamos los errores para de-
terminar las longitudes de algunos elementos de la elipse; por ejemplo, determinar que el centro
de la elipse divide al eje mayor en segmentos diferentes. En la tercera dificultad, ubicamos los
errores que afectan la interpretacion de una situacion real para identificar la representacion geo-
métrica de la elipse, como lo es confundir la informaciéon de un problema que involucra la elipse
con caracteristicas de otras formas geométricas. La cuarta dificultad contiene los errores que se
pueden presentar al determinar equivalencias entre los sistemas de representacion simbdlico y



grafico. Por ejemplo, un estudiante puede asociar el parametro b con el semieje mayor o asociar
el pardmetro a con el semieje menor.

2.2. Grafos de criterios de logro de los objetivos de aprendizaje
Para cada objetivo, previmos aquellas estrategias que los estudiantes podrian usar al enfrentarse a
situaciones destinadas a la consecucion de cada objetivo. Organizamos esas estrategias en grafos
de criterios de logro. A continuacién, presentamos los grafos de criterios de logro de cada objeti-
Vo.

En la figura 2, mostramos el grafo de criterios de logro del objetivo 1.
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Figura 2. Grafo de criterios de logro del objetivo 1

Inicialmente, los estudiantes extraen informacion de una situacion problema que les permite ubi-
car los focos de una elipse o escoger la manera de hacerlo, ya sea al utilizar la simetria con res-
pecto al centro, o al recurrir a la distancia de un vértice horizontal a un foco. Esto los lleva a dife-
renciar la elipse de otras formas geométricas, bien sea al construirla o al identificarla. En caso de
requerir la construccion de la elipse, presentamos dos estrategias. En la primera, los estudiantes
reconocen todos los puntos de la elipse a partir del valor de la constante, y en la segunda, utilizan
la suma de los radios vectores. En caso de identificar la forma de la elipse, los estudiantes prosi-



guen a vincular la medida de los radios vectores con la constante. Finalmente, es de esperar que
los estudiantes relacionen la constante con el lugar geométrico de la elipse y la asocien con la
situacion presentada en el problema.

En la figura 3, presentamos el grafo de criterios de logro del segundo objetivo.
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Figura 3. Grafo de criterios de logro del objetivo 2

Los estudiantes empiezan asociando los datos del enunciado con algunos elementos de la elipse
como focos, vértices y ejes de simetria. Luego, determinan cuéles de estos elementos son simé-
tricos. En seguida, pueden presentarse dos situaciones: que relacionen los radios vectores con el
semieje mayor para construir el lugar geométrico de una elipse o que tomen los parametros de la
ecuacion y los relacionen con los elementos de la elipse horizontal para comprobar que pertenece
a la elipse. Luego, los estudiantes proponen una de cuatro maneras de ubicar los focos: utilizar el
teorema de Pitdgoras, usar los radios vectores, recurrir a los vértices horizontales o utilizar el
centro de la elipse. Después de realizar una de las cuatro estrategias, hallan la distancia entre los



focos. En ese momento, se presentan dos posibles situaciones: los estudiantes deben proponer la
manera de representar los elementos o visualizar las caracteristicas de una elipse ya construida.
Para la primera situacion, surgen dos estrategias que consisten en representar los elementos gra-
ficamente o representarlos geométricamente. Después de construir o visualizar la representacion
de los elementos de la elipse, proceden a determinar las medidas de longitud de algunos de ellos
y vincularlas con la constante que genera el lugar geométrico de la elipse. Finalmente, asocian
los elementos y caracteristicas con la situacion contextualizada.
En la figura 4, presentamos el grafo de criterios de logro del tercer objetivo.
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Figura 4. Grafo de criterios de logro del objetivo 3

Para la consecucion de este objetivo, los estudiantes deberan aplicar estrategias ya utilizadas en
los objetivos anteriores para dar solucion a las situaciones problema. Como en los objetivos
anteriores, los estudiantes identifican los elementos de la elipse. Esto les permite proponer una de
dos estrategias para ubicar los elementos de la elipse. En la primera estrategia, reconocen y
ubican elementos de la elipse en un plano cartesiano; es decir, realizan su representacion grafica.
Para la segunda estrategia, representan esos elementos geométricamente. Cualquiera de las dos
estrategias los lleva a hallar las medidas de los semiejes. Después, proponen una de cuatro
posibles formas de ubicar los focos de la elipse: en la primera, utilizan el centro; en la segunda,
requieren de la distancia entre un vértice y el foco mas cercano; en la tercera, aplican el teorema
de Pitagoras; y, en la cuarta, lo hacen a partir de la informacion del enunciado. Después de
realizar alguna de las tres primeras estrategias, ubican los focos y hallan la distancia entre ellos.
Luego de hallar esta distancia o de realizar la cuarta estrategia, los estudiantes pueden relacionar
los pardmetros a, by c con las medidas de algunos elementos de la elipse como los semiejes.
Para finalizar, establecen la relacion entre la ecuacion canonica de la elipse y su grafica para dar
solucion al problema.
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2.3. Esquema general de la unidad didactica

Para esta unidad didéctica, llamamos tareas de aprendizaje a las actividades que realizamos para
implementar en clase con los estudiantes para el alcance de los objetivos. La tarea diagndstica y
el examen son tareas de evaluacion que permiten verificar los conocimientos que tiene los estu-
diantes antes y después de desarrollar las tareas de aprendizaje.

Diseflamos una tarea diagnostica que evalta los conocimientos previos que los estudiantes
deben manejar antes de abordar las tareas de aprendizaje. Para la consecucion de los tres objeti-
vos de nuestra unidad didactica, construimos dos tareas de aprendizaje por objetivo. Para el pri-
mer objetivo, disefiamos las tareas Construccion de una piscina y Mesa de billar. En la tarea
Construccion de una piscina, buscamos que los estudiantes construyan el lugar geométrico de la
elipse a partir de sus focos, radios vectores y constante. En la tarea Mesa de billar, pretendemos
que, mediante una mesa de billar eliptica, los estudiantes relacionen la suma de los radios vecto-
res con su constante. Las tareas del segundo objetivo se titulan Vitrales elipticos y Solsticios y
equinoccios. En la primera, buscamos que los estudiantes manipulen un compés de Arquimedes
para generar la elipse e identifiquen sus elementos y caracteristicas. Con la segunda tarea para el
segundo objetivo, queremos que los estudiantes utilicen GeoGebra para relacionar el movimiento
planetario con las caracteristicas de la elipse y asocien sus elementos con la ecuacion candnica.
Con las tareas para el tercer objetivo, Puente de arco y Galeria de murmullos, pretendemos que
los estudiantes solucionen problemas en contexto al relacionar la ecuacion canonica de la elipse
con su grafica. Por ultimo, construimos un examen que contiene una tarea de evaluacion por ob-
jetivo. Estas tareas, evalian el alcance de los objetivos. A continuacion, presentamos en la tabla
2 el esquema general de la implementacion de la unidad didéctica que contiene las sesiones re-
queridas para el alcance de cada objetivo, el tiempo y la descripcion de cada sesion.

Tabla 2
Esquema general de la unidad didactica
O Sesion Tarea Tiempo Actividades
(min)
la3  Diagndstica 180 Aplicacion de la prueba y realimentacion
1 4 T1.1 Construccion de 60 Desarrollo de la tarea T1.1
una piscina
1 5 T1.2 Mesa de billar 60 Realimentacion tarea T1.1 y Desarrollo de la
tarea T1.2
2 6 T2.1 Vitrales elipti- 60 Realimentacion tarea T1.2 y Desarrollo de la
Ccos tarea T2.1
2 7 T2.2  Solsticios 'y 60 Realimentacion tarea T2.1 y Desarrollo de la
equinoccios tarea T2.2
3 8 T3.1 Puente de arco 60 Realimentacion tarea T2.2 y Desarrollo de la
tarea T3.1
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Tabla 2
Esquema general de la unidad didactica

3 9 T3.2 Galeria de 60 Realimentacion tarea T3.1 y Desarrollo de la
murmullos tarea T3.2

1,2 10 Todas las tareas 60 Realimentacion de la tarea T3.2 y prepara-

y3 cidn para el examen

1,2 11 Examen final 120 Aplicacion del examen final

y3

1,2 12 Examen final y cierre 60 Realimentacion de los resultados del examen

y 3 final y calificacion de la unidad didéctica

Nota. O = Objetivo

Cada tarea de aprendizaje es requisito de la siguiente tarea, ya que los conocimientos adquiridos
en cada una, permiten el alcance de las tareas posteriores. Por ejemplo en la tarea T2.1, los estu-
diantes ubican elementos de la elipse y determinan sus caracteristicas. Esto permite que, en la
tarea T2.2, logren relacionar esos elementos con los parametros de la ecuacion de la elipse hori-
zontal con centro en el origen.

Cada sesion tiene una duracion de 60 minutos a excepcion de la sesion 11. La tarea diagnos-
tica puede implementarse en las dos primeras sesiones y realimentarse en la tercera sesion. La
tarea T1.1 Construccion de una piscina requiere de 60 minutos y las demas tareas de 50 minutos.
Proponemos que todas las tareas sean realimentadas durante los primeros 10 minutos de la si-
guiente sesion. En la sesion 10, luego de realimentar la Gltima tarea, el profesor puede realizar un
resumen de los aprendizajes esperados de las tareas implementadas, con el propdsito de preparar
a los estudiantes para el examen final. El examen final estd previsto para ser implementado en
una sesion de 120 minutos. La tltima sesion corresponde a la realimentacion del examen final y
la socializacion de las notas para calificar la unidad didéctica.

2.4. Expectativas de tipo afectivo

Las expectativas afectivas estan relacionadas con las actitudes que tomen los estudiantes al en-
frentarse a situaciones problema. Generamos cinco expectativas que abordan las actitudes que
esperamos que presenten los estudiantes al desarrollar las actividades propuestas en la unidad
didactica. A continuacion, presentamos las expectativas de tipo afectivo, que ademas, se encuen-
tran en el anexo 5.
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Tabla 3
Listado de expectativas afectivas del tema Elipse horizontal

EA Descripcion

1 Desarrollar el interés por representar grafica o geométricamente los elementos de la elipse

2 Desarrollar confianza en el uso de herramientas para la construccion del lugar geométrico
de la elipse

Potenciar estrategias para la resolucion de problemas que involucren la elipse

4 Promover en el estudiante el analisis y la argumentacion para justificar el concepto del lu-
gar geométrico de la elipse

5  Mejorar la autoestima del estudiante frente al uso de las matematicas en la solucion de pro-
blemas relacionados con la elipse

Nota. EA: expectativa afectiva.

Planteamos las expectativas afectivas teniendo en cuenta tres aspectos generales relacionados
con la parte afectiva de los estudiantes durante su proceso de aprendizaje. La primera y cuarta
expectativas tienen que ver con la busqueda de la motivacion e interés de los estudiantes en ad-
quirir los conocimientos esperados. La segunda y quinta expectativas estan relacionadas con for-
talecer la autoestima y la confianza de los estudiantes al enfrentarse a una situacion problema. La
tercera expectativa esta asociada al mejoramiento de las actitudes y héabitos de los estudiantes
para fortalecer su aprendizaje.

Con las expectativas de tipo afectivo, queremos contribuir a la consecucion de los tres obje-
tivos de nuestra unidad didéctica. Con la primera expectativa, pretendemos que los estudiantes
mejoren el interés para representar elementos de la elipse y contribuir a la capacidad matematica
de representacion. Con la segunda expectativa, buscamos que los estudiantes desarrollen con-
fianza para construir el lugar geométrico de la elipse y aportar a la capacidad matematica de uti-
lizacion de herramientas matemadticas. Con la tercera expectativa, queremos que los estudiantes
fortalezcan habilidades en la solucion de problemas y contribuir a la capacidad de disefio de es-
trategias para resolver problemas. Con la cuarta expectativa, pretendemos que los estudiantes
justifiquen los procedimientos realizados para obtener el lugar geométrico de la elipse y aportar a
la capacidad matematica de razonamiento y argumentacion. Con la quinta expectativa, preten-
demos que los estudiantes comprendan la utilidad de las matematicas en distintos contextos y
fortalecer la capacidad de matematizacion.
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2. TAREA DIAGNOSTICA

En este apartado, presentamos la tarea diagnostica que evalua los conocimientos previos que se
deben tener en cuenta para implementar las tareas de aprendizaje del tema elipse horizontal con
centro en el origen del plano cartesiano. La tarea diagnostica estd compuesta por cuatro literales.
Con el literal A, abordamos algunos conceptos como coordenadas, distancias y punto medio ubi-
cados en el plano cartesiano. En el literal B, evaluamos la aplicacion del teorema de Pitagoras, el
despeje de ecuaciones y la sustitucion de variables. Con el literal C, buscamos establecer si los
estudiantes son capaces de identificar la forma de las conicas. Por tltimo, en el literal D, busca-
mos que los estudiantes puedan diferenciar elipses y elipsoides de otras figuras geométricas.

1. DESCRIPCION DE LA TAREA DIAGNOSTICA

A continuacion, presentamos los conceptos y procedimientos implicados en la tarea diagnostica,
los sistemas de representacion que se activan, los contextos, los materiales o recursos que se uti-
lizardn, la formulacion de la tarea, el agrupamiento de los estudiantes, las interacciones previstas
entre profesor y estudiantes y entre estudiantes, la temporalidad, los errores y ayudas, y las suge-
rencias metodoldgicas.

1.1. Propdsito de la tarea diagnostica

La meta de la tarea diagndstica es evaluar los conocimientos previos necesarios para abordar las
tareas de aprendizaje, por ejemplo, identificar las caracteristicas de diversas figuras geométricas,
establecer caracteristicas del plano cartesiano y reconocer propiedades de los conjuntos numéri-
COS.

1.2. Conceptos y procedimientos implicados en la tarea

Con la tarea diagnoéstica, se puede verificar que los estudiantes aplican conocimientos como re-
conocer y ubicar coordenadas en el plano cartesiano, identificar las caracteristicas de las rectas,
diferenciar figuras geométricas y aplicar las propiedades de los conjuntos numéricos.
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1.3. Sistemas de representacion que se activan

El desarrollo de la tarea diagndstica permite utilizar el sistema de representacion simbolico, al
realizar procedimientos con ecuaciones; el sistema de representacion grafico, al usar el plano car-
tesiano; el sistema de representacion manipulativo, al identificar las conicas en el cono de Apo-
lonio; el sistema de representacion numérico, al realizar operaciones con los nimeros reales; y el
sistema de representacion geométrico, al identificar figuras geométricas en objetos reales.

1.4. Contextos en los que se sitia la tarea
Para la tarea diagnostica, utilizamos los contextos social y cientifico. En el literal A, manejamos
el contexto social, ya que planteamos las preguntas con base en un sistema de transporte publico.
Los literales B al D se ubican en un contexto cientifico matematico, ya que los estudiantes desa-
rrollan problemas propios de esta disciplina.

1.5. Materiales y recursos
Para la tarea diagnostica, utilizamos un cono de Apolonio con el que los estudiantes identifican

cada conica al reproducir sus formas en un plano.

1.6. Formulacion de la tarea
A continuacion, presentamos la tarea diagndstica para el tema de la elipse horizontal.

A. En la siguiente imagen se muestran algunos tramos del mapa del sistema de transporte TransMile-
nio de Bogota, ubicado en un plano cartesiano.

Portal ' cCardio = ci146 = Alcald = cIM27 | CIM06 vimey  Héoes g7z cCle3 Marly — Av39 Cli26
—e © e e o o o e o o o o o o
3 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2
Toberin  Mazuren  Cll142 Prado  pepeSierra  CII100 cligs

LaCastellaha

10

o,

2 4 6 8
Cll76 Flores Cl57 Cli45 Profamilia

Polo

NQSCII75 SimonBolivar

Rionegro
o o

SubaCli9sy SanMatt‘itn Escucirinile Coliseo UNacional
SubaCII10‘) Crad7
Puentelarg.o . Cra53
Shaio. AV68
@ HumedalCordoba s cias
Boyaca

A continuacion, podras observar la informacion de algunas rutas.

Ruta B28
Univ. Simén Av. Chil C {‘a“ Calle 106 Pepe Prad Portal
Nacional Bolivar v. Lhrle as: an alle Sierra rado Norte

Ruta H20
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D Y R I NSRS

Ruta B27

> Marly >> Calle 63 >> Flores >> Calle 72 >> Calle 76>> Calle 85 >> Virrey >> %‘:;_t;l >

Ruta H15

Humedal Puente Escuela
> Cérdoba >> largo >> Militar >> Calle 76>> Marly >> Calle 45>> Av. 39>

Resuelve las siguientes situaciones.

1. Se desea construir una estacion nueva en la coordenada (5, —3) que se llamara Los novios.
Ubica y marca en el mapa la posicion de la nueva estacion.

2. Teniendo en cuenta la ruta B28, identifica dos estaciones que tengan mayor distancia que
la que hay entre las estaciones Pepe Sierra y Prado.

3. En la ruta H20, organiza de mayor a menor las distancias que hay entre cada parada y la
siguiente. Indica en cada distancia la estacion donde inicia y donde finaliza cada recorrido.

4. Si estas en la estacion Humedal Cordoba y quieres ir hasta el Portal Norte, indica cual de-
be ser tu recorrido utilizando las rutas B28, H20, B27 y H15.

5. ¢Cuales son las coordenadas de las estaciones La Castellana, Av. 68 y Calle 106?

6. /Cual es la estacion que queda en el punto medio entre las estaciones Calle 45 y Flores? y
(entre las estaciones Av Chile y Universidad Nacional?

7. Se observa que, cuando la ruta B27 hace sus paradas entre los paraderos Marly, Calle 63 y
Flores, la suma de las distancias entre ellas es de tres unidades. Encuentra tres estaciones
dentro de la misma ruta que mantengan la misma relaciéon entre las distancias que las sepa-
ran.

8. Escribe las coordenadas inicial y final de una persona que empieza su recorrido en la esta-
cion Calle 100 y lo termina en la estacion Calle 63. ;Qué diferencias observas en esas coor-
denadas?

9. Los administradores del sistema TransMilenio quieren implementar la nueva ruta 6, que se
detiene en todas las estaciones desde la Boyaca hasta la Calle 26. Traza de otro color el reco-
rrido de la ruta 6 y marca el lugar en que esta ruta forma un recorrido perpendicular a la ruta
B28.

10. (En qué estacion estd ubicado el origen del plano cartesiano?

11. Si una unidad en el plano cartesiano equivale a 4 cuadras, ;cuantas cuadras recorrié un
bus de TransMilenio en cada una de las rutas B28, H20, B27, H15 y la ruta 6?
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B. En un plano cartesiano, resuelve los siguientes puntos.

1. Grafica un tridngulo rectangulo cualquiera de modo que su angulo recto coincida con el ori-
gen del plano cartesiano y halla el valor de la hipotenusa que forma. Luego, determina la ecua-
cion de la recta que contiene la hipotenusa.

2. En la funcién cuadratica y = 2x? + 5x — 3, reemplaza en x los siguientes valores
—4;—3;—2;—1;0; 1; 2 y halla el vértice de la funcion. Luego, grafica la funcion.

C. Utiliza el cono de Apolonio y calca las conicas que se generan. Asignales su respectivo nombre
(circunferencia, parabola, elipse e hipérbola).

. . ., 2 . , . . .
D. De las siguientes imagenes”, selecciona cudles se asemejan a elipsoides:

2 Imégenes tomadas de https://bit.ly/2HQsLhj; https://bit.ly/21UM4pB; https://bit.ly/21ThVgs;
https://bit.ly/2Gw7Uur; https://bit.ly/2k7rSTc. Todas estas figuras tienen permiso de reutilizacion.
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1.7. Agrupamiento e interacciones

Sugerimos que los estudiantes desarrollen la tarea diagnéstica de forma individual y que no haya
interaccion entre estudiantes y profesor, ya que es una tarea de evaluacion. Durante la sesion de
realimentacion, proponemos que el profesor socialice los resultados del desarrollo de la prueba e
indague sobre las posibles causas de los errores en los que los estudiantes incurrieron.

1.8. Temporalidad

La implementacion de la tarea diagnostica requiere de dos sesiones de 60 minutos. En la primera
sesion, los estudiantes realizan el literal A y, en la segunda sesion, desarrollan los literales B, C y
D. Recomendamos que el profesor utilice otra sesion de 60 minutos para realimentar la tarea.

1.9. Errores en los que pueden incurrir los estudiantes y ayudas

En el desarrollo de la tarea diagndstica, los estudiantes pueden incurrir en algunos errores rela-
cionados con conocimientos previos (anexo 3). Para ello, el profesor proporcionard ayudas que
les permitan a los estudiantes superar esos errores y lograr los conocimientos previos. Por ejem-
plo, si los estudiantes incurren en el error de considerar iguales las coordenadas de dos puntos
diferentes del plano cartesiano, el profesor puede aclararles que todo punto diferente en el plano
cartesiano tiene coordenadas distintas y puede mostrarles un ejemplo. En el anexo 6, proporcio-
namos un listado de ayudas asociadas a los errores de los conocimientos previos.

1.10. Sugerencias metodologicas y aclaraciones de la tarea

Antes de implementar la tarea diagndstica, el profesor debe verificar que tiene la tarea impresa y
el cono de Apolonio para hacerle entrega del material a los estudiantes. Es importante que, antes
de iniciar la implementacion de la tarea diagnostica, el profesor explique a los estudiantes que el
proposito de la tarea es indagar acerca de los conocimientos que deben tener antes de iniciar las
tareas de aprendizaje de la unidad didactica. Sugerimos que el profesor no intervenga en el desa-
rrollo de la tarea, pero si verifique que cada uno de los estudiantes la esté desarrollando. Para la
realimentacion de la tarea, el profesor puede solicitar la participacion en el tablero de varios es-
tudiantes que mostraron algunas dificultades. La intencidn es que los estudiantes identifiquen sus
errores y de esta manera, el profesor pueda proporcionar las ayudas sugeridas. Si el profesor lo
cree pertinente, puede considerar el interés que muestren los estudiantes en el desarrollo de la
tarea diagnostica para asignar una valoracion cuantitativa a esta tarea, sin tener en cuenta si los
procedimientos realizados son correctos o no.
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3. TAREAS DE APRENDIZAJE

En este apartado, describimos los elementos que caracterizan las tareas de aprendizaje pertene-
cientes a los tres objetivos de la unidad didactica.

1. TAREA T1.1 CONSTRUCCION DE UNA PISCINA

La tarea T1.1 Construccién de una piscina presenta una situacion problema de una familia. En
ella, los estudiantes deben indagar algiin procedimiento que permita construir el lugar geométri-
co de una elipse para dar forma a una piscina y presentar su propuesta a sus compaieros de clase.
La intencion de la tarea es introducir a los estudiantes en el tema de la elipse horizontal y que
conozcan la metodologia que se llevara a cabo en todas las actividades de la unidad didactica.

1.1. Descripcion de la tarea
A continuacion, describimos los aspectos mas relevantes que tuvimos en cuenta para estructurar
la tarea.

Requisitos de la tarea

Para abordar esta tarea, los estudiantes deben analizar la informacion que se les presenta en un
texto. Ademas, deben reconocer valores constantes, la forma de las secciones conicas, y las ca-
racteristicas del lugar geométrico de la circunferencia y la parabola.

Aportes de la tarea a los objetivos de aprendizaje

La tarea permite construir la forma del lugar geométrico de la elipse a partir de los focos y su
constante mediante diferentes estrategias de solucion. De esta manera, la tarea contribuye al ob-
jetivo, pues los estudiantes determinan la nocidn del lugar geométrico de una elipse a partir de su
construccion.

Conceptos y procedimientos implicados en la tarea

La tarea construccion de una piscina permite reconocer la nocién de focos, radios vectores y la
constante del lugar geométrico de la elipse. Para los focos, los estudiantes identifican que estos
son dos puntos fijos. Para los radios vectores, establecen que son segmentos que comparten un

19



extremo y los extremos no comunes son los focos. La suma de las distancias de estos segmentos
es la constante de la elipse. Para el lugar geométrico, los estudiantes reconocen que los puntos
comunes de los radios vectores generan la forma de la elipse.

Sistemas de representacion que se activan

El desarrollo de la tarea permite utilizar el sistema de representacion manipulativo cuando los
estudiantes utilizan una cinta métrica y la tiza para construir el lugar geométrico de la elipse.
Ademas, se usa el sistema de representacion geométrico al construir la elipse sobre un plano.

Contextos en los que se situa la tarea
Situamos la tarea en un contexto personal, ya que corresponde a desarrollar una actividad de in-
terés familiar.

Materiales y recursos

La tarea requiere del uso de una cinta métrica (decametro) que corresponde a la constante de la
elipse y con ella los estudiantes pueden determinar su medida y los radios vectores. Ademas,
proponemos el uso de una tiza para que los estudiantes puedan marcar en el piso la forma de la
piscina.

Formulacion de la tarea
Los estudiantes reciben de su profesor un documento con la siguiente informacion.

Construccion de una piscina

Pedro y sus dos hijas Maria y Juana, grafican en el piso del patio de su casa la forma que
tendra una piscina que desean construir. Maria y Juana se ubican a cierta distancia en los
puntos donde se colocaran los desagiies de la piscina. Ellas tendran una cinta métrica no elas-
tica atada a sus pies mientras su padre realiza un procedimiento que le ayuda a obtener la
forma de la piscina que se muestra en la siguiente figura.

En grupos de tres personas, dirijanse al patio del colegio y resuelvan los siguientes puntos.
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1. Discutan en grupo sobre cudl pudo ser el procedimiento que realizé Pedro. Luego, con la
cinta métrica y la tiza apliquen el procedimiento que dedujeron para dibujar en el piso del pa-
tio la figura obtenida por Pedro para el disefio de la piscina.

2. Describan los pasos que han seguido para dibujar la forma de la piscina.

3. Presenten ante sus compaferos del curso su propuesta para la construccion del disefio de
la piscina.

4. (Cual o cuéles figuras del disefio de la piscina propuestas por todos los grupos son simila-
res a la que construyeron Pedro y sus hijas? y ¢cudles no?

5. ¢Cual fue el proceso seguido por los estudiantes que hicieron la figura similar a la cons-
truida por Pedro y sus hijas para el disefio de la piscina?

6. /Qué sucede con la grafica del disefio de la piscina si Pedro reduce la longitud de la cinta
métrica que se amarra a los pies de Juana y Maria? ;Qué sucede si Pedro aumenta la longitud
de la cinta métrica?

7. {Qué relacion tiene la cinta métrica amarrada a los pies de Juana y Maria con la figura del
disefio de la piscina?

Agrupamiento e interaccion

Para esta tarea, se requieren grupos de minimo cuatro estudiantes. Esto les permitird asumir los
roles necesarios para resolver los diferentes puntos de la tarea. Dos estudiantes se ubican en los
focos: uno traza el lugar geométrico de la elipse y el otro se encarga de tomar los apuntes de los
datos solicitados en la tarea. Para el agrupamiento de los estudiantes, recomendamos que, en ca-
da grupo, haya estudiantes de diferente nivel de desempefio para promover el trabajo en equipo.
Los estudiantes discutiran los procedimientos de solucion de los tres primeros puntos al interior
de cada grupo. Luego, presentaran su propuesta ante todo el curso para determinar el procedi-
miento apropiado para construir la piscina y daran continuidad a los siguientes numerales de la
tarea en cada grupo. El profesor interactia con los grupos durante la ejecucion y orienta las con-
clusiones dadas durante la socializacion.

Temporalidad

Inicialmente, se puede presentar a los estudiantes la tarea, entregar los materiales y conformar los
grupos en 10 minutos. Luego, se desarrollan los numerales 1 al 3 en aproximadamente 20 minu-
tos. Posteriormente, en 10 minutos se puede poner en comun con todos los grupos los resultados
obtenidos. El resto de la tarea se desarrolla y se pone en comin en 20 minutos. En la siguiente
sesion, sugerimos utilizar 10 minutos para hacer la respectiva realimentacion.

1.2. Grafo de criterios de logro de la tarea
En la figura 5, presentamos el grafo de criterios de logro del objetivo 1. Encerramos con rectan-
gulos los criterios de logro que conforman las estrategias de solucion que los estudiantes pueden
tomar para resolver la tarea T1.1 Construccion de una piscina. Ademas, ubicamos en cada crite-
rio de logro, el codigo de los errores mostrados en el anexo 4 en los que podrian incurrir los es-
tudiantes al desarrollar estos procedimientos.
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1.8 Reconozco que todos los
puntos de la elipse generan
un lugar geométrico

E47-74
1.7 Propongo la 1.12 Analizo la 1.13 Aplico la
1.3 Utilizo la manera de ubicar relacion entre la definicion de
simetria para 0 representar los constante y el elipse en
hallar uno de los elementos de una lugar geométrico situaciones de
focos elipse de la elipse la vida real
E8-19 E67-38 E68-75
1.1 Identifico X I 1.9 Determino elipses a
datos del - - partir de la suma de sus
enunciado y 1.2 Propongo 1.5 Interpreto la L.6 Diferencio la radios vectores
los relaciono la manera de informacion del forma de una E24-25-26
con una elipse —>> ubicar uno de enunciado para —» elipse de otras
horizontal los focos de ubicar los focos f"“,“a?
E40-41-69 una elipse E37-18 geométricas
horizontal E45-20-30-44

1.10 Identifico la 1.11 Relaciono los

1.4 Utilizo la radios vectores de la
distancia que hay de _forma d? una elipse con la constante
un vértice a un foco elipse horizontal que la genera
para ubicar otro foco

Figura 5. Grafo de criterios de logro de la tarea T1.1 Construccion de una piscina

En la tarea T1.1 Construccién de una piscina, los estudiantes relacionan los datos del enunciado
con los focos y la constante de la elipse. Con esta informacion, ubican los focos de la elipse.
Después, diferencian de otras figuras geométricas la representacion geométrica dada en la formu-
lacion para proponer la manera de construir el lugar geométrico de la elipse. Se pueden presentar
dos situaciones. En la primera, los estudiantes generan el lugar geométrico de la elipse con el va-
lor de la constante y, en la segunda, pueden hallarlo con la suma de los radios vectores. Luego,
establecen la relacion entre la constante y el lugar geométrico de una elipse. Por ultimo, los estu-
diantes identifican esta relacion y la verifican en la situacién en contexto.

1.3. Errores en los que puede incurrir el estudiante y ayudas

Cuando los estudiantes se enfrentan al desarrollo de la tarea, es posible que incurran en errores
que les impidan realizar algin procedimiento de manera adecuada o que no puedan solucionar la
tarea. El profesor puede intervenir al brindar ayudas para que los estudiantes superen esos erro-
res. Presentamos las ayudas para esta tarea en la tabla 1 del anexo 7. Identificamos que los estu-
diantes pueden incurrir en errores como colocar puntos diferentes a la ubicacion de los focos en
el interior de la elipse. El profesor puede brindar una ayuda, al aclarar que los focos se encuen-
tran ubicados sobre el eje mayor. También, podrian confundir la informacién de un problema que
involucre la elipse con otras formas geométricas. La ayuda que proponemos para superar este
error consiste en formular preguntas como ;qué forma geométrica se estd determinando? o ;cual
es la diferencia con la forma de la piscina?
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1.4. Actuacion del profesor

Durante la implementacion de la tarea, sugerimos que el profesor presente a los estudiantes la
finalidad de la tarea, la manera en que se agruparan, los materiales y recursos que se utilizaran y
la hoja impresa con la formulacion de la tarea. También, sugerimos hacer una marca a la cinta
métrica de cada grupo y aclarar que esta medida no se puede modificar hasta que el profesor lo
indique. El profesor tendra que verificar que todos los integrantes del grupo asuman un rol dentro
del desarrollo de la tarea y brindar las ayudas respectivas cuando identifique que han incurrido
en algln error, ya sea durante el desarrollo de la tarea, en la puesta en comun o en la realimenta-
cion.

1.5. Sugerencias metodologicas y aclaraciones de la tarea

Durante la implementacion de la tarea, el profesor debe estar al tanto de cada paso que realicen
los grupos de estudiantes, con el fin de establecer si comprendieron adecuadamente las instruc-
ciones de la tarea. El profesor debe verificar que la forma de la elipse que deben reproducir los
estudiantes sea la correcta. Ademas, los grupos pueden realizar observaciones de las figuras de
los otros compafieros para identificar similitudes y diferencias. También, el profesor debe estar al
tanto del registro de la produccién escrita de cada grupo, solicitado en el planteamiento de la ta-
rea, ya que este es el recurso para valorar mas adelante el logro del objetivo. Por ltimo, sugeri-
mos que el profesor realice una puesta en comun sobre la manera en que cada grupo llevé a cabo
el desarrollo de la tarea.

1.6. Evaluacion

Para que el profesor pueda reconocer si los estudiantes alcanzaron la meta de la tarea, puede uti-
lizar el grafo de criterios de logro y verificar si cada grupo de estudiantes logré desarrollar en
mayor medida los procedimientos de los criterios de logro 1.1, 1.5, 1.12 y 1.13. También, para
evaluar la tarea, es relevante revisar la produccion escrita de cada grupo, pues alli deben estar los
pasos que realizaron para proponer la solucion al problema.

2. TAREA 1.2: MESA DE BILLAR

En la tarea T1.2 Mesa de billar, presentamos a los estudiantes un juego con una mesa de billar de
forma eliptica. Los grupos de estudiantes deben jugar en la mesa para hallar algunas caracteristi-
cas del lugar geométrico de la elipse. La intencion de esta tarea es complementar lo aprendido
con la tarea anterior para lograr el alcance del primer objetivo y dar herramientas a los estudian-
tes para desarrollar las demas tareas de la unidad didéctica.

2.1. Descripcion de la tarea
A continuacion, presentamos los elementos mas representativos de la tarea.

Requisitos de la tarea
Para lograr el desarrollo de esta tarea, los estudiantes deben saber tomar medidas de segmentos y
deben conocer la forma de una elipse y sus focos.
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Aportes de la tarea a los objetivos de aprendizaje

Con esta tarea, los estudiantes pueden determinar la ubicacion de los focos y sus caracteristicas
al identificar que se cumple la propiedad de la reflexion en el desplazamiento de los lanzamien-
tos de una pelota de caucho sobre la mesa de billar. La tarea aporta al desarrollo del objetivo
pues los estudiantes, al realizar el juego, identifican el lugar geométrico de la elipse y su relacion
con la constante que genera las distancias de la trayectoria de la pelota.

Conceptos y procedimientos implicados en la tarea

Con la tarea Mesa de billar, los estudiantes pueden identificar las caracteristicas de algunos ele-
mentos de la elipse como los focos y radios vectores. Los estudiantes determinan un foco a partir
del otro foco. También, establecen que los radios vectores son rayos que se generan al desplazar
un objeto desde uno de los focos a cualquier punto del lugar geométrico y ese mismo rayo se re-
fleja en el otro foco. Ademas, verifican la definicion de lugar geométrico de la elipse a partir de
la suma de los radios vectores.

Sistemas de representacion que se activan

El desarrollo de la tarea implica el uso del sistema de representaciéon manipulativo, al desarrollar
el juego en la mesa de billar eliptica, y el sistema de representacion numérico, al tomar medidas
de algunos puntos a los focos y establecer la constante del lugar geométrico de la elipse.

Contextos
La tarea Mesa de billar se ubica en un contexto personal, ya que se usa un juego para resolver la
tarea.

Materiales y recursos
La tarea requiere de una mesa de billar en forma eliptica construida en madera, una pelota de
caucho y una regla. La pelota hace el papel de bola de billar, que se golpea desde uno de los fo-
cos para que rebote en el borde de la mesa y pase por el otro foco. Estos dos desplazamientos
corresponden a los radios vectores. Los estudiantes utilizan la regla para medir los desplazamien-
tos de la pelota en varios lanzamientos.

Recomendamos que la mesa de billar sea construida con anterioridad. En la figura 6, mos-
tramos el ejemplo de una mesa de billar eliptica.

24



Figura 6. Mesa de billar eliptica

Se puede recurrir a un carpintero para que realice el corte eliptico con una caladora sobre una
lamina de madera. El profesor debe brindarle al carpintero las instrucciones necesarias para que
el corte cumpla con las caracteristicas del lugar geométrico de la elipse o llevarle la figura del
tamafo requerido. Luego, debe pegar la lamina cortada sobre una ldmina completa, de modo que
la mesa quede con borde en bajo relieve para que éste haga el papel de la banda, en donde debe
rebotar la pelota de caucho. Finalmente, debe marcar los ejes de la elipse y generar el orificio en
uno de los focos con una broca espada. Sugerimos usar pelotas de caucho, ya que es el material
que permite realizar de mejor forma la trayectoria requerida para la tarea.

Formulacion de la tarea
El profesor organizara los grupos de trabajo y entregara a los estudiantes una hoja con la instruc-
cion de la tarea, al igual que los recursos requeridos.

Mesa de billar

Una mesa de billar eliptica como la que se muestra en la figura, tiene el siguiente funciona-
miento. Si ponemos la bola de billar en el punto F de la mesa y la golpeamos en cualquier di-
reccion, la bola rebotara en la banda una vez y caerd en el agujero F'. Es de aclarar que el
golpe dado a la bola debe ser en su centro para no generar efectos que desvien su trayectoria.
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Utilicen la mini-mesa eliptica, una pelota de caucho que cumpliré el papel de bola de billar y
una tiza para realizar marcaciones. Respondan los siguientes puntos.

1. Encuentren y marquen con la tiza el punto en el que es posible colocar la pelota para que,
al lanzarla contra el borde de la mesa, rebote justo hacia el punto F’ u orificio. Para encontrar
el punto, utilicen caracteristicas marcadas de la mesa y escriban la estrategia utilizada.

2. Realicen un lanzamiento directo desde el punto marcado hasta el orificio, ¢la distancia re-
corrida por la pelota en ese lanzamiento seria mayor o menor que un lanzamiento que toque
la banda?

3. ;(Tiene que ver la informacion hallada en los puntos 1 y 2 con la forma de la mesa? Justi-
fiquen su respuesta.

4. Con la tiza, marquen el punto de la banda donde toca la pelota en cinco lanzamientos acer-
tados y midan los desplazamientos seguidos por la pelota. Registren estos resultados en la si-
guiente tabla. Tengan en cuenta que la Distancia 1 es la longitud del desplazamiento de la
pelota desde el punto inicial hasta el golpe en la banda, y la Distancia 2 es la longitud de su
desplazamiento desde el golpe en la banda hasta el orificio.

Tabla: Registro de medidas

Lanzamientos (L;) Distancia 1 Distancia 2 Suma de distancias

5. ¢Qué relacion existe entre las sumas de las distancias de todos los lanzamientos acertados?
6. Si se ampliara el tamafio de la mesa, ;qué creen que ocurre con la suma de las distancias?

7. Teniendo en cuenta los resultados de las sumas de las distancias de la tabla del punto 4,
(qué relacion tienen las medidas de los desplazamientos de varios lanzamientos de la pelota
con la forma del borde de la mesa?

8. (Por qué los lanzamientos acertados se logran Uinicamente desde el punto hallado en el
numeral 1?

Agrupamiento e interaccion

Los estudiantes pueden ser agrupados seglin el nimero de mesas de billar que se tengan disponi-
bles para el desarrollo de la tarea. Ademas, recomendamos ubicar en cada grupo estudiantes que
hayan obtenido diferentes niveles de desempefio en la tarea anterior. Esto permite que los estu-
diantes puedan relacionarse con otros compafieros y proponer estrategias de solucion de la tarea.
Los grupos pueden determinar sus propias reglas de juego, siempre y cuando puedan participar
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todos sus integrantes y realizar varios lanzamientos. El profesor estara atento a colaborar en los
grupos que presenten algun tipo de duda o dificultad.

Temporalidad

El profesor puede iniciar con la presentacion de la tarea, la entrega del material y la conforma-
cion de los grupos en 5 minutos. Luego, los estudiantes pueden desarrollar los numerales de la
tarea en 30 minutos. En los 15 minutos restantes, es posible realizar la puesta en comun de los
resultados, las conclusiones y la entrega de la produccion escrita de cada grupo al profesor. Para
realimentar la tarea, sugerimos utilizar 10 minutos en la siguiente sesion.

2.2. Grafo de criterios de logro de la tarea

De la misma forma que presentamos el grafo de la primera tarea del objetivo 1, presentamos en
la figura 7 el grafo del objetivo en el que aparecen encerrados en rectangulos los criterios de lo-
gro relacionados con esta tarea.

1.8 Reconozco que todos los
puntos de la elipse generan

un lugar geométri ﬁ
g gromeee 1.13 Aplico la
1.3 Utilizo la L7 Propongo la 1.12 Analizo la definicion de
simetria para manera de ubicar relacion entre la elipse en
hallar uno de los o representar los constante y el —> gjtyaciones de la
focos elementos de una lugar geométrico vida real
E35-33 elipse de la elipse E68-75
1.1 Identifico T | 1.9 Petermino elipses a —T
datos del 1.2 Propongo 1.5 Interpreto la 1.6 Diferencio la partir d&? la suma de sus
enunciado y 1a manera de informacion del forma de una radios vectores
los relaciono || ubicar uno de enunciado para —»| elipse de otras
con una elipse los fOC(.)S de ubicar los focos formas
horizontal una clipse E37-18 geométricas
E40-41-69 horizontal 1 E45-20-30-44
E76
1.10 Identifico 1.11 Relaciono los
y la forma de radios vectores de la
1.4 Utilizo la una elipse elipse con la constante
distancia que hay de horizontal que la genera
un vértice a un foco E40-77 E39-2-3
para ubicar otro foco
E28-31

Figura 7. Grafo de criterios de logro de la tarea 1.2 Mesa de billar

En la tarea T1.2 Mesa de billar, los estudiantes reconocen datos del enunciado y su relacion con
una elipse horizontal. Los estudiantes deben hallar el punto donde se cumpla la propiedad de la
mesa de billar descrita en la formulacion. Pueden presentarse dos posibilidades: la primera, a
partir de la simetria, y, la segunda, al usar la medida de la distancia del otro foco al vértice mas
cercano. Alguno de estos dos caminos permite la ubicacion del foco con ayuda de la informacion
del enunciado. Luego, los estudiantes pueden distinguir la forma eliptica de la mesa de billar de
otras formas geométricas y reconocer que las caracteristicas de la mesa de billar son de una elip-
se horizontal. Esto les permite asociar las distancias de los recorridos de la pelota con la constan-
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te que genera el lugar geométrico de la elipse. Por ultimo, verifican que la situacion presentada
en el problema se cumple gracias a la definicion de la elipse.

2.3. Errores en los que puede incurrir el estudiante y ayudas

En el desarrollo de la tarea, es probable que los grupos de estudiantes incurran en alguno de los
errores mostrados en cada criterio de logro de la figura 7 y que se encuentran en el anexo 4. El
profesor puede brindar las ayudas correspondientes para que los estudiantes superen las dificul-
tades que se presenten en esta tarea (tabla 2 del anexo 7). Por ejemplo, es posible que los estu-
diantes establezcan resultados mayores o menores a la constante esperada de las sumas que reali-
zan de los desplazamientos de la pelota. Para esto, el profesor puede solicitar a los estudiantes
que tomen de nuevo las medidas y registren datos mas precisos para realizar las sumas. Ademas,
si los estudiantes posicionan de forma horizontal la linea mas corta de la mesa, el profesor puede
indicarles que coloquen horizontalmente la linea mas larga para poder establecer las caracteristi-
cas de la elipse.

2.4. Actuacion del profesor

Sugerimos que el profesor entregue a los grupos de estudiantes la hoja impresa con la formula-
cion de la tarea, organice los grupos de acuerdo con el agrupamiento propuesto, asigne a cada
grupo una mesa de billar y una pelota, y verifique que los estudiantes hallen la ubicacion del otro
foco a partir de las propiedades de la mesa sin quedarse Uinicamente en el ensayo y error. Tam-
bién, sugerimos revisar que los estudiantes realicen la produccion escrita que se les pide en los
numerales de la tarea para poder verificar la consecucion del objetivo.

2.5. Sugerencias metodologicas y aclaraciones de la tarea

Antes de implementar la tarea, el profesor debe asegurarse que tiene el material que se requiere
para la tarea. Sugerimos que realice algunos ensayos sobre las mesas que haya construido para
verificar que cumplen con las caracteristicas del lugar geométrico de la elipse. Al inicio del desa-
rrollo de la tarea, el profesor debe sugerir a los estudiantes que golpeen la pelota en el centro con
un golpe medianamente fuerte. Ademas, el profesor debe tener en cuenta los tiempos estableci-
dos para el desarrollo de la tarea e identificar que los estudiantes realicen todos los numerales, ya
que, al ser un juego, se puede desviar el propdsito de la tarea.

2.6. Evaluacion

El profesor puede verificar la produccion escrita de los estudiantes para valorar si desarrollaron
de manera adecuada los procedimientos que pedia la tarea. También puede dirigirse al grafo de
criterios de logro del objetivo y revisar si los estudiantes requirieron de algun tipo de ayuda o
lograron desarrollar en su totalidad los criterios de logro 1.5, 1.6 y 1.11.

3. TAREA T2.1 VITRALES ELIPTICOS

La tarea T2.1 Vitrales elipticos corresponde a la primera tarea del objetivo 2. Esta tarea se en-
marca en una situacion en la que un arquitecto debe decorar un centro comercial y ubicar vitrales
de forma eliptica en algunas paredes. Los estudiantes construyen los vitrales en carton paja para
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reconocer los elementos de la elipse. La construccion de los vitrales se hace con un compas de
Arquimedes. La intencion de esta tarea es permitir a los estudiantes el reconocimiento de los
elementos que hacen parte de una elipse horizontal.

3.1. Descripcion de la tarea
A continuacion, mostramos los principales aspectos que estructuran la tarea.

Requisitos de la tarea

Para desarrollar la tarea, los estudiantes deben identificar el lugar geométrico de la elipse, saber
que su constante se genera con la suma de los radios vectores y conocer los conceptos de per-
pendicularidad y ejes de simetria.

Aporte de la tarea a los objetivos de aprendizaje
La tarea aporta al objetivo 2, ya que permite construir el lugar geométrico de la elipse, establecer
relaciones entre algunos elementos y determinar sus caracteristicas.

Conceptos y procedimientos implicados en la tarea

La tarea permite reconocer conceptos como el centro, semiejes, radios vectores, focos, vértices y
la constante de la elipse a partir de los siguientes procedimientos: los estudiantes podran recono-
cer que los ejes se encuentran sobre dos rectas perpendiculares y el centro se determina como el
punto de corte de los ejes; los vértices son los extremos de los ejes mayor y menor; los semiejes
son la mitad de los ejes; los radios vectores son segmentos que van desde los focos a un punto
del lugar geométrico de la elipse; los focos son extremos no comunes de los radios vectores; y la
constante es la suma de los radios vectores.

Sistemas de representacion que se activan

El desarrollo de la tarea implica el uso del sistema de representacion manipulativo mediante el
uso del compas de Arquimedes para generar la forma de una elipse horizontal; el sistema de re-
presentacion numérico, al establecer valores numéricos a los elementos de la elipse; y los siste-
mas de representacion geométrico y grafico, al construir la elipse sobre un plano.

Contextos en los que se situa la tarea
Situamos la tarea en un contexto profesional porque presenta un problema en el que un arquitec-
to debe desarrollar una situacion propia de su érea.

Materiales y recursos

La tarea requiere del uso del compas de Arquimedes. Este material permite construir la elipse a
partir de sus ejes. Sugerimos que el profesor construya con anterioridad este material. Se puede
apoyar del video How to make a router jif for making ellipes’ y de un carpintero para que corte
las partes requeridas para la construccion del compas. En la figura 8, mostramos un ejemplo de
un compds de Arquimedes armado.

? El video se encuentra en https://bit.ly/2rBhDtT
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Figura 8. Compas de Arquimedes

También, la tarea requiere de una ldmina gruesa, por ejemplo de carton paja, que corresponde al
plano en el que se construye la elipse; tres chinches que hacen las veces de focos y un punto del
lugar geométrico; y una cuerda no elastica, como una cinta de agua, que tiene la medida del eje
mayor y representa la cadena que se menciona en la tarea.

Formulacion de la tarea
El profesor dard inicio a la tarea, organizard grupos de tres estudiantes y entregard una hoja con
la siguiente informacion.

Vitrales elipticos

Un arquitecto decide decorar un centro comercial con vitrales horizontales de diferentes me-
didas. Para ello, pide a un vidriero que corte tres vidrios de modo que su forma sea eliptica
pero tengan diferente tamafio. El arquitecto quiere pintar los vidrios de cuatro colores dife-
rentes tales que dividan el vitral en cuatro partes exactamente iguales como se muestra en la
figura.

Para colgar los vitrales en la pared del centro comercial, el arquitecto le entrega al vidriero
cadenas para que las corte de la misma longitud que el ancho de cada vitral, y asi la puntilla
donde se colgara, permanezca en el borde de cada vitral.

Para realizar este trabajo, el vidriero utiliza un artefacto llamado compas de Arquimedes que
le permitird generar los vitrales elipticos.
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Ubiquense en la mesa asignada por su profesor en los grupos establecidos y desarrollen las
siguientes preguntas haciendo uso del compés de Arquimedes.

1. Tracen dos rectas perpendiculares sobre el carton paja para determinar la forma en que
quedaran divididos los vitrales.

2. Ubiquen el compas de Arquimedes, de modo que su centro coincida con la interseccion de
las rectas y sus divisiones coincidan con las rectas perpendiculares.

3. Elijan cualquier orificio en el brazo del compés de Arquimedes y tracen la elipse. Luego,
recorten el vitral que se genero.

4. Marquen los puntos del vitral donde se deben ubicar los extremos de la cinta para que este
quede completamente horizontal.

5. ¢{Qué funcién cumplen las medidas del ancho y alto del vitral en la elipse trazada?

6. El arquitecto quiere colocar el logo del centro comercial en el centro de cada vitral, ;de
qué forma puede determinar el vidriero este punto?

7. Utilicen la cinta y los chinches para colgar el vitral en la pared. Luego de que el arquitecto
ubicara los vitrales en la pared del centro comercial, un visitante mueve uno de los vitrales y
observa que la puntilla que lo sostiene contintia ubicada en el borde del vitral ;cual podria
ser la razén de este suceso? Verifiquen este caso con el vitral construido por el grupo.

Agrupamiento e interaccion

Para esta tarea, recomendamos que el profesor organice grupos de trabajo de acuerdo con la can-
tidad de estudiantes y de materiales que disponga. Este agrupamiento permite compartir las dis-
tintas estrategias de solucion que planteen los estudiantes al interior de cada grupo. Al finalizar el
desarrollo de los numerales, todos los estudiantes observan los vitrales de cada grupo y compar-
ten con su profesor estos resultados.

Temporalidad

El profesor puede iniciar con la presentacion de la tarea, la conformacion de los grupos de estu-
diantes y la entrega de materiales y recursos en un tiempo aproximado de 5 minutos. Luego, los
estudiantes pueden desarrollar la tarea en 30 minutos y comunicar los resultados en 15 minutos.
En la siguiente sesion, se pueden tomar los primeros 10 minutos para realimentar la tarea.

3.2. Grafo de criterios de logro de la tarea

En la figura 8, presentamos el grafo de criterios de logro del objetivo 2. Los criterios de logro,
que conforman las estrategias de solucion de la tarea T2.1 Vitrales elipticos, se encuentran entre
rectangulos. En cada criterio, agregamos los errores en los que pueden incurrir los estudiantes y
que pueden afectar el desarrollo de la tarea.
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2.6 Construyo la forma
de una elipse horizontal
E15-19

2.1 Reconozco en el
enunciado de la tarea
los focos, vértices y
ejes de simetria de
una elipse horizontal
E4-40-42

2.3 Relaciono las
medidas de los
radios vectores
con el semieje

mayor
E65-78

2.2 Establezco
la simetria que
tienen algunos
elementos de la
elipse
E5-34-36

l

2.4 Entiendo que
los parametros a,
by cson
elementos de la
elipse horizontal

2.7 Propongo la
manera de ubicar
uno de los focos
de una elipse
horizontal
E76

2.5 Compruebo la

— ecuacidn que genera
una elipse horizontal

2.8 Aplico el teorema de

Pitdgoras para encontrar

—» algunos elementos de la

elipse horizontal
E56-58

2.9 Reconozco que los

focos son extremos no

comunes de los radios
vectores
E66-79

2.11 Utilizo la distancia que

2.12 Determino
la ubicacion de
los focos y la
» distancia que
hay entre ellos
E33-35

— hay de un vértice a un foco ———

para ubicar el otro foco

2.10 Utilizo el centro de

la elipse para ubicar un
foco

2.13 Propongo la
manera de ubicar o
representar los
elementos de una
elipse
E8-19

2.14 Reconozco los
elementos de una
elipse horizontal en el
plano cartesiano
E11-12-16-29-70-71

2.15 Ubico algunos
elementos dentro una
elipse horizontal
E13-14-20-21-52-72

2.16 Determino las
caracteristicas de los
elementos de una elipse
E63-64-80

2.17 Relaciono los elementos
de la elipse con la constante
que la genera
E2-3-39

2.18 Relaciono los elementos
de una elipse con una
situacion contextualizada
E32-73

Figura 9. Grafo de criterios de logro de la tarea T2.1 Vitrales elipticos

En la tarea T2.1. Vitrales elipticos, los estudiantes inician relacionando la informacioén del enun-

ciado con elementos como los focos, vértices y ejes de simetria. Después, pueden identificar la

simetria de algunos elementos para construir la forma de la elipse mediante el compas de Arqui-
medes. Luego, los estudiantes pueden proponer una estrategia para ubicar los focos, ya sea me-
diante el teorema de Pitdgoras o al igualar las medidas de los radios vectores a partir del eje ma-
yor. Posteriormente, pueden representar grafica o geométricamente en un plano algunos
elementos de la elipse, como el centro y los semiejes. Finalmente, los estudiantes pueden rela-

cionar las medidas determinadas para algunos elementos con la constante que genera el lugar

geométrico de la elipse y justificarlo a partir de la situacion problema.
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3.3. Errores en los que puede incurrir el estudiante y ayudas

Durante el desarrollo de la tarea, los estudiantes pueden incurrir en errores que les impidan iden-
tificar las relaciones que hay entre algunos elementos de la elipse (anexo 4). El profesor puede
hacer uso de las ayudas que proponemos en la tabla 3 del anexo 7 para superar los errores. Por
ejemplo, los estudiantes pueden suponer que los focos son extremos de un radio vector. En este
caso el profesor puede preguntar a los estudiantes cudl es la funcién que cumplen los extremos
no comunes de los radios vectores. Ademas, es posible que los estudiantes establezcan una de-
sigualdad entre la constante y el eje mayor. Para ello, el profesor puede aclararles que esas dos
medidas son iguales.

3.4. Actuacion del profesor

El profesor debe observar constantemente a los estudiantes para confirmar que han descrito los
procedimientos que llevaron a cabo para desarrollar la tarea. Recomendamos verificar si esos
procedimientos son adecuados o requieren de alguna ayuda por parte del profesor quien debe
propiciar que todos los grupos logren construir correctamente el vitral y que, al colgarlo, cumpla
con los requerimientos de la tarea.

3.5. Sugerencias metodologicas y aclaraciones de la tarea

Antes de aplicar la tarea, sugerimos al profesor que conozca el manejo del compas de Arquime-
des para que pueda explicar a los estudiantes su uso. También, debe tener organizado un espacio
para colgar el producto de la actividad. Al inicio de la tarea, debe verificar que todos los grupos
tengan los materiales completos, ya que esto permite optimizar el tiempo. Durante la implemen-
tacion de la tarea, cada estudiante debe asumir un rol dentro del grupo de trabajo. Por ejemplo,
puede haber dos personas que manipulen el compas de Arquimedes y otra que tome los apuntes.
Para facilitar el correcto uso de los materiales, el profesor puede explicar que los chinches cum-
plen la funcién de las puntillas y la cinta la funcién de la cadena.

3.6. Evaluacion

Para valorar el desempefio de los estudiantes, el profesor puede hacer uso del grafo de criterios
de logro de la tarea e identificar si los estudiantes alcanzaron los criterios de logro 2.1, 2.6, 2.12,
2.13,2.17 y 2.18 que son los de mayor aporte al logro del objetivo.

4. TAREA T2.2 SOLSTICIOS Y EQUINOCCIOS

La tarea T2.2 Solsticios y equinoccios es la segunda tarea del objetivo 2. Aqui, presentamos una
situacion sobre el movimiento de traslacion de la Tierra. Hacemos uso de los puntos que repre-
sentan los solsticios y equinoccios para que los estudiantes puedan identificar algunos elementos
y relacionarlos con la drbita eliptica del planeta. La intencion de la tarea es formalizar los con-
ceptos de los elementos de la elipse y asociarlos con la ecuacion candnica.

4.1. Descripcion de la tarea
A continuacion, mostramos los principales aspectos que estructuran la tarea T2.2 Solsticios y
equinoccios.
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Requisitos de la tarea

Para desarrollar la tarea, los estudiantes deben conocer movimientos planetarios, reconocer algu-
nos elementos como focos y lugar geométrico de la elipse, mover puntos en el programa GeoGe-
bra, determinar medidas de segmentos y reemplazar coordenadas de un punto en una ecuacion.

Aporte de la tarea a los objetivos de aprendizaje

La tarea aporta al desarrollo del objetivo, ya que permite relacionar el lugar geométrico de la
elipse con su ecuacion candnica. Los estudiantes identifican las caracteristicas de los elementos
de la elipse y las asocian con los parametros de la ecuacion candnica a partir del movimiento
planetario.

Conceptos y procedimientos implicados en la tarea

La tarea permite reconocer los vértices como puntos del lugar geométrico de la elipse, los ejes
como segmentos perpendiculares cuyos extremos son los vértices, el centro como interseccion de
los ejes de simetria y los semiejes como las distancias de los vértices al centro. Ademads, permite
asociar los semiejes con los parametros a y b de la ecuacion candnica y comprobar que esta se
cumple para cualquier punto del lugar geométrico.

Sistemas de representacion que se activan

La tarea involucra el uso del sistema de representacion grafico, ya que el movimiento de la Tie-
rra se representa sobre un plano cartesiano; el sistema de representacion numérico, al utilizar las
longitudes de segmentos y coordenadas de puntos correspondientes a elementos de la elipse; y el
sistema de representacion simbolico, al relacionar el movimiento planetario con su ecuacion ca-
noénica.

Contextos en los que se situa la tarea
Ubicamos la tarea en un contexto cientifico, ya que los movimientos planetarios, como la trasla-
cion, corresponden a un suceso natural que puede ser modelado con las matematicas.

Materiales y recursos

La tarea requiere el uso del aplicativo en GeoGebra llamado Solsticios y equinoccios’, que se
puede utilizar en un computador o tableta. El aplicativo permite determinar las coordenadas de la
Tierra en diferentes posiciones y diferenciar algunos elementos de la elipse a partir de sus medi-
das.

Formulacion de la tarea
El profesor entrega a los estudiantes una hoja con las instrucciones de la tarea y en los compu-
tadores o tabletas, el aplicativo en GeoGebra con grafica que se muestra en la figura 10.

“El aplicativo se encuentra en https://bit.ly/2winAS4
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ELIPSE : x?/25 +y?/9 =1 )

EQUINOCCIO DE MARZO
PRIMAVERA/OTONO

SOLSTICIO DE DICIEMBRE

SOLSTICIO DE ENER INVIERNO/VERANO

VERANO/INVIERNO

-8 =7 -6 6 T 8

TIERRA

EQUINOCCIO DE SEPTIEMBRE
OTONO/PRIMAVERA

TIERRA = (~4.36,—1.46)

Figura 10. Pantalla del aplicativo Solsticios y equinoccios
Solsticios y equinoccios

En la traslacion de la Tierra alrededor del sol, se determinan cuatro posiciones que estable-
cen las estaciones climaticas. Estas posiciones son llamadas solsticios y equinoccios. Los
solsticios determinan las estaciones de invierno y verano. Los equinoccios determinan la
primavera y el otofo. El sol se encuentra sobre la linea de los solsticios. En la figura
mostrada en el aplicativo “Solsticios y equinoccios” en GeoGebra, puedes apreciar las
posiciones de la Tierra a una escala reducida. Si mueves el punto TIERRA, podras observar
sus coordenadas en la parte inferior de la pantalla.

De acuerdo con la informacion anterior, responde los siguientes puntos.

1. Ademas de los solsticios y equinoccios, /qué otros puntos marcados en la grafica, corres-
b

ponden a posiciones de la Tierra? En el aplicativo, mueve la Tierra sobre esos puntos para

determinar sus coordenadas.

2. (Cuales son las coordenadas del punto de la grafica que corresponde al corte de la linea
que une las posiciones anteriores con la linea de los solsticios?, ;qué caracteristica tiene ese
punto?

3. Determina la distancia que hay del centro de la trayectoria a la Tierra, cuando se encuentra
ubicada en los puntos K, J y los solsticios.

4. La ecuaciéon que determina el movimiento eliptico de la Tierra alrededor del sol es

2 2
)56—2 + 33/—2 = 1, y aparece en la pantalla del aplicativo con el titulo Elipse. ;Coémo relacionas

las medidas que hallaste en el numeral 3 con la ecuacion mostrada en el aplicativo?

5. En el aplicativo, ubica la Tierra en un punto cualquiera de la trayectoria eliptica., reempla-
za sus coordenadas (dadas en color azul) en la ecuacion, para verificar la igualdad.

6. ;Lo anterior se cumple para todas las posiciones de la Tierra?, ;por qué?
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7. Ubica el punto que, junto con el sol, genera la forma eliptica de la trayectoria de la Tierra.
Luego, traza y mide los segmentos que unen estos puntos con el punto de la Tierra. Con esas
medidas, halla la constante de la trayectoria.

8. Determina la distancia que hay entre los solsticios. ;Esta medida se relaciona con el valor
de la constante que genera la orbita eliptica de la Tierra? Justifica tu respuesta.

Agrupamiento e interaccion

Recomendamos que los estudiantes desarrollen la tarea de forma individual. Sin embargo, el pro-
fesor puede modificar este agrupamiento de acuerdo con la cantidad de equipos disponibles para
los estudiantes. El trabajo individual permitira que cada estudiante proponga diferentes formas
de solucion y obtenga conclusiones propias del desarrollo de la tarea. Con esta informacion, los
estudiantes podran socializar las experiencias obtenidas y concluir, de forma grupal, la relacion
entre los elementos de la elipse y su ecuacién candnica. Esta tarea requiere comunicacion per-
manente entre el estudiante y el profesor. El profesor debe orientar al estudiante para solucionar
la tarea de forma correcta.

Temporalidad

El desarrollo de esta tarea se inicia en aproximadamente 5 minutos con la socializacion de la in-
tencionalidad de la tarea, la entrega de la formulacion de la tarea y los equipos con el aplicativo.
Luego, en un tiempo de 30 minutos, los estudiantes resuelven la tarea. Posteriormente, se comu-
nican los resultados y las conclusiones de la tarea en 15 minutos. Sugerimos que, en la siguiente
sesion, se realice la realimentacion de la tarea en un tiempo estimado de 10 minutos.

4.2. Grafo de criterios de logro de la tarea
En la figura 11, presentamos el grafo de criterios de logro del objetivo 2, en el que enmarcamos
con rectangulos los criterios de logro que conforman la tarea T2.2 Solsticios y equinoccios.
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de una elipse
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E76

2.8 Aplico el teorema de
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algunos elementos de la
elipse horizontal
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vectores
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2.11 Utilizo la distancia que
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E1-10-23
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E60-61-81
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2.18 Relaciono los elementos
de una elipse con una
situacion contextualizada
E32-73

Figura 11. Grafo de criterios de logro de la tarea T2.2 Solsticios y equinoccios

En la tarea T2.2 Solsticios y equinoccios, los estudiantes empiezan relacionando la informacioén
del enunciado de la tarea con los elementos de la elipse. Luego, determinan caracteristicas de los
elementos a partir de su simetria y los relacionan con los parametros de la ecuacion candnica.
Esto permite que los estudiantes determinen y comprueben la ecuacién candnica asociada a la
elipse horizontal que se muestra en la situacién. Luego, los estudiantes eligen entre dos maneras
de ubicar el otro foco de la elipse (a partir de la distancia al vértice mas cercano o al centro de la
elipse), con lo que puede identificar la medida que hay entre los focos. Luego, determinan carac-
teristicas de otros elementos de la elipse para relacionarlos con la constante de la elipse. Final-

mente, asocian esta informacion con el contexto de la tarea.
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4.3. Errores en los que puede incurrir el estudiante y ayudas

Al desarrollar la tarea Solsticios y equinoccios, los estudiantes pueden incurrir en algunos errores
que aparecen en cada criterio de logro de la figura 11 y en el anexo 4. Por ejemplo, es posible
que el estudiante confunda el eje principal con el eje secundario o confunda las coordenadas de
un punto en el plano cartesiano. El profesor puede proporcionar las ayudas pertinentes que per-
mitan superar los errores. Por ejemplo, para el primer caso, el profesor puede aclarar que el eje
principal es la linea de los solsticios y, en el segundo caso, el profesor puede recordarles la ma-
nera de determinar la coordenada de un punto en el plano cartesiano. Las ayudas para esta tarea
se encuentran en la tabla 4 del anexo 7.

4.4. Actuacion del profesor

Durante la implementacion de la tarea, recomendamos que el profesor permanezca en constante
revision del desarrollo de sus numerales, confirme que los estudiantes usan correctamente el
aplicativo y extraen la informacién adecuada y verifique que las justificaciones solicitadas en
cada numeral permiten visualizar si los estudiantes relacionan los elementos de la elipse con el
movimiento planetario. En caso de observar que las justificaciones son incorrectas, el profesor
debe guiar al estudiante a que identifique el error en el que incurri6 y lo pueda corregir.

4.5. Sugerencias metodologicas y aclaraciones de la tarea

Recomendamos que el profesor verifique con anterioridad si tiene instalado el programa GeoGe-
bra en los equipos que utilizara para implementar la tarea y que el aplicativo funcione correcta-
mente. También, debe estar seguro que los estudiantes han interactuado anteriormente con el
programa. Ademads, durante la implementacion debe revisar que los estudiantes usen correcta-
mente el aplicativo e identifiquen la informacién que les brinda.

4.6. Evaluacion

Para que el profesor valore el desarrollo de la tarea, puede hacer uso del grafo de criterios de lo-
gro e identificar si los estudiantes desarrollaron los procedimientos que tienen que ver con los
criterios del logro 2.1, 2.4,2.12,2.17 y 2.18.

5. TAREA T3.1T PUENTE DE ARCO

La tarea T3.1 Puente de arco corresponde a la primera tarea del objetivo 3. Esta tarea presenta
una situacion problema en la que se debe determinar algunas medidas de la base de un puente
que tiene forma semieliptica. Esta tarea contribuye al logro del objetivo, ya que los estudiantes
deben utilizar los conceptos desarrollados en las tareas anteriores para solucionar un problema
dado en una situacion real.

5.1. Descripcion de la tarea
A continuacion, mostramos los principales aspectos que estructuran la tarea T3.1 Puente de arco.
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Requisitos de la tarea

Para implementar esta tarea, los estudiantes deben conocer la simetria que tienen algunos ele-
mentos de la elipse y sus caracteristicas, identificar la relacion que hay entre esos elementos y la
ecuacion canoénica, saber utilizar el plano cartesiano para ubicar puntos, y representar grandes
distancias en escalas menores.

Aporte de la tarea a los objetivos de aprendizaje

La tarea posibilita que los estudiantes puedan aplicar los conceptos y procedimientos para repre-
sentar y solucionar problemas de la vida real relacionados con las propiedades de la elipse hori-
zontal.

Conceptos y procedimientos implicados en la tarea

Para el desarrollo de esta tarea, los estudiantes aplican conceptos de algunos elementos de la
elipse como el centro, semiejes, radios vectores, focos y vértices para representar una situacion
problema, y a partir de ellos, determinar la ecuacién candnica de la elipse. Con la ecuacidn, pue-
de despejar variables y hallar las coordenadas de puntos del lugar geométrico de la elipse.

Sistemas de representacion que se activan

El desarrollo de la tarea requiere del uso de los sistemas de representacion geométrico o grafico,
al representar la situacién en un plano; el sistema de representacion numeérico, al usar las medi-
das de algunos elementos; y el sistema de representacion simbdlico, al utilizar la ecuacion cano-
nica para establecer algunos valores solicitados en el problema.

Contextos en los que se situa la tarea
Situamos la tarea en un contexto profesional, al representar un problema relacionado con la in-
genieria.

Materiales y recursos

El profesor debe proporcionar a los estudiantes la formulacion de la tarea impresa y una hoja pa-
ra graficar. Ademas, los estudiantes deben tener implementos basicos como regla, lapiz, borrador
y esfero.

Formulacion de la tarea
El profesor entrega las instrucciones de la tarea a los estudiantes agrupados en parejas.

Puente de arco

El arco de un tinel con forma de semielipse tiene una altura maxima de 45 metros y la mayor
distancia horizontal es de 150 metros.

1. Representen la grafica del arco del tinel, de tal forma que el punto donde la altura es per-
pendicular a la base sea el centro de la base de la semielipse.

2. Comparen la grafica obtenida con otro grupo de compafieros y socialicen con su profesor
las similitudes y diferencias entre sus graficas.
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3. ;Cuales son los valores en el puente correspondientes a los pardmetros a y b o semiejes de
la elipse?

4. Determinen la ubicacion de los focos y la distancia que hay entre ellos.

5. Encuentren la distancia a la que se deben colocar dos soportes verticales, de manera que
dividan la base en tres espacios iguales y ubiquenlos en el gréafico. ;Los soportes verticales
se ubican en el mismo sitio de los focos?

., . . x2 2 . .,
6. Usen la ecuacion de la elipse horizontal =t 2’—2 = 1 para determinar la ecuacion que re-
presenta la elipse a la que pertenece la forma del arco.

7. Determinen la altura de los dos soportes verticales y escriban el procedimiento realizado.

Agrupamiento e interaccion

Para esta tarea, recomendamos al profesor que organice a los estudiantes por parejas para que
puedan compartir las posibles soluciones, colaborarse mutuamente y poder superar las dificulta-
des que se les pueda presentar. Sugerimos que el profesor se mantenga al tanto de los procedi-
mientos que realizan las parejas de estudiantes en la representacion de la base del puente y en la
produccion escrita. Esto le permitird brindar cualquier tipo de ayuda cuando alguna pareja incu-
rra en algun error.

Temporalidad

Inicialmente, el profesor puede mencionar la intencion de la tarea, organizar las parejas y entre-
gar los recursos en un tiempo de 5 minutos. Luego, la tarea puede desarrollarse durante un tiem-
po aproximado de 30 minutos. Finalmente, se puede llevar a cabo la puesta en comtn de los re-
sultados de la tarea y la entrega de la produccion escrita en 15 minutos. Recomendamos usar en
la siguiente sesion aproximadamente 10 minutos para la realimentacion de la tarea.

5.2. Grafo de criterios de logro de la tarea

En la figura 12, presentamos el grafo de criterios de logro del objetivo 3. Alli, encerramos con
rectangulos los criterios de logro correspondientes a la tarea Puente de arco y en cada uno de
ellos, ubicamos los cddigos de los errores que aparecen en el anexo 4.
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Figura 12. Grafo de criterios de logro de la tarea T3.1 Puente de arco

Inicialmente, los estudiantes relacionan la informacion de la situacion con los elementos de la
elipse. Aqui, los estudiantes eligen la forma de representar esos elementos, ya sea grafica o geo-
métricamente, lo que les permite hallar la medida de los semiejes. Luego, plantean una de tres
formas para hallar los focos: a partir del centro, con la distancia del vértice mas cercano a un fo-
co o con el teorema de Pitdgoras. Enseguida, hallan la distancia focal. Posteriormente, relacionan
las medidas de los elementos con los pardmetros de la ecuacion candnica y hallan la altura de los
parales que se solicitan en la situacion problema.

5.3. Errores en los que puede incurrir el estudiante y ayudas

Cuando los estudiantes desarrollen la tarea Puente de arco, ellos pueden incurrir en algunos erro-
res como no tener en cuenta las propiedades de las igualdades al despejar una variable en una
ecuacion. El profesor puede intervenir brindandoles las ayudas que les permitan superar el error,
como explicar la manera de despejar variables en ecuaciones mediante algunos ejemplos. Las
ayudas para esta tarea estan en la tabla 5 del anexo 7.

5.4. Actuacion del profesor

Sugerimos que el profesor se mueva por el aula constantemente y observe la produccién escrita y
los graficos de cada pareja, para que pueda verificar si los estudiantes estdn desarrollando correc-
tamente cada numeral y estan utilizando una escala adecuada para la gréfica.

5.5. Sugerencias metodoldgicas y aclaraciones de la tarea
El profesor puede decidir si proporciona a los estudiantes hojas cuadriculadas o milimetradas pa-
ra realizar la grafica. Es importante que el profesor centre su atencidon en el momento en que los
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estudiantes despejan la variable en la ecuacion canonica, pues, sin este proceso, ellos no podrian
culminar la tarea.

5.6. Evaluacion

El profesor puede tener en cuenta el desarrollo de los criterios de logro del grafo de la tarea para
valorarla. En particular, los criterios 3.1, 3.11, 3.12 y 3.13 pueden ayudarle a verificar el cum-
plimiento de la tarea.

6. TAREA T3.2 GALERIA DE MURMULLOS

La tarea T3.2 Galeria de murmullos corresponde a la segunda tarea del objetivo 3 y es la Gltima
tarea de aprendizaje de la unidad didactica. En ella, presentamos una situacion dada al interior de
una galeria de murmullos en la que se cumple la propiedad de la reflexion. El techo de la galeria
tiene forma de semielipsoide, lo que permite la comunicacion entre dos personas ubicadas en los
focos, ya que el sonido emitido desde un foco se propaga en el otro foco y no permite que las
personas que se encuentren en otro lugar de la galeria escuchen el sonido. La intencidon de esta
tarea es concluir el logro del objetivo 3 al aplicar los conocimientos adquiridos en los objetivos
anteriores.

6.1. Descripcion de la tarea
A continuacion, mostramos los principales elementos que estructuran la tarea.

Requisitos de la tarea

La tarea requiere que el estudiante identifique los elementos de la elipse (los parametros a y b de
la ecuacion candnica) y que pueda reemplazar valores numéricos en una ecuacion para despejar
una incognita.

Aporte de la tarea a los objetivos de aprendizaje

La tarea permite verificar como se cumplen las propiedades del lugar geométrico de la elipse en
situaciones reales. La tarea pide utilizar las caracteristicas de los elementos de la elipse y su
ecuacion candnica para comprobar la propiedad de la reflexion que se evidencia en una galeria
de murmullos.

Conceptos y procedimientos implicados en la tarea

Para el desarrollo de la tarea, es necesario tener en cuenta las caracteristicas de los elementos de
la elipse y su relacion con los parametros a y b para construir la ecuacion candnica. Esto permite
comprobar la propiedad de la reflexion y justificar que todos los puntos del lugar geométrico de
la elipse se cumplen en la ecuacion.

Sistemas de representacion que se activan

El desarrollo de la tarea requiere del uso del sistema de representacion numérico, al asignar valo-
res determinados a los elementos de la elipse; el sistema de representacion simbolico, al utilizar
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la ecuacion candnica de la elipse; y los sistemas de representacion geométrico y grafico, al repre-
sentar sobre un plano los elementos de la elipse.

Contextos en los que se situa la tarea
Situamos la tarea en un contexto profesional, ya que la galeria de murmullos hace parte de cons-
trucciones arquitectonicas.

Materiales y recursos

Para el desarrollo de esta tarea, el profesor debe proporcionar a los estudiantes unicamente la
formulacion impresa de la tarea y verificar que los estudiantes tengan los utiles escolares comu-
nes como lapiz, esfero, borrador y regla.

Formulacion de la tarea
El profesor entrega a los estudiantes la hoja con las instrucciones de la tarea.

Galeria de murmullos

Dos amigos se encuentran dentro de una galeria de murmullos, que es una sala con techo en
forma de semielipsoide, lo que permite que se pueda murmurar desde un foco y ser escucha-
do perfectamente en el otro foco. Los amigos estdn ubicados sobre los focos a una distancia
de 100 metros, conversando entre ellos sin que nadie mas los escuche. La siguiente figura
ilustra este suceso.

Galeria de Murmullos®

Uno de los amigos se encuentra a 6 metros de la pared mas cercana. Responde las siguientes
preguntas.

> Imagen con permiso de reutilizacion con modificaciones de https:/bit.ly/2lceEiD

43



1. Representa las medidas dadas en la situacion sobre la imagen de la galeria.
2. Determina el ancho que debe tener el piso de la galeria.
3. (Cudl es la altura maxima del techo de la galeria?

4. Utiliza las medidas obtenidas para hallar la ecuaciéon de la elipse que corresponde a la

forma del techo de la galeria de murmullos (recuerda que la ecuacion es de la forma
xZ yZ

P + el =1).

5. Comprueba que la ecuacion obtenida se cumple para cualquier punto del techo de la gale-
ria. Justifica tu respuesta.

Agrupamiento e interaccion

Proponemos que esta tarea se desarrolle de forma individual para que el profesor observe coémo
cada estudiante aplica los conocimientos adquiridos y pueda dar sus posibles soluciones y con-
clusiones acerca de la situacion planteada. El profesor tendrd una comunicaciéon permanente con
cada estudiante durante el desarrollo de la tarea, de modo que pueda hacer seguimiento a su pro-
ceso y brindarle las explicaciones pertinentes. Esto permitira que el estudiante verifique la pro-
piedad de la reflexion de la elipse y la relacion de la ecuacion con el lugar geométrico de la elip-
se.

Temporalidad

Al inicio, el profesor explica el propdsito de la tarea y entrega la formulacion durante 5 minutos.
Los estudiantes pueden desarrollar la tarea en aproximadamente 30 minutos. Luego, el profesor
escoge algunos estudiantes para que presenten sus resultados de la tarea y se determinen las con-
clusiones finales en los 15 minutos restantes. En la siguiente sesion, se realiza la realimentacion
de la tarea en 10 minutos. En los 50 minutos restantes, el profesor puede realizar un resumen de
todas las tareas de los tres objetivos, de modo que se solucionen algunas dudas de los estudiantes
y se preparen para el examen final.

6.2. Grafo de criterios de logro de la tarea

En la figura 13, presentamos el grafo de criterios de logro del objetivo 3. Enmarcamos con rec-
tangulos los criterios de logro que conforman los procedimientos para la tarea T3.2 Galeria de
murmullos.
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ubicar los focos
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Figura 13. Grafo de criterios de logro de la tarea T3.2 Galeria de murmullos

Inicialmente, los estudiantes identifican los elementos de la elipse que aparecen en el enunciado
y la imagen de la formulacion. Luego, deciden la manera de complementar la imagen de la situa-
cion, al representar los elementos de la elipse en un plano cartesiano o en otro plano. Posterior-
mente, extraen de la grafica las medidas de los semiejes y la ubicacion de los focos. Esto les
permite construir la ecuacion canonica de la elipse y comprobar que se cumple para todos los
puntos del lugar geométrico de la elipse, con lo que pueden justificar la propiedad de la refle-
Xion.

6.3. Errores en los que puede incurrir el estudiante y ayudas

En la figura 13, incluimos el cddigo de algunos errores que se encuentran en el anexo 4 y que
podrian afectar el alcance de los criterios de logro relacionados con esta tarea. Cuando los estu-
diantes incurran en alguno de esos errores, el profesor puede brindar alguna de las ayudas que
proporcionamos en la tabla 6 del anexo 7. Por ejemplo, si los estudiantes utilizan una ecuacion
diferente a la ecuacidn canonica, el profesor puede recordarles cudl es la ecuacion propia del lu-
gar geométrico de la elipse.

6.4. Actuacion del profesor

El profesor debe estar pendiente del trabajo de todos los estudiantes y procurar identificar los
errores que se presenten con mayor frecuencia. Ademas de las ayudas brindadas en el proceso, el
profesor puede incluir una reflexion sobre esos errores en la puesta en comun.

6.5. Sugerencias metodoldgicas y aclaraciones de la tarea
Al inicio de la implementacion de la tarea, el profesor puede aclarar a los estudiantes la intencion
de desarrollar la tarea de forma individual e indicarles que no duden en comunicarle sus dudas o
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inquietudes durante la sesion. Puede proponerles que escriban las dudas en una hoja para presen-
tarselas al profesor cuando llegue a revisar su avance en la tarea.

6.6. Evaluacion

En esta tarea, recomendamos que el profesor se apoye en el grafo de criterios de logro, y que
ponga mayor atencion al desarrollo de los criterios de logro 3.1, 3.3, 3.4, 3.12 y 3.13 para verifi-
car que se cumpliod el proposito de la tarea.

En el anexo 8, incluimos la tarea diagndstica y las tareas de aprendizaje. Las tareas de aprendiza-
je se encuentran descritas con mayor detalle a partir de siete elementos: requisitos, metas, formu-
lacion, materiales y recursos, agrupamiento, interaccion y temporalidad.
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4. EXAMEN FINAL

A continuacion, presentamos las tareas de evaluacion que conforman el examen final de la uni-
dad didactica. El propoésito del examen es evaluar el alcance de los tres objetivos. Para ello, pre-
sentamos una tarea de evaluacion para cada objetivo: Coliseo romano, El satélite y Eris. En la
primera, los estudiantes deben utilizar un aplicativo en GeoGebra para determinar las medidas de
los radios vectores de una elipse y relacionarlos con la constante que genera el lugar geométrico
de la forma eliptica del coliseo. En la segunda, los estudiantes representan elementos de la orbita
eliptica de un satélite a partir de su ecuacion. En la tercera, los estudiantes justifican el movi-
miento del planeta Eris sobre una orbita eliptica a partir de la grafica y la ecuacion canénica. Los
estudiantes deben desarrollar el examen final de forma individual. El profesor debe proporcionar
la hoja impresa con la formulacion del examen para cada estudiante y tener dispuesto el espacio
con los equipos que contengan el aplicativo para la primera tarea. Recomendamos que el examen
se desarrolle en un tiempo aproximado de 120 minutos.

1. TAREA DE EVALUACION DEL PRIMER OBJETIVO

Con esta tarea, pretendemos evaluar el alcance del primer objetivo de la unidad didactica.
Coliseo Romano

Un arquitecto quiere construir una réplica del ruedo eliptico del coliseo romano que manten-
ga sus caracteristicas. Para ello, visita el coliseo y observa que hay dos estacas clavadas al in-
terior del ruedo. El arquitecto decide utilizar dos cintas métricas atadas a las estacas para ve-
rificar que el coliseo tiene forma de elipse y, asi, poder construir la réplica (ver la figura).
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Luego, el arquitecto generd un aplicativo en el programa GeoGebra, en el que se representan
las medidas que tom6 con las cintas métricas, como se muestra en la siguiente figura.

Los puntos F; y F, representan el lugar en el que se encuentran las estacas, y el punto A re-
presenta al arquitecto que camina por el borde del ruedo.

Utiliza el aplicativo para situar al arquitecto en tres lugares diferentes del borde del ruedo
(A4, A,, A3). En la siguiente tabla, registra y suma las distancias que aparecen en la pantalla
del aplicativo para cada uno de los puntos donde ubicaste al arquitecto.
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Registro de medidas

Posicion Distancia Distancia Suma de
del arqui- hasta F; hasta F, distancias
tecto

Ay

Ay

Az

De acuerdo con los resultados de la tabla anterior, responde las siguientes preguntas.

1. ;Qué puedes afirmar al comparar los resultados de las sumas obtenidas para cada posicioén
del arquitecto?

2. /Qué crees que debe ocurrir con las longitudes de las cintas métricas para que el arquitecto
b q g para q q
permanezca en el borde del ruedo?

3. Si el arquitecto desea ampliar o reducir el tamafio de la réplica del ruedo del coliseo, pero
mantener su forma, ;qué elementos utilizados para hacer la forma eliptica del ruedo propo-
nes que deberian cambiar y cuales deben mantenerse?

4. Con lo anterior, escribe una conclusion que defina la manera de construir figuras que ten-
gan la forma del ruedo del coliseo romano.

2. TAREA DE EVALUACION DEL SEGUNDO OBJETIVO

Con esta tarea, evaluamos el cumplimiento de la mayoria de criterios de logro pertenecientes al
segundo objetivo.

El satélite

Un transbordador espacial llevo un satélite de comunicaciones al espacio. El satélite recorre
una oOrbita eliptica alrededor de la Tierra. La maxima distancia horizontal entre el satélite y la
Tierra es de 800 km. La expresion que determina la posicion del satélite en su oOrbita es
xZ y2
250000 160000

= 1. Con la informacion anterior, responde las siguientes preguntas.

1. ;Cudl es la distancia mas larga desde el satélite hasta el centro de la trayectoria eliptica?
(Cudl es la distancia mas corta?

2. Representa las medidas anteriores en una hoja milimetrada de forma que 1 centimetro
equivalga a 50 kilémetros de la grafica. Nombra V, a la posicion del satélite cuando se en-
cuentra en la maxima distancia a la Tierra y V, a su posicién més cercana a la Tierra.

3. Ubica el otro foco (F) para que el satélite mantenga la misma trayectoria.

4. Representa graficamente el movimiento del satélite. Ten en cuenta que V3 y V4 son las po-
siciones mas cercanas del satélite al centro de la trayectoria eliptica.
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5. Utiliza las distancias que hay desde alguna de las posiciones Vi, V,, V3 y Vs a la Tierra 'y
al punto F, para determinar la constante de la elipse.

6. Halla las distancias entre las posiciones V,y V,, y entre Vi3 y V4. (Qué podrias concluir al
comparar estas distancias con la constante del lugar geométrico de la elipse?

3. TAREA DE EVALUACION DEL TERCER OBJETIVO

Esta tarea mide el alcance del tercer objetivo.
Eris

Hasta 2005, si te hubieras preguntado ;cuantos planetas hay en el sistema solar?, habrias di-
cho que nueve: Mercurio, Venus, Tierra, Marte, Jupiter, Saturno, Urano, Neptuno y Plutén.
No habia motivos para poner en duda esa clasificacion. Y todo habria seguido asi de no ser
por la aparicion de un planeta enano que, a priori, parecia mas grande que Pluton: Eris. Su
descubrimiento fue tan importante que provoco que se reconsiderara la definicion de planeta
y se creara la definicion de planeta enano.

Se sabe que una Unidad Astronémica (UA) es la distancia promedio de la Tierra al sol. En la
orbita de Eris, la longitud del sol al perihelio (punto mas cercano del planeta al sol) es
de 37.91 UA y la longitud del sol al afelio (punto mas lejano del planeta al sol) es de 97.65
UA.

Un cientifico hace la siguiente grafica que muestra la 6rbita del planeta Eris en una escala de
1 cm por cada 10 UA. Con esta grafica, quiere comprobar que Eris se mueve en la misma
forma que los demas planetas del sistema solar.

AFELIO PERIHELIO
4 6 8

ERIS

1. Determina la longitud del sol al perihelio y al afelio en centimetros.

2. El sol es uno de los focos que determina la trayectoria eliptica de Eris. Ubica el otro foco.
(,Como lo hiciste?

% Modificado de https:/bit.ly/2IcxMB1



3. Ubica en la grafica el punto medio (P) entre el afelio y el perihelio. ;Cual es la distancia
de este punto al perihelio? ;Cual es su distancia a un punto del planeta sobre el eje y? ;Cual
es su distancia al sol?

4. ;Qué relacion tiene la longitud que hallaste en el primer numeral con la forma de la 6rbita
del planeta?

5. Determina la ecuacion de la trayectoria eliptica del planeta Eris. Recuerda que la ecuacion
2

canonica de la elipse horizontal es de la forma % + i—z =1.

6. Con base en los puntos anteriores, ;qué tuvo que hacer el cientifico para comprobar que el
&
planeta Eris se mueve sobre la drbita mostrada en la grafica que realiz6?

3.2. Sugerencias metodologicas y aclaraciones de la tarea

Antes de implementar el examen, el profesor debe construir el aplicativo que se requiere para la
primera tarea de evaluacion en GeoGebra. Con la pantalla totalmente en blanco, el profesor debe
construir una elipse con el boton Elipse, nombrar los focos como F; y F, y ocultar el punto que
queda en el lugar geométrico con el icono Mostrar/ocultar objeto. Luego, debe colocar un punto
sobre el lugar geométrico de la elipse con el boton Punto en objeto, verificar que ese punto se
pueda arrastrar sin modificar el tamafio de la elipse y nombrarlo A. Luego, debe trazar los seg-
mentos que unen el punto A con los focos mediante el botén Segmento. Por ultimo, debe hallar
las longitudes de esos segmentos con el botéon Distancia o longitud. También, debe asegurarse
que el aplicativo funcione en todos los equipos.

3.3. Rubrica del examen final

A continuacion, mostramos el disefio de una rubrica con la que el profesor puede valorar el al-
cance de los tres objetivos de la unidad didactica. Para ello, tuvimos en cuenta los cuatro niveles
de desempefio de la escala que establece el Ministerio de Educacion Nacional (superior, alto, ba-
sico y bajo) establecida en el decreto 1290 del 2009. El profesor puede asignarle a cada nivel de
desempefio la escala numérica que corresponda a su institucion educativa. En el nivel superior,
indicamos los criterios de logro que aportan en mayor medida al cumplimiento del objetivo y que
se activan en el desarrollo de la tarea de evaluacion. En el nivel alto, indicamos algunos criterios
de logro que se pueden activar y algunos errores en los que puede incurrir el estudiante pero que
no son relevantes para el desarrollo apropiado de la tarea de evaluacion. En el nivel medio, men-
cionamos los criterios de logro que podrian activarse, y los errores que dificultan determinar las
caracteristicas de una elipse horizontal. En el nivel bajo, relacionamos los errores que impiden el
alcance de cada objetivo.
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Tabla 4

Niveles de logro e indicadores para los objetivos de la unidad diddctica elipse horizontal

Nivel de logro

Indicadores

Superior (S)

Alto (A)

Basico (Bs)

Bajo (Bj)

Objetivo 1

El estudiante desarrolla todos los numerales de la tarea y activa los criterios
de logro 1.1-1.6-1.9-1.10-1.11-1.12-1.13 y no incurre en los errores previstos
para esos criterios. Establece datos del enunciado, aplica la definicion de
lugar geométrico para generar una elipse, e identifica sus elementos, para
relacionarlos en situaciones de la vida real.

El estudiante soluciona todos los numerales de la tarea de evaluacién, al
activar la mayoria de los criterios de logro 1.1-1.9-1.10-1.11-1.12-1.13.
Determina los datos del enunciado, identifica los elementos de una elipse
horizontal, establece la relacion de la suma de los radios vectores con la
constante que genera el lugar geométrico de la elipse y aplica la definicion de
lugar geométrico de la elipse en situaciones contextualizadas. Sin embargo,
incurre en el error E40, al evitar la activacion del criterio 1.12, que tiene que
ver con reconocer la forma geométrica de la elipse, pues establece que la
forma del ruedo del coliseo romano es una forma geométrica diferente a la
elipse.

El estudiante activa los criterios de logro 1.9-1.10-1.13, al identificar algunos
datos del enunciado y establecer algunos elementos de la elipse. Incurre en al
menos uno de los errores E2-3-45-38. Confunde elementos de la elipse con
los de otras formas geométricas. Puede determinar inadecuadamente la
constante y desconocer la relacion entre la constante y el tamafio de la elipse.
Como consecuencia, no puede activar los criterios 1.1-1.6-1.12.

El estudiante no resuelve la tarea completamente, ya que no hay activacion
total de los criterios de logro del objetivo. Incurre en al menos uno de los
errores E41-30-44-24-25-26-67-77-39-68-75, al desconocer la funcién de los
focos de la elipse, realizar procedimientos que caracterizan otra forma
geométrica, hacer operaciones inadecuadas entre niimeros reales que no le
permiten obtener la constante esperada y/o no relacionar las caracteristicas de
la elipse con la forma del coliseo romano.
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Tabla 4

Niveles de logro e indicadores para los objetivos de la unidad diddctica elipse horizontal

Nivel de logro

Indicadores

Superior (S)

Alto (A)

Basico (Bs)

Bajo (Bj)

Objetivo 2

El estudiante desarrolla todos los numerales de la tarea, activa los criterios de
logro CdL2.1-2.4-2.5-2.6-2.7-2.10-2.11-2.12-2.13-2.14-2.15-2.16-2.17 y no
incurre en los errores previstos para esos criterios. Puede establecer y ubicar
los elementos de una elipse, relacionarlos con los pardmetros a, b y c, repre-
sentar una elipse horizontal, establecer su lugar geométrico y asociarlo con
situaciones contextualizadas.

El estudiante soluciona todos los numerales de la tarea de evaluacion, al
activar los criterios de logro 2.1-2.4-2.5-2.6-2.7-2.10-2.13-2.15-2.16-2.17.
Puede establecer los elementos de la elipse y relacionarlos adecuadamente
con su lugar geométrico, pero incurre en al menos uno de los errores E33-28-
29, que no le impiden establecer los elementos de la elipse porque
corresponden a la toma imprecisa de medidas.

El estudiante soluciona la tarea con dificultad y activa los criterios de logro
2.4-2.5-2.6-2.13-2.16, en los que identifica los elementos de la elipse. El estu-
diante incurre en al menos uno de los errores E40-4-60-61-81-76-10-16-11-
70-71-20-72-15-2, al invertir la ubicacion de algunos elementos de la elipse y
construirla de forma vertical.

El estudiante no resuelve la tarea completa y esto no le permite activar la
mayoria de criterios de logro. Incurre en al menos uno de los errores E42-51-
54-57-52-82-23-1-31-35-8-19-12-14-21-13-63-64-69-3. No establece
adecuadamente la ubicacion de los elementos de la elipse ni extrae la
informacion de la ecuacion candnica, lo que le impide construir la elipse.
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Tabla 4

Niveles de logro e indicadores para los objetivos de la unidad diddctica elipse horizontal

Nivel de logro

Indicadores

Superior (S)

Alto (A)

Basico (Bs)

Bajo (Bj)

Objetivo 3

El estudiante desarrolla todos los numerales de la tarea y activa los criterios
de logro CdL3.1-3.2-3.3-3.4-3.5-3.6-3.7-3.8-3.9-3.10-3.12-3.13 y no incurre
en los errores previstos para esos criterios. Identifica, del enunciado de la ta-
rea, los elementos de la elipse y construye graficamente una elipse horizontal,
al ubicar todos sus elementos. Ademas, relaciona la ecuacion canonica de la
elipse con los pardmetros a, b y ¢ y asocia la solucion de la tarea con la situa-
cion planteada en ella.

El estudiante soluciona todos los numerales de la tarea de evaluacion y activa
los criterios de logro 3.1-3.2-3.4-3.5-3.7-3.9-3.10-3.12-3.13, identifica y ubica
de manera adecuada los elementos de una elipse horizontal, pero incurre en al
menos uno de los errores E29-76-28-33. No aprecia la importancia de los
focos al ubicarlos y/o toma medidas imprecisas de algunos elementos, aunque
esto no le impide resolver correctamente la tarea de evaluacion.

El estudiante soluciona la tarea con dificultad y activa criterios de logro del
objetivo al identificar los elementos de la elipse, pero, incurre en al menos
uno de los errores E40-4-16-11-70-71-20-14-21-13-72-80-10-60-61, ya que
intercambia la ubicacion de algunos elementos de la elipse, lo que lo lleva a
construir la grafica y ecuacion de una elipse vertical.

El estudiante no resuelve la tarea completa, al incurrir en al menos uno de los
errores E42-8-19-12-63-64-23-1-31-18-35-85-86, lo que le impide identificar
los elementos en la Orbita eliptica del planeta Eris y generar la ecuacion
canénica de la trayectoria.

En el anexo 8, incluimos el examen final junto con su riibrica. En el anexo 9, incluimos la formu-
lacion de la tarea diagnostica, las tareas de aprendizaje y el examen final para imprimir.
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5. CONCLUSIONES

El trabajo que presentamos en esta unidad didactica ha sido el producto de un ciclo de analisis
didactico sobre el tema elipse horizontal con centro en el origen que realizamos durante dos
afios. Inicialmente, analizamos el curriculo colombiano y lo relacionamos con el marco PISA
2012. Luego, nos centramos en los contextos y procesos pedagdgicos de la Institucion Educativa
Rural Departamental Limoncitos, en la que decidimos implementar la unidad didactica. Con ello,
elegimos el tema central de la unidad didéctica e iniciamos el anélisis de contenido. En este ana-
lisis, determinamos la estructura conceptual del tema, los sistemas de representacion y la feno-
menologia, lo que nos permitié pensar en qué aspectos del tema trabajariamos. Continuamos con
el analisis cognitivo, en el que establecimos las expectativas de aprendizaje (los objetivos, las
expectativas de nivel superior y las expectativas afectivas) para nuestra unidad didactica. Esto
nos dio paso a proponer las tareas de aprendizaje dentro del andlisis de instruccion para el alcan-
ce de los objetivos. Posteriormente, implementamos las tareas de aprendizaje en la institucion y
usamos unos instrumentos de recoleccion de informacién que llamamos diarios del estudiante y
diarios del profesor. Luego, utilizamos un programa en el que organizamos toda la informacion
recolectada de las producciones escritas y de los diarios. Con esta informacién, evaluamos la im-
plementacion. Esto nos permitid identificar las fortalezas y debilidades de la propuesta para rea-
lizar las mejoras con las que esperamos potenciar las fortalezas y superar las debilidades.

En este trabajo, sintetizamos el producto de todo el proceso anterior. Iniciamos mostrando
un andlisis previo que ubica al profesor en los contenidos relacionados con la elipse horizontal y
los propositos de aprendizaje de la unidad didéctica. Luego, presentamos la tarea diagndstica con
la que se evaluan los saberes previos que deben tener los estudiantes para desarrollar las activi-
dades de la unidad didactica. Después, describimos en detalle las tareas de aprendizaje propues-
tas para el alcance de los objetivos de la unidad didactica. Por ultimo, incluimos el examen final
con su respectiva rubrica, para que el profesor pueda evaluar el desempefio de los estudiantes y
los aprendizajes logrados con la unidad didactica. Destacamos de nuestra unidad didactica el
agrupamiento e interaccion de las tareas que permiten la comunicacion asertiva entre estudiantes
y el profesor, el uso de un lenguaje accesible para los estudiantes, los materiales y recursos di-
dacticos requeridos que aumentan el interés de los estudiantes para resolver las tareas y el uso de
distintos contextos en la formulacion de las tareas que muestra la aplicabilidad de las matemati-
cas.
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Gracias a este trabajo, hemos llegado a algunas conclusiones que presentamos a continua-
cién. Reconocemos la importancia de tener en cuenta varios aspectos para la planificacion de una
clase, entre ellos, realizar el anélisis de contenido, el andlisis cognitivo y el analisis de instruc-
cioén de un tema de las matematicas en concreto. También, le damos importancia a la implemen-
tacion con el analisis de actuacion porque nos permite evidenciar si las tareas previstas aportaron
al aprendizaje de los estudiantes. Valoramos el hecho de identificar fortalezas y debilidades de la
unidad didéctica, ya que nos brinda una oportunidad para planificar de mejor manera una sesion
de clase y buscar herramientas que permitan facilitar el proceso de ensefianza-aprendizaje. Du-
rante la construccion de la unidad didactica, comprendimos que el disefio de una clase debe ha-
cerse pensando en los estudiantes, y debe tener en cuenta las variables que intervienen en el pro-
ceso de ensefianza-aprendizaje como el contexto social y personal, el nivel académico, los
intereses o gustos de los estudiantes y los aspectos afectivos. Identificamos que los estudiantes se
enfrentan de diferentes formas a un problema. Esto nos llevo a pensar en diferentes estrategias de
solucion en la planeacion de las tareas y a evitar guiar a los estudiantes por una sola opcion de
solucion. Como parte del diseflo, pensamos en las dificultades y errores que se les podrian pre-
sentar a los estudiantes. Esto nos dio la oportunidad de plantear posibles ayudas para solucionar
estas dificultades. Finalmente, consideramos que el trabajo realizado influye positivamente en
nuestra vida laboral, ya que nos brinda herramientas para mejorar nuestra labor como docentes
del area de matematicas.

Agradecemos al Ministerio de Educacion Nacional por su apoyo financiero a través del pro-
grama Becas para la Excelencia Docente, a Pedro Gomez director de la Maestria en Educacion
Matematica por brindarnos su sabiduria, a Paola Castro por su dedicacion como coordinadora de
la quinta cohorte de MAD y a nuestro tutor Fernando Torres por estar siempre dispuesto a mejo-
rar nuestro proceso de formacion durante la maestria.
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6. LISTADO DE ANEXOS

A continuacion, presentamos el listado de anexos que apoyan la segunda parte del informe final
de la unidad didactica Elipse horizontal con centro en el origen. Estos anexos se pueden consul-
tar en este enlace: http://funes.uniandes.edu.co/11771.

Anexo 1. Conocimientos previos que corresponden a aquellos conocimientos que los estudiantes
deben tener antes de enfrentarse a las actividades de la unidad didactica.

Anexo 2. Criterios de logro son los procedimientos organizados que permiten la consecucion de
los objetivos

Anexo 3. Limitaciones de los conocimientos previos que corresponden a las dificultades y errores
asociados a los conocimientos previos.

Anexo 4. Limitaciones de aprendizaje de los criterios de logro que corresponden a las dificulta-
des y errores que impiden la consecucion de los objetivos.

Anexo 5. Listado de expectativas afectivas correspondientes a las actitudes que esperamos que
presenten los estudiantes al desarrollar las actividades propuestas en la unidad didéctica.

Anexo 6. Ayudas que permiten superar errores asociados a los conocimientos previos
Anexo 7. Ayudas que permiten superar errores asociados a los criterios de logro

Anexo 8. Fichas de las tareas en las que se incluye la tarea diagnostica, los elementos de las ta-
reas de aprendizaje y el examen final.

Anexo 9. Tareas para imprimir: tareas de aprendizaje y de evaluacion listas para ser impresas.
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