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2. Descripcion

Los propositos del presente trabajo de grado, es el estudio y la descripcion de como las
proporciones son utilizadas para definir y caracterizar las secciones conicas, para esto se
traduce y se estudia el capitulo The cone del documento Apollonius of Perga: Treatise on
Conic Sections; a partir de este se describe en el presente documento, el cono, las secciones
conicas y los elementos de estas secciones. Teniendo presente constestar las siguientes
preguntas de ;Como define Apolonio, a través de proporciones, la parabola, la elipse y la

hipérbola?, ;Qué papel tienen las proporciones en estas definiciones? y la utilidad de este
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estudio, en el conocimiento del docente en formacion de Matematicas.

3. Fuentes

Las principales referencias bibliograficas son:

1. Heath, T. L. (1896). Apollonius of Perga: Treatise on Conic Sections. Cambrige:
University Press.

2. Guacaneme, E. (Junio, 2011). La Historia de las Matematicas en la educacion de un
Profesor: razones e intenciones. En A. Ruiz (Presidencia). XIII CIAEM - IACME,
Recife, Brazil.

3. Arbeldez, Arce, Guacaneme, y Sanchez. (1999). Analisis de Textos Escolares de

Matematicas. Cali: Universidad del Valle.

4. Contenidos

El documento se desarrolla a través de cinco capitulos, a saber:
1. Preliminares. En este capitulo se realiza una descripcion del problema y se establecen los

objetivos del estudio.

2. Contextualizacion. Se presentan un marco histérico sobre el desarrollo de las conicas,

hasta Apolonio y dos lineas del tiempo:

a. Linea del tiempo, personajes que desarrollaron las proporciones. En la cual se presenta los
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aportes y aplicaciones de diversos matematicos antes de Apolonio.

b. Linea del tiempo, tres problemas clésicos. Donde se enuncian algunos métodos para la
solucién de los tres problemas griegos (cuadratura, triseccion y duplicacion.

3. Interpretacion de la teoria de Apolonio sobre las conicas a través de Heath, es el resultado
del estudio en la cual se presentan las observaciones y componentes de aplicaciéon de las

construcciones de las secciones conicas (Applet).

4. Las ventajas que se obtienen del estudio de las definiciones de las cdnicas de Apolonio
para el conocimiento del docente de matematicas. Son los aportes y reflexiones a nivel

personal en la formacion de docentes de Matematicas.

5. Conclusiones. Se exponen los resultados més relevantes encontrados en el estudio, no solo

a nivel académico, sino también a nivel personal.

5. Metodologia

Para el desarrollo del Trabajo de grado primero se hizo un estudio del documento Heath
(1896), el cual implicé no solo la traduccion sino ademas, identificar y estudiar fuentes
adicionales en las que se especificaran algunos conceptos matematicos que ameritaban un
estudio mas profundo y comprensivo. También, utilizando el software de geometria Cabri
3D para la realizacion y comprension de las construcciones, permitiendo que el documento

digital, del presente trabajo de grado, contenga Applets que son componentes de la
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aplicacion Cabri 3D y que se ejecuta en el contexto de Word dando como agregado una
mejor interpretacion y exploracion de las construcciones al lector. Algunas de las ideas y
comprensiones que fueron surgiendo se constituyeron en las ideas principales de una
ponencia presentada en el XXXIIl Jornada del Educador Matematico en la Universidad
Pedagogica Nacional de Colombia, por altimo el articulo: ;Monogamia o poligamia entre
definiciones y objetos matematicos? publicado en la Revista Ejes de la Universidad del
Tolima. Para la contextualizacion se presenta un apartado sobre los antecedentes de las
conicas de Apolonio complementado con dos lineas del tiempo que pueden ser consultadas
por medio de sus vinculos en la internet y descritas en el presente trabajo que permiten, de
una forma breve, conocer algunas caracteristicas del desarrollo de las proporciones antes de
Apolonio y los métodos de solucion de los tres problemas clasicos (duplicacion del cubo,
triseccion de un angulo y la cuadratura del circulo). Se analizaron los aportes que este
estudio genera a la formacion de futuros docentes de Matematicas, al realizar un ejercicio de
reflexion sobre el proceso y los resultados.

6. Conclusiones

Retomando las antiguas definiciones y proporciones dadas por Apolonio se reconoce la
importancia de estas como un lenguaje para comunicar las relaciones de las magnitudes de
los segmentos y de su uso como herramienta para la teorizacion de las secciones conicas.
También, se reconoce y se describe el conocimiento adquirido en el estudio realizado, su
utilidad para el docente de matematicas y la necesidad de este de modificar su vision de la
actividad matematica y sus objetos, al estudiar y comprender la historia de las matematicas;

lo que transforma su manera de ensefiar y utilizar los recursos para este fin, ademas de
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brindarle nuevas competencias y fortalecer las que posee.

TOVAR OJEDA, Nancy Edith; UMBARILA FORERO, Eduardo

Elaborado por:
Alexander

Revisado por: GUACANEME SUAREZ, Edgar Alberto

Fecha de elaboracién del
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INTRODUCCION

El presente documento corresponde al trabajo de grado que se presenta a la Licenciatura en
Matematicas como requisito para optar al titulo de Licenciado en Matematicas. El trabajo
de grado se adscribe a las actividades académicas del grupo RE-MATE (Research on
Mathematics Teacher Education), perteneciente al Departamento de Matemaéticas de la
Universidad Pedag6gica Nacional. Este trabajo, como su nombre lo indica, estudia las
proporciones que utiliza Apolonio para definir las secciones cénicas, pero no solo trata el
desarrollo y definicion de las secciones conicas por medio de las proporciones en un marco
historico, también establece las ventajas que se obtienen del estudio de estas definiciones
para el conocimiento del docente de Matematicas.

Este trabajo de grado se divide en cinco capitulos: preliminares, contextualizacion,
interpretacion de la teoria de Apolonio sobre las conicas, ventajas que se obtienen del
estudio de las definiciones de las conicas de Apolonio para el conocimiento del docente de

matematicas y conclusiones.

En el primer capitulo establecemos las generalidades del estudio, donde se reconocen la

justificacién y descripcién del problema, y los objetivos de nuestro estudio.

El segundo es la contextualizacion, donde presentamos un marco histérico sobre el
desarrollo de las cénicas hasta Apolonio, junto con dos lineas del tiempo: la primera sobre
los personajes que desarrollaron las proporciones y la segunda sobre los tres problemas

clésicos griegos.

En el tercero desplegamos la interpretacion de la teoria de Apolonio sobre las conicas a
través de Heath (1896) donde se insertan en el documento Applets' que ilustran las

proposiciones que se encuentran en Heath (1896), lo que nos permite presentar un escrito

! Los archivos originales de estos Applets (en Cabri 3D) se encuentran en el cd adjunto al trabajo.



no estatico en el cual se pueden explorar los Applets, para lo cual el archivo de Word tiene

la extension .docm.

En el cuarto capitulo proponemos, a manera personal, las ventajas que se obtienen del
estudio de las definiciones de las conicas de Apolonio para el conocimiento del docente de
Matematicas, sus visiones sobre la actividad matematica, sobre los objetos matematicos y

sus competencias profesionales.

Y por altimo, el capitulo de las conclusiones expone los resultados més relevantes
encontrados en el estudio, no solo a nivel académico y pedagdgico sino también a nivel

personal.



1 PRELIMINARES

1.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA

El objeto del trabajo de grado propuesto es estudiar las traducciones de los documentos
donde se encuentra el estudio de las definiciones de Apolonio para la elipse, la pardbola y
la hipérbola, mostrar el papel de las proporciones en estas definiciones y hacer una
reflexion sobre la utilidad de este tipo de definicion, a favor del conocimiento del docente

de Matematicas.

En sintesis, se responderan los siguientes interrogantes:
1. ¢Cémo define Apolonio, a través de proporciones, la parabola, la elipse y la
hipérbola?
2. ¢Qué papel tienen las proporciones en estas definiciones?
3. ¢Queé ventajas se obtienen del estudio de las definiciones de las conicas de Apolonio

para el conocimiento del docente de matematicas?

1.2 JUSTIFICACION

La justificacion de este trabajo se basa en tres aspectos. El primer aspecto estad conformado
por dos motivaciones. La primera, es la utilidad de las definiciones de las conicas, por
medio de las proporciones, en el desarrollo posterior de las Matematicas; esta motivacion se
debe a que al leer un documento (Camargo & Guzman, 2005), encontramos que se utiliza
una de las propiedades de la parabola, demostradas por Apolonio, para caracterizar la
parabola por medio de la tangente, donde la demostracién era de caracter geométrico
basado en el estudio de las proporciones. Al ver la utilidad de estas definiciones y no
conocerlas, encontramos la segunda motivacion, que es el hecho del desconocimiento, por
parte de nosotros, de las definiciones de las conicas que se basan en proporciones entre

magnitudes geométricas. EI desconocimiento y la utilidad de estas definiciones, entonces es



el primer aspecto que nos motiva a estudiar la forma en que Apolonio define las secciones

conicas.

El segundo aspecto consiste en responder la pregunta ;qué potencialidad, a favor del
conocimiento del profesor de Matematicas, tienen las definiciones de conicas dadas por
Apolonio? Ello nos lleva a plantearnos una reflexion sobre la relacion de las proporciones
de las conicas de Apolonio y el conocimiento del docente, donde se pretende mostrar como
favorece el estudio de las definiciones de las conicas dadas por Apolonio, al conocimiento

del docente de Matematicas.

Y en tercer lugar, debido a que se encuentra poca bibliografia en espafiol que brinde una
reflexion y un estudio histérico detallado de las conicas de Apolonio, consideramos que es
importante proporcionarle a la comunidad una traduccion al espariol de los documentos que

se utilizaran en este trabajo de grado para que sirvan de referentes en proximos estudios.

1.3 OBJETIVOS

1.3.1 Objetivo general

Reconocer el papel de las proporciones en las definiciones de Apolonio para la elipse, la
parabola y la hipérbola y hacer una reflexién sobre la potencialidad de esta forma de

definicién de las conicas para el conocimiento del docente de Matematicas.

1.3.2 Objetivos especificos

e Brindar a la comunidad una traduccion al Espafiol de un apartado del libro
Apollonius of Perga: Treatise on Conic Sections de Tomas Heath, que sirva de
referencia para proximas investigaciones.

e Reconocer el papel de las proporciones en las definiciones de Apolonio.



e Reconocer la utilidad del papel de las proporciones en las definiciones de Apolonio

para el conocimiento del docente de Matematicas.



2 CONTEXTUALIZACION

Para situarnos en el entorno histdrico de Apolonio y tener una perspectiva consciente del
valor de su trabajo, presentamos un escrito sobre el desarrollo de las cénicas hasta
Apolonio y dos lineas del tiempo: la primera presenta algunos personajes que desarrollaron
las proporciones y las utilizaron en la solucion de problemas précticos y la segunda los
personajes historicos que estudiaron los tres problemas clasicos. El proposito de las lineas
del tiempo es mostrar como las conicas fueron utilizadas como métodos de solucion a
algunos de los tres problemas clasicos griegos, a través de la historia de las Matematicas.
Para ello se utilizaron dos aplicaciones gratuitas en la Internet que permiten la creacion de
lineas del tiempo interactivas, esto es, seleccionar la informacion mas relevante sobre un
tema y organizarla en orden cronoldgico. Debido al formato del presente documento se
hace una descripcion de los personajes considerados en cada linea del tiempo; sin embargo,
se puede explorar cada linea del tiempo por medio de los enlaces a paginas web que
apareceran en los siguientes apartados.

2.1 ALGUNOS ANTECEDENTES A LAS CONICAS DE APOLONIO

Antes de estudiar las definiciones de Apolonio de las conicas es conveniente dar un vistazo
a la situacion, aportes y conocimientos matematicos de su época, ademas de algunos

detalles de la vida y obra. Se ha tomado como referencia para este apartado a Tapia (2002).

Luego de la muerte de Alejandro Magno (323 a. C.) inici6 el periodo Helenistico,
caracterizado por la desunion de su imperio, debido a que no hubo un lider que lograra
mantener la unién. Diferentes reinados conformaron este imperio, entre estos se encontraba
Tolomeo en Egipto quien seria el primero de una dinastia de monarcas que colabord,

notablemente, con el nuevo florecimiento de las Matematicas.



En Alejandria, capital del nuevo Egipto, se formaron y trabajaron pensadores como
Euclides, Arquimedes, Eratdstenes y Apolonio, quienes realizaron los aportes més

originales y los métodos mas significativos en esta etapa alejandrina.

De la ciencia griega se destacan la introduccién del pensamiento hipotético-deductivo y el
método racional de demostracién al uso de técnicas sintéticas en los razonamientos
geomeétricos; pero la matemaética de los griegos sufrié un tipo de estancamiento, el cual ha
sido reconocido por los especialistas de la historia griega. Segun Heath citado por
Gonzales, J (s. f)

. hablando generalmente, los mejores progresos de geometria en lineas generales fueron
practicamente estorbados por las restricciones del método y la forma en la cual fueron inseparables
de la geometria clasica griega...los griegos no pudieron avanzar muy lejos... en ausencia de algun
sistema de coordenadas y sin medios mas libres de la manipulacion tales como los que son

suministrados por el dlgebra moderna. (p. 4)

Segun Gonzales, J (s. f.) a este estancamiento se le atribuyen dos factores destacables; el
primero, es el uso de un sistema alfabético aditivo, totalmente inoperante tanto para el
calculo matematico como para la representacion simbdlica, en lugar de adoptar el sistema
de numeracion babildnico y el legado mesopotamico, que ya conocia el cero y el principio
de posicién. El segundo factor, se le atribuye a la estructura social de los griegos, donde el
estudio teorico de las propiedades de los numeros era asumido por los sabios griegos y el

calculo rutinario numérico era relegado a los esclavos.

Los predecesores de Apolonio definian el cono como la superficie descrita por la
revolucion de un triangulo rectangulo alrededor de uno de los lados que contiene el angulo
recto. Se distinguian tres clases de conos segun la medida del angulo vertical, denominados
como cono agudo, cuyo angulo vertical es agudo; cono rectangulo, con angulo vertical
recto; y cono obtuso, angulo vertical obtuso. Al cortar cada uno de estos conos por un

plano perpendicular a una de sus lineas generatrices aparecian las tres secciones conicas



conocidas por los nombres de oxitoma (seccidon de un cono agudo), ortotoma (de un cono

rectangulo) o amblitoma (de un cono obtuso).

La primera persona en estudiar estas secciones es Menecmo, quien estaba en la busqueda
de la solucién al problema de la duplicacion del cubo (360 o 350 a. C.). Tiempo después
Aristeo da a conocer un tratado sobre los lugares solidos, que se ocupa basicamente de las

secciones conicas.

Euclides estudioé las conicas en cuatro libros que recogen la mayor parte del material
estudiado por Apolonio. En su Phaenomena Arquimedes se interesa por las cénicas e

introduce terminologia nueva como parabola y diametro.

Tras contextualizarnos sobre la situacién social y matematica en la que se encontraba

Apolonio nos ocuparemos de conocer lo poco que se sabe de su vida.

2.1.1 Apolonioy su obra

Apolonio nacié a mediados 262 a. de C. en Perga (ver imagen 1), ciudad situada en
Panfilia, Asia Menor. Estudié en Alejandria con discipulos de Euclides, durante el reinado
de Tolomeo Evergetes (247 a. C -222 a. C.) y se estableci6 en Pérgamo, bajo el reinado de

Eudemo, ciudad en la que redactd la mayor parte de su obra.
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Figura 1. Tomada de Tapia (2002).

La mayor parte de la obra de Apolonio desaparecid, a pesar de esto, se conoce parte de su
obra debido a los comentarios realizados por Pappus y a la inclusion de seis de sus trabajos
en una recopilacion de las Matematicas alejandrinas, llamada Tesoro del Andlisis. De sus
obras se destacan los ocho libros de las conicas, conocidos como Las Cdnicas; esta obra fue
considerada como el corpus mas completo que recopilaba los conocimientos sobre aquellas

curvas de toda la antigiiedad.

Los ocho libros de Las Conicas de Apolonio se perdieron, asi que hemos conocido sus
obras de distintas formas. De estos ocho libros solo se conservan los cuatro primeros en

griego, del quinto al séptimo existe una traduccion al &rabe hecha por ThabitibnQurra, y



existen varias traducciones al latin de los siete primeros libros, la Gltima hecha por

Giacomo Alfonso Borelli en 1661.

Las Conicas contiene 387 teoremas algunos de ellos conocidos pero la mayoria inéditos. Se
dice que la elaboracidn de esta obra se debe a la peticion de Naucrates, quien en Alejandria
le hizo esta peticién a Apolonio; luego en Pérgamo, Apolonio perfecciond y pulio el
contenido de esa obra. Los ocho libros de Las Conicas se organizan de la siguiente forma:
los cuatro primeros libros forman una introduccién elemental a las conicas y el resto de los

libros muestran las propiedades de las conicas.

2.2 LINEA DEL TIEMPO PERSONAJES QUE DESARROLLARON LAS
PROPORCIONES

Para este trabajo se cre6 una linea del tiempo sobre los personajes que desarrollaron las
proporciones 0 sus trabajos y aplicaciones se relacionan con estas’. Estos personajes
anteriores a Apolonio como: Tales de Mileto, Pitdgoras de Samos, Los pitagdricos,
Hipdcrates de Quios, Arquitas de Tarento, Euclides, Arquimedes de Siracusa y Eratostenes

de Cirene son descritos en este apartado.

En la figura 2, se muestra la primera ficha con el tema: Canon egipcio de proporciones. Al
lado izquierdo de la ficha se presenta una imagen alusiva al tema y al lado derecho una
breve descripcion de este, en la parte inferior se observa la linea del tiempo en la cual se
puede explorar entre las fechas.

2 Ubicacién en la internet de la linea del tiempo de los personajes que desarrollaron las

proporciones: http://goo.gl/ONb5U6.
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Figura 2. Canon Egipcio de proporciones

En la figura 3, se muestran el lugar geografico de origen de los

greco-romanos comprendidos en los siglos 600 A.C.- 400 D.C.

antiguos matematicos

°°“§
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See Inset above left
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" Euclid Mathematician Dlophan us M&notaus
R\ Modern
. . Boundaries o 400 mi HHer:)n Plo y
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© 2000 Encyciopasdia Britannica, Inc. 0 600 km

Figura 3. Rome, ancient: Greco-Roman mathematicians, 600 BC - 400 AD, tomado de Encyclopadia

Britannica, Inc.
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2.2.1 Céanon de proporciones (2800 a.C.)

Para ajustar las figuras a un cdnon de proporciones, los egipcios cubrieron algunos relieves
con una cuadricula. Segun la interpretacion de Lepsius las figuras de Sakkara se cortaban
con una linea central o eje vertical y seis lineas horizontales. Pero estos estudios fueron
ampliados y actualizados por Inversen quien demostrd que el cdnon egipcio se basa en la
figura humana de pie y que las proporciones de esta se realizan en términos de las medidas
de la mano y del brazo. Inversen probd que la medida para el lado de los cuadrados de la
cuadricula es el pufio, medido desde los nudillos incluyendo el pulgar. De esto se concluye

que el modulo de las proporciones de los relieves egipcios es el pufio (Andnimo, s.f.).

Figura 4. Canon Egipcio, Tomada de http://goo.gl/iHKdNJ

2.2.2 Tales de Mileto (640 a.C.- 550 a.C.)

Cuando era joven Tales de Mileto viaj6 a Egipto donde aprendié Geometria y utilizando los
conocimientos adquiridos alli elabord un conjunto de teoremas y razonamientos deductivos
sobre la Geometria, de donde se piensa tiene origen el Algebra. De su obra se destaca: el
experimento para determinar la altura de la gran piramide comparando su sombra con una
vara vertical, el teorema de la biseccion del circulo con el didmetro y la nocién de razones
iguales. Tomado de Michot (2009, 19, 03) y Newman (1980).
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2.2.3 Pitagoras de Samos (569 a.C. - 475 a.C.)

Este filésofo y matemaético griego hizo un aporte a los avances de la Geometria y la
Aritmética, derivados particularmente de las relaciones numeéricas, aplicadas a teorias como
la de pesos y medidos, de la musica o a la astronomia. Fue el fundador de la Hermandad

Pitagdrica, una sociedad predominantemente religiosa (Anénimo, 2014).

Se piensa que Pitagoras aprendio en Babilonia la “proporcion perfecta”

_a+b_ 2ab "
ST T A+’

que implica el significado aritmético y armonico de dos nimeros (Newman, 1980).

2.2.4 Los pitagoricos sigloV a. C

Pitagoras de Samos y sus seguidores, los pitagoricos, formaron la Escuela pitagérica que
era una secta griega de astronomos, musicos, matematicos y filésofos, que consideraban

que todas las cosas son, en esencia, nUmeros.

Esta escuela descubrié la inconmensurabilidad. El simbolo mas representativo de esta
escuela es el pentagrama (estrella de cinco puntas), a este simbolo lo denominaban «saluds.
Tomado de (An6nimo, 2014).

Los pitagoricos demostraron como se podia encontrar la media geométrica entre dos

magnitudes (Newman, 1980).
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Figura 5. Pentagrama, tomado de http://qoo.gl/xcF8YU

2.2.5 Hipdcrates de Quios (470 a.C. - 410 a.C.)

Se dice que este matematico fue el primero en hacer una recopilacion de uno de los libros
de los Elementos. Al tratar de solucionar el problema de la cuadratura del circulo probé la
cuadratura de unas clases de lunulas. También, fue el primero en deducir que el problema
de la duplicacion del cubo equivale a encontrar dos medias proporcionales en proporcion
continua entre dos rectas dadas, con b = 2a, es decir

Tomado de Collette (1985).

2.2.6 Arquitas de Tarento (430 a.C. - 360 a.C.)

Este personaje llevo la teoria de las proporciones a la armonia musical. Probé que sinyn +
1 son dos nimeros enteros consecutivos, entonces no hay ningun numero racional b tales
que n: b =b: (n + 1); con esto se pueden definir intervalos de tono en la escala ( The Editors

of The Encyclopadia Britannica, 2014).
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2.2.7 Euclides (365 a.C. -325a.C.)

Autor de la obra Elementos conformada por trece libros. En el libro V de esta obra se
estructura el trabajo de Eudoxo sobre proporciones, segin Newman (1980) este trabajo se
realiza para justificar las propiedades de las figuras semejantes que se tratan en el libro VI.
Las siguientes son definiciones de razon y proporcién junto con algunas relaciones de las

proporciones del libro V de Euclides traducidas por Puertas (1991):

“Definicion 3. Se define como una razén es determinada relacién con

respecto a su tamafio entre dos magnitudes homogéneas

Definicion 4. Se dice que guardan razon entre si las magnitudes que, al

multiplicarse, pueden exceder a otra.

Definicion 5. Se dice que una primera magnitud guarda la misma razon con
una segunda que una tercera con una cuarta, cuando cualesquiera
equimultiplos de la primera y la tercera excedan a la par, sean iguales a la
par o resulten inferiores a la par, que cualesquiera equimultiplos de la

segunda y la cuarta, respectivamente y tomados en el orden correspondiente.

Definicion 6. LIamense proporcionales las magnitudes que guardan la

misma razén.”

2.2.8 Arquimedes de Siracusa (287 a.C. - 212 a.C.)

Boyer (citado por Cardil, s. f) afirma: “En su trabajo "ElI Método",
Arquimedes escribiéo sobre su método de descubrimiento. ElI "método
mecanico” de Arquimedes se basa en la ley de la palanca. "En él,
Arquimedes muestra el método que presumiblemente usé para obtener
mucha de sus conclusiones en problemas sobre areas y voliumenes. Dandose
cuenta de que es muy ventajoso tener una nocion preliminar del resultado
antes de llevar a cabo la demostracion geométrica deductiva, Arquimedes

empled para este propdsito, junto con su ley de la palanca, la idea de una
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superficie como formada por lineas.". Arquimedes descubrié el area de un
segmento parabdlico Consider6 un segundo tridngulo usando una tangente.
Este triangulo es 4 veces el primero y el area de este segundo triangulo
resulta ser 1/3 el area del segmento parabdlico y este segundo triangulo
estardn en equilibrio cuando uno de los brazos de la balanza seré tres veces

maés largo:

{@matematicasVisuales

Figura 6. El area de un segmento parabolico, tomado de http://goo.gl/1QUVnk

para cualquier posicién de X en la parabola, que es el centro de gravedad de
XX'" se tiene la proporcion:

xx"" _AB _ BD __ DP,,
xx' ~ Ax  Dx'" ~ Dx'

(Cardil, s. 1)
2.2.9 Eratodstenes (Cirene, 276 a. C. =194 a.C.)

Matematico, astrbnomo y geografo. Creador del procedimiento conocido como la Criba de
Eratdstenes, utilizado para obtener de forma facil todos los nUmeros primos menores que un
numero dado. Referenciado como el primer personaje en medir por primera vez la
circunferencia terrestre considerando que si el planeta es una esfera, entonces la linea que
une dos lugares cualesquiera es un arco de esta; al medir la longitud de este arco como una
proporcion de 360 grados (un circulo completo), obtiene una medida a partir de la cual
puede calcular la circunferencia total, utilizando la distancia entre Siene y Alejandria,
ademas del hecho de que los rayos provenientes del Sol llegan a la Tierra de forma paralela
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y las lineas que cortan a las rectas paralelas forman &ngulos opuestos iguales. Tomado de
Mata (2012, 13, 08) y Arguedas (2004).

360 grados (circulo) circunferencia de la tierra

0 " Distancia entre Alejandria y Siene

4/ Columna
en Alejandria

Sombra
de columna

) Pozo en Siena

Figura 7. Calculo de la circunferencia de la tierra, tomado de http://goo.gl/foD3U5
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2.3 LINEA DEL TIEMPO TRES PROBLEMAS CLASICOS

A continuacién se presenta una descripcion de la linea del tiempo sobre los tres problemas
griegos®. En esta linea se presentan algunos métodos de los personajes que trataron de

solucionar los tres problemas clasicos griegos:

1. Laduplicacion del cubo o el intento de encontrar la arista de un cubo cuyo volumen
sea el doble del de un cubo dado.

2. Latriseccion de un angulo dado.

3. La cuadratura del circulo o intento de encontrar un cuadrado cuya area sea igual a la

de un circulo dado.

En la figura 8, se muestra una vista general de la linea del tiempo. Esta linea est&
conformada por imagenes y titulos que al cliquearlos se puede obtener la informacién del
método. También se puede utilizar una barra localizada a la izquierda de la pantalla la cual

nos permite ajustar la vista para observar mas o menos imagenes en la ventana.

Linea del tiempo tres problemas griegos s views | topic settings Share:
10| [T s el primero de s amigos en recomendar esto c l}@
LILETCN Flipbook  List W, Embed Search
Add an Event o " A —_ 5
)
H DA o] e 2 .
|
Pierre Laurent Wantzel
1l i1 D &) 1814 2
‘ Arquitas de Tarento ~ Nicomedes .. Colin MacLaurin
<8 430Bc D Jul 1, 300 AD & 1698 €&
- - Eudoxo de Cnido E¥ Frangois Viéte Dipity Timeline
390 BC & Jul 1, 1540 € Dec 3, 2014 6:12 AM '
= Menecmo
375BC &
Q D D Powsrsdby: CL1TOIES”

Figura 8. Linea del tiempo sobre los tres problemas clasicos

¥ Ubicacion en la internet de la linea del tiempo de los tres problemas clasicos: http://goo.gl/NCEtLX
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2.3.1 Lacuadratriz de Hipias (500 a. C.)

Hipias de Elis, creé un método para dividir un angulo en una cantidad de partes deseada.
Este método necesita de una curva llamada la cuadratriz de Hipias, la cual se obtiene del
rastro que deja un punto que es interseccion de dos segmentos de linea en movimiento. Un
segmento OC (linea roja) se hace girar a una velocidad constante a través de un angulo
recto AOB alrededor de su vértice O, mientras que el segundo segmento (linea verde) se
desliza de manera uniforme a través de una distancia vertical igual a la longitud del primer
segmento. Ya que tanto la rotacion angular y el desplazamiento vertical son producidos por
el movimiento uniforme, cada segmento se mueve a través de la misma fraccion de la
distancia total en el mismo tiempo. Entonces, encontrar alguna parte (digamos una tercera
parte) para un &ngulo dado (en este caso £COA) es simple: dividir en la misma cantidad de
partes el desplazamiento vertical del punto de la cuadratriz en la que los dos segmentos se
intersecan (C), localizar el punto (F) en la cuadratriz a esa altura (un tercio de la altura
original en este ejemplo), y luego dibujar el nuevo angulo («FOA, indicada en azul), que
sera la tercera parte del angulo COA (Heilbron, 2014).

/ \«-—4—-\,—/’\1‘
{- ]
l : i
il |
I
D F
= \
1 S 1

© 2000 Encyclopaedia Britannica, Inc

Ilustracién 1 Triseccion, tomada de Encyclopadia Britannica, Inc.

2.3.2 Hipocrates de Quios (470 — 410)

En un intento por cuadrar el circulo descubrié que pueden dibujarse dos figuras en forma de

luna, de forma tal que la suma de sus areas es igual a la de un tridangulo rectangulo. Este es
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el primer ejemplo de una solucion de cuadraturas, que es denominado el problema de
construir un area rectilinea igual a un area limitada por una o mas curva. (Newman, 1980).
La resolucion de la cuadratura de las lunulas de Hipdcrates cred una falsa expectativa entre

los matematicos de la antigiiedad, que los llevd a pensar que podria cuadrarse el circulo
(Copydays, 2014).

Ry

// /

/ /

[
l." /
{ c i
\

\ )

Figura 9. Cuadratura por medio de lanulas, tomada de http://goo.gl/8xZd30

2.3.3 Arquitas de Tarento (430 a.C. - 360 a.C.)

Matematico pitagodrico, al que se le atribuye haber escrito el primer tratado sistematico de
mecanica con base en principios matematicos. Soluciond el problema de la duplicacion del

cubo con una construccidn espacial, donde interseca tres superficies construidas en el
espacio tridimensional (Collette, 1985).

N
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R
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Figura 10. Método de Arquitas para la duplicacién del cubo, tomado de http://goo.gl/ITLTMB
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2.3.4 Dindstrato (390 a. C. - 320 a.C)

Este matematico y gedmetra griego, hermano de Menecmo. Fue conocido por emplear la
cuadratriz para resolver el problema de la cuadratura del circulo. En la resolucion de este
problema, Dinostrato emplea la trisectriz de Hippias, que mas tarde fue conocida como
cuadratriz tras la solucion de Dindstrato. A pesar de resolver el problema de la cuadratura
del circulo, esta solucién no es aceptada por los griegos de la época debido a que no empleo
para ello exclusivamente regla y compas, violando los principios fundamentales de sus
matematicas. Mas de dos mil afios después se probaria que es imposible resolver el
problema de la cuadratura del circulo mediante el uso exclusivo de regla y compés
(Addbot, 2013).

Figura 11. Cuadratriz de Hipias Tomada de http://goo.gl/p4Cn55

2.3.5 Eudoxo de Cnido (390 a.C. -337 a.C.)

Discipulo de Platon y el primero en describir las constelaciones e invent6 el astrolabio.
Ademaés de introducir el estudio de la astronomia matematica en Grecia, Eudoxo escribio
formulas para medir pirdmides, conos y cilindros. Resolvio la duplicacién del cubo

utilizando una curva llamada la kampila de Eudoxo (An6nimo, 1997).
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Kampyle of Eudoxus

Figura 12. Kampila de Edoxo, tomada de http://goo.gl/OANUZdc

2.3.6 Menecmo (375a.C. -325a.C))

Nacido en Alopeconnesus (actualmente en Turquia). Dio solucién al problema de la
duplicacion del cubo utilizando la paradbola y la hipérbola ( Elfix, 2013). Segin Heath
(1896) la siguiente relacion muestra que fue él quien descubrid las secciones conicas que

representa la interseccion de una parabola y una hipérbola.

SalR

X
" con a = 2b seria equivalente a x*> = ay,y? = bx,xy = ab

Figura 13. Método de duplicacion del cubo por Menecmo, tomada de http://goo.gl/gW5BNY

2.3.7 Diocles (240a.C.-180a.C.)

Matematico y gedmetra de la Antigua Grecia. Se cree que Diocles fue el primero en
comprobar la propiedad focal de la parabola. Introdujo una curva geométrica llamada
Cisoide de Diocles, para resolver el problema de duplicacion del cubo. Tomado de
(Grillitus, 2013).
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Figura 14. Duplicacion del cubo por medio de la Cisoide de Diocles, tomada de http://qoo.gl/D4c9dO

2.3.8 Arquimedes de Siracusa (287 a.C. - 212 a.C.)

Sin importar la insistencia de los griegos de la época en utilizar regla y compas de forma
exclusiva para la resolucién de problemas, Arquimedes hizo uso de neusis (el deslizamiento

y las maniobras de una longitud medida o regla marcada) para trisecar un angulo dado

(Heilbron, s. f).

® 2000 Encyclopzdia Britannica, Inc.

Figura 15. Método de neusis Tomada de Encyclopadia Britannica, Inc

Producto del uso de neusis surge la espiral de Arquimedes, que es definida por Vera (1970)
asi: “Si permaneciendo fijo uno de los extremos de una recta, esta gira en un plano con
velocidad uniforme hasta volver a la posicion inicial y un punto, también con velocidad
uniforme, recorre al mismo tiempo la recta que gira a partir del extremo fijo, este punto
describira una espiral”. Esta espiral puede ser utilizada para trisecar un angulo y cuadrar un

circulo (Vera, 1970).
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La spirale d'Archimede

Figura 16, Curva espiral de Arquimedes, tomada de http://goo.gl/wZDBYm

2.3.9 Nicomedes (111 a.C.)

Nicomedes dio una construccion que usaba la curva concoide para resolver el problema de
trisecar un angulo. Es reconocido por su tratado "Las lineas de la concoide”, y utilizé esta
curva para intentar solucionar los problemas clasicos de la triseccion del angulo y la
duplicacion del cubo. Nicomedes produjo su famosa curva concoide para formalizar el

proceso de rotar una regla manteniendo un punto en una linea ( Omnipaedista, 2014).

/\;_‘—__
\‘_——’/_‘______(

/

Figura 17. Concoide de Nicomedes, tomado de http://goo.gl/GSRXNC

2.3.10 Eratodstenes (Cirene, 276 a. C. —194a.C.)

Para solucionar el problema de la duplicacion de un cubo cred un instrumento llamado
mesolabium, que permite resolver de manera mecanica el problema al insertar dos medias

proporcionales entre dos segmentos designados como DAy C"E.

“Consta de tres regletas rectangulares iguales ABCD, A’B’C’D’ y A"B"C"D": la primera
se desliza sobre la segunda, y esta sobre la tercera. Un hilo tenso (mediante un peso en un
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extremo) conecta los puntos A y E e interseca las diagonales A’C’ y A"C" respectivamente
en F e G. Las regletas se colocan de modo tal que BC pase por F y B’C’ pase por G. Los
segmentos FC y GC’ asi obtenidos satisfacen la relacion : DA:FC=FC:GC’=GC’:C"E.”
(Arguedas, 2004).

G

Figura 18. Método del mesolabium para duplicar el cubo, tomada de http://goo.gl/MRcaVG

2.3.11 Francois Viéte (1540 d.C.-1603 d.C)

Matematico francés, considerado uno de los principales precursores del Algebra, el primero
en representar los parametros de una ecuacion mediante letras. Demostré que el famoso
problema de trisecar un angulo dependia, en realidad, de la solucion de una ecuacion cubica

y redujo el problema de la cuadratura del circulo a evaluar una expresién (Newman, 1980).
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2.3.12 Colin MacLaurin (1698 - 1746)

MacLaurin estudié esta curva cuatro afios antes de morir, para tratar de solucionar el

problema de la triseccion del angulo, por eso es llamada Trisectriz.

Consiguio solucionar el problema de la Trisectriz aunque no de la forma que querian los
antiguos griegos, ya que la curva no puede trazarse solo con regla y compas (Gonzélez, P.
2004).

M
] ‘ 1) ‘ 30 5
v

Figura 19. Trisectriz de Maclaurin, tomada de http://goo.gl/zrWiCw

2.3.13 Pierre Laurent Wantzel (1814 - 1848)

Matematico francés, quien demostrd que varios problemas geométricos antiguos son
imposibles de resolver usando Unicamente regla y compas. Wantzel publicé en el afio 1837
en una revista de matematicas francesa la primera prueba completamente rigurosa de la
imposibilidad de trisecar un angulo con la sola ayuda de una regla y un compéas. Wantzel
demostro igualmente la imposibilidad de resolver la duplicacién del cubo y la construccién
de un poligono regular cuyo nimero de lados no es producto de una potencia de dos o
distinto a cualquier Nimero de Fermat (KLBot2, 2013).

Con los anteriores lineas del tiempo, se pretende brindar una idea general del desarrollo de
las proporciones hasta la época de Apolonio, lo que nos permite tener un panorama de los
conocimientos y herramientas con las que él contaba, las cuales son: las razones iguales, la
proporcién perfecta, la media geometrica y la solucion del problema clasico griegos de

duplicacion del cubo propuesta por Menecmo por medio de dos medias geométricas,
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logrando representar la solucion por medio de la interseccion de una pardbola y una
hipérbola, también se puede notar el desarrollo del estudio de la teoria de la proporcion y
sus aplicaciones préacticas al ser utilizadas en la armonia musical e instrumentos de
medicion. Pero los matematicos antiguos debian enfrentarse a condiciones para resolver los
problemas porque debian ser resueltos utilizando rectas y circulos, Unicos instrumentos
aceptados en la Geometria de Euclides, a su vez enmarcado con las ideas racionalistas del
platonismo las cuales ademas no concebian la reduccion al absurdo y el infinito, segun
(Newman, 1980) por lo que los griegos consideraron util adoptar una clasificacion especial
para sus problemas, denominandolos planos, sélidos y lineales. Los problemas eran planos
si su solucion solo dependia del uso de lineas, rectas y circulos. Eran solidos si dependian
de secciones conicas; y eran lineales si dependian ademas de curvas aun mas complicadas,
estas curvas eran soluciones con instrumentos y/o dispositivos mecanicos, dando
explicacion a sus métodos con principios o propiedades fisicas como la ley de la palanca y
el centro de gravedad como si los objetos matematicos fueran fisicos. El objetivo de la linea
del tiempo sobre los tres problemas griegos es de presentar algunas opciones diferentes de
solucion que aparecieron a través del tiempo como son las curvas generadas por
instrumentos o por la interseccion de s6lidos (geometria sélida) de los cuales dieron origen

a las secciones conicas.
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3 INTERPRETACION DE LA TEORIA DE APOLONIO SOBRE LAS CONICAS

En este capitulo se da respuesta a los dos primeros interrogantes establecidos en la
descripcion del problema de este trabajo, a saber: ;Como define Apolonio, a través de
proporciones, la parabola, la elipse y la hipérbola? y ¢qué papel tienen las proporciones en

estas definiciones?

Para ello se estudié la primera parte de una traduccion al Inglés de la obra de Apolonio,
(Heath, 1896) donde se encuentra la interpretacion hecha por este historiador y matematico
inglés de las definiciones de las conicas dadas por Apolonio. Se utiliz6 el programa Cabri
3D como mediador instrumental, debido a que al momento de leer las proposiciones del
documento se presentaron varias dudas sobre las condiciones de los elementos presentados
que se disiparon al momento de modelar las proposiciones con este programa; asimismo, en
algun momento particular del estudio se recurrié a una traduccion de Elementos (Puertas,
1991), un documento de Gonzalez, P. M. (s. f). para significar los nombres de algunas
secciones conicas, y para tomar una postura sobre el tipo de definiciones utilizadas por
Apolonio nos basamos en Harari (2004) y en Arbeldez, Arce, Guacaneme, & Sanchez,
(1999).

Como resultado de tal estudio, ademas de este documento, se produjo y presentd una
ponencia: Tres, personas distintas un solo Dios verdadero. Tres definiciones distintas un
solo objeto matemético, en el marco de la XXXIV Jornada del Educador Matematico
realizada en la Universidad Pedagdgica Nacional y el articulo: ¢Monogamia o poligamia
entre definiciones y objetos matematicos? publicado en la Revista Ejes de la Universidad

del Tolima.

Para clasificar las definiciones que se encuentran en Heath (1896) vamos a utilizar, en
principio, la clasificacion propuesta por Harari (2004) en la cual se plantea que desde la
teoria de Aristoteles se pueden identificar dos clases de definiciones: real y nominal. Por
definicion nominal se entiende la enumeracion de las caracteristicas generales de una cosa

o relacién y la definicion real es aquella que da las condiciones en que un objeto existe.
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Basados en lo anterior podemos afirmar que la mayoria de las definiciones dadas por
Apolonio son de tipo real, aunque en el momento de tratar las definiciones de parébola,
elipse e hipérbola haremos un analisis mas detallado sobre la clasificacion de estas

definiciones.

Las conicas en las que se centra el estudio de este trabajo de grado son la parabola, la elipse
y la hipérbola, debido a que son las Gnicas secciones conicas que tienen las proporciones en
sus definiciones. Antes de tratar las definiciones de estas conicas presentaremos el trabajo
previo que el autor presenta en Heath (1896) “, esto con el objetivo de brindar al lector los
elementos necesarios para la interpretacion adecuada de las definiciones de las conicas
objeto de este estudio. Este trabajo previo se presentara en dos apartados: en el primero se
presentan las definiciones de cono y de las primeras secciones conicas y en el segundo se
presentan las proposiciones donde se definen los elementos que se utilizan en las

definiciones de la parabola, la elipse y la hipérbola.
3.1 EL CONO Y LASPRIMERAS SECCIONES CONICAS

Las secciones conicas son producto de cortar el cono con un plano dadas unas condiciones.
Para estudiar las definiciones de estas debemos tratar primero la definicién de cono y luego
hacer con las primeras secciones coénicas, que son diferentes a la parabola, elipse e

hipérbola.

3.1.1 Elcono

El autor presenta la siguiente forma de construir un cono:

Si una linea recta de longitud indefinida, y que pasa siempre a traves de un
punto fijo, se mueve alrededor de la circunferencia de un circulo que no esta en
el mismo plano con el punto, de manera que pase sucesivamente a traves de
cada punto de la circunferencia, al moverse la linea recta trazara la superficie

de un cono doble, o dos conos similares situados en direcciones opuestas y

4 .
De ahora en adelante para referirnos a este documento lo llamaremos documento base.
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encontrandose en el punto fijo, que es el vértice de cada cono.

85°

Figura 20. Cono’

La primera afirmacion que hicimos al terminar de leer los pasos de esta construccion es que
Apolonio utiliza la geometria mecanica, debido a que mueve la linea recta alrededor de la

circunferencia para construir el cono. Esto lo diferencia de Euclides quien no concebia el

% En caso de no poder manipular el applet: dar clic derecho a la imagen, Objeto Cabri3 Active Doc,
Manipuler.
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movimiento en la geometria; ademas de no utilizarse el movimiento en esta construccion no

seria posible obtener el cono.

La segunda afirmacion que quisimos hacer era sobre qué es el cono pero al momento de
hacerla surgieron dos interpretaciones distintas de cono. La primera interpretacion
contempla que el cono es aquel cono doble mencionado en la construccion, porque si para
construir el cono se utiliza una recta infinita entonces el cono debe ser el resultado total de
la construccion y no una parte de ella. La segunda interpretacion considera el cono como
parte del resultado de la construccion, es decir, es uno de los conos similares, mencionados
en la construccion, que conforman el cono doble. Por el momento no se va a priorizar
alguna de las interpretaciones; en el transcurso de este capitulo, de acuerdo con el
desarrollo de la teoria, daremos una conclusion de la interpretacion de cono que

adoptaremos.

Retomando el documento, luego de construir el cono se nombran sus partes que

presentamos a continuacion en el orden con el que aparecen en el documento base:

Eje: es la semirrecta que tiene por origen el vértice del cono y contiene al centro del circulo

base.

Vértice: es el punto que se encuentra fuera del plano que contiene al circulo y por el cual

pasa la recta que genera el cono.
Base: es el circulo con el cual se genera el cono.

Y llama al cono construido escaleno u oblicuo y considera un caso especial llamado recto

donde el eje es perpendicular a la base.

3.1.2 Seccion conica 1. Triangulo

La primera seccion conica que se construye es el triangulo, que se genera de la siguiente

manera:

Si un cono es cortado por un plano que pasa por el vertice, la seccion
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resultante es un tridngulo, dos de sus lados serén lineas rectas que se extiende
sobre la superficie del cono y el tercer lado sera la linea recta, que es la

interseccion del plano de corte y el plano de la base.

Figura 21. Cono cortado por un plano que pasa por su veértice.

Al estudiar este corte hacemos las siguientes consideraciones:

1. Se puede asegurar que las lineas producto del corte de un plano, que contiene al
vértice, con la superficie del cono son lineas rectas, porque estas lineas son la
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misma recta que genera al cono en dos momentos distintos del movimiento que
hace al recorrer la circunferencia que limita al circulo base. En cuanto a la tercera
linea de la base del triangulo, no se da su existencia por la definicion del cono, sino
por el corte del plano con el circulo base.

2. El producto de este corte no es un tridngulo en el caso en el que el plano que corta al
cono Yy el circulo base tienen en comun solo un punto o ninguno.

3. Al llegar a esta parte del documento nos sorprende encontrar el triangulo como
primera seccién conica, ya que antes de comenzar este trabajo considerabamos que

solo existian cuatro secciones conicas: circulo, elipse, pardbola e hipérbola.

3.1.3 Seccion cénica 2. Circulo

La segunda seccion conica que se encuentra es el circulo, en el documento base se presenta

de la siguiente forma.

Proposicion 1.4

Sea un cono cuyo Vértice es Ay cuya base es el circulo C, y sea O el centro del
circulo, de modo que AO es el eje del cono. Supongamos ahora que el cono se
corta por cualquier plano paralelo al plano de la base BC, como DE, y dejar
que el eje AO se encuentre con el plano DE en o. Sea p cualquier punto de la
interseccién del plano de DE y la superficie del cono. Unir Ap, que se

encuentra con la circunferencia del circulo BC en P. Unir OP y op.
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Figura 22. Seccion Circulo

Entonces, puesto que el plano que pasa a través de las lineas rectas AO, AP

corta los dos planos paralelos BC, DE en las lineas rectas OP y op

respectivamente, oP y op son paralelas.
~op:0P =A40:A0

Y como BPC es un circulo, OP permanece constante para todas las posiciones
de P en la curva de DPE, y la relacion Ao: AO también es constante.
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Por lo tanto, op es constante para todos los puntos de la secciéon de la
superficie por el plano DE. En otras palabras, dicha seccion es un circulo.

De ahi que, todas las secciones del cono que son paralelas a la base circular

son circulos.

Para esta seccion conica Apolonio ademéas de obtenerla hace una demostracion para
asegurar que la seccion es un circulo. En esta demostracion aparecen por primera vez las
proporciones las cuales se utilizan para asegurar que todas las posibles secciones resultantes
cumplen con la definicion de circulo, de centro y radio constante. Lo particular de esta
demostracion es que, al unir uno de los puntos de la circunferencia del circulo base con uno
de los puntos de la seccion y el centro de la base con el vértice del cono, se busca describir
el comportamiento de los puntos de la seccion resultante, a través del comportamiento de
los puntos del circulo base que para este caso es la equidistancia, es decir, se busca

“dibujar” la seccion resultante a partir del circulo base.

3.1.4 Seccion cbnica 3. Subcontraria

La tercera seccion es la subcontraria, la cual se construye de la siguiente manera teniendo
en cuenta el cono y el tridngulo ABC que es el resultado de cortar el cono con un plano que

contiene al eje del cono.

Proposicion 1.5

El cono se corta por un plano que pasa a través del eje y es perpendicular al
plano de la base BC, y la seccién resultante es el triangulo ABC. Sea el plano
HK dibujado en angulo recto al plano del triAngulo ABC y obtener de esta
interseccion el triangulo AHK, tal que AHK es similar al triangulo ABC, pero
se encuentra en el sentido contrario, es decir, de tal manera que el angulo AKH
es igual al angulo ABC. La seccion del cono que resulta del corte por el plano

de HK se llama seccién subcontraria.
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Figura 23. Seccion subcontraria

Después de construir esta seccién Apolonio demuestra que la subcontraria es un circulo.
Para demostrar esto Apolonio utiliza una caracteristica propia de los circulos y halla esta
caracteristica en la subcontraria. La demostracion que hace Apolonio es la siguiente:

Sea P cualquier punto de la interseccién del plano de HK con la superficie, y F
cualquier punto de la circunferencia del circulo BC. Dibuje PM, FL cada una
perpendicular al plano del triangulo ABC, y se intersecan con las lineas rectas
HK, BC, respectivamente, en M, L. Entonces PM, FL son paralelas.
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Dibujar a través de M la linea recta DE paralela a BC, y se deduce que el
plano a través de DME, PM es paralelo a la base BC del cono.

Asi, la seccion de DPE es un circulo, y

DM.ME = PM?
L]
A
."r.. II
.'r.. I..
i 1
II
H-: = B i
F 1K
L
1
I|
_ F 1
= |

Imagen 1. llustracién mostrada en el documento base®.

Pero, como el segmento DE es paralelo a BC, el angulo ADE es igual al &ngulo
ABC que por hipdtesis es igual al &ngulo AKH.

Por lo tanto, en los triangulos HDM, EKM los angulos HDM, EKM son
iguales, como también lo son los angulos verticales en M.

Por tanto, el HDM triangulos, EKM son similares. De ahi

HM:MD = EM: MK
.+ HM.MK = DM.ME = PM?

Y P es cualquier punto en la interseccion del plano de HK con la superficie.
Por lo tanto, la seccién realizada por el plano de HK es un circulo.

® Esta imagen fue tomada de Heat (1896), p. 3.
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Asi, hay dos series de secciones circulares de una oblicua cono, una serie de
ser paralela a la base, y el otro que consiste de las secciones subcontrarias a la

primera serie.

La caracteristica del circulo que utiliza para la demostracion es la media proporcional entre

dos segmentos, con esta proporcion
DM.ME = PM?

Esta es una caracteristica que ya era conocida en el tiempo de Apolonio y esto lo deja entre
ver Euclides en la proposicion 13 del libro VI de Los Elementos (Puertas, 1994):

“13. Construir la media proporcional entre dos rectas dadas.

Figura 157.
Si AB y BG son las rectas dadas (Fig. 157), coléquense una a continuacion de
la otra sobre una recta y describase el semicirculo ADG; tracese la BD
perpendicular a AG en B; Unase el punto D con los A y G, y entonces el
triangulo rectangulo ADG es BD media proporcional entre los segmentos AB y

BG de la base, 1.9.q.h.”(Puertas, 1994, p. 814)

Hasta este momento se puede advertir que Apolonio nos ha mostrado cuatro definiciones

diferentes de circulo: la primera definicion de circulo a partir de un centro y radio
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constante; la segunda como corte de un cono con un plano paralelo al plano de la base; la
tercera como una superficie que satisface la proporcion DM.ME = PM? y la cuarta el
circulo como seccion subcontraria. Ademas de mostrar cuatro definiciones diferentes de
circulo también presenta dos definiciones diferentes de triangulo: la primera una figura
plana de tres lados y la segunda como el corte de un cono con un plano que contiene al
vertice. Sobre estas definiciones encontradas se realizaron algunas reflexiones que se

ampliaran en el Anexo 3.

Hasta ahora hemos tratado y explicado las condiciones para construir las primeras
secciones conicas, a continuacion se explicaran los elementos utilizados por Apolonio para

definir las secciones conicas por medio de las definiciones de tipo nominal.

3.2 ELEMENTOS NECESARIOS PARA DEFINIR PARABOLA, HIPERBOLA Y
ELIPSE

A continuacion se muestran unas proposiciones que el autor presenta antes de tratar las
secciones conicas en cuestion. Estas proposiciones contienen elementos que ayudan al

lector a comprender mejor las definiciones de las conicas faltantes.
3.2.1 Triangulo axial:

Cabe destacar que la siguiente definicidn no es dada por Apolonio, esta se deduce de lo

leido en el documento base.

Tridngulo axial: es el triangulo que resulta del corte del cono con un plano que contiene al

eje.

Las siguientes figuras representan el triangulo axial en un cono doble y un cono sencillo.
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Figura 24. Triangulo axial, cono doble.
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Figura 25. Triangulo axial, Cono sencillo.

3.2.2 Diametro de una seccién conica

Apolonio presenta las proposiciones 1.6 e 1.7 que caracterizan al diametro de una seccion el
cudl es definido en el ultimo parrafo de la proposicion 1.7.

Proposicion 1.6

Sea el triangulo axial ABC y el segmento BC un diametro de la base circular
del cono. Sea H cualquier punto de la circunferencia de la base, traza el
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segmento HK perpendicular al didmetro de BC, y trazar una paralela a HK a
través de cualquier punto Q en la superficie del cono, pero no situada en el

plano del triangulo axial.

Ademas, trazar la recta AQ que se interseca con la circunferencia de la base en
F, y dejar que FLF' sea la cuerda que es perpendicular a BC. Trazar la recta
AV que se interseca con la circunferencia de la base en L y trazar la recta AQ’
que se interseca con la circunferencia de la base en F’. Entonces la recta QV
es paralela a HK y también es paralela a la recta que contiene a FLF’, las

rectas AF y AF’, ya que yacen en el cono.
Entonces se obtiene
QV:VQ' =FL:LF'y FL = LF'
L QV =VrQ’

Por lo que, se concluye que el segmento QQ' es bisecado por el plano del

triangulo axial.
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Figura 26. Proposicion 1.6

43

Se destaca que Apolonio en sus demostraciones busca comparar elementos de las secciones
Proposicion 1.7

con los elementos del circulo base para poder caracterizar las secciones cénicas.



Nuevamente, sea el cono que se corta con un plano que no contiene el vértice
pero intersecta el plano de la base en la recta que contiene a los puntos DME y
es perpendicular a BC, la seccion resultante es DPE con la base del cono y el
triangulo axial, el punto P tendido en cualquiera de los lados AB, AC del
triangulo axial. El plano de la seccion corta el plano del triangulo axial en la

recta PM al unirse a P por el punto medio del segmento DE.

Ahora sea Q cualquier punto de la curva de la seccién, y a través de Q se traza

una linea recta paralela al DE.

Entonces esta es paralela, y la recta se interseca con la superficie en Q',
entonces PM biseca cual cuerda de la seccion las cuales son paralelas al

segmento DE.

Ahora una linea recta biseca cada una de las series de cuerdas paralelas de

una seccion de un cono se denomina diametro.
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Figura 27. Diametro de la seccion

Por lo tanto, si un cono se cortd por un plano que intersecta a la base circular
en linea recta perpendicular a la base de cualquier triangulo axial, la
interseccion del plano de corte y el plano del tridngulo axial sera un diametro

de la seccidn resultante del cono.

En el analisis de este elemento se presentd una situacion muy curiosa: debido a que nos
concentramos en la imagen que ilustraba la construccion del diametro llegamos a pensar
que no todas las secciones cénicas tendrian diametro ya que inconscientemente pensamos
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que solo a un diametro de la base se le podria trazar rectas perpendiculares y por esto no
todas secciones conicas tendrian didametro; pero al dejar de lado la imagen y analizar el
texto nos percatamos de que el didmetro que muestran las ilustraciones no es el Unico
diametro que tiene un circulo, que los diametros del circulo son infinitos y que a cualquier

didmetro se le puede trazar una perpendicular.

3.2.3 Seccion conica infinita y finita

A continuacion se presentan las proposiciones las cuales establecen cuando una seccion

coénica es infinita o finita.

Proposicion 1.8.

Sea PM el didmetro la seccién que esta en una direccion tal que su interseccion
con AC se produce hasta el infinito, es decir, PM es paralelo a AC, o hace con
PB un angulo menor que el angulo BAC y por lo tanto su interseccion con CA
producido mas alla del vértice del cono, la seccién hecha por el dicho plano se
extiende hasta el infinito.
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Figura 28. Proposicion 1.8.

Sea cualquier punto V de PM producido y dibujar a traves de él una recta HK
paralela a BC y una recta QQ' paralela a DE, entonces el plano que contiene
HK y QQ' es paralelo al de la base. Por lo tanto la seccion HQKQ' es un
circulo. Ademas D, E, Q, Q 'son todos los puntos sobre la superficie del cono y
tambien estan en el plano del corte. Por lo tanto la seccion de DPE se extiende
al circulo HQK, y de igual manera a la seccion circular a través de cualquier
punto de PM producido, y por lo tanto a cualquier distancia de P.
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Proposicion 1.9.

Si por el contrario se reine PM con AC, la seccion no se extiende hasta el
infinito. En ese caso, la seccion sera un circulo si su plano es paralelo a la
base o subcontraria. Pero, si la seccion no es ni paralela a la base ni

subcontraria, esta no sera circulo.

Figura 29. Proposicion 1.9.

3.2.4 Ordenada correcta y abscisa

Ahora el autor presenta otros elementos importantes para la definicién de las siguientes

secciones conicas.

Supongamos que, como de costumbre, el plano de seccién corta la base
circular en una linea recta y DME y que ABC es el triangulo axial cuya base
BC es el didmetro de la base del cono que biseca DME en angulo recto en el
punto M. Entonces, si el plano de la seccion y el plano del tridngulo axial
intersecar en la linea recta PM, PM es un didmetro de la seccién bisectriz de
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todas las cuerdas de la seccion, como QQ', y que se dibujan paralelas al DE.

Si el segmento QQ’ es bisecado en V, se dice que QV es una ordenada, o una
ordenada correcta trazada en linea recta, al diametro PM, y la longitud PV

cortada del diametro por cualquier QV sera llamada la abscisa de QV.

Consideramos que la ordenada correcta y la abscisa son una aproximacion a las
coordenadas que se utilizan en la Geometria analitica; porque se utiliza una longitud,
medida en este caso desde el didmetro, para caracterizar un objeto. Personalmente nos
sorprende que Apolonio utilice esta aproximacion de las coordenadas para definir las
conicas porque pensdbamos que las coordenadas en la Geometria se utilizaban solamente

en la Geometria analitica.

En los apartados 3.1 y 3.2 se brinda la informacion necesaria para interpretar de forma
adecuada las definiciones de parabola, hipérbola y elipse. Ahora, se trataran las

proposiciones donde se definen las conicas nombradas.
3.3 SECCION CONICA 4. PARABOLA

En la proposicién I. 11 del documento base se construye una seccidn conica que luego es
Ilamada parébola y se presenta la demostracion de la caracteristica propia, de esta seccion,

por medio de la definicidn de un pardmetro PL Ilamado lado recto.

Proposicion 1.11

En primer lugar se deja que el didmetro PM de la seccion sea paralela a uno
de los lados del tridngulo axial como AC, y se deja QV sea cualquier ordenada
del diametro PM. Entonces, si una linea recta PL (se supone que se dibuja
perpendicular a PM en el plano de la seccién) deben tomarse de una longitud
tal que PL: PA = BC?: BA - AC, esto debe probar que

QV2 =PL -PV
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Figura 30. Seccion parébola. Proposicion 1.11

Deje que HK sea dibujada a través de V paralela a BC. Entonces, como QV es
también paralela a DE, se sigue que el plano a través de H, Q, K es paralelo a
la base del cono y por lo tanto produce una seccién circular cuyo didmetro es

HK. También QV esta en angulo recto con HK.

~ HV -VK = QV?

Ahora, por triangulos semejantes y paralelos,
HV:PV = BC: AC

VK -PV = BC:BA

~ HV VK = PV:PA = BC?:BA-AC

Asi
QVZ: PV - PA = PL: PA

=PL-PV :PV-PA
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% QVZ=PL-PV

De esto se sigue que, el cuadrado en cualquier eje de ordenadas fijo al
diametro PM fijo, es igual a un rectangulo aplicado a la linea recta fija PL,
dibujado en angulo recto a PM con la altitud igual a la correspondiente

abscisa PV. Por lo tanto, la seccion es llamada una parabola.

La linea recta fija PL es llamada lado recto (lactus rectum ) o el pardmetro de

las ordenadas.

Este pardmetro, corresponde al diametro PM, més adelante se denotara con el

simbolo p.
Entonces
QV?=p-PV
0
QV? « PV

En el documento base no se encuentra escrito de manera explicita una definicion de
pardbola, pero se puede identificar la definicion de parabola a partir de la proposicién 1. 11.
Escribimos una definicién de parabola donde se explicita qué caracteristica debe cumplir el
segmento PL, para el caso de la parabola, pero consideramos que la definicion resulta muy
densa de esta forma, por eso decidimos que la mejor forma es redactar una definicién de

parabola sin explicitar la caracteristica que debe cumplir PL y luego definir PL.

Entonces la siguiente es la definicion de parabola:

Parabola es una seccion conica tal que el didmetro PM de la seccion es paralelo a uno de los
lados del triangulo axial, diferente a la base del triangulo, y el lado recto de la parabola PL
es proporcional a la ordenada QV como la ordenada QV es proporcional a la abscisa PV,
escrito de otra forma

QV?=PL-PV
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Imagen 2. llustracion mostrada en el documento base.

Y la definicion del segmento PL o lado recto de la parabola es:

El segmento fijo PL o lado recto de la parabola es un segmento perpendicular al didmetro
PM, en el mismo plano de la pardbola, tal que su longitud es a la longitud del punto P al
vértice del cono A como el cuadrado en la base del triangulo axial es al rectangulo aplicado
al segundo lado del triangulo axial y con altura igual al tercer lado del tridngulo axial, esto
se puede expresar asi PL: PA = BC?:BA - AC.

En esta definicion podemos ver la proporcion QV? = PL - PV de dos formas: la primera
como una proporcion entre segmentos donde la ordenada es a la abscisa como el lado recto
es a la ordenada, la segunda como una proporcidn entre areas donde el area del cuadrado
construido sobre la ordenada y el rectangulo aplicado a la abscisa con el parametro son

iguales.

Aunque Apolonio (luego de mostrar como se obtiene la igualdad de &reas) dedica un
parrafo para destacar la igualdad entre las areas y llamar a la seccion pardbola no

consideramos esto como una definicion, porque hacen falta caracteristicas importantes de la
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seccion que se deben tener en cuenta para la definicion, sino como una explicacion de la
razén por la cual la llama parabola, que segin Gonzélez, P. M. (s. f) en el lenguaje

pitagorico de la solucion de ecuaciones cuadraticas, significa equiparacion.

Al tratar esta proposicion en busca de una definicion de parabola dudamos acerca de como
se determinaria la definicion de parabola, porque en esta proposicion se presenta la
construccion de la seccion y una caracteristica de las &reas que cumple dicha seccion, lo
que nos llevd a reflexionar sobre cudles son las caracteristicas que debe tener una
definicién; para resolver esta duda consultamos a Arbelaez et al. (1999) donde se
encuentran diferentes tipos de definiciones, de donde encontramos un tipo de definiciones

que se ajusta con las caracteristicas de la definicion de parabola:
“Definiciones de la forma T es un U tal que c1, c2, ..., cn.

En este tipo de definiciones T es un término, U es un conjunto universal y c1,
c2, ..., cn. son condiciones matematicas que se aplican al conjunto U. Miremos

algunos ejemplos:

« Angulo recto es un angulo cuya medida es 90°

*Cuadrilatero es una figura plana de cuatro lados.

* Paralelogramo es un cuadrilatero en el cual ambos pares de lados opuestos son
paralelos.

* Trapecio es un cuadrilatero que tiene dos lados paralelos.

* Rombo es un paralelogramo cuyos lados son todos congruentes entre si.”

(Arbeléez, Arce, Guacaneme & Sanchez, 1999, p. 111).

En los ejemplos mostrados anteriormente identificamos la forma T es un U tal que c1, c2,...

cn, asi como en los siguientes:

e Angulo recto es un angulo cuya medida es 90°
T: angulo recto
U: angulo

c1: medida es 90°
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e Paralelogramo es un cuadrilatero en el cual ambos pares de lados opuestos son
paralelos.
T: paralelogramo
U: cuadrilatero

cl: ambos pares de lados opuestos son paralelos.

Este tipo de definicion describe las caracteristicas de la pardbola, porque T es el término
parabola, U es el conjunto universal compuesto por las secciones conicas y la condicion del

corte y la igualdad de las areas son las condiciones que se aplican al conjunto U.
3.4 SECCION CONICA 5. HIPERBOLA

En la proposicion I. 12 del documento base se construye una seccion conica que luego es
Ilamada hipérbola y se presenta la demostracion de la caracteristica propia de esta seccion,
por medio de la definicion de un pardmetro PL llamado lado recto. Luego en la proposicion
1.14 se construye una seccién cénica que es llamada brazos opuestos; pero esta no es una
conica nueva es un caso especial de la hipérbola: es una hipérbola doble, ya que al

construirse se obtienen dos curvas que son dos hipérbolas congruentes.
Comenzaremos por la hipérbola, que se construye en la proposicion 1.12.

Proposicion 1.12

A continuacién se deja que PM no sea paralela a AC pero deja que se
encuentre con CA producido més allé del vértice del cono en P'. Se dibuja PL
en angulo recto con PM en el plano de la seccion de longitud tal que la
longitud es de PL: PP’ = BF - FC: AF?, donde AF es una linea recta a través
de A paralela a PM y se encuentra con BC en F. Entonces, si VR es dibujada
paralela a PL y se produce hasta encontrar VR en R, esto se puede demostrar

que

QV2? =PV -VR
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Figura 31. Seccion Hipérbola. Proposicion 1.12

Al igual que antes, HK se dibuja a través de V paralelo a BC, por lo que

QV? =HV -VK

entonces , por triangulos semejantes,
HV:PV = BF: AF
VK:P'V = FC:AF
~ HV-VK:PV-P'V = BF - FC: AF?
QV?:PV -P'V = PL: PP’
=VR:P'V

=PV -VR:PV-P'V

=~ QV?=PV-VR

De esto se sigue que el cuadrado de ordenada es igual a un rectangulo cuya

altura es igual a la abscisa y la base donde se encuentra a lo largo de la linea
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recta fija PL pero solapada por una longitud igual a la diferencia entre VR y
PL. Asi la seccion es llamada hipérbola.

PL es llamado el latusrectum o el parametro de las ordenadas como antes, y
PP’ es llamado transversa. La expresion mas completa diametro transversal
también se utiliza; y, ain mé&s cominmente, Apolonio habla del diametro y
junto a el pardmetro correspondiente, llamando a este ultimo el lactus rectum
(es decir, el lado recto), y el primero el lado transversal de la figura en, o
aplicado a, el didmetro, es decir, del rectdngulo comprendido por PL, PP’

como se dibujo.
El pardmetro PL en el futuro se denota por p.
[Cor. Esta se desprende de la proporcién
QVZ%:PV-P'V = PL: PP’
que, para cualquier diametro fijo PP’
QV?2:PV - P'V esuna razon constante, 6 QV? varia como PV - P'V]

Al igual que en el caso de parabola, en el documento base no se encuentra una forma
explicita de definicion, por lo que, vamos a redactar una definicion de hipérbola sin
especificar el pardmetro del segmento PL o lado recto y la definicion del parametro.

La definicion de hipérbola es:

Hipérbola es una seccidn conica tal que su diametro PM no sea paralelo a alguno de los
lados del triangulo axial y la interseccidn del didmetro con uno de los lados, diferente a la
base del triangulo, se produce mas alla del vertice. Ademas la abscisa PV debe ser
proporcional a la ordenada QV como la ordenada QV es proporcional a la linea recta fija
PL, pero solapada por una longitud igual a la diferencia entre VR y PL, donde VR es

dibujada paralela a PL por el punto V y se interseca con P’L en R . Escrito de otra forma
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QV? =PV -VR

Imagen 3. llustracion mostrada en el documento base.

La definicidn del segmento fijo PL o lado recto de la hipérbola es:

El segmento fijo PL o lado recto de una hipérbola es el segmento formando un angulo recto
con PM, tal que su longitud es a la longitud del didmetro transversal como el rectangulo
aplicado a los segmentos BF y FC es al cuadrado construido sobre el segmento AF, donde
AF es un segmento paralelo al diametro de la seccion, a través de A y se encuentra con la

base del triangulo axial BC en F. Esto se puede expresar asi PL: PP’ = BF - FC: AF?

Apolonio iguala el area del cuadrado construido sobre la ordenada con el area del

rectangulo aplicado a la abscisa; la diferencia entre la hipérbola y la parabola es que el
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segmento, con el que se construye este rectangulo, no es el pardmetro de las ordenadas sino
un segmento mayor. Por esto, Apolonio la llamo hipérbola que significa exceso en el

lenguaje pitagorico de la solucidn de ecuaciones cuadraticas Gonzalez, P. M. (s. f).

En cuanto al tipo de definicién, al igual que la pardbola, consideramos que es del tipo de
definiciones de la forma T es un U tal que cl, c2, ..., cn, ya que tenemos un término
(hipérbola), un conjunto universal (secciones cénicas) y dos condiciones para ese conjunto

universal (corte y relacion entre areas).

Ahora que hemos tratado la seccion cénica hipérbola, vamos a ver como se define la

seccidn conica brazos opuestos.

Proposicion 1.14

Si un plano corta ambas partes de un cono doble y no pasa a través del apice,
las secciones de las dos partes del cono ambas seran hipérbolas que tendran el
mismo diametro y recta de igual lateral correspondiente a la misma. Y tales

secciones se llaman brazos opuestos.

Sea BC el circulo sobre el que gira la linea recta generatriz del cono, y sea
B'C’ sea cualquier seccion paralela que corte a la mitad opuesta del cono.
Dejar que un plano seccione las dos mitades del cono, intersecando la base BC
en la linea recta DE y el plano B'C' en D'E'. Entonces D'E' debe estar paralelo
a DE.

Sea BC el didmetro de la base la cual biseca DE en angulos rectos, y permitir
que pase un plano a través de BC y el vértice A cortando a el circulo B'C' en
B'C', por lo tanto sera, un diametro de ese circulo y cortara D'E' a angulos

rectos, ya que B'C' es paralelaa BCy D'E' a DE.

Dibujar FAF' a través de A paralelo a MM', la linea recta que une los puntos
medios de DE, D'E' y encontrandose en CA, B'A, respectivamente, en P, P".
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Dibujar perpendiculares PL, P'L' a MM’ en el plano de la seccion y de una

longitud que
PL:PP' = BF - FC: AF?
P'L':P'P =B'F'-F'C': AF?

Desde ahora MP, es el diametro de la seccion DPE, cuando se produce al

encontrarse BA mas alla del vértice, la seccion DPE es una hipérbola.

Asimismo, puesto que D'E' es bisecada en angulos rectos por la base del
triangulo axial AB'C' y M'P en el plano del tridngulo axial se encuentra C'A
producido mas alla del vértice A, la seccion D'P'E' es también una hipérbola.

Y las dos hipérbolas tienen el mismo diametro MPP'M".
Queda por demostrar que PL = P'L' = F'C.

Se tienen por triangulos semejantes
BF:AF = B'F'": AF'
FC:AF = B'F'": AF'
~ BF -FC:AF? =B'F'-F'C'": AF?
Asi

~PL="P'L
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Figura 32. Seccion Hipérbola, brazos opuestos.

Al observar que en este corte se nombra el cono doble y se obtienen dos hipérbolas de
didmetros iguales, deducimos que el cono es considerado como uno de los conos similares
obtenidos de su construccion y no es el producto total de ella. Debido a que la hipérbola se
obtiene de cortar un cono, entonces si se obtienen dos hipérbolas eso indica que provienen
de dos conos, ademas el término cono doble utilizado en esta proposicién nos sugiere que el

cono es la mitad de este cono doble.

3.5 SECCION CONICA 6. ELIPSE

En la proposicién I. 13 del documento base se construye una seccion conica que luego es
Ilamada elipse y se presenta la demostracion de la caracteristica propia, de esta seccién, por

medio de la definicién de un pardmetro PL llamado lado recto.

Proposicion 1.13

Si PM se encuentra con AC en P'y BC en M, se dibuja AF paralela a PM
encontrandose en F, y se dibuja PL en angulo recto a PM en el plano de la
seccion y de una longitud tal que PL: PP’ = BF - FC: AF?. Juntando P'L y se

dibuja VR paralelo a PL encontrandose P'L en R. Esto demostro que
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QVZ%:PV -VR

Entonces, por triangulos semejantes

HV:PV = BF: AF
HK:P'V = FC: AF
~HV-VK:PV-P'V = BF - FC: AF?
Asi,

=VR:P'V
=PV -VR:PV-P'V
QV?=PV-VR

Figura 33. Seccion Elipse. Proposicion 1.13.
De esta forma, el cuadrado en la ordenada es igual a un rectangulo cuya altura
es igual a la abscisa y la base se encuentra a lo largo de la linea recta fija PL,
pero no llega a él por una longitud igual a la diferencia entre VR y PL. La

seccion es llamada una elipse.

Como antes, PL se llama el lado recto, o el parametro de las ordenadas a PP’,
y PP' es llamado la transversal (con o sin la adicion del diametro o lado de la

figura, como se explica en la Gltima proposicion).
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PL en adelante se denotara por p.
[COR. esto sigue de la proporcion

QV? =PV -PV' = PL:PP'

Que, para cualquier PP’ diametro fijo,
QV?2 = PV - PV’ es una razon constante o QV2 varia como PV - PV']

Del mismo modo en el que definimos parabola e hipérbola definiremos elipse, ya que son
secciones cénicas que se presentan de forma similar en el documento base, debido a que se
obtienen por un corte y al definir un pardmetro se obtiene una caracteristica propia de la

seccion.

La definicion de elipse es la siguiente:

Elipse es una seccién cénica tal que su didmetro PM no es paralelo a alguno de los lados
del tridngulo axial y la interseccion del didmetro con uno de los lados del triangulo axial,
diferente a la base del triangulo, se produce antes del vértice del cono. Ademas la abscisa
es proporcional a la ordenada como la ordenada es proporcional a la linea recta fija PL pero
disminuida por una longitud igual a la diferencia entre VR y PL, donde VR es dibujada

paralela a PL por el punto V y se interseca con P’L en R. Escrito de otra forma

QV2 =PV -VR
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Imagen 4. llustracion mostrada en el documento base.

La definicion del segmento PL o lado recto es:

|EI segmento fijo PL o lado recto de una elipse es el segmento dibujado en angulo recto a
PM, tal que su longitud es a la longitud del didmetro transversal como el rectangulo
aplicado a los segmentos BF y FC es al cuadrado construido sobre el segmento AF, donde
AF es un segmento paralelo al diametro de la seccion a través de A y se encuentra con la

base del triangulo axial BC en F. Esto se puede expresar asi PL: PP’ = BF - FC: AF?

Apolonio iguala el éarea del cuadrado construido sobre la ordenada con el &rea del
rectangulo aplicado a la abscisa, la diferencia es que para la elipse, el segmento con el que
se construye este rectangulo es de longitud menor que la del pardmetro de las ordenadas.
Por esto, Apolonio la llamo elipse que significa deficiencia en el lenguaje pitagérico de la

solucion de ecuaciones cuadraticas Gonzalez, P. M. (s. ).

En cuanto al tipo de definicidn, al igual que la parabola y la hipérbola, consideramos que es

del tipo de definiciones de la forma T es un U tal que c1, c2, ..., cn, ya que tenemos un
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término (elipse), un conjunto universal (secciones conicas) y dos condiciones para ese

conjunto universal (corte y relacion entre areas).

Desde el apartado 3.1 hasta el apartado 3.5 respondimos la pregunta: ;Como define
Apolonio, a través de proporciones, la paradbola, la elipse y la hipérbola?, ahora en el
siguiente apartado responderemos la pregunta: ¢qué papel tienen las proporciones en estas

definiciones?

3.6 EL PAPEL DE LAS PROPORCIONES EN LAS DEFINICIONES DE
APOLONIO

Al estudiar el documento de Heath (1896) identificamos tres papeles que cumplen las
proporciones en las definiciones y proposiciones de las secciones cénicas de Apolonio: las
proporciones como herramienta para demostrar, como herramienta para caracterizar y como

lenguaje para comunicar.

3.6.1 Las proporciones como herramienta para demostrar

Concluimos que las proporciones cumplen este papel ya que el autor demuestra o garantiza
propiedades de los objetos utilizando las proporciones entre segmentos; por ejemplo en la
proposicion 1.4 (Pag. 32), donde se demuestra que al cortar un cono con un plano paralelo a
la base se obtiene un circulo, se traza el segmento op que pertenece a la seccion resultante
paralelo a un radio de la base OP y por el teorema de Thales obtiene la siguiente

proporcién
op:0P=A0:A0.

Luego al utilizar esta proporcion y el hecho de que la base es un circulo, demuestra que la
distancia de los puntos de la seccidn resultante a un punto fijo es constante, lo que

constituye la definicion de circulo y por eso afirma que la seccion resultante es un circulo.

Esta proposicion es un ejemplo de como Apolonio demuestra caracteristicas geometricas

presentes en los objetos utilizando proporciones.
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3.6.2 Las proporciones como herramienta para caracterizar

Las proporciones también se utilizan en este documento para describir caracteristicas
propias de los objetos. Unas veces estas caracteristicas se utilizan dentro de una
demostracion para mostrar que una seccion conica cumple con una definicidn de un objeto
matematico, como es el caso de la proposicion 1.5, y en otras ocasiones se utilizan para
definir una seccion cénica, como en la definicion de parabola que se concluye de la

proposicion 1.11.

En la proposicion 1.5 (Pag. 34) se construye la seccion conica subcontraria y luego se
presenta una demostracion donde se prueba que esta seccion es un circulo. Apolonio lo
hace hallando en la subcontraria una caracteristica propia de los circulos: la media

proporcional.’

En la proposicion 1.11 (Pag. 44) se construye la seccion cénica pardbola y luego se
establece una caracteristica propia de esta seccion utilizando un pardmetro llamado PL o
lado recto. Las proporciones, en este caso y en los casos de las proposiciones 1.12 e 1.13,
son utilizadas tanto para definir el parametro como establecer la caracteristica que define a

la seccion.
3.6.3 Las proporciones como lenguaje para comunicar

En el capitulo “The cone” del documento base todas las caracteristicas y relaciones entre
los segmentos y entre las areas estan expresadas por medio de proporciones. Un ejemplo es
la caracteristica que se utiliza para demostrar que la subcontraria es un circulo (Pag. 35),
esta caracteristica es expresada asi DM.ME = PM? que es igual que expresarla de esta
forma DM: PM = PM: ME, otro ejemplo es la condicion que debe cumplir el pardmetro PL
o lado recto que es PL:PA = BC?:BA-AC donde se expresa una proporcion entre

segmentos y areas.

" El anlisis de cémo la media proporcional caracteriza el circulo se encuentra en la pagina

35 de este documento.
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Es de comprender que se utilicen las proporciones como lenguaje en este capitulo ya que
para demostrar y caracterizar utilizan relaciones entre los objetos cuya forma de expresarse
son las proporciones, relaciones tales como la semejanza entre triangulo, el paralelismo y el

teorema de Thales.

4 IMPLICACIONES DEL ESTUDIO DE LAS DEFINICIONES DE LAS
CONICAS DE APOLONIO PARA EL CONOCIMIENTO DEL DOCENTE DE
MATEMATICAS

En este capitulo pretendemos dar respuesta a la pregunta: ;qué ventajas se obtienen del
estudio de las definiciones de las conicas de Apolonio para el conocimiento del docente de

Matematicas?

Todo estudio tiene una utilidad y este estudio no es la excepcion. Expondremos la relacién
con el estudio de las proporciones en las definiciones de Apolonio para el conocimiento del
docente de Matematicas en seis categorias: visiones de la actividad matematica, visiones de
los objetos matematicos, competencias docentes, transformacion en la manera de ensefiar
matematicas, recursos o materiales para la ensefianza y fortalecimiento de la valoracién y el
papel de la profesion docente. Estas categorias fueron tomadas de Guacaneme (Junio,
2011).

Segun Guacaneme (Junio, 2011) el estudio de la Historia de las Matematicas ofrece a los
docentes de Matematicas artefactos que favorecen el conocimiento del docente de

matematicas o que pueden ser usados en el ejercicio docente. Estos artefactos son:

1. Visiones de la actividad matematica. Aqui se considera que asi como hay variedad
de tendencias y perspectivas en el estudio de las Matematicas existe variedad de
creencias y visiones de la actividad matematica, por eso una perspectiva histérica de
las matematicas logra transformar la vision de la actividad matematica que se

obtiene al estudiar Unicamente las teorias de las Matematicas, ya que se considera la
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actividad matematica y no solo sus resultados. Esta perspectiva histérica amplia la
vision de las Matemaéticas del docente de Matematicas.

2. Visiones de los objetos matematicos. Estudiar la historia de los objetos matematicos
permite ampliar la vision de estos al reconocer: su evolucién a lo largo del tiempo,
cambios en su naturaleza y significado, movimientos en su lugar y estatus en las
Matematicas (e incluso en otras disciplinas), aspectos ocultos o no siempre
expresables en las teorias matematicas, la diversidad de ambitos y contextos de su
surgimiento, su incorporacion a la solucion de los problemas a través de diferentes
heuristicas, entre otros aspectos.

3. Competencias profesionales. El estudio de la Historia de las Mateméticas desarrolla
en el docente actitudes y aptitudes para la docencia. Estas se pueden organizar en
tres grupos: el primero conformado por leer, escribir, escuchar, buscar fuentes,
discutir, analizar y hablar sobre las Matematicas, el segundo lo conforman
sensibilidad, tolerancia y respeto hacia maneras no convencionales de expresar
ideas o resolver problemas y el tercero es valoracion de la persistencia y el animo

ante la adversidad.

Las proximas tres categorias, mas que artefactos, son consideradas instrumentos:

4. Transformacion en la manera de ensefiar. El estudio de la Historia de las
Matemaéticas por parte del docente influye en la manera en que este las ensefia,
cambiando su forma de abordarlas y de promover el pensamiento de sus estudiantes.

5. Recursos o materiales para la ensefianza. Estudiar la Historia de las Matematicas
proporciona al docente de Matematicas una fuente de problemas, situaciones,
anécdotas, tratamientos entre otros para que pueda acudir a ella y usar estos recursos
para la ensefianza.

6. Fortalecimiento de la valoracion y el papel de la profesion docente. Dentro de la
historia se han reconocido materiales que permiten reflexionar sobre la profesion
del docente de Matematicas y conduce a fortalecer la valoracion y el papel de la

profesién docente.
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A continuacion presentamos nuestras reflexiones sobre la utilidad de este estudio para el

conocimiento del docente de las Matematicas siguiendo estas categorias.
4.1 VISIONES DE LA ACTIVIDAD MATEMATICA

Primero, respecto a los procesos que se realizan en la actividad matematica se produjo una
consolidacién, ya que procesos como conjeturar, probar, fallar, plantear nuevas hipotesis,
etc. los considerabamos parte de la actividad matematica y en el estudio de este documento
tuvimos que realizarlos. Al momento de estudiar la proposicion de la parabola quisimos
devolvernos en la proposicion y probar si se podia llegar a la condicion del corte a partir del
pardmetro y la igualdad de las areas, para ello propusimos: varias formas de hacerlo, las
condiciones que deberian tenerse en cuenta; pero fallamos porque no encontramos una
forma de hacerlo. Esto que hicimos es lo que consideramos actividad matematica y los

objetos de este estudio nos motivaron a realizarla.

Segundo, en el momento de enfrentarnos a las secciones cénicas (parabola, elipse e
hipérbola) surgid la pregunta: ¢las Matematicas se descubren o se elaboran? Esta pregunta
surgié debido a que en los cortes del cono anteriores a estas secciones el proceso
matematico parecia muy natural, es decir, se cortaba el cono con ciertas condiciones, luego
se tomaba la seccion resultante y se exploraba la seccion buscando definirla. Era un proceso
con pocas condiciones. Un proceso de exploracion. Por ejemplo, con la seccion
subcontraria (Pag. 34) se hizo el corte, se obtuvo la seccién y luego se descubrié que la
seccion era un circulo, lo que nos da a entender que las Matematicas se descubren. En
cambio, con la parabola, la elipse y la hipérbola, ademas del corte, se define un parametro
con unas condiciones para caracterizar la seccidn a partir de este y asi definirla. EI hecho de
tener que definir un pardmetro bajo unas condiciones para caracterizar y definir la seccién
resultante nos da a entender que las Matematicas se elaboran y que el proceso de definir
algunos objetos no es tan natural como en otros. Por eso nuestra respuesta a la pregunta es:
las Matematicas se descubren y se elaboran, dependiendo de los objetos a los que nos

enfrentemos podremos realizar un proceso de descubrimiento, un proceso con pocas
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condiciones o tendremos que condicionar y crear algunos elementos que nos ayuden a

caracterizarlos y definirlos.

Tercero, varios autores han investigado y escrito sobre el papel de la representacion en el
estudio y la comprension de los objetos matematicos. Respecto a esto vivimos una ventaja
y una desventaja de utilizar la representacion en el estudio de objetos matematicos. Durante
el estudio del documento utilizamos el programa Cabri 3D para recrear las construcciones
que se presentan en el documento base, lo cual nos ayudd bastante para entender las
proposiciones y por ende los objetos que se presentan en ellas. Por ejemplo, al momento de
leer y releer la proposicion 1.5 (seccion subcontraria) no lograbamos comprender el corte ni
imaginar la forma que podria tener esta seccion. Al contrario del triangulo y el circulo, para
obtener este corte se debian hacer mas pasos; pero al momento de recrear la construccion
en Cabri 3D tuvimos una claridad en el proceso del corte que no habiamos tenido al leer la
proposicion, debido a que para poder realizar la construccién tuvimos que identificar cada
uno de los pasos expresados en la proposicion para obtener el corte, ademas pudimos

observar la forma que tiene esta seccion.

La representacion de las proposiciones nos resulté muy provechosa para comprender las
proposiciones presentadas en el documento base pero con una proposicion en particular
tuvimos que dejar de lado la representacion y concentrarnos en la proposicién; cuando
leimos la proposicién 1.7 (Pag. 40) para estudiarla y nos guiamos por la representacion (ver
figura 15) que se encuentra en el documento para comprender cudles condiciones debe
cumplir este elemento, esta estrategia nos produjo un problema al concentrarnos en la
representacion porque las figuras que se muestran en el documento utilizan solo un
diametro del circulo base y llegamos a pensar que como todas las secciones debian tener un
diametro entonces no todos los cortes del cono, que cumplen las condiciones de la parabola,
serian parabolas, porque no todos los cortes podrian ser perpendiculares al didmetro de la
base. Pero eso no podia ser por ende dejamos de lado la representacién y pensando solo en
la proposicién logramos entender que el circulo base no solo tiene el didmetro que se

mostraba en la representacion que tiene infinitos didmetros y que para cada corte del cono
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existe un diametro del circulo base que para el cual el didmetro de esta seccion sea
perpendicular.

Entonces las representaciones pueden darnos claridad sobre las condiciones en las que se
produce y las caracteristicas de un objeto pero si estas representaciones no son lo

suficientemente diversas y solo nos concentramos en ellas podemos llegar a conclusiones
erroneas.
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Figura 34. llustracion mostrada en el documento base.

Cuarto, reconocemos varias formas de hacer Matematicas, especificamente Geometria. La
primera forma es la Geometria sin movimiento, la que estudiamos durante nuestra
formacion, donde los objetos, definiciones y proposiciones no contemplan el movimiento
para ser producidos. La segunda es la Geometria con movimiento donde se hace uso del
movimiento de un elemento para obtener un objeto. Estas dos formas de hacer Geometria
se ven reflejadas en el documento base: la geometria con movimiento al construir el cono,
donde una recta de longitud infinita que pasa a través de un punto fijo se hace mover
alrededor de la circunferencia de un circulo, y la geometria sin movimiento en las demas
proposiciones del capitulo. Por ejemplo, al momento de hacer los cortes no se evidencia el
movimiento del plano para hacer el corte, solamente aparece el plano en el cono y se
estudia el corte. La tercera forma, es la Geometria con medidas donde las longitudes y las
areas pueden ser tratadas con numeros, donde si necesitamos obtener la medida de un
segmento o de un &rea se puede conseguir al hacer unas operaciones o despejar una
expresion. La cuarta forma es la contraria de la tercera, la Geometria sin medidas donde

existen longitudes y areas pero estas no se expresan utilizando nimeros sino comparandolas
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con otras longitudes o areas. Esta Ultima Geometria es la utilizada por Apolonio en su
trabajo con las conicas. Reconocer estas formas de hacer Matematicas amplié nuestra
vision de las Matematicas debido a que: primero, habiamos visto el movimiento en la
Geometria fuera de una teoria, es decir no habiamos estudiado una teoria en la que se
incluyeran objetos producidos a través del movimiento y segundo, no concebiamos la
Geometria sin medidas, ya que estabamos acostumbrados a medir las magnitudes y asignar
un namero para su cantidad y ahora trabajar una Geometria en la cual no podiamos hacer

esto fue un reto.
4.2 VISIONES DE LOS OBJETOS

Comunmente al tratar un objeto traemos a nuestra mente una definicion de ese objeto y
desconocemos otras definiciones del mismo. Antes de hacer este estudio nos ocurria lo
mismo cuando escuchabamaos la palabra circulo y venia a nuestra mente la definicion de los
puntos que equidistan de un punto fijo. Escuchdbamos la palabra cono y venia a nuestra
mente la definicion del solido que se genera al hacer girar un triangulo rectangulo sobre
uno de sus catetos. Ahora, después de este estudio cuando escuchamos estas palabras
vienen a nuestra mente varias definiciones que encontramos o que concluimos de este

estudio.

Para el cono encontramos la siguiente forma de construirlo: “Si una linea recta de longitud
indefinida, y que pasa siempre a traves de un punto fijo, se mueve alrededor de la
circunferencia de un circulo que no esta en el mismo plano con el punto, de manera que
pase sucesivamente a través de cada punto de la circunferencia, al moverse la linea recta
trazara la superficie de un cono doble, o dos conos similares situados en direcciones
opuestas y encontrandose en el punto fijo, que es el vértice de cada cono.”, de esta
construccion surgieron dos interpretaciones, por ende dos definiciones. La primera
considera que dicho objeto es el cono doble que surge de la construccién y para la segunda
este es uno de los conos similares que se nombran en la construccion; pero debemos
advertir que en estas dos interpretaciones los conos se consideran infinitos, una tercera

definicion de cono basada en la teoria de Apolonio es encontrada en el tomo Il del libro
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Cientificos Griegos: “2. Llamo cono a la figura limitada por el circulo y por la superficie
conica comprendida entre el vértice y la circunferencia del circulo” (Vera, 1970, p. 319).
Aunque la ultima definicion define un cono finito seguimos considerando que el cono es
infinito ya que en el documento base las representaciones de las proposiciones dan la idea
de que el cono es infinito, ademas para poder definir secciones conicas infinitas el cono

debe ser infinito.

Para el circulo identificamos en el documento cuatro definiciones de circulo. La primera la
definicién de circulo como la porcion de plano limitada por el lugar de puntos que
equidistan de un punto fijo llamado centro. La segunda el circulo como seccion conica que
se produce al cortar un cono con un plano paralelo a la base del cono. La tercera el circulo
como la seccion conica subcontraria. La cuarta como la porcion de plano limitada el lugar
de puntos que satisfacen la condicion AB.BC = DB. Cada definicién de circulo amplia
nuestra vision sobre este objeto ya que cada definicion nos muestra una caracteristica

distinta del circulo.

Al tratar de clasificar estas definiciones y las que se encontraban en el documento base nos
enfrentarnos a un tipo de definicion que no habiamos estudiado: las definiciones de
parébola, elipse e hipérbola. Por eso tuvimos que investigar sobre los tipos de definiciones
matematicas que se han identificado y esa investigacion amplio nuestra vision del objeto
definicion, ya que antes reconociamos solo tres tipos de definiciones (definicion real,
nominal y de la forma si y so6lo si) y ahora identificamos alrededor de seis tipos diferentes
de definicion matematica: real, nominal, con escritura si p entonces g, con escritura p sélo

sig,psiysolosiqydelaformaTesunU tal quec, c; . cy.
4.3 COMPETENCIAS PERSONALES Y PROFESIONALES

El primer grupo de competencias estd conformado por: leer, escribir, escuchar, buscar
diferentes fuentes, discutir, analizar, y hablar sobre las matematicas. Estas competencias las
hemos desarrollado en diferentes momentos de la realizacion de este trabajo: leer y escribir
al momento de redactarlo, buscar diferentes fuentes al momento de hacer Ia

contextualizacion, debido a que no toda la informacion que aparece en las lineas del tiempo
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se encontraba en un mismo lugar. Las competencias escuchar, discutir, analizar y hablar
sobre Matemaéticas en las discusiones que realizdbamos para llegar a acuerdos sobre la
postura que se iba a tomar frente a alguna cuestion matematica o frente a la definicion que
se iba a adoptar de algin objeto, en especial al momento de responder la pregunta qué es

cono ya que cada uno de nosotros tenia una postura diferente con muy buenos argumentos.

El segundo grupo de competencias: sensibilidad, tolerancia y respeto hacia maneras no
convencionales de expresar ideas o resolver problemas, lo desarrollamos al momento de
enfrentarnos al lenguaje y al método utilizado por el autor para expresar las proporciones,
demostrarlas y garantizar sus caracteristicas, ya que al utilizar las proporciones no es
posible utilizar medidas y esto era algo a lo que no nos habiamos enfrentado y nos producia
descontento al no poder utilizar ejemplos numeéricos para comprobar lo que alli se

planteaba.

El tercer grupo de competencias: valoracion de la persistencia y el &nimo ante la
adversidad, lo desarrollamos al momento de tratar de entender el corte del cual era producto
la seccion subcontraria debido a que no fue facil comprender las condiciones y debimos
leer la proposicion y hacer la construccion en Cabri 3D varias veces para poder entender
esta seccion. Pero no solo con la subcontraria, también en el momento de entender la
justificacién del altimo paso de la demostracién de la proposicion 1.9, que después de tanto
pensar decidimos preguntarle a nuestro asesor y él nos mostré que era una demostracion

por reduccion al absurdo.

4.4 TRANSFORMACION EN LA MANERA DE ENSENAR Y RECURSOS PARA
LA ENSENANZA.

Respecto a la transformacién en la manera de ensefiar no identificamos una transformacion
radical en la forma de ensefiar que sea producto de este estudio, identificamos un deseo de
ensefar lo que se ha estudiado para que los estudiantes tengan la oportunidad de conocer

formas diferentes de hacer matematicas.
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Respecto a los recursos para la ensefianza podemos identificar las construcciones en el
programa Cabri 3D como recurso para ensefiar la teoria de Apolonio, ya que hacer la
construccién de una proposicion requiere entender y tener claridad de las condiciones que

se establecen en ella.

45 FORTALECIMIENTO DE LA VALORACION Y EL PAPEL DE LA
PROFESION DOCENTE

Respecto a este instrumento reconocemos dos facetas del docente de Matematicas. La
primera como investigador y la segunda como disefiador curricular. En la faceta de docente
como investigador se reconoce la necesidad del docente de ampliar su vision sobre las
Matematicas, de investigar como era el pensamiento de otras épocas y quitar de su mente
esa idea de las matematicas lineales y perfectas que se puede crear cuando solo se estudian
las teorias Matematicas, es decir la necesidad del docente de nutrir su intelecto. En la faceta
de docente como disefiador curricular se reconoce la necesidad del docente de brindar a los
estudiantes la vision de las Matematicas que se adquiere al estudiar su historia, para ello se
requiere modificar el curriculo escolar para integrar el estudio de la historia en el plan de

estudios del area de Matematicas.
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5 CONCLUSIONES

El objetivo de este trabajo de grado es reconocer el papel de las proporciones en las
definiciones de Apolonio para la elipse, la parabola y la hipérbola y hacer una reflexion
sobre la potencialidad de esta manera de definicién de las conicas para el conocimiento
docente de matematicas, para presentar las conclusiones las dividiremos en dos grupos: las
relacionadas con el papel de las proporciones en las definiciones de Apolonio y las que

tienen que ver con la potencialidad de este estudio para el docente de Matematicas.

Respecto al papel de las proporciones en las definiciones de Apolonio reconocemos tres
papeles de las proporciones: como herramienta para demostrar, como herramienta para
caracterizar y como lenguaje para comunicar. Las proporciones se utilizan como
herramienta para demostrar, porque el autor demuestra o0 garantiza propiedades de los
objetos utilizando las proporciones entre segmentos. También se utilizan para describir
caracteristicas propias de los objetos, unas veces dentro una demostracion para mostrar que
una seccion cénica cumple con una definicion de un objeto matematico y en otras ocasiones
se utilizan para definir una seccién conica. Y como lenguaje, en las proposiciones todas las
caracteristicas, relaciones entre los segmentos y entre las areas estan expresadas por medio
de proporciones; es de comprender que se utilicen las proporciones como lenguaje ya que
para demostrar y caracterizar utilizan relaciones entre los objetos cuya forma de expresarse
son las proporciones, relaciones tales como la semejanza entre tridngulos, el paralelismo y

el teorema de Thales.

Respecto a la potencialidad de este estudio para el docente de Matematicas reconocemos

las siguientes utilidades:

e Se transformO nuestra vision de la actividad matematica al encontrar que las
Matematicas pueden hacerse asi como descubrirse todo depende del objeto que
estemos estudiando, al reconocer varias formas de hacer Geometria: con medidas,

sin medidas, con movimiento y sin movimiento, ademéas de reconocer que la
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representacion en la actividad matemaética puede brindarnos claridad o limitar
nuestra comprension de los objetos.

e Se transformd nuestra vision sobre los objetos matematicos al encontrar que existen
varias definiciones de un mismo objeto, lo que nos brinda una vision mas amplia de
los objetos y sus caracteristicas.

e Desarrollamos competencias personales y profesionales al enfrentarnos a tareas
como: investigar, comunicar, llegar a acuerdos y superar dificultades.

e Reconocimos facetas del docente diferentes de la ensefianza en el aula como la
faceta de investigador, del docente que estudia para alimentar su intelecto, y la
faceta de disefiador curricular, del docente que busca nuevos contenidos para

ensefiar a sus estudiantes.

Al recapitular los resultados de este trabajo de grado consideramos que el objetivo general

ha sido logrado.
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ANEXO 1. TRADUCCION CAPITULO EL CONO DE THOMAS HEATH
LIBRO APOLLONIUS OF PERGA: TREATISE ON CONIC SECTIONS.

EL CONO

Si una linea recta de longitud indefinida, y que pasa siempre a través de un punto fijo, se
mueve alrededor de la circunferencia de un circulo que no est4 en el mismo plano con el
punto, de manera que pase sucesivamente a través de cada punto de la circunferencia, al
moverse la linea recta trazara la superficie de un cono doble, o dos conos similares situados

en direcciones opuestas y encontrandose en el punto fijo, que es el vértice de cada cono.

El circulo sobre el que la linea recta se mueve se llama la base del cono que yace entre
dicho circulo y el punto fijo, y el eje se define como la linea recta trazada desde el punto

fijo o el vértice hasta el centro del circulo de la base.

El cono descrito es escaleno o cono oblicuo excepto en el caso particular donde el eje es

perpendicular a la base. En este Gltimo caso se el cono es un cono recto.

Si un cono es cortado por un plano que pasa por el vértice, la seccidn resultante es un
triangulo, dos de los lados son lineas rectas que yacen en la superficie del cono y siendo el

tercer lado la linea recta , la cual es la interseccion del plano de corte y el plano de la base.

Sea un cono cuyo Vvértice es A 'y cuya base es el circulo C, y sea O el centro del circulo, de
modo que AO es el eje del cono. Supongamos ahora que el cono se corta por cualquier
plano paralelo al plano de la base BC, como DE, y dejar que el eje AO se encuentre con el
plano DE en o. Sea p cualquier punto de la interseccion del plano de DE vy la superficie del
cono. Unir Ap, que se encuentra con la circunferencia del circulo BC en P. Unir OP y op.
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Entonces, puesto que el plano que pasa a través de las lineas rectas AO, AP corta los dos
planos paralelos BC, DE en las lineas rectas OP y op respectivamente, OP y op son
paralelas.

~op:0P=Ao:AO

Y como BPC es un circulo, OP permanece constante para todas las posiciones de P en la

curva de DPE, y la relacion Ao: AO también es constante.

Por lo tanto, op es constante para todos los puntos de la seccidn de la superficie por el plano

DE. En otras palabras, dicha seccion es un circulo.

De ahi que, todas las secciones del cono que son paralelas a la base circular son circulos. [I.
4]

Ahora, EI cono se corta por un plano que pasa a traves del eje y es perpendicular al plano
de la base BC, y la seccion resultante es el triangulo ABC. Sea el plano HK dibujado en
angulo recto al plano del triangulo ABC y obtener de esta interseccion el tridngulo AHK,
tal que AHK es similar al triangulo ABC, pero se encuentra en el sentido contrario, es
decir, de tal manera que el angulo AKH es igual al angulo ABC. La seccién del cono que

resulta del corte por el plano de HK se llama seccion subcontraria.

xLas referencias en este forma, aqui y en todo el libro, son las proposiciones originales de

Apollonius.

Sea P cualquier punto de la interseccion del plano de HK con la superficie, y F cualquier
punto de la circunferencia del circulo BC. Dibuje PM, FL cada una perpendicular al plano
del triangulo ABC, y se intersecan con las lineas rectas HK, BC, respectivamente, en M, L.

Entonces PM, FL son paralelas.

Dibujar a través de M la linea recta DE paralela a BC, y se deduce que el plano a través de
DME, PM es paralelo a la base BC del cono.
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Asi, la seccion de DPE es un circulo, y
DM. ME = PM?

Pero, como el segmento DE es paralelo a BC, el &ngulo ADE es igual al &ngulo ABC que

por hipotesis es igual al &ngulo AKH.

Por lo tanto, en los triangulos HDM, EKM los &ngulos HDM, EKM son iguales, como

también lo son los angulos verticales en M.
Por tanto, el HDM triangulos, EKM son similares. De ahi
HM: MD = EM: MK
~ HM. MK = DM. ME = PM?

Y P es cualquier punto en la interseccion del plano de HK con la superficie. Por lo tanto, la
seccion realizada por el plano de HK es un circulo.

Asi, hay dos series de secciones circulares de una oblicua cono, una serie de ser paralela a
la base, y el otro que consiste de las secciones subcontrarias a la primera serie. [I. 5]

Supdngase un cono es cortado por un plano a través del tridngulo axial ABC y el segmento
BC un diametro de la base circular del cono. Sea H cualquier punto de la circunferencia de
la base, traza el segmento HK perpendicular al didmetro de BC, y trazar una paralela a HK
a través de cualquier punto Q en la superficie del cono, pero no situada en el plano del

triangulo axial.

Ademas, trazar la recta AQ que se interseca con la circunferencia de la base en F, y dejar
que FLF' sea la cuerda que es perpendicular a BC. Trazar la recta AV que se interseca con
la circunferencia de la base en L y trazar la recta AQ’ que se interseca con la circunferencia
de la base en F’. Entonces la recta QV es paralela a HK y también es paralela a la recta que

contiene a FLF”, las rectas AF y AF’, ya que yacen en el cono.

Entonces se obtiene
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QV:VQ' = FL:LF'y FL = LF'

~QV =VQ'

Por lo que, se concluye que el segmento QQ' es bisecado por el plano del tridngulo axial. [I.
6]

Nuevamente, sea el cono que se corta con un plano que no contiene el vértice pero
intersecta el plano de la base en la recta que contiene a los puntos DME y es perpendicular
a BC, la seccion resultante es DPE con la base del cono y el triangulo axial, el punto P
tendido en cualquiera de los lados AB, AC del triangulo axial. El plano de la seccién corta
el plano del tridngulo axial en la recta PM al unirse a P por el punto medio del segmento
DE.

Ahora sea Q cualquier punto de la curva de la seccion, y a través de Q se traza una linea

recta paralela al DE.

Entonces esta es paralela, y la recta se interseca con la superficie en Q', entonces PM biseca

cual cuerda de la seccion las cuales son paralelas al segmento DE.

Ahora una linea recta biseca cada una de las series de cuerdas paralelas de una seccion de

un cono se denomina diametro.

Por lo tanto, si un cono se cortd por un plano que intersecta a la base circular en linea recta
perpendicular a la base de cualquier triangulo axial, la interseccion del plano de corte y el

plano del triangulo axial sera un didmetro de la seccion resultante del cono. [I. 7]

Sea PM el diametro la seccion que esta en una direccion tal que su interseccion con AC se
produce hasta el infinito, es decir, PM es paralelo a AC, o hace con PB un angulo menor
que el angulo BAC y por lo tanto su interseccion con CA producido mas alla del vértice del

cono, la seccion hecha por el dicho plano se extiende hasta el infinito.

Sea cualquier punto V de PM producido y dibujar a través de él una recta HK paralela a BC

y una recta QQ' paralela a DE, entonces el plano que contiene HK y QQ' es paralelo al de la
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base. Por lo tanto la seccion HQKQ' es un circulo. Ademas D, E, Q, Q 'son todos los puntos
sobre la superficie del cono y también estan en el plano del corte. Por lo tanto la seccion de
DPE se extiende al circulo HQK, y de igual manera a la seccion circular a través de

cualquier punto de PM producido, y por lo tanto a cualquier distancia de P. [I. 8]

[También es claro que DM? = BM.MC, y QV2 = HV.VK; y HV. VK se incrementa como V
toma mas distancia desde P. Para, en el caso donde PM es paralela a AC, VK permanece
constante mientras HV se incrementa; y en el caso donde el diametro PM se encuentra con
CA mas alla del vértice del cono, tanto HV, VK aumentan junto con V se aleja de P. De

este modo aumenta QV indefinidamente como la seccion se extiende al infinito.]

Si por el contrario se retine PM con AC, la seccion no se extiende hasta el infinito. En ese
caso, la seccion sera un circulo si su plano es paralelo a la base o subcontraria. Pero, si la

seccion no es ni paralela a la base ni subcontraria, esta no sera circulo. [l. 9]

Se deja que el plano de la seccion se encentre con el plano de la base en DME, una linea
recta perpendicular a BC, un didmetro de la base circular. Tome el tridngulo axial a través
de BC que se encuentran con el plano de la seccion en la recta PP'. Entonces P, P', M son

todos los puntos en el plano del triangulo axial y en el plano

de la seccion. Por lo tanto PP'M es una linea recta. Si es posible, sea la seccion PP’ sea un
circulo. Tdmese cualquier punto Q en él y tracese QQ' paralela a DME. Entonces PP’ si el

diametro del circulo supuesto.

Sea HQKQ' es la seccidn circular a través de QQ' paralela a la base.
Entonces, desde los circulos, QV2 = HV.HV,
QV?2 = PV.VP,

~ HV.HV = PV.VP/,
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de modo que HV.HP = P'V: VK.
= los triangulos . VPH, VKP' son semejantes, y £PHV = 2KP'V;
~ £KP'V = £ABC, y la secciéon PP' es subcontraria lo cual contradice la hipotesis.

=~ PQP’ no es un circulo.

Queda por investigar el caracter de las secciones mencionadas en la paginas anteriores, viz.

(a) aquellas que se extienden hasta el infinito, (b) los que son finitos, no son circulos.

Supongamos que, como de costumbre, el plano de seccidn corta la base circular en una
linea recta y DME y que ABC es el tridngulo axial cuya base BC es el didmetro de la base
del cono que biseca DME en angulo recto en el punto M. Entonces, si el plano de la seccion
y el plano del tridngulo axial intersecar en la linea recta PM, PM es un didmetro de la
seccion bisectriz de todas las cuerdas de la seccién, como QQ', y que se dibujan paralelas al
DE.

Si el segmento QQ’ es bisecado en V, se dice que QV es una ordenada, o una ordenada
correcta trazada en linea recta, al diametro PM, y la longitud PV cortada del diametro por

cualquier QV seré llamada la abscisa de QV.

PROPOSICION 1.
[1. 11]

En primer lugar se deja que el diametro PM de la seccidn sea paralela a uno de los lados
del triangulo axial como AC, y se deja QV sea cualquier ordenada del didmetro PM.

Entonces, si una linea recta PL (se supone que se dibuja perpendicular a PM en el plano de

86



la seccion) deben tomarse de una longitud tal que PL: PA = BC2: BA - AC, esto debe probar

que

QV2 = PL - PV

Deje que HK sea dibujada a través de V paralela a BC. Entonces, como QV es también
paralela a DE, se sigue que el plano a traves de H, Q, K es paralelo a la base del cono y por
lo tanto produce una seccion circular cuyo didmetro es HK. También QV esta en angulo

recto con HK.

~ HV - VK = QV?
Ahora, por triangulos semejantes y paralelos,

HV: PV = BC: AC

VK-PV = BC(C:BA

~ HV VK = PV:PA = BC?*:BA-AC

Asi
QVZ2:PV -PA = PL:PA

= PL-PV :PV-PA
~QV%=PL-PV

De esto se sigue que, el cuadrado en cualquier eje de ordenadas fijo al diametro PM fijo, es
igual a un rectangulo aplicado a la linea recta fija PL, dibujado en angulo recto a PM con la
altitud igual a la correspondiente abscisa PV. Por lo tanto, la seccion es llamada una

parabola.
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La linea recta fija PL es llamada lado recto (lactus rectum ) o el pardmetro de las

ordenadas.
Este parametro, corresponde al didmetro PM, mas adelante se denotara con el simbolo p.
Entonces

QV2=p-PV

QV? x PV

PROPOSICION 2.
[1. 12]

A continuacion se deja que PM no sea paralela a AC pero deja que se encuentre con CA
producido maés allé del vértice del cono en P'. Se dibuja PL en angulo recto con PM en el
plano de la seccion de longitud tal que la longitud es de PL: PP’ = BF - FC: AF?, donde AF
es una linea recta a través de A paralela a PM y se encuentra con BC en F. Entonces, si VR
es dibujada paralela a PL y se produce hasta encontrar VR en R, esto se puede demostrar

que
QV%=PV-VR
Al igual que antes, HK se dibuja a través de V paralelo a BC, por lo que
QV%=HV-VK
entonces , por tridngulos semejantes,
HV:PV = BF: AF

VK:P'V = FC: AF
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~ HV-VK:PV-P'V = BF - FC: AF?
QV?:PV -P'V = PL: PP’
=VR:P'V
= PV -VR:PV-P'V
~QV?=PV-VR

De esto se sigue que el cuadrado de ordenada es igual a un rectangulo cuya altura es igual a
la abscisa y la base donde se encuentra a lo largo de la linea recta fija PL pero solapada por

una longitud igual a la diferencia entre VR y PL*. Asi la seccion es llamada Hipeérbola.

* Apolonio describe el rectdngulo PR como aplicado al lado recto pero superando por una
figura similar y en una situacién similar a la contenida por PP'y PL, i.e., superando a el
rectangulo VL por el rectangulo LR. Por lo tanto, si QV =y, PV = x, PL=p, y PP'=d,

y?=px + %.xZ,
Lo cual es simplemente la ecuacion cartesiana de la hipérbola se referente a ejes oblicuo

que consta de un didmetro y la tangente en esta extremo.

PL es llamado el latusrectum o el pardmetro de las ordenadas como antes, y PP’ es
[lamado transversa. La expresion mas completa diametro transversal también se utiliza;
y, ain mas comunmente, Apolonio habla del diametro y junto a el pardmetro
correspondiente, llamando a este ultimo el lactus rectum (es decir, el lado recto), y el
primero el lado transversal de la figura en, o aplicado a, el didmetro, es decir, del

rectangulo comprendido por PL, PP’ como se dibujo.
El parametro PL en el futuro se denota por p.

[Cor. Esta se desprende de la proporcion
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QV2:PV-P'V = PL: PP’
que, para cualquier didmetro fijo PP’
QV?2: PV - P'V esunarazon constante, 6 QV?2 varia como PV - P'V ]
PROPOSICION 3.
[1. 13]

Si PM se encuentra con AC en P'y BC en M, se dibuja AF paralela a PM encontrandose en
F, y se dibuja PL en angulo recto a PM en el plano de la seccién y de una longitud tal que
PL: PP' = BF - FC: AF?. Juntando P'L y se dibuja VR paralelo a PL encontrandose P'L en
R. Esto demostro que

QV?%:PV -VR

Entonces, por triangulos semejantes

HV:PV = BF: AF
HK:P'V = FC: AF
~ HV-VK:PV-P'V = BF - FC: AF?
Asi,
=VR:P'V
=PV -VR:PV-P'V
QV?=PV-VR

De esta forma, el cuadrado en la ordenada es igual a un rectangulo cuya altura es igual a la
abscisa y la base se encuentra a lo largo de la linea recta fija PL, pero no llega a él por una

longitud igual a la diferencia entre VR y PL*. La seccién es llamada una Elipse.
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Como antes, PL se llama el lado recto, o el parametro de las ordenadas a PP’, y PP' es
Ilamado la transversal (con o sin la adicion del diametro o lado de la figura, como se

explica en la dltima proposicion).
PL en adelante se denotara por p.
[COR. esto sigue de la proporcion
QV? =PV -PV' = PL: PP’
Que, para cualquier PP’ diametro fijo,
QV? = PV - PV’ es una razon constante o QV2 varia como PV - P'V]

* Apolonio describe el rectdngulo PR como aplicado al lado recto pero siendo inferior por
una figura similar y en una situacion similar a la contenida por PP'y PL, i.e., inferior a el

rectangulo VL por el rectangulo LR. si QV =y, PV =x, PL = p, y PP'=d,

2 _ p 2
y —px—z.x,

Lo cual es simplemente la ecuacidn cartesiana de la hipérbola se referente a ejes oblicuo

que consta de un didmetro y la tangente como extremidad como (oblicuo) eje.
PROPOSICION 4.
[I. 14]

Si un plano corta ambas partes de un cono doble y no pasa a través del apice, las secciones
de las dos partes del cono ambas seran hipérbolas que tendran el mismo diametro y recta de

igual lateral correspondiente a la misma. Y tales secciones se llaman brazos opuestos.

Sea BC el circulo sobre el que gira la linea recta generatriz del cono, y sea B'C’ sea
cualquier seccion paralela que corte a la mitad opuesta del cono. Dejar que un plano
seccione las dos mitades del cono, intersecando la base BC en la linea recta DE y el plano
B'C' en D'E'. Entonces D'E' debe estar paralelo a DE.
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Sea BC el diametro de la base la cual biseca DE en &ngulos rectos, y permitir que pase un

plano a través de BC y el vértice A cortando a el circulo B'C' en B'C', por lo tanto sera, un

diametro de ese circulo y cortara D'E' a angulos rectos, ya que B'C' es paralelaa BC y D'E'
a DE.

Dibujar FAF' a traves de A paralelo a MM, la linea recta que une los puntos medios de DE,

D'E'y encontrdndose en CA, B'A, respectivamente, en P, P'.
Dibujar perpendiculares PL, P'L' a MM en el plano de la seccion y de una longitud que
PL: PP’ = BF - FC: AF?
P'L":P'P = B'F' - F'C": AF?

Desde ahora MP, es el didmetro de la seccion DPE, cuando se produce al encontrarse BA

mas alla del vértice, la seccion DPE es una hipérbola.

Asimismo, puesto que D'E' es bisecada en angulos rectos por la base del triangulo axial
AB'C'y M'P en el plano del triangulo axial se encuentra C'A producido mas alla del veértice

A, la seccion D'P'E' es también una hipérbola.
Y las dos hipérbolas tienen el mismo diametro MPP'M',
Queda por demostrar que PL = P'L’ = F'C.
Se tienen por triangulos semejantes

BF: AF = B'F": AF’

FC: AF = B'F': AF’

~ BF - FC:AF?2 = B'F' - F'C’: AF?

Asi

PL:PP' = P'L' . P'P
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ANEXO 2. PONENCIA: TRES PERSONAS DISTINTAS UN SOLO DIOS
VERDADERO. TRES DEFINICIONES DISTINTAS UN SOLO OBJETO
MATEMATICO.

Imaginémonos como seria el mundo si hubiera sido creado en dos dimensiones, ;Como

seriamos? ¢Cémo nos veriamos? ;Como nos identificariamos? Dificil verdad.

Empecemos por lo sencillo ¢como identificariamos un segmento? ; Cémo identificar un

cuadrado? Un rectangulo, un circulo...
Ya después de saber como identificarlos, démosle un nombre, llamémoslo Terraplana.

Resulta que en Terraplana como en cualquier mundo se busca la perfeccién. La perfeccion
en este mundo se mide por la cantidad de lados que tengas. Estos lados no deben tener
cualquier medida, es decir debes ser un poligono regular. Si la perfeccion es proporcional a

la cantidad de lados, ¢cuél seria la figura ideal?

En la basqueda de esta perfeccidn habian algunos habitantes que tenian formas
rectangulares y al no ser poligonos regulares, buscaban serlo. El poligono regular mas
cercano a su forma es el cuadrado; para poder convertirse en cuadrado iban al “hospital de
reconfiguracion” donde ellos entraban siendo rectangulos y salian siendo cuadrados. Lo que
mas sorprendia de este procedimiento es que los rectangulos no perdian cantidad de

superficie, solo cambiaban su forma.

El hospital de reconfiguracién era el unico que podia lograr este cambio. Pero en
Terraplana habia un chamén que prometia hacer el mismo cambio a un menor costo debido

a la clandestinidad en la que funcionaba su establecimiento.

Ambas técnicas segun los habitantes de Terraplana eran eficaces, pero la mayoria preferia
el hospital de reconfiguracion por ser un establecimiento legal y reconocido por el Estado.
Como muchos de los habitantes Rectangulina queria convertirse en forma cuadrada, ella
junto con su novio Cuadradin pensaban en donde hacerse la cirugia. Debido a los costos

Rectangulina decidio hacerse la cirugia en el establecimiento del chaman. Pero Cuadradin
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decia que no y le reiteraba que era mejor que se la hiciera en el hospital de reconfiguracion,
ya que era méas confiable. Pero al final ella decidid hacerse la cirugia con el chaman.

Mientras Rectangulina estaba en cirugia, Cuadradin esperaba preocupado en la sala de
espera. Paso el tiempo y Rectangulina no salia de cirugia. Esperd y espero hasta que el
suefio se apoderd de él. En ese suefio tuvo una vision reveladora en la que su cuerpo era
trasportado a una tercera dimension. En esa tercera dimension podia verlo todo el
establecimiento del chaman, el hospital de reconfiguracién. Todo. Hasta los limites de
Terraplana. Pudo verlo todo de una manera diferente y reveladora.

Observé las formas de su mundo. Quienes conocia dejaron de verse como lineas tenian
formas que nunca en su vida habia visto. Al recuperarse de tal sorpresa busco
desesperadamente a su novia, alli la encontrd recuperandose de la cirugia. Se veia tan
diferente, era cuadrada pero nada le faltaba ni un milimetro de superficie. Entonces
sorprendido por el resultado mir6 en la sala de cirugia. Esta tenia diferentes secciones: en la
primera median el largo y el ancho de quienes entraban, en la segunda una maquina que
trasladaba las medidas tomadas sobre una linea una seguida de la otra y seguia este
proceso: se trazan los cuadrados sobre las medidas, con una recta se une la esquina superior
derecha del cuadrado de la segunda medida con la esquina superior izquierda del cuadrado
de la primera medida, con otra recta se une la esquina superior izquierda del cuadrado de la
segunda medida con la esquina inferior izquierda del cuadrado de la primera medida, por el
punto de interseccion de estas dos rectas se traza una perpendicular a la recta donde estan
ubicadas las medidas, el segmento, limitado por el punto de interseccion de la
perpendicular y la recta donde estan las medidas y el punto de interseccion de las rectas que
unen las esquinas, es la medida del lado que debe tener nuestro futuro cuadrado, en la
tercera y Ultima seccion de esta transformacion Cuadradin veria algo impactante, con dos
grandes vigas golpeaban a los rectangulos para forzarlos a tomar la forma del cuadrado
disefiado, el sonido que se producia en esta seccion era aturdidor, peor que golpear una

campana con tu cabeza.
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Cuadradin impactado por lo que tuvo que pasar su novia se pregunto: ¢qué hubiera pasado
si se hubiese hecho la cirugia en el hospital de reconfiguracion? Entonces miro en el
hospital de reconfiguracion, lamentablemente las secciones eran las mismas, los aturdidores
golpes no cambiarian, la diferencia era la forma en la que funcionaba la maquina, la
maquina del hospital de reconfiguracion trasladaba las medidas tomadas sobre una linea
una seguida de la otra y para hallar el lado del futuro cuadrado se traza un semicirculo que
tiene por didmetro, el segmento limitado por el primer punto de la primera medida y el
ultimo punto de la segunda medida, luego se traza una recta perpendicular al didmetro por
el punto donde se unen las dos medidas y el lado del futuro cuadrado sera el segmento
limitado por el punto donde se unen las medidas y el punto de interseccion de la

perpendicular y el semicirculo.

Entonces ¢por qué es mas caro en el hospital de reconfiguracion? Porque el proceso de la
maquina es mas rapido entonces la cirugia tardaria menos, pero con el mismo dolor. La
perfeccidn tiene su costo pensd Cuadradin, cuando el llamado de un parlante lo desperto: el

acompariante de la sefiorita Rectangulina por favor dirigirse a recuperacion.

¢Por qué funcionan ambos métodos? ¢Como argumentarlos en Terraplana? Estos son

interrogantes que los dejaremos para ustedes, aqui tienen algo en que gastar su tiempo libre.

96



Lo que nos ocupa en este momento es la forma en el que el método del hospital de
reconfiguracion es utilizado por Apolonio para demostrar que una seccidén conica en

particular es un circulo.

Lo que hace el proceso de la maquina del hospital de reconfiguracion es hallar la media
proporcional entre dos segmentos. Si observamos lo que se hacia era tomar las medidas de
un rectangulo y obtener la medida del lado de un cuadrado que tiene igual cantidad de

superficie, es decir

AB.BC = DB?
Que es equivalente a
AB DB
DB BC

Y tenemos la forma en la que conocemos a la media proporcional.

Pero el hospital de reconfiguracion no ha sido el Unico que utiliza una circunferencia para
hallar la media proporcional entre dos segmentos, Euclides también lo hizo en la
proposicion 13 del libro VI de la obra Elementos, donde propone construir la media

proporcional entre dos rectas dadas de la siguiente forma:

“Si AB y BG son las rectas dadas, coloquense una a continuacion de la otra sobre una recta
y describase el semicirculo ADG; tracese la BD perpendicular a AG en B; Gnase el punto D
con los Ay G, y entonces en el tridangulo rectangulo ADG es BD media proporcional entre
los segmentos AB y BG de la base.” (Puertas, 1991, p. 814)

Lo gue nos indica esto es que la media proporcional entre dos segmentos cualesquiera, que
conforman el diametro de una circunferencia o circulo es una caracteristica propia del

circulo o circunferencia, para nuestro caso el circulo.

Como podemos advertir Euclides utiliza el semicirculo para trazar la media proporcional a

los dos segmentos dados, eso quiere decir que es una caracteristica propia del circulo.

Y para “comprobarlo” miremos esta construccion
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Como nos podemos dar cuenta, la traza de las medias proporcionales entre los posibles

segmentos, que se encuentran sobre el diametro, describe un circulo.

¢Qué es una definicion? Es una o varias caracteristicas que tiene un objeto y que solo las
posee ese objeto, como la media proporcional es una caracteristica propia del circulo

podemos definir circulo utilizando la media proporcional:

Circulo es la porcion de plano limitada por la curva ACD Yy su reflejo respecto al segmento

AC que satisface la siguiente proporcion AB.BC = DB?2.

Esta es la primera definicion de nuestra Trinidad del Circulo.

Pero esta definicion de circulo no solo fue utilizada por Euclides también fue utilizada por
Apolonio en su trabajo Conicas, antes de mostrarles la forma en la que Apolonio utilizé

esta definicion vamos a dar un vistazo a algunos elementos anteriores de esta teoria.

Es de conocimiento de la mayoria que Apolonio define y caracteriza las conicas a partir de
cortes de un cono, lo que pocos saben es que la primera de las secciones conicas es el

triangulo y esta seccion se obtiene de la siguiente forma:

“Si un cono es cortado por un plano que pasa por el vértice, la seccion
resultante es un triangulo, dos sean lineas rectas sobre la superficie del conoy

siendo el tercer lado la linea recta, que es la interseccién del plano de corte y
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el plano de la base” (Heath, 1896, p. 1).

De los tridngulos que resultan de este corte Apolonio resalta un grupo en especial, es el
grupo de los triangulos que resultan de cortar el cono con un plano que contiene el eje del

cono Yy esta seccidn resultante es llamada triangulo axial.

La segunda seccidn conica que presenta Apolonio es el circulo que se obtiene al cortar el

cono con un plano paralelo a la base. Esta es la segunda definicion de nuestra Trinidad.

La tercera seccion conica que se presenta es la seccion subcontraria y se obtiene de la

siguiente forma:

“A continuacion, se corta el cono con un plano que pasa a través del ejey
perpendicular al plano de la base BC, y sea el triangulo resultante ABC.
Concebir otro plano HK que corta en angulo recto con el plano del triangulo
ABC, resultando la seccion AHK triangulo tal que AHK es semejante al
triangulo ABC, pero se encuentra en el sentido contrario, es decir, tal que el
angulo AKH es igual al angulo ABC” (Heath, 1896, p. 2)

Pero resulta que esta seccion subcontraria es circulo, siendo esta la Gltima definicion de
nuestra Trinidad, para demostrar que la subcontraria es un circulo Apolonio utiliza la

primera definicion de nuestra Trinidad, veamos la demostracion que hace Apolonio

“Sea P cualquier punto de la interseccion del plano de HK con la superficie, y
F cualquier punto de la circunferencia del circulo BC. Dibuje PM, FL cada
una perpendicular al plano del tridngulo ABC, y se intersecan con las lineas

rectas HK, BC, respectivamente, en M, L. Entonces PM, FL son paralelas.

Dibujar a través de M la linea recta DE paralela a BC, y se deduce que el

plano a través de DME, PM es paralelo a la base BC del cono.
Asi, la seccion de DPE es un circulo,y DM.ME = PM?

Pero, como el segmento DE es paralelo a BC, el angulo ADE es igual al angulo

99



ABC que por hipdtesis es igual al &ngulo AKH.

Por lo tanto, en los triangulos HDM, EKM los &ngulos HDM, EKM son

iguales, como también lo son los angulos verticales en M.
Por tanto, el HDM triangulos, EKM son similares. De ahi

HM:MD = EM: MK
~ HM.MK = DM.ME = PM?
Y P es cualquier punto en la interseccion del plano de HK con la superficie.
Por lo tanto la seccion realizada por el plano de HK es un circulo.”(Heath,
1896, p. 3)

En esta demostracion nos podemos dar cuenta de que la definicion de circulo a traves de la
media proporcional era conocida y utilizada en esos tiempos, ademas de utilizar una
definicion poco conocida de circulo Apolonio nos da otra definicion de circulo: la seccién

subcontraria.

Nuestra Trinidad estd compuesta por tres definiciones: La primera es la definicion
utilizando la media proporcional, la segunda el corte de un cono por un plano paralelo a la

base de un cono Y la tercera la seccion subcontraria.

Lo que buscamos al mostrarles esta Trinidad, ademas de darles a conocer tres definiciones
de circulo que tal vez no conocian, es mostrarles que en Matematicas los objetos no tienen
una definicion unica, que dependiendo de la teoria podemos definirlos de distintas formas.
Y si esto es asi ¢por qué en muchas ocasiones ensefiamos solo una definicion de los objetos
matematicos? ;Qué ventajas y desventajas tendria ensefiar varias definiciones de los
objetos matematicos en el aula?  ¢Es apropiado realizar esto en el aula? ;Que del
pensamiento matematico se desarrollaria al momento de ensefiar varias definiciones de un

mismo objeto matematico?
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Estas son preguntas que no responderemos el dia de hoy pero que tal vez provocaran el

interés de alguien o de todos en responderlas
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ANEXO 3. {MONOGAMIA O POLIGAMIA ENTRE DEFINICIONES Y
OBJETOS MATEMATICOS?

Alexander Umbarila Forero, Nancy Edith Tovar Ojeda & Edgar Alberto Guacaneme Suarez
Licenciatura en Matematicas ¢ Universidad Pedagogica Nacional
Introduccion

En el estudio que en el marco de nuestro trabajo de grado realizamos sobre el papel de las
razones y proporciones geomeétricas en la definicion de las cénicas en la obra de Apolonio
de Perga, nos encontramos con un hecho aparentemente menor: en una obra matematica se
emplea mas de una definicion de un mismo objeto matematico; en efecto, Apolonio, en su
magistral obra sobre las secciones cénicas (T. L. Heath, 1896), utiliza diferentes
definiciones de circunferencia (aunque también diferentes definiciones de circulo). Este
hecho comenzé a cobrar importancia cuando lo contrastamos con nuestra creencia (hasta
ese momento un tanto inconsciente) de que a cada objeto matematico le corresponde, de
manera mondgama (0 mas técnicamente biyectiva), una y solo una definicion. Un nuevo
matiz se le agreg0 a tal hecho, cuando tuvimos acceso a un breve articulo (Van Dormolen
& Arcavi, 2000) en el que, desde nuestra interpretacion, se plantea que escolarmente las
definiciones de los objetos matematicos deben atender al significado que la actividad
matematica realizada sobre el objeto le asigne. Adicionalmente, nuestra reflexién sobre tal
hecho se complejiz6 cuando tuvimos acceso a dos trabajos de grado, uno de pregrado
(Espitia Florian & Solano Bernal, 2013b) y otro de postgrado (Ortiz Gomez & Yopasa
Murcia, 2013), en donde se ampliaba el repertorio de definiciones de circunferencia (y

eventualmente de circulo).

En el presente escrito inicialmente se acopian algunos aspectos sobre las definiciones de
circunferencia, para luego presentar algunos elementos de nuestra reflexion sobre la

relacién mondgama o poligama entre definiciones y el objeto matematico circunferencia.
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Definiciones de circunferencia

En la obra de Apolonio se identifica la alusion a los objetos circulo y circunferencia desde
el inicio de la obra, cuando se establecen estos como parte de los objetos implicados en la

construccién de un cono (0 mas precisamente de un cono doble):

If a straight line indefinite in length, and passing always through a fixed point,
be made to move round the circumference of a circle which is not in the same
plane with the point, so as to pass successively through every point of that
circumference, the moving straight line will trace out the surface of a double
cone, or two similar cones lying in opposite directions and meeting in the fixed

point, which is the apex of each cone. (T. L. Heath, 1896, p. 1)

Suponemos que acd los términos “circunferencia” y “circulo” atienden a la definicion
euclidiana reportada en Elementos®, hoy en dia parafraseada en la definicion usual® que
alude a un radio constante y un punto centro. Esta suposicion se basa en que en la
demostracion de la proposicion 1.4 (T. L. Heath, 1896, pp. 1-2), a través de la cual establece
que la circunferencia (o el circulo) es la seccion resultante del corte de un cono con un
plano paralelo a la base del cono, Apolonio emplea el hecho de que uno de los segmentos

genéricos utilizados es de longitud constante y uno de sus extremos es un punto fijo.

Por otra parte en la demostracién de la proposicién 1.5 (T. L. Heath, 1896, pp. 2-3), a través
de la cual se define y caracteriza la seccién subcontraria’®, Apolonio emplea una definicién
alterna de circunferencia al resefiar que se satisface una condicion de media proporcional

entre unos segmentos; en efecto, en tal demostracion sefiala que se satisface la condicion

8 “Un circulo es una figura plana comprendida por una linea [que se llama circunferencia] tal que todas las
rectas que caen sobre ella desde un punto de los que estan dentro de la figura son iguales entre si.” (Puertas,
1991, p. 193).

% Sea P un punto de un plano dado y r un nimero positivo. La circunferencia con centro P y r radio es el
conjunto de todos los puntos del plano que estan a la distancia r del punto.

10 “There are two series of circular sections of an oblique cone, one series being parallel to the base, and the
other consisting of the sections subcontrary to the first series.” (T. L. Heath, 1896, p. 3)
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. . . ., DM
DM - ME = PM?, o lo que es casi-equivalente que se satisface la proporcion o
establece un vinculo con la circunferencia, como se aprecia en la Figura 35.

P

Figura 35 Circunferencia definida a través de la media proporcional

Siendo un tanto laxos, hemos identificado hasta acd en la obra de Apolonio cuatro
definiciones de circunferencia. Una alude a los puntos que equidistan de un punto central,
otra la establece como seccion resultante del corte del cono con un plano paralelo a su base;
una tercera la identifica con la seccién subcontraria y otra con los puntos que satisfacen una

proporcién particular.

En un trabajo de grado (Ortiz Gomez & Yopasad Murcia, 2013) de la Especializacion en
Educacion Matematica de la Universidad Pedagdgica Nacional, identificamos otras

definiciones matematicas de circunferencia®. Alli, por ejemplo se incluye:

¢ la definicién que se da en el &mbito de la Geometria analitica (Una circunferencia
es el conjunto de puntos en el plano x, y que estan a una distancia fija r de un punto

fijo (h, k). La distancia r se llama radio y el punto fijo (h, k) se llama centro de la

circunferencia, ademas r estard dado por r = \/(x — h)2 + (v — k)2),

e la definicion algebraica asociada a la ecuacion Ax? + Bxy + Cy? + Dx + EY +
F = 0 que establece la circunferencia como el conjunto de parejas ordenadas de
variable real que satisfacen tal ecuacion (bajo algunas condiciones de los
coeficientes),

e y la definicidn topologica que establece que un circulo es un caso particular de una

1 En ese mismo trabajo se acopian también interesantes definiciones no matematicas y significados de
circunferencia, asociados a actividades culturales y sociales de gentes de diversas épocas y etnias.
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bola abierta definida en un espacio métrico (X,d) y, por tanto, una circunferencia es
un caso particular de la frontera de dicha bola.
En otro trabajo de grado, este de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad
Pedagogica Nacional, identificamos el reporte de una definicion alterna de circunferencia,
como “el lugar geométrico de los puntos C=(x,y) para los cuales su distancia a dos puntos

+99

dados A=(x1,y1) Yy B=(x»,y,) satisface la condicion d(A,C)=a-d(B,C) con aeR™ (Espitia
Florian & Solano Bernal, 2013b, p. 83). Vale la pena resefiar que en esta definicion los
puntos A y B no pertenecen a la circunferencia ni ninguno de los dos constituye su centro,
como lo resefiaron las autoras del trabajo en una ponencia (Espitia Floridn & Solano

Bernal, 2013a).
Nuestra reflexién (en curso)

Hoy en dia tenemos claro que existen diferentes definiciones matematicas de circunferencia
y estamos abiertos a la posibilidad de encontrar otras; por ejemplo, recientemente hemos
sido conscientes de que pensar en la trayectoria que describe una bicicleta al moverse con
la misma velocidad y teniendo el manubrio inclinado en la misma direccion, nos aproxima
a la definicion de circunferencia como curva de curvatura constante, en el &mbito de la

Geometria diferencial.

La diversidad de definiciones identificada nos lleva a entender que el manejo de un
concepto matematico (en este caso el de circunferencia) no se restringe a la comprension y
empleo de una Unica definicion del mismo; igualmente, nos permite entender que cada
definicién captura algunos aspectos o propiedades del objeto en cuestion, pero no todos los

gue se expresan en todos sus ambitos matematicos de aparicion.

Ahora bien, en nuestra calidad de futuros profesores de Matematicas, este asunto es de vital
importancia, pues nos permite ser conscientes que el aprendizaje de un objeto matematico
por parte de nuestros estudiantes no se restringe a la repeticion y uso de una “buena”
definicion, sino que incluye la construccion de buenas y variadas definiciones del objeto, a

partir del significado que se asocie a diversas actividades matematicas realizadas con este.
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No obstante lo anterior, aun persiste una duda: si suponemos que significados diferentes
generan objetos diferentes, y por tanto definiciones diferentes, ¢existiran tantos objetos
matematicos como definiciones y, en consecuencia, relaciones monégamas entre estos? o

¢persistiran las relaciones poligamas entre estos y estas?
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