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2.Descripcion

Trabajo de grado que presenta la solucion de un ejercicio propuesto por el profesor Gustavo
Rubiano en el cual se consideran unas colecciones como bases para generar las topologias
asociadas al orden y sus relaciones en conjuntos totalmente ordenados sin elemento minimo ni
maximo, luego de ello se procede a modificar las condiciones de los conjuntos tomando unos
totalmente ordenados pero con elemento minimo 0 maximo y otros parcialmente ordenados con
0 sin elemento minimo y maximo, para evidenciar en ellos si las anteriores colecciones siguen
siendo base para una topologia, ademas de notar como cambian las relaciones entre dichas
topologias.

3. Fuentes

Rubiano G. (2002). Topologia general. (2da ed.).Universidad Nacional de Colombia,
Bogota: Panamericana.

Mufoz J., (2003). Topologia Basica. Bogota: Editora Guadalupe Ltda.

Neira C. (2011). Topologia general. Universidad Nacional de Colombia, Bogota: Coleccion de
notas de clase.

4. Contenidos

La tesis inicia con una introduccion que describe el contenido del trabajo, luego se encuentra la
justificacion donde se muestra el interés que motivd a desarrollar e indagar sobre este tema;
enseguida se presentan los objetivos que se trazaron al inicio de este proceso, a continuacion se
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encuentran los preliminares en donde se evidencian una coleccion de resultados clasicos en
matematicas que seran utilizados; en el marco tedrico se presentan las definiciones y teoremas
propios de topologia que se requieren en el trabajo. Luego se presentan tres capitulos
organizados de la siguiente manera:

En el capitulo uno se aborda el ejercicio propuesto por Gustavo Rubiano sobre las topologias
asociadas al orden en un conjunto (X,<) totalmente ordenado y sin elemento maximo ni minimo;
una vez presentado dicho ejercicio se tomaran tres ejemplos especificos que son el conjunto de
nameros reales, numeros enteros y el conjunto del plano con el orden lexicografico, donde se
evidenciara las diferentes relaciones entre las topologias.

En el capitulo dos se abordaron dos conjuntos que, aunque son totalmente ordenados, tienen
elemento minimo o elemento minimo y maximo, éstos son el conjunto de nimeros naturales con
el orden usual y un conjunto finito, para asi establecer qué colecciones son bases para una
topologia en dichos conjuntos y de esta manera evidenciar las relaciones entre las topologias
asociadas al orden mostrando las similitudes y diferencias con los conjuntos trabajados en el
capitulo uno.

En el capitulo tres se muestran dos conjuntos que son parcialmente ordenados, éstos son el
conjunto de numeros naturales con el orden de la divisibilidad y el conjunto del plano con el
orden del producto, en ellos se establece qué colecciones son bases para una topologia y se
sefialan las relaciones entre éstas, para asi evidenciar aspectos comunes y no comunes entre
los conjuntos estudiados.

En seguida se muestran las conclusiones del trabajo donde se notan las principales relaciones y
diferencias entre las topologias trabajadas, asi como las colecciones que siempre resultan ser
base sin importar las condiciones del conjunto; para terminar se presenta la bibliografia utilizada.

5. Metodologia

Se inicid por resolver el ejercicio 3 de la seccion 1.2, del libro “Topologia general” escrito por el
profesor de la Universidad Nacional Gustavo Rubiano, enseguida se procedié a modificar las
condiciones iniciales de éste abordando diferentes conjuntos dénde se buscaba evidenciar lo
sucedido con las relaciones de comparabilidad entre las topologias, para ello se abordaron
ejemplos especificos y luego se procedia a realizar las diferentes demostraciones. Dichos
resultados eran socializados junto con el asesor para de esta manera clasificar los resultados
encontrados e irlos recopilando para el documento a entregar.

6.Conclusiones

Se mostré que las colecciones By, Biy Baa:Bai» B+, B-» BY B, SOn base para una topologia en el
conjunto X totalmente ordenado sin elemento minimo ni maximo, de esta manera se
establecieron 10 topologias asociadas al orden en un conjunto X, involucrando la topologia
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discreta y la grosera, donde siempre se tiene que la topologia débil del orden es igual a la
topologia del orden, ademas se encontraron distintas cadenas de contenencias entre las dichas
topologias.

En el conjunto de los nimeros reales se adoptaron todas las contenencias entre las topologias
asociadas al orden evidenciadas en el conjunto X, pero ademas en las pruebas de contenencias
estrictas entre topologias se ve la importancia de la propiedad de densidad de los nameros
reales y la no existencia de elemento maximo y minimo.

En el conjunto de los nimeros enteros se presentan cinco pares de topologias iguales, debido a
esto, en el diagrama de Hasse sélo se evidencian cuatro topologias asociadas al orden, asi
mismo se mostraron las respectivas contenencias estrictas entre las topologias, teniendo en
cuenta que, en las pruebas en el conjunto de los nimeros reales donde se usoé la propiedad de
densidad, resulta que dichas topologias en el conjunto de los nimeros enteros se vuelven
iguales.

En el conjunto del plano con el orden lexicografico el cual es denso, ademas de cumplir con las
condiciones del conjunto X, lo cual permitié que todos los resultados encontrados en el conjunto
de los nimeros reales sean tomados como validos para este conjunto, asi lo interesante en éste
conjunto fue presentar los abiertos basicos de las topologia trabajadas.

En el conjunto de los nimeros naturales que es totalmente ordenado pero tiene elemento
minimo se encontraron cuatro topologias asociadas al orden, puesto que las colecciones
Baa, B-Y Boa NO fueron base ya que fallan en que la unién de todos sus elementos no era igual al
conjunto, aun asi se arreglaron uniéndole el conjunto y de ello se dio la igualdad entre algunas
topologias, unas de ellas porque sus bases resultaban siendo iguales, estas fueron f; = Baa,
Bi = Bai, BZ = Bog Y T+ = D = 1, debido a que sus bases eran equivalentes.

En el conjunto finito n={0,1,2,..n—1}cN,, con el orden visto como subconjunto de los
nameros haturales, que es totalmente ordenado pero tiene elemento minimo y maximo; se
encontré que para un conjunto de dos elementos las topologias resultantes son cuatro y son las
asociadas al orden teniendo en cuenta que algunas de ellas se arreglaron, de las misma manera
se procedi6 para un conjunto con tres o mas elementos manteniéndose que las colecciones S,
B: Y Boa SON base para una topologia puesto que no necesitan de la no existencia de elemento
minimo y maximo, mientras que el resto de las colecciones no fueron base para una topologia
pero aun asi se lograron arreglar igual que el conjunto anterior dandose la igualdad entre
Tg = Taqr T = Tgy, D= 1,.

En el conjunto de los numeros naturales con el orden de la divisibilidad el cual es parcialmente
ordenado y tiene elemento minimo al uno y maximo al cero, se encontré que sélo las colecciones
Pa Y B; son base, las colecciones B,q Bai Y B, NO se lograron arreglar porque fallaban en la
primera y segunda condicion de la definicion de base, mientras que el resto de bases como so6lo
fallaban en que la unién de sus elementos no era igual al conjunto, se lograron arreglar notando
gue éstas generan a los unitarios a excepcion de algunos elementos del conjunto, por ello si
éstas colecciones no se hubieran arreglado de esta manera, sino uniendo los unitarios que

Documento Oficial. Universidad Pedag6gica Nacional



FORMATO

UNIVERSIDAD FEDAGOGICA
HAZIONAL

RESUMEN ANALITICO EN EDUCACION - RAE

Cédigo: FOR020GIB Version: 01

Fecha de Aprobacién: 7-12-2012 Pagina 4 de 4

faltaban en cada una para que la unién fuera igual a N, entonces todas éstas topologias serian
iguales a la topologia discreta.

En el conjunto del plano con el orden del producto el cual es parcialmente ordenado y sin
elemento minimo ni maximo se encontrd que la Unicas colecciones que resultaron ser base para
una topologia fueron B; y B;, las mismas presentadas en el conjunto de los nimeros naturales
con el orden de la divisibilidad y a excepcion de las topologias discreta y grosera que siempre
se han considerado, se evidencio que el resto de colecciones no resultaron ser base y tampoco
se pudieron arreglar en el trabajo.

La forma en que se arreglaron las colecciones que no resultaban ser base para una topologia
influy6é en los diagramas de relaciones de comparabilidad entre topologias en cada uno de los
conjuntos, es de mencionar que esto se podia realizar de varias formas pero se opt6 por unirle el
conjunto a la coleccién cuando fallaba en la primera condicién de base para lograr arreglarla,
debido a que esta permitia mostrar mas relaciones en los diagramas de Hasse presentados
entre las topologias.

Finalmente las conclusiones mas generales del trabajo son cada uno de los diagramas de Hasse
gue evidencian las relaciones de comparabilidad entre las topologias trabajadas en cada uno de
los siete conjuntos abordados.

Elaborado por: Rodriguez Gémez, Lizeth Carolina; Umana Gémez, Jenny Marcela.

Revisado por: Donado Nufez, Gil Alberto de Jesus.

Fecha de elaboracion del

23 10 2012
Resumen:
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INTRODUCCION

La presente tesis muestra el trabajo realizado sobre topologias asociadas a
conjuntos ordenados, para ello se inicia evidenciando la justificacion de este
trabajo y el interés que motivo a desarrollar e indagar sobre este tema; luego se
sefalan los objetivos que se trazaron al inicio de este proceso con el fin de guiar el

desarrollo de ésta investigacion.

Luego se sigue con la seccion de preliminares en la cual se presenta una
coleccion de resultados clasicos de relaciones de orden, teoria de conjuntos y
teoria de numeros, que seran utilizados en el trabajo; luego se presentan las
definiciones y teoremas propios de topologia que seran Utiles para el desarrollo de

éste trabajo.

A continuacion se procede a iniciar con el capitulo uno en el cual se abordan las
topologias asociadas al orden en un conjunto (X, <) totalmente ordenado y sin
elemento maximo ni minimo, en éste capitulo se da solucién al ejercicio propuesto
por el profesor Gustavo Rubiano en su libro “Topologia General” el cual fue punto
de partida para la presente tesis, es de mencionar que esto se hara mas explicito
en la seccion de justificacion; asi mismo una vez presentado dicho ejercicio se
tomaran tres ejemplos especificos de conjuntos que cumplen con la caracteristica
de ser totalmente ordenados y no tener elemento minimo y maximo, estos son, el
conjunto de nameros reales y el conjunto de numeros enteros con el orden usual,
ademas el conjunto del plano con el orden lexicogréafico, para de esta manera en
ellos poder establecer diferentes relaciones entre las topologias asociadas al
orden y poder organizarlas en un diagrama de Hasse; es de resaltar que para la
demostracion de los resultados encontrados si las pruebas son similares sélo se

realizara unay las otras se comentaran con respecto a ésta.

En el capitulo dos se abordd la misma metodologia desarrollada en el capitulo

anterior, pero tomando como base dos conjuntos que aunque son totalmente



ordenados tienen elemento minimo o elemento minimo y méximo, estos son, el
conjunto de los numeros naturales con el orden usual y un conjunto finito con el
orden heredado como subconjunto de los numeros naturales, para asi poder
establecer relaciones entre las topologias asociadas al orden y evidenciar

similitudes o diferencias con los conjuntos trabajados en el capitulo uno.

En este orden de ideas se desarrolla el capitulo tres en el que se muestran dos
conjuntos que son parcialmente ordenados, estos son, el conjunto de los niumeros
naturales con el orden de la divisibilidad y el conjunto del plano con el orden del
producto, en ésta seccion de igual manera se establecieron las relaciones entre
las topologias asociadas al orden, asi mismo se pudo establecer similitudes entre

éstos conjuntos.

Es decir lo que se busca en cada uno de estos capitulos es evidenciar que sucede
al modificar las condiciones iniciales en el ejercicio propuesto por Gustavo
Rubiano y asi analizar qué pasa con las topologias asociadas a los conjuntos

antes descritos.

Finalmente se presentan las conclusiones generales obtenidas en el trabajo donde
se evidencia el cumplimiento de los objetivos propuestos al inicio de la tesis; asi
como las principales relaciones y diferencias entre las topologias asociadas al
orden dependiendo el conjunto abordado; y para terminar se muestra la

bibliografia empleada en el trabajo.



JUSTIFICACION

La topologia es una ciencia muy estudiada en la actualidad, donde muchos
matematicos han aportado grandes avances en la construccion de la misma, la
aparicion de la Topologia se dio en el siglo XIX y principios del XX, los cimientos
conceptuales de esta ciencia se pueden encontrar en diversos libros de topologia
basica, entre ellos cabe resaltar el libro “Topologia general” escrito por el profesor

de la Universidad Nacional Gustavo Rubiano.

En este texto se evidencian ejercicios interesantes que puede resolver un lector,
entre éstos se encuentra el ejercicio 3 de la seccidén 1.2 que llama la atencion y es
la inspiracidon de la presente tesis. Este ejercicio consiste en definir varias
topologias en un conjunto totalmente ordenado y sin elemento maximo ni minimo,
mediante familias de subconjuntos que son bases para generar las respectivas

topologias, las cuales vienen diferenciadas por relaciones de contenencia.



OBJETIVOS

Objetivo general

Describir las topologias asociadas a algunos conjuntos ordenados.

Objetivos especificos.

e Evidenciar si al cambiar las condiciones en el ejercicio propuesto por

Rubiano cambia el diagrama de las topologias asociadas al orden.

e Elaborar conjeturas sobre las relaciones entre las topologias asociadas a

los conjuntos estudiados, asi como sus respectivas demostraciones.

e Evidenciar cudles de las colecciones propuestas en el trabajo son siempre
base para una topologia al cambiar el orden del conjunto sobre el cual se

esta trabajando y si éste tiene 0 no elemento minimo y maximo.



PRELIMINARES

El propésito de este apartado es presentar una coleccion de resultados clasicos
de relaciones de orden, teoria de conjuntos y teoria de numeros, que seran

utilizados en el trabajo.

RELACIONES DE ORDEN
Se llama una relacién R entre dos conjuntos X, Y a un subconjunto del producto

cartesiano X x Y. Con frecuencia, la expresion (x,y) € R se abreviax R y.
Si X =Y se dice que R es una relacion interna y sera:

Reflexiva si x R x paracadax € X
Simétricasix Ry implicayRx parax,y € X
Antisimétrica si xR y yy R x entonces x =y parax,y € X

TransitivasixRy y yRzentoncesx Rz parax,y,z€ X

o M 0N PE

Asimétrica six Ry implica - (yRx) parax,y € X

Una relaciébn R sobre un conjunto X se dice que es de orden si es reflexiva,
antisimétrica y transitiva. Habitualmente los 6rdenes se designan con el simbolo
menor o igual “<”. Si < es una relacidon de orden sobre un conjunto X, entonces

a < b selee “a precede a b” 0 “a es anterior a b”.

Un orden sera total si para cada par x,y € X se tiene x <y o y < x. Si no ocurre

asi, el orden se llama parcial.

En una relacion de orden total < definida en X se cumple la ley de la tricotomia

que establece que dados x,y € X ,se puededarquex <yoy<xo0x =y.

Una relacion R sobre un conjunto X se dice que es de orden estricto si es

asimétrica y transitiva. Habitualmente los 6rdenes estrictos se designan con el



simbolo menor que “< “. Si < es una relacion de orden estricto sobre un conjunto

X, entonces a < b se lee “a precede estrictamente a b”.

Obsérvese que la relacién de orden definida en X como “menor o igual” puede
definirse a través de la relacion de orden estricto “menor que”. En efecto: vx,y €

Xix<yox<yVvVx=y).
Los conjuntos que se abordaran en este trabajo son:

El conjunto de los numeros reales con el orden usual que es totalmente ordenado,
es de notar que dentro de éste conjunto se va a tener en cuenta la propiedad de
densidad la cual establece que dados x,y € R, con x <y, entonces existe un
namero racional r tal que x < r <y y un numero irracional s tal que x < s < y. De
hecho existen infinitos nimeros tanto racionales como irracionales comprendidos

entre x y y.[1].

El conjunto de numeros enteros ordenados por la relacién “menor igual” que son
totalmente ordenados, asi mismo el conjunto del plano con el orden lexicogréafico
definido como (a,b) < (c,d) siy solo si (a<c)V(a=c Ab<d) donde a <c si

a<cya=#c,cona,b,cd €R.

El conjunto de los numeros naturales ordenados por la relacion “menor igual’, el
conjunto finito n = {0,1,2,..,n — 1} c N, con el orden heredado como subconjunto

de los nimeros naturales, son conjuntos totalmente ordenados.

El conjunto de ndmeros naturales con el orden de la divisibilidad, es decir, para
cada par de naturales a y b se tiene que: a < b < a|b; el conjunto del plano con el
orden del producto definido por: (a,b) < (c,d) si y soOlo si a<c A b<d con

a,b,c,d € R, son conjuntos parcialmente ordenados.



ELEMENTOS CARACTERISTICOS DE CONJUNTOS ORDENADOS.

Sea un conjunto ordenado (4, <) y un subconjunto B c A:

Un elemento m € B se llama minimo del conjunto B, denotado min B, si y solo si

minB =meBeoeVxeEB.m<x

Un elemento m € B se llama maximo del conjunto B, denotado max B, si y solo si

max B =me€B & Vx € B:x <m. [4].

Ejemplos:

1. Los numeros reales ordenados por la relacion <, los nUmeros enteros con
el orden <, el conjunto R x R con el orden lexicografico, el conjunto R x R
con el orden del producto no tienen elemento minimo ni maximo.

2. Los numeros naturales ordenados por la relacién <, tienen elemento
minimo al 0 y no tienen elemento maximo.

3. El conjunto finito n = {0,1,2,...n — 1} = N tiene como elemento minimo al 0 y
como elemento maximo an — 1.

4. El conjunto de los numeros naturales con el orden de la divisibilidad “|”,

tienen elemento minimo al 1y elemento méaximo al 0.

NOCIONES A UTILIZAR DE LA TEORIA DE CONJUNTOS

Definicion de contenencia: AcB < (Vx)(x €A - x € B)

Igualdad de conjuntos: Si A y B son conjuntos entonces A = B & (Vx)(Ac<B A
BcA)

Definicion de interseccion: Si A y B son conjuntos entonces ANB ={x|x EA A
X € B}

Definicion de union: Si A y B son conjuntos entonces AUB = {x|x € A V x € B}
Si S es cualquier conjunto, la coleccion de todos sus subconjuntos o partes
notada P(S), es P(S) = {4|Ac S}. Como @ es subconjunto de todo conjunto,
siempre @ € P(S) y como todo conjunto es subconjunto de si mismo, S € P(S).
Asi si S = ¢ se tiene que P (@) = {@}. [6].



Operaciones sobre colecciones de conjuntos.

Si se tiene una coleccién € de conjuntos, luego C < P(X), se define:

NpecA={x €X|(VAEC)(x € A)} y por definicion del cuantificador universal
se tiene que Nygec A ={x EX |(VA)(AEC - x € A)}.

Usec A={x € X|(3A€CC)(x €A} ypor definicion del cuantificador existencial
setieneque Uyuee A={x€X|(FAAECAXxEA}

Si C es la coleccion vacia de subconjuntos de X entonces Ugep A =0

Si C es la coleccion vacia de subconjuntos de X entonces Nyepd = X. [7].
UsecA € X, ya que si x € Uyee A, entonces por definicion de unién, existe

A€eC con x€X.

NOCIONES Y TEOREMAS A UTILIZAR DE LA TEORIA DE NUMEROS

Minimo comun mudltiplo: Si a |k y b |k, entonces k se dice un multiplo comun de
a y b. El menor entero positivo m multiplo de dos enteros a y b, no ambos 0, se
dice el minimo comun multiplo de a y b. El minimo comun mdltiplo de dos
enteros a y b, no ambos 0, sera denotado por [a, b].
Asi mismo para demostrar que un entero positivo m es el minimo comudn
multiplo de a y b, no ambos 0, es suficiente demostrar que:

)] almyb|m

1)) Sialky b |k, entonces m|k
La condicion i) establece que el minimo comun mdltiplo m de a y b es un
multiplo comun de a y b; la condicion ii) establece que todo multiplo comun de
a 'y b es un multiplo del minimo comun multiplo de a y b. Los enunciados i) y ii)
seran aceptados como una forma equivalente de la definicibn del minimo
comun multiplo m de dos enteros a y b.
Méaximo comun divisor: Si k |a y k |b, entonces se dice que k es un divisor
comun o un factor comun de a y b. Se dice que g es el maximo comun divisor

de a y b, si g es el mayor de los enteros positivos que dividen los valores



absolutos de los enteros a y b. Usaremos el simbolo (a,b) para denotar al
maximo comun divisor de ay b.
Asi mismo para demostrar que un entero positivo g es el maximo comun
divisor de dos enteros a y b, no ambos cero, es suficiente probar que.

i) glayglb

1)) Sik|ayk|b, entonces k |g
La condicion i) establece que el maximo comun divisor g de a y b es un divisor
comun de a y b; la condicién ii) establece que todo divisor comin de ay b es
un divisor del maximo comun divisor g de ay b. Los enunciados i) y ii) en
conjunto seran aceptados como un enunciado equivalente al de la definicion
del maximo comun divisor g de los enteros a y b.
NUumero Primo: Un entero positivo p mayor que 1 se dice que es un namero
primo o simplemente un primo, si los Unicos enteros positivos factores de p son
lynp.
Numero Compuesto: Un entero positivo n mayor que 1 se dice que es un
namero compuesto si posee factores positivos diferentes de 1 y n.
Como el 1 no es primo ni compuesto, se tiene que cada nimero del conjunto
de los enteros positivos es 0 un primo o un compuesto, o igual a 1.
Teorema fundamental de la aritmética: Un niumero n > 1 es primo o puede ser
expresado como un producto de primos. Si se asume gue un numero primo es
ya un producto de primos, entonces la factorizacion prima de cualquier entero
n > 1 es Unica, excepto en el orden en que aparecen los factores primos.
Ademas se debe considerar la posibilidad de que la factorizacion prima de un
namero pudiera contener primos iguales. A menudo es conveniente expresar
un nimero entero positivo n mayor que 1 cuyos factores primos p; p; ..., Dk,
ocurren a a, ..., a, VECes, respectivamente como: n = p;ip,?...p.* esto es,
n= {-‘zlpf“'. Cuando n es expresado como el producto de potencias de primos
distintos se dice que la representacion es la forma normal de n.

Todo numero compuesto tiene un factor primo. [10].



Dados n,m enteros, existe el maximo comun divisor y el minimo comun
multiplo de ellos dos. [3].

Sea a € N entonces a|0 (cualquier numero natural es divisor de 0), para
mostrar ello se debe encontrar un ¢ € N tal que 0 = a X ¢, pero esto resulta
inmediato teniendo en cuenta que 0 = a X 0, es decirc = 0.

Sea a € N entonces 1|a, (1 es divisor de cualquier nUmero natural), para
verificar esto se debe encontrar un c € N tal quea =1 X ¢, pero esto resulta
inmediato teniendo en cuenta que a = 1 X a, es decirc = a.

SeaaeNYy 0|a entonces a = 0, para mostrar esto supongamos que 0 es
divisor de a, segun la definicion, existe ¢ € N tal quea =0 x ¢, por lo que

a=0.
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NOCIONES DE TOPOLOGIA

En este capitulo se muestran las definiciones y teoremas propios de topologia que
seran Utiles para el desarrollo de la presente tesis. Es de notar que no se probaran
aguellos teoremas que comunmente se encuentran en los libros de topologia, pero
se mostraran los que son resultado de éste estudio o que tienen algunos detalles

significativos.

DEFINICION: Sea X un conjunto, una topologia de X es una coleccion t de

subconjuntos de X (llamados abiertos) que satisfacen las siguientes condiciones:

1) peET, X €T
i) (V€1 ((Usecd) ET)
i) SiA,BetentoncesANBET

Luego por los items ii y iii, T es una familia de subconjuntos de X cerrada tanto

para la union arbitraria como para la interseccion finita.

Una pareja (X, t) constituida por un conjunto X y una topologia t de X, se llama un

espacio topoldgico.
Veamos algunos ejemplos:

e Sea X un conjunto no vacio, T ={®,X} es conocida como la topologia
grosera o trivial, que se notara como t,. Un espacio provisto de su
topologia trivial se llama un espacio trivial.

e Sea X un conjunto no vacio, T = P(X) es decir la coleccion de todos los
subconjuntos de X. Esta topologia en la cual todo subconjunto de X es

abierto, se llama la topologia discreta de X, que notaremos como D.

Es de notar que 7 es la topologia discreta de X, si y solo si todo subconjunto

unitario de X es un abierto, veamos:
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Si 7 es la topologia discreta de X, paratodo a € X, se tiene que {a}cX,
por ende {a} € P(X), por la definicion de partes de X, asi {a} € 7, luego {a}

€s una abierto.

Si todo subconjunto unitario de X es un abierto, significa que para todo
a € X, {a} € T asi: sea S cualquier subconjunto de X, entonces S = Ues{x},
como se conoce que cada {x} € t, por la segunda condicion de la definicion

de topologia implica que S € 1.

Luego como S es un subconjunto arbitrario de X, se tienen que 7 es la
topologia discreta, ya que esta formada con la unién de subconjuntos
unitarios. Asi mismo se evidencia que si S =0 entonces Uyep{x} = 0,

teniéndose de todas formas que S € .

DEFINICION: Sea (X, 1) un espacio topolégico, una coleccion g de 7 se llama una
base de la topologia 7 si todo conjunto abierto (es decir, todo elemento de t)

puede obtenerse como unidn de miembros de g.

TEOREMA 1: Sea (X, 1) un espacio topolégico. Un conjunto B de partes abiertas
de X esunabase paratsi ysolosi(VVeTD)(VxeV)@3WeB)(xeWcV).

Es decir, si dado cualquier abierto V y cualquiera de sus puntos, existe un conjunto

W € p contenido enV y que contiene al punto dado.

TEOREMA 2: Sea X un conjunto 8 < P(X) es una base de una topologia para X

si y sélo si se cumple que:

i) X = UpepB

1)) Dados cualesquiera U Ve y xeUnV, existe W ep, tal que
xeEW vy WcUnNnV. Esto es, UN V es unidn de elementos de g para
todo par U,V de .
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Demostracion:
Si B < P(X) es unabase de una topologia para X, veamos que:

i) X = Upep B, como se sabe que UgepB < X, y sidado x € X, existe U € 1, tal

que x € U,y como j es base, existe B € f conx € Bc U, luego X< Ugep B .

Ahora para probar ii) si U,V € f,luego U,V € t asi por la tercera condicién de
topologia se tieneque UNnV €1,y si x € UNn V, por el teorema anterior se tiene

que existe W € B, talque x e W < U NV, asi se cumple la propiedad pedida.

Enseguida se probara que si se cumple i), ii) entonces B es una base de una

topologia para X, luego la topologia para la cual j es base es: 7 = {A|A = Ugep B}
Se probara que t es topologia:

)] @ € 7, porque UgegB = @ (Union de la coleccion vacia)
X € 1, porque Ugep B = X, por el item i del teorema.

1)) Si {B;},e, <71, con Bj = Uaem, 4, coON M,cL. Luego Uy B, =
User[Uaem, A], cOMO  Ugem, A € T entonces Uyey, A € B, asi Uy B, es
union de elementos de B. En consecuencia U ;e [U4em,A] € 7. Por ende
Uz B, ET.

iii) Sea A,B €1, luego A= U, 4; Y B= Uje Bj, con A;,B; € f para todoiy
todoj. Luego AN B = Ui A; N Ujg; Bj, asi AU B = U jyerxy 4i N B;j. Pero
por hipétesis A; N B; es unién de miembros de f, luego A N B también es

union de elementos de 3, y en consecuencia AN B € t.

DEFINICION: La topologia dada por el teorema 2 se conoce como la topologia

generada por la base g.

Ejemplos:
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1. Sea X un conjunto totalmente ordenado por una relacion <,y sin elemento

minimo ni maximo, se define:

Boa = {(a,b):a,b €X} o lo que es igual Boq ={Byp:a b €X} donde B,, =
{k € X:a < k < b}, es base para la topologia denominada débil del orden y notada

como 7,4, la cual se mostrara mas adelante.
2. Sea X un conjunto totalmente ordenado por una relacion <, la coleccion

Bo = Baa Y BaiUPoa CON  Baa ={(a,—):a€ X} donde (a,-)=1{k € X:a < k};
Bai ={(<,b):b€e X} donde («,b)={ke€X:k<b}; PBoq=1{(cd):cdEeX}
donde (¢,d) ={k e X:c <k < d}.

B, €s una base para una topologia en el conjunto X y genera la topologia del

orden de X, denotada t,, como luego se evidenciara.

3. Bp={{x}:x € X}, B es base para la topologia Discreta D = P(X), primero

se mostrar4 porgue f4 es base:
Para ello se debe comprobar que U,ex By = X

Como ya se sabe U,y B,c X, ahora se verificara la contenencia contraria, luego
si x € X, {x} < B, entonces x € B,, por definicibn de B,, luego x € U,ecx By, asi
X C© Uygex By -

Ahora si U,V € By, siendo U =B, = {{a}:a€ X} vy V =B, ={{b}:b € X}, luego
six e UnV ,entonces U=V porende UNV =V, luego x €V, donde V € By,

ademas V < U nV, cumpliéndose la condicion.
Por ende se tiene que By es base, ademas la topologia generada por ésta base

se conoce como la topologia Discreta, para mostrarlo basta ver que para todo
Ac X ,setieneque A = Uyep{x},luego A € P(X) =D.
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TEOREMA 3: Si B es una coleccién que so6lo cumple la segunda condicién del

teorema 2 entonces f* = f U {X} es una base para una topologia sobre X
Demostracion:

Se probara que B*< P(X) es una base de una topologia de X, para ello se vera
que:

I) X = Upep+ B, puesto que se tiene dado en la definicion de g*
ii) SiU,V € B, se puede dar que:

Caso 1: Si U,V € g, como B cumple la segunda condicion, entonces se tiene que

six e UnV,existe We B talquex e WyW < UnV.

Caso2:Si U=X,V =Xyseteneque x € UNV, entonces existe W = X luego

Wep*, talquex € W,porquex e XyW c UnV, porque X c X

Caso0 3:Si UepB, V=X ysetieneque xeUnNV, existe W =U luego W € B,
porque S cf*talque x e W,porquex e UyW < UnV,porquelUcUNV.

Caso4:Si U =X,V e€pesanalogo al caso 3. Asi por el item i) y ii) B* es base.

DEFINICION: Dos bases £ y £’ en X son equivalentes si y s6lo si generan la

misma topologia de X.

TEOREMA 4: Dos bases f y f° en X son equivalentes si y s6lo si se cumplen

simultdneamente las dos propiedades siguientes:

a) ParatodoV de pyparatodoxenV,existe V' e g talque x e V' 'y V'cV.
b) Paratodo V' de B’y paratodox”enV’ existe V € ftalque x" e VyVcl".

Si solamente se cumple a), la topologia generada por  es un subconjunto propio

de la generada por £".
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Si se cumple b), se demuestra que t'ct,de manera que cuando las dos
condiciones se cumplen simultdneamente, se obtiene la doble contenencia, es

decirt=1".

Es de notar que durante el trabajo para comparar las topologias solo se trabajara

a partir de las respectivas bases.

TEOREMA 5: Si fy S 'son dos bases para una topologia respectivamente, en el
conjunto X, teniéndose que pBc B, y las topologias generadas por Byf,

denotadas como ty 17’ respectivamente, entonces tc 7.
Demostracion:

Si U €, U es reunién de elementos de B; y como S cf significa que todo
elemento de B es union de elementos de g7, concluyéndose que U es union de

elementos de B’, es decir que U € 7°, asi se demuestraque t c 7.

TEOREMA 6: Si By B son dos bases para una topologia respectivamente en el
conjunto X, teniéndose que B =/, y las topologias generadas por Syf,

llamémosla Ty 1" entonces 7 ="
Este se deduce directamente del teorema anterior.

TEOREMA 7: Sea X un conjunto no vacio totalmente ordenado se tiene que

Tod & Tp-

Como se puede evidenciar B,,< B,, luego utilizando el teorema anterior se nota

que Tyq S To-

Pero es de notar que no siempre se tiene la contenencia contraria puesto que
Boaq NO siempre es base para una topologia como se evidenciara en el capitulo uno

y dos.

TEOREMA 8: Sea X un conjunto no vacio totalmente ordenado sin elemento

minimo ni maximo, entonces 7,5 = T,.
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Demostracion:

Como ya se evidencio 1,4 < 7,, luego se probara la contenencia contraria, luego

utilizando el teorema 4, para cualquier V de f,, se tienen los siguientes casos:

Si V=1(ab)e€ B,para algina,b € X, luego para todo x €V, existe
V' =V, talque V € f,;, luego utilizando la condicién a) del teorema 4 se
muestra para este caso se cumple que 7, € T,4.

SiV=(a—-) € B, paraalgina € X, luego para todo x € V, se tiene que
a < x, como X no tiene elemento maximo entonces existe b € X, tal que
x <b, luego a<x < b, asi x € (a,b), luego V = (a,b) € Boq , por ende
x €V ademasV cV,yaquesi y€ V', entonces a <y < b, por definicion
de B,4, luego y > a, asi y €V, de esta manera se muestra que también
To & Toa-

SiV =(<,b) € B, para algunb € X, luego para todo x € V, se tiene que
x < b, como X no tiene elemento minimo entonces existe a € X, tal que
a<x, porende a<x<b, asi x € (ab), asi V = (a,b) € B,4, luego
x€ V ademéds V' €V, ya que si y€ V', entonces a<y<b, por
definicion de 8,4, luego y < b, asi y € V, de la misma manera se evidencia

que T c Tod-

Asi en los tres casos se demostré que 7, < 7,4, de lo cual se deduce que 7, = 7,4,

pero teniendo en cuenta que el conjunto X no tiene elemento maximo ni minimo.

En [11] el conjunto Top(X) de todas las topologias sobre un espacio topologico X

es un conjunto parcialmente ordenado por la relacion de inclusion.

Es decir Top(X) con la relacion

<" cumple con la reflexividad puesto que si

7, € Top(X) se tiene que 1,14, antisimétrica puesto que si 7,17, Y T,CT;

entonces t, = 1,; transitiva ya que si 7, 7, Y 7, 75 Significa que paratodo U € 1,

entonces U € 1,, pero ademas si U € 1, implica que U € 15, por ende 7, 75. Pero
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no cumple con ser un orden total puesto que existe 7; y 7, tal que 7, €1, Yy

7, € 7,, COMO se podra evidenciar en varias topologias mas adelante.

En 1936, Birkhoff mostr6 que la coleccion (Top(X),<S) de todas las topologias
sobre un conjunto X cualquiera, ordenada por la relacion de contenencia entre
conjuntos, es un conjunto parcialmente ordenado. El elemento maximo es la

topologia discreta D, y el elemento minimo es la topologia grosera .

Por tanto, tiene sentido hacer referencia a todos los conceptos relativos a
conjuntos ordenados. Ademas toda topologia T de X se encuentra entre la

topologia grosera y la topologia discreta, como veremos en el siguiente teorema:

TEOREMA 9: Sea 7 una topologia sobre conjunto X, se tiene que: 7, ct< D

Demostracion:

Si Ter, entonces T=0 0 T =X, en cualquiera de los dos casos @ y X

pertenecen at, ya que ésta es una topologia, por ende 7, cT.

Ahora si T €1, entonces TcX, luego T € P(X) =D, asi T € D, en consecuencia

TcD.

De esta manera tiene sentido hablar de las relaciones de comparabilidad entre
las topologias que se trataran en éste trabajo, para ello es necesario tener en

cuenta las siguientes definiciones:

Definicion de no comparabilidad: 7; no es comparable con 7, si y solo si

T, €1, YT, €14.

Definicion de contenencia estricta: Si 7, t,, pero 7, £ 7, entonces se da la

contenencia estricta entre t, y .

También es necesario tener en cuenta que la grafica de un orden parcial forma un

diagrama comunmente llamado diagrama de Hasse (Pérez, 1984, p.31), por ello
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se utilizaré éste para mostrar las relaciones de comparabilidad entre las topologias
trabajadas asi es necesario ampliar un poco sobre éste diagrama, el cual es un
grafo dirigido de la relacion, se entiende por digrafo o grafo dirigido a un par (X, A)
cuyos vértices son los elementos de X y las aristas A son los pares ordenados
(a,b) tales que a < b. [12].

Este digrafo se puede graficar con flechas que indican la orientacion de las aristas
o simplemente colocando a y por encima de x si (x,y) es una arista. Ademas

teniendo en cuenta los siguientes criterios:

- Dado que toda relacién de orden es reflexiva, en cada punto de su digrafo habra

un bucle. Por ello se simplificara el dibujo eliminandolos todos.

- Como toda relacion de orden es transitiva, se suprimira todos los arcos del
digrafo que se obtengan al hallar el cierre transitivo de los restantes. De esta
forma, sia <byb <c, se sigue que a < c. En este caso se omitira la arista que

va desde a hasta ¢ y mantendremos las que van desde a hasta b y desde b a c.

- Cada punto de A se representa por un punto del plano, aunque conviniendo en

que si “a precede a b”, se dibujara el punto a por debajo del b. Todas las lineas

que unan puntos seran, por tanto, ascendentes. [5].

Por ello para representar las relaciones de comparabilidad entre las topologias a
trabajar se realizara en cada conjunto el respectivo diagrama de Hasse que

permita evidenciar de forma mas clara el orden entre las topologias abordadas.
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CAPITULO UNO: Conjunto (X, <) totalmente ordenado y sin elemento

méaximo ni minimo.

En este capitulo se abordaran las topologias asociadas al orden en un conjunto
(X, <) totalmente ordenado y sin elemento maximo ni minimo, para ello se
trabajard con las bases que generan dichas topologias, es decir se verificara que
cada coleccion es una base y por tanto genera una topologia asociada, luego de
ello se demostrara las contenencias presentadas entre éstas; enseguida para
ejemplificar esto se tomara el conjunto de los nimeros reales ordenados de forma
usual, el conjunto de los numeros enteros con el orden usual y el conjunto del
plano con el orden lexicografico; en éstos se podra apreciar de mejor forma las
relaciones de comparabilidad entre las topologias evidenciando la no
comparabilidad, la igualdad y las contenencias estrictas entre las topologias, asi
para cada conjunto se mostrara el respectivo diagrama de Hasse en el cual se
evidencian las relaciones entre las topologias siendo notorias las diferencias que

se presentan en cada uno de estos conjuntos.

En un conjunto (X,<) totalmente ordenado y sin elemento maximo ni minimo,
es posible definir varias topologias. Para ello consideremos las siguientes

colecciones de subconjuntos y se verificard que efectivamente son bases:

a) By ={lx,»):x€X} genera la topologia t; de las colas cerradas a
derecha, o la topologia a derecha.

b) B.a = {(x,—):x € X} genera la topologia 7,; de las colas abiertas a
derecha.

c) B; = {(<,x]: x € X} genera la topologia t; de las colas cerradas a izquierda
o la topologia de Alexandroff. También se dice que la topologia es
generada por los inferiores de cada elemento.

d) B ={(<x):x € X} genera la topologia 7, de las colas abiertas a

izquierda.
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e) B; = {[a,b):a,b € X} genera la topologia 7, de los intervalos semiabiertos
a derecha. También conocemos esta topologia con el nombre de la
topologia de Sorgenfrey.

f) B_ = {(a,b]:a,b € X} genera la topologia 7_ de los intervalos semiabiertos

a izquierda.

A continuacion se demostrara que efectivamente estas colecciones son bases
para el conjunto X, incluyendo ademés las bases B, Y Boq, Que generan la
topologia débil del orden y la topologia del orden como se mostré en el marco

tedrico.

1.1 DEMOSTRACIONES DE BASES
De acuerdo a lo evidenciado en el marco teérico para cada una de las colecciones

se mostraran las dos condiciones para ser bases, veamos:

Ba={[x,—»):x€X} o de forma equivalente pB;={B,:x € X} donde
B,={keX:k=x}

Para que este subconjunto sea una base topoldgica se debe comprobar que:
i) Uxex By = X

Si x €X , existe x € Xtal quex = x porque la relacién es reflexiva, entonces
X € B,, por definicion de B,, luego x € Uyex By, asi X S Uyex By -

Si y € U,ex By, €ntonces existe x € Xy y € B,. Por definicion de Unién. Pero si
y € B, entonces por definicion de B, y € X. Asi Uyex By S X.

Con ello queda demostrada la igualdad.

ii) Si U,V €p,, siendoU =B,y V =B, paraalglina,b € X.
Six € UnV , existe c = max{a, b} tal que c € X, debido a que X es totalmente
ordenado, entonces existe W = B.. Veamosque: W € g, x e WyW cUnV

e Se verificara que W € B;: Como c € X y W = B, entonces por definicion de
Ba, W € Ba.
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Se demostrara que x e W: Como x € UNnV, entonces x € B, N By, asi
X € B, Yy x € By. Por definicion de interseccion. Luego x>a y x = b.
Por definicion de B,y B,. Ademas debido a que ¢ = max{a, b} y X es un
conjunto totalmente ordenado cumpliendo ademas la ley de la tricotomia, se
puede darque c =adéc =bentoncesx =>c,asi x€B. =W.

Se probaraque W< UnV:SiyeW =B, entonces y = c. Por definicion
de B.. Como ¢ = max{a, b} entonces c > a y ¢ = b. Luego por transitividad
y=a y y=b. Asi y€e B,y B,. Por definicion de B,y B,. Luego y €
B,NnB,, y como yE€B, entonces B. S B,NB,, o lo que es igual
wc unv.

Luego por i, ii, se tiene que B, es base para el conjunto X.

Ahora se va mostrar que S,, €s base, tomando B,; = {(x,—):x € X} o de forma

equivalente B,; = {B,:x € X} donde B, = {k € X:k > x}.

)

i)

Se mostrara que la union de los elementos de la base da todo el conjunto:
SiyeX , existe x € Xtal quey > x ya que X no tiene elemento minimo,
entonces y € B,, por definicibn de B,, luego y € UyexB,. AsSi X C
Uxex B -

Si y € Uyex By, €Nntonces existe x e Xy y € B,.Pero si y € B, entonces

por definicibn de B,, y € X. ASi Uyex By € X

Si U,V € B4, Siendo U =B, yV = By paraalgina,b € X.

Six € UnV , existe ¢ = max{a, b}tal que c € X, debido a que X es totalmente

ordenado, entonces existe W = B.. Veamos que: W € f,q,x €E WyW < UnV

Se confirmarad que W € B,;,: Como c € X y W = B, entonces por definicion
de Bgg, W € Byy.

Se demostrara que x € W: Como x € UNnV, entonces x € B, N B,, asi
X € B, Y x € B,. Por definicion de interseccion. Luego x >a y x > b. Por

definicion de B,y B,. Debido a que ¢ =max{a,b} y X es un conjunto
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totalmente ordenado cumpliendo ademas la ley de la tricotomia, se puede dar
gque c =a b6 c =>b entonces utilizando esto setienex >c,asi x € B.=W
e Se probara que W< UnV:SiyeW =B, entonces y > c. Por definicidon
de B.. Como c = max{a, b} entonces c>a Yy c¢=b. Luego se tiene
que y>a y y>b.Asi y€ B,y By. Por definicion de B,y B,. Luego
y€B,NB, y como yE€B, entonces B, € B,NB,, o lo que es igual
wc unlV.

Luego por i, ii, se tiene que B,4 €s base para el conjunto X.

Es de notar que la demostracion de que la coleccién B; es base, no se realizara
puesto que es similar a la de la base B, teniendo en cuenta la siguiente definicion:
Bi ={(<,x] : x € X} o de forma equivalente pB; = {B,:x € X} donde B, ={k €
Xik <x}.

Ademas para demostrar la primera condicion de base se tiene cuenta que se
trabaja con menor igual como se nota en la definicion, en cuanto a la segunda
condicién el conjunto W € B;, es B, tal que ¢ =min{a,b}, por ello en la
demostracion todo se presenta en términos del minimo y siguiendo el mismo

esquema de ;.

Asi mismo para demostrar que la coleccién B, es base, la prueba se hace
anéloga a la de S,, y teniendo en cuenta las mismas sugerencias de g;, ademas
asumiendo como definiciobn la siguiente: B, ={(<,x):x € X} o de forma

equivalente B,; = {By:x € X} donde B, ={k € X:k < x}.

Ahora se mostrard que la coleccion B, es base para el conjunto X, esta
demostracion se realizara debido a que es diferente a las anteriores, puesto que
usa tanto la no existencia de maximo y minimo, como el minimo y el maximo de

dos elementos.

B+ = {[a,b):a,b € X} 0 de forma equivalen S, = {By,:a,b € X} donde B, =
{k € X:a < k < b}. Nota: Sia = b entonces By, = 0
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i)

Se verificard que: Ugpex Bap = X

Si keX , existe b€ X tal que k <k <b , ya que X no tiene elemento maximo

luego se tiene que k € By, , por definicion de By, de donde k € Ugpex Bap -

Si k € Ugpex Bap, €NtONCES existe a,b € Xy k € By,. Pero si k € By, entonces

por definicién de By, , k € X.

ii) SiU,V €p,, siendo U =By, Y V = By, para algun a,,by, a,, b, € X, con

a, <byy a, <b,.

Six € UnV existe W =B, ,, donde a; =max{as,a,} y bz =min{by,b,} tal

que:

WepB,, yaque W =By, y comoke X entonces por definicion de g,
W € B,.

x € W, porque x € UNV, entonces x € By, N Bg,p,, aSi X € By, Y
X € Bg,p,. Por definicion de interseccion. Luego a; <x<b; y a,<x<
b,.Por definicion de By, ¥ Bg,p,- ASi  a; <x Yy a, <x, pero como
a; = max{a;,a,} y Xes un conjunto totalmente ordenado cumpliendo
ademas la ley de la tricotomia, se puede dar que a;=a,6 a; =a,
entonces utilizando esto se tiene que x > as;. También tenemos que
x<b;, y x<b,, como b; =min{by,b,}, Y Xes un conjunto totalmente
ordenado se cumple la ley de la tricotomia, luego se puede dar b; =
b, 6 b; = b, entonces utilizando esto se tiene x < b; , asi a; <x < b;, Yy
por definicion de B,_p,, X € By,p, = W

wec unV, si yeW =B,,,, entonces asz <y < b;. Por definicion de
By,p,- COmo a3 = max{a,;,a,} y b;=min{b;,b,} entonces az;=a, ,
a;=>a, Y b;<b;y, b3<b,. Luego a;< a3 <y<b; <b, Yy
a, < a3 <y< by<by,asi af <y<b; y a,<y<b, Entonces yE€

Ba,b, Y ¥ € Bg,p,- Por definicion de B, p, Y Bg,p,- LUEJO y € By p, N By,p,,
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y cOomo y € B, €ntonces By, p, € Bg,p, N Bg,p,0 10 que esigual W € U N

V.
Luego por i, ii, se tiene que B, es base para el conjunto X.

En cuanto a la coleccion pB_ definida como: pB_ = {(a,bl:a,b € X} ©
equivalentemente S_ = {By,:a,b € X} donde B, = {k € X:a < k < b}. Nota: Si

a = b entonces By, = Q.

La demostracion de que esta es base es similar a la que se mostré anteriormente,

pero teniendo en cuenta el sentido de las desigualdades.

Hasta el momento se probaron que las anteriores seis colecciones son bases para
una topologia en el conjunto X, pero como se menciond también se abordara las
colecciones .4 Y B,, Siguiendo el mismo esquema anterior se verificaran las dos

condiciones para que sean base.

Boa = {(a,b):a,b € X} 0 equivalentemente B,; = {Bs:a,b € X} donde B, =
{k € X:a < k < b}. Nota: Sia = b entonces B, = @.

i) Se verificara que Ug pex Bap = X

Si ke X ,existea<kyb>k,yaque X notiene maximo ni minimo, luego
a <k <b,asik € Bg,, por definicion de B,,, de donde k € Uy pex Bap -
Si k € Ugpex Bap, €NtONCES €EXiste a,b € Xy k € By,. Pero si k € By, entonces

por definicién de B, k € X.

i) SiU,V € Boq, siendo U = B, ,, YV = Bg,p,para algin ay, by, ay, b, € X,

cona; <b;y a,<b,.

Six € UNV existe W =B, donde a; = max{aj,a,} y bs=min{b;,b,} tal

que:
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e W € Byq, porque como k € X y W = B,,,, entonces por definicion de f,4,
W € Boa-

e x € W debido a que como x€ UNYV, entonces x € B, p, N Bg,p,, asi
X € Bgp, ¥ X € Bg,p,- Pordefinicion de interseccion. Luego a; <x <b; y
a, < x < b,. Por definicion de B, ,, ¥ Bg,p,-COMO a; = max{as,a,} y bz =
min{b,, b,} entonces a; <x Yy a, <x, pero como a; = max{a;,a,}y X es un
conjunto totalmente ordenado cumpliendo ademas la ley de la tricotomia, se
puede dar que a; = a; 6 a; = a, entonces utilizando esto se tiene x > a;.
También tenemos que  b; = min{b,,b,} y X €S un conjunto totalmente
ordenado se cumple la ley de la tricotomia, luego se puede dar b; =b; 6
b; = b, entonces utilizando esto se tiene x < b;.Porende a; <x< bz, y

por definicion de Bg,p., x € By, = W.

e Wc UnV,siy€W =B, entonces a; <y < bz. Por definicion de B, .
Como a; = max{a,,a,} y b; =min{b,,b,} entonces a;=a,, az=a, VY
b; <b;, b3<b,.Luego a; < a3 <y< bz3<b; Yy a,< a3<y< bz <bh,,
asi ap <y<b; Yy a;<y<b, Entonces y€ B, ), Y ¥EBg,p,.
Luego y € Bg,p, N Bg,p,, €NtONCES By, S By p, N Bg,p,0 l0 que es igual

wc unV.
Luego por i, ii, se tiene que B,4 €s base para el conjunto X.
De la misma forma se presentara la demostracién para f3,, definida como:

Bo = Paa U Pai U Boq , donde Paa ={Bg:a € X} siendo B, = {k € X:a <k}
fai = {Bp:b € X} siendo B, = {k € X:k < b}; Bog = {Bcq:c,d € X} siendo B,y =
{k € X:c <k <d}. Nota: Sic = d entonces B,y = @

)] Se verificara la primera condicion de base, para ello se mostrara que la

union de algunos de los elementos de la base da todo X: U; gex Bea = X.-
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Si keX , existe a<ky b>k, ya que X no tiene maximo ni minimo, luego
a<k<b,asik€ B, por definicion de B.4, de donde k € U, gex Bca
Si k € U¢gex Bcq, €ntonces existe c,d € Xy k € B,4. Pero si k € B,; entonces

por definicién de B4, k € X.

1)) SiU,V € B,, se puede dar que:
Caso 1:Si U,V € Buq

Caso 2:Si U,V € B4

Caso 3:Si U,V € Byq

Caso4:Si UELuq vy V E Py
Caso5:Si UEByg v V E By
Caso6:Si UELy v VEPoa

Los casos 1, 2, 3 ya se mostraron anteriormente en las bases B4, BairPad, aSi @

continuacion mostraremos los casos restantes:
Caso4:SiU€EB, v VEPB, siendoU =B, yV =B, paraalgina,b € X

Si a> b, entonces UNV =@, asi no existe x € UNV luego el antecedente en
el enunciado del teorema 2 es falso, por ende la implicacion es verdadera,

cumpliéndose para este caso la condicion.
Sia<bysix € UnV existe W = B, tal que:

e WePp,porquecomok € X yW =By, € S, entonces W € S,.

e x € W,yaquecomox € UNV,entoncesx € B, N By,luego a<x y x <bh.
Por definicion de B,y B,. Por ende a <x < b, y por definicion de By,
X € By =W.
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e WC UnV, si yeW =B, entonces a<y<b. Por definicibn de B,
entonces a<y y y<b,luego yeB, y y€B,.Porende y € B,N By,
asi WwWc unV.

Luego en este caso se cumple la definicion para que p,4 sea base para el

conjunto X.
Caso5:SiUEB, v VEBy siendolU =B, yV =B,, paraalguna,c,d € X.
Si d < a, entonces U NV =@, cumpliéndose para este caso la condicion.

Si d>a, entonces UNV +#0, luego six € UNV existe W =B,;, donde
e =max{a,c}talque: Wep,, x e WyWec UnV.

e Se verificaraque W € g, Comok € X yW =B,; S B, entonces W € f3,.

e Se demostrara que x € W: Como x € UnV, entonces x € B, N B.4.Luego
a<xy c¢<x<d. Por definicibn de B,y B.;.Pero como e = max{a,c} y
X es un conjunto totalmente ordenado cumpliendo ademas la ley de la
tricotomia, se puede dar que e =ade =c entonces utilizando esto se tiene
x > e.Porende e < x <d, ypordefinicibn de B,y, x € Bogy =W

e Se probara que W< UNnV: Si yeW =B,;, entonces e<y<d, Por
definicion de B,4;, como e = max{a,c} entoncese>a, e=>c,luegoc<e <
y<d asi c<y<d, de donde y € B.;, también se tiene que a <e <y <d,

luego a < y, asi y € B,.Entonces y € B, N B.;, luego W< UnV.

La demostracién del caso 6, no se realizard puesto que es similar a la anterior,
teniendo en cuenta que si UE€ S, ¥y V €Byq, siendo U=B, y V=B, para
algun b,c,d € X, se debe tener presente que si b < c, entonces UNV =@, asi no
existe x € UNV luego el antecedente es falso, por ende la implicacion es
verdadera, cumpliéndose para este caso la condicion. Si b > ¢, entonces
UnV #@, luego six € UNV existe W =B.,, donde e =min{d,b} tal que se

satisface que W € f,4,x EW YW S UnNV.
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De esta manera se comprobo6 que para cualquier caso six € U NV existe W € ,,

x € WyW < UnV,;asiB,es base para el conjunto X.

Ahora como se dijo en el marco tedrico cada una de las bases antes mencionadas

genera una topologia, se recordara las topologias que generan dichas bases.

La topologia t,; es generada por la base S, 1a t,4 por la B.q, 12 t; por la B;, 1a 74

por la S, la T, porla f,,laz_ porla p_ lat, porla S, lat,; porla f,g,.

1.2 RELACION ENTRE LAS TOPOLOGIAS GENERADAS

En esta seccibn se mostrara la relacion de contenencia que hay entre estas
topologias incluyendo la topologia discreta (D) Yy la topologia trivial o grosera (z,),
es de notar que para demostrar los teoremas del 10 al 14 se utilizara el teorema
4, el cual utiliza las bases de las topologias para probar las respectivas

contenencias, veamos:

TEOREMA 10: En un conjunto totalmente ordenado sin elemento minimo ni

maximo se tiene que 1,4 S 74 S T,
Demostracion:
Primero se mostrara que 1,4 S 74

Para todo V € B,4, como V =(b,—),dondeb € X y para todo x €V, existe

V =[x,-) € B, paraalgin x € X, se satisfacen las siguientes condiciones:

e x €V, Porla misma definicion de f;.
e V cV, porque si y€ V, entonces y > x, por definicion de B, pero como
x €V, se tiene que b < x, por definicion de S, luego y = x > b, de donde

y>b,asiy eV.

Con ello se muestra que 7,4 € 4.
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Eventualmente se da la igualdad entre estas dos topologias como se vera en el

conjunto de los numeros enteros.
Ahora se probara que 1,4 C 1,:

Para todo V €p;, como V =[z,—),dondez € X, y para todo x €V, existe

V =[x,y) € B, paraalginx,y € X, tal que:

e x €V por definicién de B,
e V cV,yaquesi a€ V,entonces x < a <y, por definicion de B, pero como
x €V, se tiene que z < x, por definicién de B4, luego z < x < a < y, de donde

por transitividad z < a , asia €V, de esta manera se muestra que 74 € 7.

Asi se obtienen las siguientes relaciones de contenencia: 7, C 744 S T4 < T4 D.

Se veran ahora otras relaciones entre las topologias, en los siguientes teoremas:

TEOREMA 11: En un conjunto totalmente ordenado sin elemento minimo ni

mMAaximo se tiene que 7,5 S T,q S T4
Demostracion:
En primer lugar se verificard que 1,4 S T,q

Para todo V € B4, como V = (b,—), paraalgin b € X,y para todo x € V, existe
V' = (b,c) € B,q, paraalgin b,c € X con b < c, se cumple que:
e x €V, yaque x> b, por definicion de S,,4, pero ademas como X no tiene
elemento maximo existe ¢ € X, talque x < c,luego b<x <c,asi x€ V..
e V cV,porque si y€ V, entonces b <y < c, por definicion de 8,4, luego

b < y,asiy €V, de esta manera se muestra que T4 S T,q4-
Asi mismo es de mencionar que en este caso como el conjunto a trabajar es
totalmente ordenado sin elemento maximo ni minimo, por el Teorema 8 mostrado

en el marco tedrico, se tiene que t, = T,q4.
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Ahora verificara que 1,4 S 7,:

Para todo V € B,4, como V = (a,b) para algina,b € X,y para todo x € V, existe

V' =[x,b) € B, para alginx, b € X, tal que

e x €V por definicion de f,.

e V' cV,yaquesi z€ V, entonces x < z < b, por definicion de 5., pero
como x €V, se tiene que a < x < b, por definicion de B,4, luego a < x <
z<b,asi a<z<b, luego z €V, de esta manera por el Teorema 4 se

muestra que T,q € T,.

Ademas es de notar que eventualmente se da la igualdad entre estas topologias

como es en el caso de los nUmeros enteros.
Sintetizando lo anterior se tiene que: 7, C 7,4 ST, = ToaS T+S D

TEOREMA 12: En un conjunto totalmente ordenado sin elemento minimo ni

maximo se tiene que 1,4 S T_
Demostracion:
Utilizando los mismos esquemas anteriores:

Para todo V € 8,4, como V = (a,b) para algin a,b € X,y para todo x € V, existe

V' = (a,x] € B_,paraalgina,x € X, se cumple que:

e x €V por definicion de f_

e V' SV,yaquesi z€ V', entonces a < z < x, por definicion de B_, pero
como x €V, se tiene que a < x < b, por definicion de B,4, luego a <z <
x<b,asi a<z<b, por ende z €V, de esta manera se muestra que

Toqd E T-.

Es de notar que se tiene la igualdad entre estas topologias en algunos casos.
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Utilizando algunos de los anteriores teoremas se puede evidenciar la siguiente
relacion de contenencia entre las topologias trabajadas: T, t4q ST =

Toa ST-CD

TEOREMA 13: En un conjunto totalmente ordenado sin elemento minimo ni

mMAaximo se tiene que 1, S T,yq
Demostracion:

Para todo V € B,, como V = («,b) para alginb € X, y para todo x € V, existe
V' = (a,b) € B,q, paraalgina,b € X,cona < b, se cumple que:
e x€V,vyaque x < b, por definicion de B,;, pero ademas como X no tiene
elemento minimo existe a € X, tal que x > a, luego a<x <b,asi x €V .
e V cV,porquesi y€ V', entoncesa <y < b, por definicion de S,4, luego
b>vy,asiy €V.
De esta manera por el teorema 4 se obtiene que 7, S 7,4.
A partir de los anteriores teoremas es posible ver dos nuevas relaciones entre las

topologias: T, CTqiSTo =Toa ST+ SD Y T4 STaiSTo = Toa ST-SD.
A continuacién se veran otras relaciones:

TEOREMA 14: En un conjunto totalmente ordenado sin elemento minimo ni

maximo se tiene que 1, S 1; S T_
Demostracion:
Primero se evidenciara que 1, < 1;:

Para todo V € B,;, siendo V = («,b), para algin: b € X, y para todo x € V, existe

V' = («,x] € B, paraalginx € X tal que:

e x €V, porla misma definicion de B;.
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e V' cV,yaquesi y€ V, entonces y < x, por definicion de ;, pero como
x €V, se tiene que b > x, por definicion de B,;, luego y < x < b, de donde

y < b, asiy €V, de esta manera se muestra que 7,; € ;.

Eventualmente se da la igualdad entre estas dos topologias como se vera en el

conjunto de los numeros enteros.
Ahora se verificara que t; S 7_

Para todo V € B;, como V = («,b] para alginb € X, y para todo x € V, existe
V' =(a,x] € B_,paraalgina,x € X,cona < x, se cumple que:
e x €V por definicion de f_
e V' cV,yaquesi z€ V, entonces a < z < x, por definicion de _, pero
como x €V, se tiene que x < b, por definicion de f;, luego a <z <x < b,
asi z < b, porende z €V, de esta manera se muestraque t; S 7_.

De ello se puede evidenciar una nueva relacion: t,c7,,c7;,c7-CD

Con lo anterior se mostré que en un conjunto X totalmente ordenado sin elemento
maximo ni minimo es posible definir 10 topologias que cumplen ciertas relaciones

de contenencia, teniendo en cuenta que 1,4 = T,.

Ahora se mostraran algunos ejemplos de conjuntos totalmente ordenados sin
elementos maximo ni minimo, estos son el conjunto de nimeros reales y enteros
con el orden usual, ademas del plano cartesiano con el orden lexicografico; donde
sera posible evidenciar las relaciones de comparabilidad entre las topologias con

su respectivo diagrama de Hasse.

1.3 LOS NUMEROS REALES CON EL ORDEN USUAL
En cuanto al conjunto de los nameros reales con el orden usual, se puede
evidenciar en el siguiente diagrama las relaciones de contenencias y no

comparabilidad entre las topologias antes tratadas.
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Diagrama 1: Topologias asociadas al orden en el conjunto de los nimeros reales.

Las contenencias probadas en la seccion anterior se mantienen puesto que los
reales cumplen con la condicién de ser un conjunto totalmente ordenado y sin

elemento maximo ni minimo. Asi en el diagrama se puede evidenciar, por ejemplo

qué Ty CTea S Tp = ToaS T+S D.

Diagrama 2: Una cadena de contenencias de topologias en los numeros reales.

A continuacion se mostrara la justificacion del diagrama en cuanto a las

contenencias estrictas y no comparabilidad que se dan entre las topologias.
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Respecto a las contenencias estrictas, estas se van a realizar evidenciando un
elemento que estd en una de las topologias pero no se encuentra en la otra,

puesto que no es union de elementos de la base, veamos:

* T4q €74 Yaque (a,-) €Ty, Y (a,—) &1y, puesto que (a,-) # X,y (a,—>) #
@. Andlogamente se muestra que t,; € 7,.

e 14 % 7,4, PUesto que si esto se diera, es porque [a,—) € T; Se deberia poder

obtener como unidn de elementos de la base de la topologia 7,4.

Asi supongamos que [a,—) = Ujer(a;, =), con a,a; € R, para todo A € L. Si
a € Uje(ay,—), entonces a€ (a;,—), para algin A €L, pero
(a;, =) cUje(az, =) =[a,~), por ende a€ (a;,—)<[a ), luego a> a,,
debido a que a € (a,;, —), ademas por la densidad de los nimeros reales existe
y €R, tal que a >y > a,, asi y € (a;,—), pero y ¢ [a,—), lo cual contradice

que (az =)< [a,-).

Similarmente se demuestra que 1; € 7,4, teniendo en cuenta que la contradiccion
se da porque (<, b] € 7; , pero no se puede obtener como union de los elementos

de la base ;.

o 1,4 € 7,44, Siguiendo lo anterior supongamos que (a,b) = Ue.(a; —), siendo
a,b,a; e R para todo A€L,si c€Ujlay;—), entonces c € (a,—) para
algun A € L pero (a;, =) < Use(ay, =) = (a,b), luego a; <c, como c € (a, b),
entonces a < c¢ < b, ademas los reales no tienen elemento maximo luego
existe ye R, tal que b<y, asi se puede dar que a, <a<c<b<y 0
a<a <c<b<y, por ende en cualquiera de los casos y € (a,,—) pero

y & (a,b), lo cual contradice que (a;,—) < (a,b).

De la misma manera se muestra que 7,5 & 7,4, pero teniendo en cuenta que ahora
se usa que (a,b) € 1,4 Y NO esta en t,;, ademas de la no existencia de elemento

minimo en los ndmeros reales.
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e 7, & 14, SUpoNngamos que [a,b) = U e [ay, =) con a,b,a; € R para todo A € L.
Si a € Uyelay, =), entonces a € [a;, »)c U elay, =) = [a,b) para algun A € L
luego a > a; y ademads a <b, luego a; <a < b, sin embargo los reales no
tienen elemento maximo por ende existe y € R, tal que b <y, asi tenemos
a,<a<b<y, asiyé€]lay,—), peroy¢|ab). Lo cual contradice que [a; —
)<la, b)

De igual forma se demuestra que 7_ £ 71;, pero teniendo en cuenta que la
contradiccion se da con (a,b] € 7_ y usando la no existencia de minimo en los

numeros reales.

e 17, & 17,4, SUpONgamos que [a,b) = U,e.(ay by) con a,b,a;,b; € R para todo
MEL. Sia€ Ujp.layby), entonces a € (ay,by)c[a,b) para algin A € L, luego
a,<a<b, ademds a<b y por la densidad de los nimeros reales existe
yeER, talque a;<y<a<b;<b06a;,<y<a<b<b, pero en cualquiera
de los dos casos se tiene que y € (ay, b,), pero y € [a,b). Lo cual contradice

que (ay, by)cla, b)

Igualmente se muestra que 7_ € 7,4, pero teniendo en cuenta que la contradiccion

se da con (a, b] € T_ y N0 se encuentra en t,,.

e D1, puesto que si esto se diera es porque {c} € D, se debe poder obtener
como unién de elementos de la base de la topologia 7., es decir supongamos
que {c} = U e la,b,), conc,a, b, € R para todo A € L. Luego si ¢ € Ue[a,b,),
entonces c € [a,b;), pero ademas [a,b;) cU,la,b;) ={c}, por ende
cE [a&bﬂ)g{c}, luego a; < c < b, y por la densidad de los niumeros reales
existe y e R,talque c <y <b,,asia; <c<y<b, porendey € [a,b,), pero

y & {c}. Lo cual contradice que [a,b,) c{c}.

Andlogamente se muestra que D ¢ 7_, utilizando para la contradiccion los

conjuntos unitarios.
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Una vez comprobadas las contenencias estrictas de las topologias mostradas en

el diagrama para los nameros reales, falta corroborar la no comparabilidad entre

las topologias que en el diagrama se evidencian cuando no hay linea entre éstas:

T_ no es comparable con 7,

Para mostrarlo debemos probarque t_ € 7, yque 7, € 7_.

En primer lugar t_ £ 7, porque (a,b] € t_Yy (a,b] & ..

Supongamos que (a,b] = U;¢.la;, b;) con a,b,a;,b; € Rpara todoi € L. Si
b € Userlay, by), entonces b € [a;, b;)c Userlas, by) = (a,b] para algin A €L,
luego a, <b < b,, ademés a < b Yy por la densidad de los nimeros reales
existe y € R, tal que b <y < b,, de esta manera se tiene que a<a; <b <
y<b, 6 a,<a<b<y<hb,, en cualquier caso se da que y € [a,,b,), pero

y & (a, b]. Lo cual contradice que [a;, b;,)<(a, b].

Ahora de manera analoga para evidenciar que 7, £ 7_, se debe tener en cuenta

que la contradiccion se da con [a,b) € ;.

T; N0 es comparable con 7, 4

T; € 7,4, SUpongamos que («,b] = U,e.(ay, by), con a,b,a;,b; € R para
todo A € L. Si b € Uye,(ay, b,), entonces b € (a,,b;) < («,b], para algun
A €L, luego a; < b < b,, y por la densidad de los nimeros reales existe
y€ER, tal que b<y<b, luego tenemos que a, <b<y<bh, asi
y € (a;, b;), peroy & (<, b]. Lo cual contradice (a,, b,) < (<, b].

T,q € T;, supongamos que (a,b) = Uje.(«<,b,] con a,b,b; € R para todo
A€ L. Si c € Uye(«, by ], entonces c € («,b,]< (a,b) para algun A € L, asi
¢ <b,, ademas a < ¢ < b, como los numeros reales no tienen elemento
minino, existe y e R, talque y<a<c<b<b, 6 y<a<c<bh <b asi
en cualquier caso y € («,b,], pero y & (a,b). Lo cual contradice que
(< bilc (a, b).
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En cuanto a la verificacion de que t; no es comparable con 7,4, €s similar a la
anterior pero teniendo en cuenta que para evidenciar que 14; € 1,4 S€ utiliza
[a,») €Ty Y [a,—) & 1,4 ademas de la densidad de los numeros reales, mientras
que para evidenciar que 1,4 € 74 Se debe tener en cuenta que la contradiccion se

da con (a,b) € 7,4 Y la no existencia de maximo.

e 7, N0 es comparable con 7,4

- 1, ¢ 14, supongamos que («,b] = U;¢[ar,—) con b,a; € R para todo
A €L.Sib e Ugla,—), entonces b € [a,, =)< (<, b] para algun A € L, asi
a;, < b, ademas los reales no tienen elemento maximo luego existe y € R,
tal que a, < b <y, luego y € [a;,—), pero y & («, b]. Lo cual contradice que
[ay, =)< (<, b].

- 14 € 1;, supongamos que [a,—) = Uje(<,by], con a,b;, € R para todo
A € L. Siac€ U (<, by], entonces a € (<, b,]c [a,—) para algun A € L, asi
a < b, y como los nimeros reales no tienen elemento minimo, existe y €
R, tal que y <a<b,, asi y € («,b,], pero y & [a,—). Lo cual contradice

que (<, b]c [a, ).
Asi podemos apreciar que 14, T,q Y T; NO SON comparables.

Con respecto a que 7, ho es comparable con 7,4, la prueba de ello es analoga a
la anterior, pero teniendo en cuenta que se toman («,b) €ty Y («,b) & Tyq,

ademas de (a,—) € 144 Y (a,>) & T4-

Para justificar que t,; no es comparable con 1,4, los contraejemplos que se usan

son («<,b) € t,; pero no esta en t;, ademas [a,—) € Ty no estaen t;.

De la misma manera para demostrar que t; no es comparable con 7,4, la prueba
se realiza analoga a la de 7,; no es comparable con 7,4, pero teniendo en cuenta

que la contradiccion se da con («,b] € 17; ¥ (a,—) € Tyq-
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e T; N0 es comparable con 1,
Para mostrarlo se debe probar que t; € 7, yque t, £ T;.

- 1; € 14, Supongamos que («,b] = U,e.la,,b,) con b,a, ,b, € R para todo
LMEL. Si beUgla,b,), entonces b € [a,,b,)cU;c.la,, b,) = («<,b] para
algin L €L, luego a, <b <b,, y por la densidad de los niumeros reales
existe y € R, tal que b < y < b,, de esta manera se tiene que a, <b <y <
b, asi se da que y € [a,,b,), pero y & («<,b]. Lo cual contradice que
[az, b,)<(<, b]

- Ahora para mostrar que t, £ t;, supongamos que [a,b) = U;¢.(«, b, ], cOn
a,b,b, € R para todo 1 € L. Si a € U,¢.(«<, b,], entonces a € (<, b, | [a, b)
para algun A € L, luego a < b,, ademas a < b y como los nimeros reales
no tienen elemento minimo existe y € R, tal que y < a, de esta manera se
tiene que y<a<h, <b 0 y<a<b<b, en cualquier caso se da que

y € («,b,], pero y & [a,b). Lo cual contradice que (<, b,|< [a, b)

Para justificar que t,; no es comparable con 7_, su prueba se realiza de manera
analoga a la anterior teniendo en cuenta que para evidenciar que 7_ € 7, Se
utiliza (a, b] € 7_ ademas de la no existencia de elemento maximo en los reales,
mientras que para ver que 7y € t_ se utiliza [a,—) € 74, ademas de la densidad

de los numeros reales.

De esta manera se logr6 comprobar las contenencias, contenencias estrictas, no
comparabilidad e igualdad entre las topologias trabajadas, que se evidenciaban

en el diagrama mostrado anteriormente en el conjunto de los numeros reales.

Es de notar que algunas contenencias estrictas no siempre se dan, segun el
conjunto en el que se encuentre, por ende el diagrama de Oordenes de las
topologias varia dependiendo el conjunto, a continuacion se va mostrar otro
ejemplo donde se notara como varian las relaciones de comparabilidad entre las

topologias tratadas.
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1.4 LOS NUMEROS ENTEROS CON EL ORDEN USUAL

En este apartado se trataran las topologias que se han venido mencionando pero
ahora en el conjunto de numeros enteros con el orden usual, es de notar que se
asumen las contenencias mostradas en el comienzo del capitulo uno puesto que
los nimeros enteros cumplen con todas las condiciones de ser un conjunto

totalmente ordenado y sin elemento minimo ni maximo.

Es de mencionar que en las pruebas de contenencias estrictas entre las
topologias en los numeros reales, donde se usé la no existencia de elemento
minimo ni maximo se tomaran como validas para este conjunto. Por ejemplo, en
los nimeros reales se mostré que 1, € 74, Y en la prueba se usoé la no existencia

de elemento maximo, la cual también es asumida para los niumeros enteros.

Mientras que aquellas pruebas donde se usaron otras propiedades que no son de
los nimeros enteros se evidenciara que nuevas relaciones resultan entre dichas
topologias, como por ejemplo la propiedad de densidad utilizada en la verificacion
de t; € 744 €n los numeros reales, ahora en los nimeros enteros se va a probar

que sucede con estas dos topologias.

Asumiendo lo anterior, para comprobar las relaciones de comparabilidad faltantes
entre las topologias en el conjunto de nimeros enteros, se probaran los siguientes

teoremas, en los cuales se utiliza el teorema 6.

TEOREMA 15: En el conjunto de nimeros enteros se tiene que B, = B_, Ba = Bad»

,Bi = IBai y ,8+ = ﬁod-
Demostracion:

Recordando las definiciones de estas bases:
By = {Bpm:n,m € Z} donde B,,,, = {k € Z:n < k < m}
B_ ={C4e:d,e € Z}donde Cy, = {k €Z:d < k < e}
e Si W € B, entonces W = B,,,, para algun n,m € Z, pero B,,, = C4., Ya que

P € Byn, Si Yy sOlo si n<p<m . lLuego n—1<p<m-—1, y notando
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n—1=dym—-1=esetiene qued<p<e, para algun d,e € Z. Asi p € Cge.
y Cqe € B—, luego W € B_. Por consiguiente S, c f_.

e Si Vep_ entonces V =C,, para algin d,e € Z, pero Cy. = Bpy, Ya que
PE Cgo,Siysblosi d<p<e,luegod+1<p<e+1,ynotando d+1=
nye+1=mse tiene que n <p <m, para algin nme Z. Asi p€ By, Y

B,m € B4, asiV ep,, luego f_cp,.

De manera analoga se demuestra que S; = B,4, teniendo en cuenta el extremo a
derecha, igualmente para f; = B, pero teniendo en cuenta el extremo a izquierda;
y de la misma manera se prueba que S, = B,q; luego como estas bases son

iguales entonces por el Teorema 6 las topologias respectivamente son iguales.

También se tiene que 7, = D, pero para mostrar esto utilizaremos el Teorema 4,
puesto que las dos bases de estas topologias no son iguales pero si equivalentes,
generando la misma topologia. Es de notar que se tiene 7, D por el Teorema 9,

por ello s6lo se mostrara el siguiente teorema.
TEOREMA 16: En el conjunto de niUmeros enteros se tiene que D c t,.
Demostracion:

Para todo V € By, como V = {a}para algina € Z, y para todo x €V, existe

V =[a,a+1)€p,, tal que

e xEV yaquex€V,entoncesx =a,luegoa<x <a+ 1.
e V cV,porquesi z€ V,entonces a <z < a+ 1, por definicion de S,, de
lo cual se deduce que z = a, debido a que el Unico entero entre ay a+ 1

esa, luegozeV.

De esta manera se muestra que © < 7., con lo cual se tiene que 7, = D.
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Asi por transitividad de las igualdades anteriores se tiene que D =1, =1_ =
T,q4 = To, teniendo en cuenta que 1,4 = 7, por el Teorema 8 presentado en el

marco teorico.

En cuanto a lo no comparabilidad de las topologias en el conjunto de nimeros
enteros, solo se tiene que t, = 7; ho es comparable con 1,5 = 74, SU prueba no
se presentara puesto que es igual a la realizada en el conjunto de los numeros
reales, ya que utiliza la no existencia de minimo y maximo lo cual es caracteristico

de los niumeros enteros.

Asi teniendo en cuenta esto, a continuacién se muestra el diagrama que evidencia

las relaciones de comparabilidad entre las topologias tratadas en el conjunto de
los numeros enteros.

N
N

Diagrama 3: Topologias asociadas al orden en el conjunto de los niUmeros enteros.

1.5 R? CON EL ORDEN LEXICOGRAFICO

El conjunto R? con el orden lexicografico cumple las condiciones presentadas al
inicio del capitulo, de ser totalmente ordenado sin elemento minimo ni maximo,
luego todas las topologias descritas para el conjunto X se pueden reconocer en
éste conjunto, asi mismo todas las contenencias, contenencias estrictas y no

comparabilidad de las topologias mostradas en los nimeros reales se pueden
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realizar de manera similar en R? con el orden lexicogréafico, puesto que en las
demostraciones se utiliza la no existencia de minimo y maximo y la densidad de
los numeros reales, lo cual es valido en este conjunto. Luego el diagrama de
comparabilidad entre topologias es igual al presentado en el conjunto de los

nameros reales, veamos:

Diagrama 4: Topologias asociadas al orden en el conjunto del plano con el orden
lexicogréfico.

En consecuencia lo relevante en éste conjunto es evidenciar la forma de los
abiertos béasicos de las topologias, para ello mostraremos la definicion de las
bases que se han trabajado, pero teniendo encuenta este nuevo orden, asi
asumiendo que 4,B € R?siendo A = (a,b) yB = (c,d) cona,b,c,d € R, entonces
A>Bsiysolosi a>c V(a=c A b=d)también se define A > B como A>B A
A+B,oloqueesiguala((a>c)Via=c Ab=d)A(a+#cVb+d) de donde
se presentan los siguientes casos:

)] Sia#csetienequea>c V(a=cAb=>=d), peroesto (a=cAb=d)
es falso debido al caso que se esta abordando, entonces se tiene que
a>c,porende a>cV(a=cAb>d)

ii) Si b+d se tiene que a>c V(a=cAb>d), lo cual se tiene por el

caso que se esta abordando.

Por ende en cualqueira de los dos casos se tiene que: A > B significa quea > c Vv
(a=cAb>d).
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Asumiendo la anterior notacion, en la tabla 1 se encuentra la definicion de cada

base junto con una ilustracién de un abierto basico.

B4 = {[4,—): A € R?} 0 equivalentemente
Ba = {B@p) *ab€R} donde Bgp =
{((x,y) ER?:x>a Vv(x=a Ay =b)}
N

A\

Baa = {(4,-):A € R?} 0 equivalentemente
Ba ={Bwp) :a b€ R}donde By =
{(x,y) e R*:x>a V(x=a Ay >b)}

X

N\

pi = {(<,A]: A € R?} o equivalentemente

)Bi = {B(a,b) ta,b€e R} donde B(a,b) =

{(x,y) E R*:a>x V(x=a Ab=y)}

\\\

Bai = {(<,4): A € R?} o equivalentemente
Bai = {Bap) :a,b €R} donde By =

{(x,y) E R®:a>x V(x=a Ab >y)}

A
1
A

N\

!

B+ = {[4,B): A,B € R?} o equivalentemente B, ={C,5 : A,B € R*} donde

Cap={(x,y) e R*: [x>aVx=aAy=b)]Afc>xVx=cAd>y)]}
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Si a=c

B-={(A,B]:: A B € R*} oequivalentemente B_={C,p : A B € R?} donde
Cap={(x,y) e R®: [x>aV(x=aAy>b)]Alc>xVx=cAd=y)]}
\\d\

e
i i

=]

<

Si a=c

= , ‘A, D E 0 equivalentemente = ‘A D E onae
oa = {(A,B):A,B € R? quivalent t va = {Cap : A,B €R?} dond

Cap={(x,y) e R*: [x>aVx=aAy>b)]Alc>xVx=cAd>y)]}
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| I— IB

by A
a

Si a=c

Tabla 1. Abiertos basicos del plano con el orden lexicogréfico.

Las anteriores ilustraciones muestran los abiertos basicos de siete topologias, es
de notar que no se realizaron los abiertos basicos de la topologia del orden puesto
que en ellos se incluyen los mostrados en las colecciones a4, Bai Y Boa- ASi
mismo en la topologia discreta los abiertos basicos son los unitarios, es decir
cada punto del plano por ello no se ilustraron, de igual forma en la topologia

grosera sélo se encuentra el plano y el vacio.

En conclusion, en este capitulo se establecieron 10 topologias asociadas al orden
en un conjunto X totalmente ordenado sin elemento minimo ni maximo, donde
siempre se tiene que 1, = 7,4, ademas se nota la incidencia de la densidad de los
nimeros reales puesto que por dicha propiedad en los conjuntos de R y R? se da
la no comparabilidad entre 74,1, y 7;, ademas entre 7_ yt, ; mientras que la no
comparabilidad entre 7, y 7,4 dependen de la no existencia de minimo y maximo

por ello dicha caracteristica se mantiene en el conjunto de los nimeros enteros.

Asi mismo las contenencias estrictas dependen de que el conjunto sea denso o
no, por ello en algunos casos se da la igualdad como en el conjunto de los
nameros enteros el cual no es denso, lo cual se nota en el diagrama puesto que
resultan menos topologias asociadas al orden, debido a las igualdades

presentadas.
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CAPITULO DOS: Conjuntos totalmente ordenados con elemento minimo o

elemento minimo y méximo.

En este capitulo se abordaran conjuntos que son totalmente ordenados pero que
poseen elemento minimo, o elemento minimo y maximo, buscando evidenciar en
que se diferencian las topologias tratadas en el capitulo uno, para ello se trabajara

con el conjunto de los numeros naturales y con un conjunto finito.

En primer lugar se mostrara cuales de las anteriores colecciones son bases para
una topologia en cada uno de los conjuntos, luego se evidenciaran las relaciones
de comparabilidad entre las topologias asociadas y por ultimo se mostrara el

respectivo diagrama de Hasse.

2.1 CONJUNTO DE NUMEROS NATURALES CON EL ORDEN USUAL

Este conjunto es totalmente ordenado, posee como elemento minimo el cero y no
tiene elemento méximo, debido a ello no cumple con todas las condiciones
mencionadas en el capitulo uno y se hace necesario mostrar que cada una de las
colecciones son bases, especialmente en aquellas donde se utiliz6 la no
existencia de minimo; en éste conjunto las colecciones que son base para una
topologia son B, f; Bai B+ Y Bo; €S de mencionar que aquellas colecciones que
resulten no ser bases porque falla en la condiciéon uno del teorema 2 se arreglaran
como se enuncia en el teorema 3, aunque esta no es la Unica forma de arreglar
una base, pero sera la que se empleara en este trabajo, asi las colecciones que

no son base para una topologia pero se pueden arreglar son f,4 - Y Boa -
Recordando como definiciones de bases las siguientes:

e B;={[n—-):neN} o equivalentemente pB,; = {B,:n € N} donde B, ={k €
N:k > n}

e Bi={(<,n]:neN} o equivalentemente pB; ={B,:n € N} donde B, ={k €
N:k <n}
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o Bu ={(<,x):x €N} o equivalentemente S, = {B,:x € N} donde B, ={k €

N: k < x}. Teniendo en cuenta que («,0) = @.

Las demostraciones de que estas colecciones son bases para una topologia son
idénticas a las presentadas en el capitulo uno para el conjunto X, puesto que el
conjunto de los numeros naturales es un conjunto totalmente ordenado y aunque
exista elemento minino, éstas bases no requieren dicha caracteristica. Asi mismo
ocurre con S, pero esta se enunciard puesto que en la primera condicién tiene un

detalle a resaltar, veamos:

By = {[n,m):n,meN} o equivalentemente 8, = {B,n,:n,m € N} donde B, =

{k € X:n < k < m}. Nota: Sin = m entonces B,,,, = @
Se verificara la primera condicion de base: U, men Bum = N

Si ke N, existe me Ntalque k <kym >k, laexistencia de m es debido a que
N no tiene elemento maximo y por la propiedad reflexiva teniendo en cuenta que
k puede ser igual a cero, luego k < k <m, asi k € By, , por definicion de By,,, de
donde k € U, men Bum-

Si k € Upmen Bum, €ntonces existe nnm Ny k € B,,, entonces por definicion de

Bym, k €N.

La demostracion de la segunda condicién de base es analoga a la presentada en

el capitulo uno en el conjunto X, por ello no se mostrara.
En cuanto a la coleccion p_ definida como: B_ = {(n,m]:n,m € N}o
equivalentemente B_ = {B,,:n,m € N} donde B,,, = {k € N:n < k < mj}.

Esta colecciébn no es una base para una topologia como se dijo anteriormente,

debido a que la union de todos sus elementos no da el conjunto N, veamos:
Unmen Bnm =N — {0}.
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Primero se va probar que si k € Uy men Baum, €ntonces k € N — {0}, pero ello es lo

mismo que si k € N — {0}, entonces se debe demostrar que k & U, men Bum-

Luego si k € N — {0} significa que k€ NV k =0, pero si k ¢ N implica que k ¢

Bym paratodon,m € N , luego k & U, men Bum-

Si k=0 y se supone que k € B,,, para algin n,m € N, luego 0 € B,,, asi se
tiene que n < 0 < m, lo cual es contradictorio, puesto que cero no es mayor que

ningun natural por ende 0 & By, luego 0 € U, men Bum-
Con ello se comprob6 que Uy men Bnm € N —{0}.

Ahora se va a probar que N —{0} S U, menBum, Si Kk €N Ak # 0, entonces
k >0y existe m € N, tal que k <m, ya que los naturales no tienen elemento
maximo, de donde k € By,;, € Upmen Bam » POr ende k € Uy, men Bum » CON 10 cual

queda demostrada la igualdad.

Aunque B_ no cumple la primera condicion de base si satisface la segunda
condicion, lo cual permite que esta se pueda arreglar, pero la prueba de ello no se
realizara porque es analoga a la mostrada en el conjunto X. Luego por el teorema

3 notaremos B = B_ U {N}, la cual es una base para una topologia sobre N.

Lo mismo ocurre con B4 ¥ Boa, PUesto que fallan en la primera condicion para ser
base, por ende la demostracion es similar a la de S_. De igual forma por el

teorema 3 se arreglan notandolas asi: 3" = Bag U N} Y Bod” = Bog U {N}.

En cuanto a la base B, definida asi: B, = Byq U Lai U Boaq, teniendo B,y =
{fkeN:a<k},Byu={k€eN:k<b}, Boua=1{k€eN:c<k<d} donde a,b,cd €

N, ademas asumiendo que si ¢ > d entonces f,; = 9.

La demostracion de que esta coleccion es base es similar a la mostrada en el

conjunto X, aunque es de resaltar que la primera condicion de base se cumple
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debido a que la uniébn de algunos de sus elementos da todo N,veamos:
Upen Bp = N.

Si k€N, existe k < b, ya que N no tiene maximo, luego k € B,c B.<B, , de
donde k € Upen Bp-
Sik € Upey By, entonces existe hbe Ny k € B, luego k €N. Con ello queda

probado.

Enseguida de evidenciar que colecciones son bases para una topologia sobre el
conjunto de los numeros naturales, se procederd a mostrar las relaciones que se
presentan entre estas topologias, teniendo en cuenta la siguiente notacion: la
topologia 7, es generada por la base S, la T, por la B4, l1a t; por la B;, la 7,4; por

la B4, la T, porlap,,lat: porla gz, lazt, porla g, lat,; porla S,

En el siguiente teorema se va mostrar que bases en este conjunto son iguales y

por ende sus respectivas topologias asociadas.

TEOREMA 17: En el conjunto de los nimeros naturales son iguales las siguientes
bases: B4 = Baa, Bi = Bai» BX = P4, Y POr tanto las topologias generadas por

éstas.
Demostracion:
Se mostrara en primer lugar que By = Bag-

Recordemos las definiciones de estas bases:
Bq = {By,:m € N} donde B,,, = {k € N: k > m}
Bad = Baa U {N} = {C,:n € N} U{N},donde C, ={k € N: k > n}

e SiWep,;, entonces W = B, para algin m € N, luego se puede dar que

m#006m=0.
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Sim # 0, entonces B,, =C,,yaquep € B, siysolosip>m,luego p>m—1,
y notando m—1=mn, para algin n€ N, asi p € C,, como C, € 5,4, entonces
W € Bag.

Sim =0, entonces B, =N, ya que p € B, siy sblo si p >0 luego p € Ny como

N € B4, entonces W € B,4.ASi Bq < Baa-
e SiVEpP, , entoncesV =C,paraalginn e N6V = N.

Si V=¢(C,, entonces C, =B,, yaque peC,siysolosip>n,luegop=>n+1y

notandon + 1 =m, asi p = m, para algin m € N. Asi p € B,,, entonces V € j,.

Si V=N, entoncesN =B,,ya quep €N, siy solo si p=0, y notando m =0,

luegop = m asi p € By,, como B, € B4, entonces V € f,, luego Buq < Pa-
Porende 74, =1,.

En cuanto a la demostracién de que B; = B,;, esta es similar a la realizada en el

conjunto de nimeros enteros, por ello no se realizara.

Ahora se mostrara que > = f,,, puesto que tiene algunos detalles significativos
veamos:
B: = {Bym:n,m € N}U{N}donde B,,, = {k € Z:n < k < m}
Boq = {C4qe:d,e e N}U{N} donde Cy4, = k€ Z:d <k <e}

e Si W €p teniendo en cuenta que W +@ y W # N puesto que estos
casos son triviales, entoncesW =B,,, para alginn,m €N, mas
especificamente B,,,, = C4., Si Yy sOlo si p € B,,,, luego n<p <m. Asi
n<p<m-1ysi n=dym—1=e por ende d <p <e, para algin
d,e € N. Asi p € C4e, Yy cOMO Cy, € B4, luego W € B;,. En consecuencia,
BZ = Boa-

e Si We B,; teniendo en cuenta que W =@ y W # N puesto que estos

casos son triviales, entonces W = (4, para algund,e € N, pero Cy4, =
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Bum, Si 'y s6lo sip € Cy,, luego d<p<e .Asid<p<e+1,y notando
d=nye+1=mse tiene que n<p<m, para algin n,m € N. Asi

p € By, Yy COMO B, € BX, luego W € B . Por ende , B,,< B-.
Luego como las bases son iguales por el teorema 6 se tiene que 12 = T, .

También se da que t, = D = 1, pero para mostrar esto se utilizara el teorema 4,
puesto que las bases de estas topologias no son iguales pero si equivalentes,
generando la misma topologia. Es de notar que 7, c Dy 1, <D por el teorema 9,

por ello solo se mostrara las contenencias contrarias.

TEOREMA 18: En el conjunto de los nUmeros naturales se tiene que Dc 1,y

Dcr,
Demostracion:
En primer lugar se mostrara que D c 7.,

Para todo V € By, como V ={a}para algina € N, y para todo x € V, existe

V =[a,a+1)€p,, tal que

e x€V vya que x€V, entonces x =a, luego a<x<a+1, asi queda
mostrado.

e V cV,porquesi z€ V,entonces a <z < a+ 1, por definicion de S,, de
lo cual se deduce que z = a, ya que z,a € N, luego z € V, de esta manera

se muestra que D < 7, con lo cual se tiene que 7, = D.
Ahora se vera que D c 7,,.

Para todo V € B5, como V = {a} para algina € N, se puede dar que a#0 6

a=0.

Si a+0, yparatodox €V, existe V' = (a—1,a+ 1) € 3,, tal que
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e x€V yaque x €V, entonces x =a, luego a—1< x <a+ 1, asi queda
mostrado.
e V cV, porquesi z€ V', entonces a—1< z < a+ 1, por definicion de S,,

de lo cual se deduce que z = a,yaque z,a € N, luego z € V.
Si a =0, es decirque V = {0} y paratodo x € V, existe V' = («,1) € f3,, tal que:

e x €V yaquex €V, entonces x = 0, luego x < 1, asi queda mostrado.
e V cV,porque si z€ V', entonces z < 1, por definicién de S,, de lo cual

se deduceque z=0,yaquez€ Nluegoz €V

De esta manera se muestra que D < 7, con lo cual se tiene que 7, = D. Asi por

transitividad se tiene que ® =1, =1,

En cuanto a las contenencias entre las topologias se asume que la topologia
grosera es la mas pequefa de todas y la topologia discreta es la mas grande, lo
cual se justifica por el teorema 9, a continuacién se mostraran otras contenencias

posibles entre las topologias trabajadas, veamos:
TEOREMA 19: En el conjunto de los numeros naturales se tiene que t,; S 7,,4-
Demostracion:

SeaVe Bi;yV=+#Nluego V=(n-), para algin n€ N, y para todo x € V,
existe V' = (n,m) € B, para algin m,n € N, conn < m, se cumple que:

e x €V, yaque x > n, por definicion de f;, pero ademas como N no tiene
elemento maximo existe m € N, tal que x < m, luego n <x <m, asi
x€eV.

e V CV,porque si y€ V,entonces n <y < m, por definicion de f;,luego
n <y,asiy €V, de esta manera se muestra que t,; S 7,4

Como se tiene por el teorema 9 que 7,4, € D entonces 7,4, S 17, =D =1,
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En cuanto a las contenencias estrictas estas se muestran evidenciando que existe

un elemento que esta en una de las topologias pero no se encuentra en la otra,

veamos:

T4 € T4, Ya que [a,»)ETgcONn a # 0,y [a,—) €14, puesto que [a,—) # X, y
[a,—) # @. Andlogamente se muestra que t,; € T,.

Toa" € Tqaq”» SUpONngamos que (a,b) = U, (ay —), sabiendo que a,b,a; €N,
para todo A € L, luego si ¢ € U ¢ (ay,—), entonces ¢ € (a;,—) para algun A€ L,
ademas (a;, —)c U e (ay, =) = (a,b), asi ¢ > a,, pero también se tiene que
a < c<b, ycomo los naturales no tienen elemento maximo existe n € N, tal
que b <n, porende sepuededarquea<a; <c<bhb<nod aq;<a <c<b<

np,asin € (a;—), peron & (a,b). Lo cual contradice que (a;,—)c(a, b)

Toa" € T;, supongamos que (a,b) = U,e.(<, b, ], sabiendo que a,b,a; €N
para todo A€ L, luego si ¢ € Uy, (<, b,], entonces c € (<, b,]< (a,b) para
algin 1€, asi ¢ <b,, ademdsa <c <b, y como los nimeros naturales
tienen elemento minimo que es el cero se puede darque, 0 <a<c<b < b,

0 0<a<c<b, <basi0e€ (b, pero0 ¢ (a,b).

D &£ t_%, supongamos que {0} = U, (ayb,], con 0,a,b, €N, para todo A€ L,
0 € Uzer(ayb,], entonces 0 € (a,b,]c{0}, pero esto es contradictorio ya que
a;, <0<b,, no puede pasar puesto que elemento minimo es el 0, asi se
muestra que no es cierto (a,b;]c{0}. De esta manera se evidencia que
{0} € D, no se puede obtener como union de elementos de la base de la

topologia 7_".

Asi se comprobaron las contenencias estrictas que se tienen en las topologias

tratadas para los numeros naturales, por ultimo falta comprobar la no

comparabilidad entre topologias:
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e T, N0oes comparable con 7,,"

Tai € Taq®y SUpOngamos que (<, b) = Uye.(a),—) conb,a;, € N para todo

A€L. Si c€Ugla,—)para algin A €L, entonces c € (a;, »)c («,b),

luego a, < c, ademas ¢ < b, como los naturales no tienen elemento maximo

existe n€N, tal que a;, <c<b <n, asi n€ (a;,—), pero n & («,b). Lo

cual contradice (a,, —»)c (<, b).

- Taq" € T4, SUpongamos que (a,—) = U, (<, by)cona,b,,€ N para todo

A€L. Si c€Ue(<,by), entonces c € («,b)c(a,—)para algini €L,

luego ¢ < b;, ademas a < ¢ y como los nimeros naturales tienen elemento

minimo existe cero, tal que 0 < a <c < b,, asi 0 € («,b,), pero 0 & (a,—).

Lo cual contradice que (<, b;)c (a,—)

e T; N0 es comparable con T

T; € tX, supongamos que («,0] = Ujer(ay, by] cona,, b, € N para todo
A€ L. Si0€ U (ay, by] para algun A € L, entonces 0 € (ay, by ]<(« ,0],
luego a, < 0 < b,, pero esto es contradictorio puesto que cero es el
elemento minimo de los nimeros naturales, por ende no existe a;
menor que cero. Lo cual contradice (a,, b; |<=(< ,0].

2 & 1;, supongamos que (a,b] = Uje (<, b;]cona,b, b, € N para todo
A€L. Si b€ Uye,(e,by], entonces b € («,b;]c (a,b] para alguni € L,
luego b < b;, como los nimeros naturales tienen elemento minimo
existe cero, tal que 0 <a<b <b,, asi 0 € («,by], pero 0 ¢ (a,b]. Lo

cual contradice que (<, b,]lc (a, b].

De todas las relaciones de comparabilidad tratadas entre las topologias en el

conjunto de numeros naturales, se puede evidenciar el siguiente diagrama:
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Ti = Tai Ta = Tad

Diagrama 5: Topologias asociadas al orden en el conjunto de los nUmeros naturales.

2.2 CONJUNTO FINITO CON EL ORDEN HEREDADO COMO SUBCONJUNTO
DE LOS NUMEROS NATURALES

Todo conjunto finito es equipotente con el conjunto n ={0,1,2,..,n—1}cN, y
asumiendo el orden heredado como subconjunto de los naturales el cual es un
orden total, teniendo como elemento minimo al cero y elemento maximo a n — 1.

Es de notar que se va trabajar n con n > 3,ademas se adoptara 0 = 9.

Debido a ello este conjunto no cumple con todas las condiciones mencionadas en
el capitulo uno y se hace necesario mostrar que cada una de las colecciones
tratadas son bases para una topologia, especialmente en aquellas donde se

utilizé la no existencia de minimo y maximo.

Las colecciones S, B; v B, son bases para este conjunto sus demostraciones no
se realizaran puesto que son similares a las presentadas en el conjunto X, ya que

éstas no necesitan de la existencia de elemento minimo ni maximo.

Es de mencionar que aquellas colecciones que resulten no ser bases porque fallan
en la condicion uno del teorema 2 se arreglaran como se realizo en el conjunto de

numeros naturales, en este caso son a4 - L+ Lod, Bai-
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Asi solo se demostrara la primera condicién de base de la coleccion B, puesto que

ésta tiene algunos detalles a resaltar. Veamos:

Recordando que Bo = Baa U Bai U Poa , teniendo By = {B,:a € n} siendo
B, ={k € nia < k}, By = {By:b € n} siendo By, ={k € n:k < b}, Boq = {Bcq:c,d € n}

siendo B.; ={k € nic < k < d}. Nota: Si ¢ > d entonces B.; = 0.
Asi se verificara que Ugen By U Upen By = 1.

Si k € n se pueden dar uno los siguientes casos: 0<k 6 k<n-—1,luego si
0 <k, entonces k € By, y como By < Ugen B, POr ende k € Ugen By U Upen Bp; Y S
k<n-1 se da que k€ B,_;, ademas B, ;< Upe,Bp, €N consecuencia k €

UaegBa U Ubeng-
Si k € UaenBa U Upen Bp, €NtONCes por definicion de estas colecciones k € n.

En cuanto a las colecciones £,, Yy -, estas no son base para el conjunto n, puesto
que la unién de sus elementos dan n — {0}, de igual forma tampoco son base B;
y B, porque la unién sus elementos dan n—{n — 1}, pero aun asi se pueden

arreglar, las demostraciones de ello no se realizardn puesto que son similares a

las presentadas en el conjunto de nimeros naturales.

Asi mismo la coleccion f,; no es base puesto que UpmenBpm =n—{0,n—1}y

su prueba se muestra a continuacion:

En primer lugar veremos que si k € Upmen Bpm, €Ntonces k € n — {0,n — 1}, pero
ello es lo mismo que si k&n—{0,n—1}, entonces se debe demostrar que

k & Upmen Bym-

Luego sik € n—{0,n—1} significaque k ¢nv(k=n—1vk=0),perosikén

implica que k € B, paratodop,m € n , luego k & Upmen Bpm-
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Si k=n-—1 y se supone que k € By, para algin p,m € n, luegon—1€ By,
asi se tiene que p <n—1 <m, lo cual es contradictorio, puesto que n —1 es el

maximo por ende n — 1 & By, luego n — 1 & Uy men Bym

Sik =0 ysesupone que k € By, para algin p,m € n, luego 0 € B, asi se tiene
que p < 0 < m, lo cual es contradictorio, puesto que cero es el elemento minimo,

por ende 0 & By, luego 0 € Uy, men Bym-
Con ello probamos que Uy men By & n—{0,n — 1}.

Ahora vamos a verificar que n—{0,n—1} < UpmenBpm, STKkE n A(k #n—1A
k #0), entonces 0 <k <n-—1, de donde k € By,_1 < UpmenBpym , POr ende

k € Upmen Bpm con lo cual queda demostrada la igualdad.

En cuanto a la segunda condicion de base ésta coleccion la cumple y su

demostracion es similar a la mostrada en el conjunto X.

Luego utilizando el teorema 3 se arreglaran las anteriores bases notandolas asi

Bia = Boa U {n}, la cual si es base para el conjunto n.

Luego de evidenciar qué colecciones son bases para una topologia sobre el
conjunto finito n, se procedera a mostrar que relaciones se presentan entre estas,
teniendo en cuenta la siguiente notacion: la topologia t,; es generada por la base
Ba, la Ty porla B4, 1a T; porla B, la T, porla g, la ti porla g3, la = porla gz, la

7, por la B,, la t,,4 porla S,

A continuacion en el teorema 20 se va evidenciar qué topologias en este conjunto
son iguales, puesto que sus bases son equivalentes, justificando esto a partir del

teorema 4.

TEOREMA 20: En el conjunto finito n son iguales las siguientes topologias:

— * — * —
T =T Ti =Tgi YD =17,
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Demostracion:
- Se mostrara en primer lugar que t; = 7,4

Para todo V € ;, como V =[a,—)para algina € n, se puede dar que a =

06a=+#0.

Si a+ 0 yparatodox €V, existe V = (a —1,-) € B4, tal que
e x€V porque x€V, entonces a<x, luego a-—1<xasi queda
demostrado.
e V cV,porquesi z€ V, entonces a— 1< z por definicion de B;,, de lo
cual se deduce que a < z, luego z € V.
Si a=0, es decir que V=[0,-) =n y para todo x €V, existe V' =n € S;,,

cumpliéndose que x e V' yV c V.
De esta manera se muestra que T, C T...

Ahora para todo V € f;,;, como se puede dar que V = (a,—)para alguna €

novV=n.

Si V=(a,»)luegpoa=n—-16a+n-1
Si a#n—1yparatodo x € V, existe V' = [a + 1,-) € B4, tal que
e x€V porque x €V, entonces a<wx, luego a+1<xasi queda
demostrado.
e V cV,porquesi z€ V,entonces a+ 1 < z por definicion de B, de
lo cual se deduce que a < z, luego z € V.
Sia=n—-1, entonces V = @, lo cual es trivial.
Si V= nyparatodo x € V, existe V' = [0,-) =n € B,, cumpliéndose que x € V'

yv cv.

De esta manera se muestra que 7,4 < 74
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Asi mismo se muestra que t; = 74, donde la prueba es analoga a la anterior
teniendo en cuenta que ahora los casos se pueden presentar si la cola cerrada

incluye o no al maximo.

Ahora se va mostrar que © = 7,, €s de notar que 7, <D por el teorema 9, por ello

solo se mostrara la contenencia contraria.

Para todo V € By, como V = {a} para algina € n, se puede dar que (a # 0Aa #

n—1)0a=00a=n-1.

Si a0 Aa#n—1,yx€V,luego x =a asi existe V = (a—1,a+1) € B,, tal
que:

e x €V porque a—1<x <a-+1,asi queda demostrado.

e V cV, porquesi z€ V', entonces a—1< z < a+ 1, por definicion de £,,

de lo cual se deduce que z = a, yaque z,a € n,luego z € V.

Si a=0, es decirque V={0}y x €V, luego x =0, asi existe V' = («,1) € 3,,

tal que:

e x €V porque x < 1, asi queda demostrado.
e V SV, porque si z€ V', entonces z < 1, por definicién de S,, de lo cual

se deduce que z=0,yaquez €nluegoz € V.

Sia=n-1,esdecirque V={n—1}y x €V, luego x =n—1, asi existe V' =

(n—2,-) € p,, tal que:

e x €V porque x > n — 2, asi queda demostrado.
e V CV, porque si z€ V', entonces z > n — 2, por definicion de B,, de lo

cual sededucequez=n—1,yaquezenluegozeV.
De esta manera se muestra que D < t,, con lo cual se tiene que 7, = D.

A continuacion se mostraran otras contenencias posibles entre las topologias

trabajadas en este conjunto, utilizando de igual manera el teorema 4, veamos:
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TEOREMA 21: En el conjunto finito n se tiene que 7., S 12, Toq € T, Taq © T2,

* *
Ty & Th.

Demostracion:

- En primer lugar se va a demostrar que t,; S t=.
Para todo V € S,;y suponiendo que V #@yV #n pues estos casos son
triviales, luego V = (p,m), para algin p,m € n y para todo x € V, existe V =
(p,m — 1] € BX, conp < m, se cumple que:
e x€V,yaquep<x<m, por definicion de B;,, luego p <x <m-—1, asi
gueda demostrado.
e V' CV, porque si y€ V, entonces p<y<m-—1, por definicion de

* luegop <y <m,asiy €V, de esta manera se muestra que t,; S t-.

La prueba de que t,; S 7}, N0 Se mostrard puesto que es anéaloga a la anterior,
teniendo en cuenta que existe V =[p+1,m)€ B; el cual cumple las
condiciones.
- Ahora se mostrard que 1, S 1.
Sea V€ f,;Y suponiendo que V #@yV #n pues estos casos son triviales,
luego V = (m,—), para algin m € n y para todo x €V, existe V' = (m,n—1] €
Bz, conm < n—1, se cumple que:
e x €V, yaquem < x, por definicion de B;,, luego como existe n — 1 que es
el elemento maximo tenemos que m < x < n — 1, asi queda demostrado.
e V CV, porque si y€ V', entonces m<y<n-—1, por definicion de

B luegom <y, asiy €V, de esta manera se muestra que t,; S 7-.

Finalmente se tiene que t,; S 7}, pero dicha prueba no se verificara porque es
similar a la anterior, teniendo en cuenta que si V = («,m), existe V' = [0,m) €

B, el cual cumple con lo pedido.
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Para justificar las contenencias estrictas se mostrara que existe un elemento que

esta en una de las topologias pero no se encuentra en la otra, veamos:

e 14 €14, ya que si escogemos a # 0y a #n— 1, se tiene que [a,—) € T4 pero
[a,—) & 74, puesto que [a,—) # ny [a,—) # @. Analogamente se muestra que
T, €15y T, & Tg.

e T, & 1,5 supongamos que [0,b) = U,.(a;b;), con 0 < b sabiendo que
b,a; b, € n para todo A€ L, luego 0 € U,.(a;,b;), entonces 0 € (ay, b;) para
algin 1 € L asia; < 0 < b, pero esto es falso puesto que cero es el minimo del

conjunto, lo cual contradice que [0,b) = U e.(ay, by).

De la misma manera se muestra que t* £ 1,4, pero teniendo en cuenta que la

contradiccion es con (a,n — 1] € 72 , ademas de usar el elemento maximo.

e 12 & 1, teniendo en cuenta que |n| =3 supongamos que (a,b] =
User(az =), siendo b#n—1y con a,b,a, € n para todo 1€L, luego
b € U,e.(ay;,—), entonces b € (a;,—»)c(a, b] para algin 1 € L asi se puede dar
que a;<a<b 06 a<a;<b,perocomo existen—1 que es el maximo se
tiene que a;<a<b<n—-1 06 a<a;<b<n-—1, luego en cualquier caso

n—1€ (a,—-), peron—1 & (a,b]. Lo cual contradice que (a,;, —»)c=(a, b].

Asi mismo se verifica que t; & t,;, pero teniendo en cuenta que la contradiccion

es con [a, b) siendo a # 0, puesto que éste pertenece a 7; y no estden 17;.

e DEZ 1, supongamos que {0} = U,e.(a,b,], con 0,a,b, € n para todo A€ L,
0 € User(ayb,], entonces 0 € (a,b,]c{0} para algun A € L, luego a; <0 < b,
pero esto no puede pasar puesto que el elemento minimo es el 0, asi se

muestra que no es cierto que (a,b,;]={0}.

Anélogamente se demuestra que D £ t}, utilizando el elemento maximo puesto

gue ahi esta la contradiccion.
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Asi se logro evidenciar las contenencias estrictas que se tienen en las topologias
tratadas para el conjunto finito n, por ultimo falta verificar la no comparabilidad

entre topologias:

e 7, NO es comparable cont},.
T,; € T,4, SUpongamos que («,b) = U,¢.(a;,—)conb,a,, € n para
todo A € L, si ¢ € U,¢.(a,,~) para algun A € L, entonces c € (a,, =)< («
,b), luego a, < ¢, ademés ¢ < b, como el conjunto finito tienen elemento
maximo existe n—1€n,talque g, <c<b<n-1,asin—1€ (a,,-),

peron — 1 & («,b). Lo cual contradice (a;, =)< (<, b).

De la misma manera se tiene que 1,, &€ 7, utilizando para la contradiccion
que (a,—) € 1,5, Y NO esta en t,; ademas que el conjunto finito tiene como

elemento minimo al cero.

e 77, NO es comparable con t,,.
T, € 154, supongamos que («,n—1) = U, (ay,b,)conb,a,, b, € n
para todor €L, si 0€ U,g.(ay, b)) para algin A €L, entonces 0 €
(a;, b)) c (<,n—1), luego a; <0< b,, pero esto es falso, lo cual
contradice (a;, by)c (,n—1).

- 1,4 € T, supongamos que (a,b) = Uye (<, b)siendo ayb no
consecutivoscona, b, b,,€ n para todoi €L, si ¢ € Ujer(<, by),
entonces c € («,b,)c(a,b) para alguini €L, luego c < b,, ademas
a <c<by como el conjunto finito tienen elemento minimo al cero, se
puededarque 0 <a<c<b, <b60<a<c<b<bh, asien cualquier

caso 0 € («,b;), pero0 & (a,b). Lo cual contradice que (<, b,)c (a,b).
e 17,, N0 escomparable con t,,.

Para mostrar que t,; € 7,4, la prueba es similar a la de t,; € 7,

teniendo en cuenta que se utiliza la existencia del elemento maximo.
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- 1,4 & 1,4, SUpongamos que (0,-) = U,e(ay, by)cona,a,, b, € n para
todor € L. Sin—1€ U,¢.(ay b)), entonces n—1 € (a,, b,)c (0,—) para
algun 1 € L, luego a, <n —1 < b,, pero esto es falso .Lo cual contradice

que (a;, b,)< (0,-).

e 7 noes comparable con t}.

- 12 & 1}, supongamos que (a,n-—1]= U,e.la,b,)cona,a,,b, € n para
todor€el, si n—1€U)la,b,)para algin Lr€eL, entonces n—1E€
[a;, b)< (a,n — 1], luego a, <n —1 < b,, pero esto es falso, lo cual contradice
[a;, b)<c (a,n —1].

De la misma manera se muestra que ti € tX, teniendo en cuenta que la

contradiccion es con [0,b)E T; y no estaen t’.

e T} NOes comparable con t,,.

- 17 € 1,4, supongamos que [0,b) = U;¢.(ay,—~)conb,a, € n para
todoA €L, si 0€ Uye(ay,—) para algan A €L, entonces 0 € (a,, =
)c[a,n—1), luego a, <0, lo cual es falso, por tanto contradice que
(@, »)clan—-1).

- T, € ti, supongamos que (0,—)= Uye.la;, b)) cona,, by, € n para
todoA €L, si n—1€ Uje.lay, b)), entonces n—1 € [ay, b)) (0,-) para
algun A € L, luego a;, < n—1 < by, pero esto es falso. Lo cual contradice

que [a;, b,)<= (0,-) .

e 72 no es comparable con t,;.
- 12 & 1;, supongamos que (a,n—1] = Uye (<, b;)cona, b, € n para
todoA €L, sin—1€ U, (<, b)) para algun A € L, entonces n — 1 € («
,b,)c (a,n — 1], luego n — 1 < b,, pero esto es falso, lo cual contradice

que (<, by)c (a,n—1].
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De la misma manera que se mostré que t;; € t; se verifica que 1, € 17,
teniendo en cuenta que la cola abierta a izquierda se toma con el maximo y la

contradicciéon se da con el elemento minimo.

De todas las relaciones de comparabilidad tratadas entre las topologias en el

conjunto finito con |n| > 3, se puede evidenciar el siguiente diagrama:

Tg

Diagrama 6: Topologias asociadas al orden en un conjunto finito con |n| = 3.
En cuanto a 0 = @, la Unica topologia que existe es 7, = {@}, y para 1 = {0},
también la Gnica topologia que se evidencia es 1, = {@, X}, por ende todas las
topologias que se han trabajo se volverian ésta. Mientras que para 2 = {0,1} se

encuentran las siguientes topologias asociadas al orden:

7, = {0,{0,1}} Tq = {0,{1},{0,1}} Taa=Baa U {2} = {8,{1},{0,1}}
7, ={0,{0},{01}}  t,=BuU{2}=1{0,{0},{03}  7i=B,u{2}={0,{0}{0,1}}
= =B_u{2} ={0,{1},{0,1}} T,q=Boa VU {2} = {0,{0,1} }

7, = {0,{0},{1},{0,1}} D = {0,{0}, {1},{0,1}}

Por ello el diagrama para 2 es el siguiente:
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D=1,

L / \ L
o \ /Tlralh
T,

"
g_rod

Diagrama 7: Topologias asociadas al orden en un conjunto finito 2

Es de mencionar que cuando se tienen en un conjunto dos elementos las
topologias resultantes son cuatro y son las asociadas al orden como se evidencié
en el ejemplo anterior; mientras que cuando el conjunto tiene tres elementos todas
las topologias posibles son veintinueve, de las cuales sélo siete de ellas son

asociadas al orden.

Como una diferencia significativa entre 2 y |n| > 3 es que las topologias t* y 7}
se vuelven iguales a la 7, y t; respectivamente, ademas de ello la 7, se vuelve
igual que la 7, y esto se debe a que en primer lugar so6lo tenemos dos elementos
siendo cada uno de ellos minimo y méaximo respectivamente, en segundo lugar las
colas dan los mismos abiertos que estar cerrado el intervalo a la derecha o a la
izquierda, por ello entre mas elementos tenga el conjunto finito mas abiertos van a

tener la topologias 7,4, 2 y 73, cambiando el diagrama.

En conclusion en este capitulo se evidencio que cuando el conjunto tiene
elemento minimo no resultan ser base para una topologia las colecciones B4,
B-Y Boa pero se pueden arreglar como en el caso de los nimeros naturales;
mientras que cuando el conjunto tiene elemento minimo y maximo las colecciones

gue no resultan ser base para una topologia son las que se evidenciaron en el



conjunto de los numeros naturales ademas de las siguientes S,; v 8 las cuales se

pueden arreglar, como es el caso del conjunto finito.

Es de notar que las colecciones ;84 y B, Siempre son base, es decir no
dependen de la existencia de minimo y maximo. Ademas de ello algo a notar es
que la relacion de contenencia entre las topologias t4,7;, 7., y - cambio con
respecto a lo evidenciado en el conjunto X, teniendo en cuenta que en dicho
conjunto no se presentan topologias arregladas, pero si asemejamos la t; con la
T, Y 7_ con t; puesto que ahora en estos conjuntos donde existe minimo o
maximo t,ctl y T,c7, 6T, 1;. Asi mismo en este capitulo se nota que las
topologias t, y 7,4, son diferentes lo cual no pasaba en los conjuntos abordados

en el capitulo uno.
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CAPITULO TRES: Conjuntos parcialmente ordenados

En este capitulo se abordaran dos conjuntos que no cumplen con la condicién de
ser totalmente ordenados, especificamente se trabajard con el conjunto de los
nameros naturales con el orden de la divisibilidad, el cual tiene elemento minimo y
maximo; asi mismo se abordara el conjunto del plano con el orden del producto, el
cual no tiene elemento minimo y maximo, en primer lugar se verificara que
colecciones de las trabajadas son base para una topologia para luego evidenciar
las relaciones de comparabilidad que se establecen entre ellas, asi como un

diagrama que muestre dichos resultados.

Es de notar que cuando una coleccion falle en la demostracion de la segunda
condicién del teorema 2, ésta no se arreglara y por ende no serd base para una
topologia en dichos conjuntos.

3.1 NATURALES CON EL ORDEN DE LA DIVISIBILIDAD

Este conjunto es parcialmente ordenado tiene como elemento minimo al uno y
como elemento maximo al cero, debido a ello no cumple ninguna de las
condiciones mencionadas en el capitulo uno y se hace necesario verificar cuéles
de las colecciones tratadas son bases; es de mencionar que como se realiz6 en el
capitulo dos, aquellas colecciones que resulten no ser bases porque fallan en la
condicion uno del teorema 2 se arreglaran utilizando el teorema 3, estas son
B+.B-Y Boa. Mientras que si falla la segunda condicion para ser base, estas

colecciones no se arreglaran como es el caso de S,4 B4 ¥ Bo -

Se verificard que las colecciones f; y B; son base para el conjunto de los nimeros

naturales con el orden de la divisibilidad, veamos:

Definiendo como B; = {[n,—) : n € N} o de forma equivalente B; = {B,;:n € N}
donde B, = {k € N:n|k}.
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La union de elementos de la base da todo N, pero no es necesario unirlos
todos solo basta observar que con un solo elemento de la base resulta esto:
Bl = [1F _)) = N.

Sin € [1,-), implica que 1|n, por ende n € N, luego [1, »)cN.

Ahora si n € N, entonces existe 1 € N, tal que 1|n, luego n € [1,—), por definicion

de B;. Asi queda demostrada la igualdad.

i)

Si U,V epB, siendoU =B,y V=B, paraalginn,m € N

Six e UnV , existec = [n,m] tal que ¢ € N, notando W = B.. Veamos que:

WEPB,,x EWYyWe UnV.

Para verificar que W € f34, esto se tiene por la definicion de la base.

Se demostrara que x € W, como x € UNnV, entonces x € B, N B, asi
X€ B, Yy x€ B,.Luego m|x y n|x. Por definicion de B,y B,,. Ademas
siendo ¢ = [n,m] y por la segunda condicién de la definicion de minimo comun
multiplo, se tiene que c|x, luego x € B, por definicibn de B, asix € W.

Se probaraque W < UnV,asisiyeW = B,, entonces c|y. Por definicién de
B.. Como ¢ = [n,m] entonces por la primera condicion de la definicion de
minimo comun multiplo se tiene que m|cy n|c. Luego por la transitividad de la
divisibilidad se tiene que m|yy n|y. Asi y € B,y B,,. Por definicion de
B,y B,,. Luego y € B,nB,, entonces B, € B,NB,, 0 lo que es igual
wc unV.

Luego por i, ii, se tiene que S, es base para N.

En cuanto a la coleccién g; definida como B; = {(<,n] : n € N} o equivalentemente

Bi; = {B,:n € N} donde B, ={k € N:k|n}, se tiene que la demostracion de base

es analoga a la presentada anteriormente, resaltando que se utilizan las

condiciones de la definicion de maximo comun divisor en donde en la prueba de la

69



coleccion B, se utilizaron las de minimo comun multiplo. Asi mismo para verificar

la primera condicion de base se toma («,0] = N.

En cuanto a la coleccion p,; definida como B, = {(n,m):n,m € N}o
equivalentemente S, = {Bn’m: n,me N} donde B,,,, = {k € N:n|k|m con n #

ky k #m}.

Nota: Se tiene en cuenta que si n =m entonces B,,, = @, aunque hay otros

casos donde sucede ello.

Esta coleccion no es una base para una topologia, debido a que falla en que la

union de todos sus elementos no da el conjunto N, veamos: U, menBnm = N —

{0,13}.

Se va probar que si k € U, men Bum, €ntonces k € N — {0,1}, pero ello es lo mismo

que sik ¢ N — {0,1}, entonces se debe demostrar que k & U, men Bum-

Luego si k ¢ N —{0,1} significaque k ¢ NV (k=1Vk =0), pero si k ¢ N implica

que k & B, paratodon,m € N, luego k & U, men Bum-

Si k=1 y se supone que k € B,,, para algin n,m € N, luego 1 € B,,, asi se
tiene que n |1|m, conn # 1,m # 1, lo cual es contradictorio, puesto que no existe
ningun otro nimero natural diferente de 1, tal que n|1. Asi n no divide 1, por ende

1 e Bnm1 Iuego 1 e Un,mEN Bnm-

Si k=0 y se supone que k € B,,, para algun n,m € N, luego 0 € B,,, asi se
tiene que n |0|m, con n # 0, m # 0, lo cual es contradictorio, puesto que cero no

divide a m, por ende 0 € B,,,, luego 0 € U, men Bum-
Con ello se prueba que U, men Bum €N — {0,1}.

Ahora se va a probar que N —{0,1} S UpmenBnm, Si KEN A(k#1 Ak #0),

entonces k > 1, pero en cualquier caso existen 1ym € N, donde m = 2k tal que
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1|k|2k , cumpliéndose ademas que 1 # ky k # 2k asi k € By 1, Unmen Bum, POr

ende k € Uy men Bnm- De esta manera queda mostrada la igualdad.

Aunque B,4 ho cumpla la primera condicion de base si cumple la segunda, lo cual
permite que esta se pueda arreglar, para ello se probard en primer lugar el
teorema 22, teniendo en cuenta que sin € N siendo n > 1, entonces n puede ser
expresado como n = p X m, para algun m € N y p siendo un nUmero primo, esta
notacion se puede utilizar debido a que todo nimero compuesto tiene un factor
primo y si el nimero es primo éste ya esta expresado con un factor primo que es

el mismo, asi si g es primo seria expresado como q = g X 1.

TEOREMA 22: SineN con n > 1, entonces los unitarios se pueden obtener
como elementos de la coleccién 8,4, asi notandon =p xm, paraalgdn me Ny p

siendo un nimero primo entonces {n} = (m,p? x m).
Demostracion:

Si x € {n}, entonces x =n, luego como n =p X m, entonces m|n, ademas si
multiplicamos a ambos lados de la igualdad por p tenemos que n xp = p? X m,
asi n|p? x m, de donde tenemos que m|n|p? x m, ademas m = nyn # p? X m, asi

x € (m,p? X m). Luego {n}c(m,p? X m).

Ahora si x € (m,p? xm) entonces m|x|p?xm, con m #x yx # p?xXm, por

definicion de B

m,p?xm-

Pero si m|x significa que existe a € N, tal que m X a = x, asi mismo que x|p? xm
quiere decir que existe b € N, tal que b X x = p? x m, reemplezando el valor de x
tenemos b X m X a = p?> X m, asi b X a = p2, pero como p es un nimero primo,

entonces se puede darque: b=a=p 6queb=p?ya=1 0 viceversa.

Luego si b=p? y a=1, entonces m = x , lo cual es falso por la definicién de

B ahorasi b =1y a=p? entonces n = p? x m, lo cual también es falso;

m, p2xm>
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por ende lo Unico que puede suceder es que b=a=p de ello mxp=x, en

consecuencia x = n, asi x € {n}.

Ahora mostraremos que S,,; cumple la segunda condicién del teorema 2 para ser
base, puesto que sin € U NV, notdndolo como n = p X m, donde p es uno de los
factores primos de n.Y m es un factor necesario que puede ser primo o0 no, para

que dé como resultado n; luego existe W =B, ,2,.,, tal que W € o, n €W y

wcunV.

Lo cual se cumple puesto que W € B,4, por definicion de la base, n € W puesto
que W =(m,p>xm)={n}y WcUnV, yaque siyeW, entonces y =n, luego
yeunvV.

Si bien B,; no es base para una topologia de los niUmeros naturales con el orden
de la divisibilidad, esta se puede arreglar por el teorema 3, asi ;4 = Boa U {N} si

es base.

En cuanto a la coleccion B, definida como B, = {B,;,,:n,m € N} donde B,,, =
{k € N:n|k|m, con m # k}, esta coleccion tampoco es base para este conjunto,
pero se puede arreglar, es decir no cumple con la primera condicion del teorema
2, puesto que la union sus elemento da N —{0}, para demostrar que
Unmen Bnm €N — {0}, se utiliza que cero no divide a ningdn m €N, y para
verificar la contenencia contraria se muestra que para todo k € N, con k > 0, existe
lymeN, tal que m =2 x k, dandose que 1|k|2k, siendo k # 2k, de donde

k e B12kS Unmen Bum-
Asi mismo en esta base es posible obtener los unitarios de la siguiente manera:

TEOREMA 23: Sin € N siendo n # 0, entonces los unitarios se pueden obtener

como elementos de la coleccion g, asi {n} = [n, 2n).

Demostracion:
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Si x € {n}, entonces x = n, luego n|n|2n, asi {n}c[n, 2n).

Si x € [n,2n), entonces n|x A x|2n, siendo x # 2n, por definicion de B, ,,. Pero
Si n|x, existe a € N, tal que n X a = x, como x|2n existe b € N, tal que x X b = 2n,
por definicion de divisibilidad, luego reemplazando tenemos que n X a X b = 2n,

de donde ax b =2,asiayb debensero 10 2.

Luego sia=2y b =1 entonces nx 2 = x, pero esto no puede suceder por la
definicion de B, ,,. Ahora el tnico caso valido es que a =1 y b = 2 teniendo que

n = x. Asi x € {n}. Con ello queda mostrado que {n} = [n, 2n).

Asi mismo S, cumple con la segunda condicion del teorema 2 para ser base,

puestoquesik e UNV existe W = By, talque W € B,k e Wy WcUNV.

Por ende B,, no es base para una topologia de los naturales con el orden de la
divisibilidad pero se puede arreglar por el teorema 3, asi B =B, U{N} si es

base.

De igual forma sucede con pB_ definida como p_= {(n,m]innm € N} o

equivalentemente f_ = {B,,,: n,m € N} donde B,,,, = {k € N:n|k|m,con n # k}.

Nota: Se tiene en cuenta que hay varios casos donde B,,, = @, uno de ellos es
cuando n =m, lo cual se debe de tener en cuenta para la segunda condicién de

la definicion de base.

La union de los elementos de la coleccion da N — {1} y para comprobar ello se
procede de forma similar que en f,,, teniendo en cuenta que para para mostrar
que Upmen Bnm €N —{1} es porque no existe un nimero natural diferente de 1,
tal que n|1, mientras que para probar que N — {1} € U, menBnm ,S€ utiliza que
existe 1 € N, tal que 1|k|k,con 1 # k de donde k € B; xC Uy men Bum- Con ello se

muestra que S,4 no cumple la primera condicion del teorema 2.
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Mientras que para probar que la segunda condicion de base se cumple se debe

utilizar el siguiente teorema:

TEOREMA 24: Sin €N siendo n # 1, entonces los unitarios se pueden obtener
como elementos de la coleccién B_, asi {n} = (g,n], donde p es un factor primo

de la descomposicion de n, luego p|n.
Demostracion:

Si x € {n}, entonces x = n , como p|n significa que existe a € N, tal que p X a = n,

- g n n n . .
asi dividiendo entre p tenemos a = o por ende p X S=M luego ;|n, asi mismo

. n . s n n
n|n, en consecuencia ;|n|n, siendo asi = + n luego {n}c (;,n].

- Pero si

Si xe (%,n], entonces %lx A x|n, siendo x # s, por definicién de B
14

%|x, existe a € N, tal que ax§= x, asi mismo como x|n existe b € N, tal que

x X b =n, por definicion de divisibilidad, luego reemplazando tenemos que
b P ;.

ax%xb = n, de donde %= 1,asi axb=p, luego a=pyb=1 6 viceversa,

puesto que p es primo.

Luego a =1y b = p entonces g = x lo cual es falso por la definicion de Bx_, asi el
>

Gnico caso posible es que a =p y b = 1 entonces n = x. De ello x € {n}. Por ende

queda mostrado que {n} = (g,n ].

Asi B_ cumple la segunda condicion para ser base, puesto que si keUNV
tomamos W = B, , talque W eB_ke WyWcUNV.

p

Luego B_, no es base para una topologia en éste conjunto pero esta X = f_ U {N}

si lo es.
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Es de notar que como se mencion6 al comienzo de este capitulo las colecciones

BaifaaBo NO sON base para el conjunto de numeros naturales con el orden de la

divisibilidad, puesto que fallan en las dos condiciones del teorema 2, esto se

mostrara a continuacion:

En primer lugar B, = {(n,—):n € N} o equivalentemente f,; = {B,:n € N}
donde B,, = {k € N:n|k,con n # k}

Esta coleccién no cumple la primera condicion para ser base puesto que la unién
de los elementos de ésta no da todo el conjunto, veamos: Uyey B, =N —{1} su
demostracion es similar a la presentada en la coleccion B,; pero teniendo en

cuenta que hace falta el 1.

A continuacién se va mostrar que la segunda condicion del teorema 2 no se
cumple en ésta base, para esto se va a enunciar el siguiente teorema que

permitird evidenciar ello.

TEOREMA 25: Dados my n € N, ademas m,n > 1 y con (n,m) = 1 existe y tal

que n|y t [n,m].
Demostracion:

Sean =p“p® ..p* ym=q"q% .. ¢% como (n,m) =1 entonces p; = q; para

todo i=12..,r y paratodo j=12..,5s, luego existe k primo con k # q;y

tomando y = n X k entonces n|y.

Como se tiene (n,m) =1, entonces [n,m] =nxm = p™p22 ..p*ql1qP .. qP,

ademas y =nxk entonces yt[n,m], puesto que si esto se diera es porque
existiria t € N, tal que y x t = [n, m], pero como sabemos quién es y tenemos que
nxk Xt=nxmluego k Xt =m, pero esto es falso puesto que k tm ya que

Asi para ver que la condicion mencionada no se cumple, veamos:
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Dados U,V € B,4, siendo U = B, conn> 1y V = B, conm > 1, ademas teniendo
que (n,m) =1, six =[n,m] € UNV, entonces no existe W € B4, talque x e Wy
wcunv.

Para demostrar ello supongamos que existe W € 8,4 luego W = B,, para algun
aeEN,conxeWywcunl.

Asi por el teorema 25 existe ye W =B,,y y € U = B,, tal que n|y { [n,m], como
y=nXk ytenemos que mtk ya que k # q;, también m t n porque (n,m) =1,

por tanto m t y , luego y & B,,, lo cual es contradictorio puestoque W c U NV.

De esta manera se muestra que B,; No es base para una topologia en este

conjunto.

Ahora en cuanto a B, = {(«<,n):n € N} o de forma equivalente g,; = {B,:n € N}
donde B, = {k € N:k|n,con n # k}.

No cumple la primera condicion para ser base puesto que la union de los
elementos de ésta no da todo el conjunto de los numeros naturales veamos:
Unen Bn = N —{0} su demostracion es similar a la presentada en la coleccion

Boa Pero teniendo en cuenta que hace falta el 0.
Se usara el siguiente resultado para mostrar que la segunda condicién del

teorema 2 no se cumple en esta base:

TEOREMA 26: Dados myn € N,talque ntm, mtn, (m,n) sea compuesto, y

(m,n) # p® donde p es un nimero primo, existe y tal que y € W = Byy(n,m) PEro

y t (n,m).
Demostracion:

Sea (m,n) =[[i_;p/* con p; # pjpara todoi # j, debido a que todo nimero

compuesto se puede descomponer en factores primos, ademas como y € W =
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Bix(n,m), €ntonces y|k x (n,m) por definicion de g, con y # k x (n,m), luego se

pueden dar dos casos:

Caso 1: Si k|(n,m) entonces k es de la forma k =[[i_;p;% con a; <p; y sea
J={ie{l,..t}:a; # 0} entonces y = []ic; p;%**i t (n,m).
Se supone que y|(n,m), luego existe a € N, tal que y X a = (n,m) , 6sea que:

t

l_[piai-i-#i X a= Hpi#i

ieJ i=1
Hpiai'i'ﬂi Xa= le.ﬂi X le.ﬂi
i€J] i€J ig]
ﬂpiai xXa= ﬂpi“i
i€ ig]

Luego [ pi“il [1iz; pi*, lo cual es falso porque p; # p; paratodoi # j.

Caso 2: Si k t (n,m), luego y = pY x k, donde p? pertenece a la descomposicién

prima de (n,m), entonces y t (n,m).

De la misma manera se supone que y|(n,m), luego existe a € N, tal que y X a =
(n,m) siendo y = p¥ X k, donde p¥|(n,m), luego p" X k X a = (n,m), pero esto es

contradictorio porque k t (n, m).

De esta manera en los dos casos queda comprobado que existe y tal que y e W

peroy t (n,m).
Ahora para probar que la segunda condicién de base no se cumple, veamos:

Dados U,V € B, siendo: U = B,conn € N, V = B, conm € N, ademas teniendo
que ntm, mtny (mn)es compuestoytampoco sé de que (m,n) # p* donde p
es un numero primo, entonces si x = (n,m) € U NV, no existe W € B, tal que

xeEWywecunlv.
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Para demostrar ello supongamos que existe W € S,;, como se debe cumplir que
(n,m) € W, la Unica manera es tomando como W los mudltiplos del maximo

comun divisor, por ello W = By nm), para algun k € N, con k # 1.

Luego como se comprobd que existe y € W, tal que 1yt (n,m), entonces y ¢
n o6 y tm, porque si y|n y y|m entonces y|(n,m) por la segunda condicién de la
definicibn de maximo comun divisor, pero esto es contradictorio porque en la
hipotesis esta que y { (n,m); entonces como y {né y t m se tiene que y € B, 0

y & B,,, en cualquiera de losdos casosy € U N V.

Por lo cual 8, no se puede arreglar para ser una base de una topologia en el

conjunto de niumeros naturales con el orden de la divisibilidad.

Asi mismo para la coleccién B,, como ésta esta conformada por las colecciones
B,y Baq las cuales como se mostrg fallan en la segunda condicion del teorema 2,
entonces B, tampoco es base para una topologia en el conjunto de numeros
naturales con el orden de la divisibilidad, cabe mencionar que la primera condicion

para ser base sila cumple.

A continuacion se mostraran las contenencias posibles entre las topologias

trabajadas en este conjunto, veamos:

TEOREMA 27: En el conjunto de los nameros naturales con el orden de la

divisibilidad se tiene que t,; € 2, 7,4 € 73, T; € T}.

Demostracion:

*

- En primer lugar se va a demostrar que t,; € t=*

Para todo V € B,y supongamos V #@yV # N pues estos casos son triviales,

luego V = (p,m), para algin p,m € N y para todo x €V, existe V = (p,x] €
B:, conp|x, se cumple que:

e x €V, yaque como x €V entonces p|x|m con p # x y x # m, ademas x|x

luego p|x|x con p # x, con lo cual queda demostrado.
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e V cV,porque si y€ V', entonces p|ylx conp #y por definicion de g,
ademas x|m, con x # m ya que x € V, luego plylmconp #y yy # m, asi
y €V, de esta manera se muestra que t,; S t-.
De manera similar se prueba que t,; € ti, teniendo que si V = (p,m), para
algin p,m € N y paratodo x € V, existe V' = [x,m) € B3 que cumple la condicién
pedida.

- Ahora se mostrara que 1; S T}.

SeaV € B;luego V = («,m], paraalgin m € N y para todo x € V, se puede dar
que:
Caso 1: m # 0 luego existe V' = [x,2x) = {x} € B}, se cumple que:
e x €V, por la definicion de B;.
e V cV,porque si y€ V', entonces y = x, por definicion de B, ademas
x|m, teniendo en cuenta que m # 0, asi y € V, de esta manera se muestra
que t; € T}.
Caso 2: m = 0 luego existe V' = N € B, se cumple que:
e x€V, porque como x €V, entonces x|0, luego por la definicion de B
gueda demostrado.
e V cV,porque si y€e V', entoncesy € N, por definicion de 8%, como 0 es
el maximo se tiene que y|0, luego y € V, de esta manera se muestra que
T; € T}.
Para justificar las contenencias estrictas se mostrara que existe un elemento que

esta en una de las topologias pero no se encuentra en la otra, veamos:

e 14 €14, Yaque si escogemos a # 1, se tiene que [a, —) € T4, PEIO [a, ) & T,

puesto que [a,—) # N y [a,—) # 0.
Analogamente se muestraque t; £ 1, Y 7,4 € 7,4.
o 1, & 1,4, SUpongamos que [1,b) = U, (ay b,), sabiendo que b,a; b, € N

para todo A€ L, luego 1€ U, (ayb;), entonces 1€ (a;b;), con 1#a; y
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1+ b, para algun A€ L asi a,|1|b; pero esto es falso puesto que el unico

namero que divide a 1 es 1 y esto no se puede dar, lo cual contradice que
[1,b) = User(ay by).

De la misma manera se muestra que t* £ t,,4, pero teniendo en cuenta que la

L @ - oo ,
contradiccion es con 0] € 72 y no esta t1,,;, ademas de usar el elemento

maximo del conjunto que en éste caso es cero.

i € t1;, supongamos que [a,b) = Uye (<, b;], con a+1 y sabiendo que
a,b, b, € N paratodo A€ L, luego a € U)¢. (<, b;], entonces a € («, b, |c[a, b)
para algun A € L luego a|b, y a|b, pero existe 1 que es el minimo, asi 1|a|b,
luego se tiene 1 € («,b;], pero como ademas 1|a|b entonces 1 & [a,b). Lo
cual contradice que (<, b,]c|a, b).

D & 1, supongamos que {1} = U, (a,b,], con 1,a,b, € N para todo A€ L,
1 € Uger(ayb,], entonces 1€ (a;b,]c{1} conl# a, para algun A € L, luego

a,|1|b;, pero esto no puede pasar, asi se muestra que no es cierto que
(a;b,)lc{1}.

Andlogamente se demuestra que D € 7}, utilizando el elemento maximo que en

éste caso es cero, puesto que ahi esta la contradiccion.

D &€ 174, supongamos que {a} = Ugyla, =), con a#0 ya,a, € N para
todo A€ L, a € Uyla, —), entonces a € [a; —)c{a} para algin A € L, luego
a;|a, pero existe 0 tal que a,|0, asi 0 € [a,L —>), pero 0 ¢ {a} lo cual contradice

que [a; —)c{a}.

Asi se comprobaron las contenencias estrictas que se tienen en las topologias

tratadas para el conjunto de los nimeros naturales con el orden de la divisibilidad,

por ultimo falta verificar la no comparabilidad entre topologias:
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e 7,N0 es comparable con 7 .

- 1, € 14, supongamos que («,b] = U,ela,—)conb,a, € N para
todoA €L,y con b =+#0,sibe€ Ugla,—), entonces b € [a;, =)< (<, b],
para algun A € L, luego a,|b, y como b|0, a,|b|0, asi 0 € (a;,—), pero

0 € (<, b). Lo cual contradice [a;, =)< (<, b].

De la misma manera se tiene que t,; € t;, utilizando que [a,—) € T; Y nO esta

en t;, ademas usando que éste conjunto tiene como elemento minimo al uno.

e T;N0 es comparable con t,,.

- 1; € 1,4, Supongamos que («,1] = Upe(ay, by) conb,ay, b, € N para
todo A € L, teniendo en cuenta que la union no se considera N, puesto
que seria contradictorio, luego si 1€ U)¢.(a,,b,), entonces 1€
(a;, b;)c (< ,1], para algun A € L luego a;|1]|b,, cOn a, #= 1Y b, #+ 1, pero
esto es falso, lo cual contradice (a;, b;)< (< ,1].

- 1,,%T1, supongamos que (a,b) = U)e (<, b;]siendo ayb no
consecutivos cona, b,b,,€ N para todoA €L, Si ¢ € Uyer(<, byl,
entonces c € (<, b;]c (a,b) paraalgin A € L, luego c|b;, ademas ajc|b
conc+ayc+b ycomo el conjunto tiene como elemento minimo al
uno, se da que 1jc|b,, luego 1 € («,b,;], pero ademas como 1|alc|b

entonces 1 ¢ (a, b). Lo cual contradice que (<, b,]c (a, b).

e 74 No es comparable conz;,.

Para mostrar que 1, € 74, la prueba es similar a la de t,;  t;, teniendo en
cuenta que se utiliza la existencia del elemento maximo que es el cero.

- 14 € 1,4, SUpONgamos que [0,-) = U;¢.(ay, b;)cona,ay,b;,€ N para

todo A € L, teniendo en cuenta que la unién no se considera N, puesto

gue seria contradictorio, luego si 0 € U)¢.(ay, b;), entonces 0 €
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(ay, b;)c [0,—) para algun A € L, luego a,; |0]|b;, cona, =0y b, # 0, pero

esto es falso. Lo cual contradice que (a;, b;)< [0, —).

T2 no es comparable con 7}.

t2 &€ 14, supongamos que (a,0] = U;e.[an, by)cCOna,a,, b, €N para

todoA €L, si 0 € Uyer[ay, by), entonces 0 € [ay, by)< (a,0], para algun
A € L luego a,|0|b,, con 0 # b, pero esto es falso, lo cual contradice
[ay, by)< (a, 0].

De la misma manera se muestra que t; € t*, teniendo en cuenta que la

contradiccion es con [1,b) € T} Yy no pertenece a t’.

T4 no es comparable con 7 .

Ty €14, Supongamos que [1,b) = U;e¢la;,—)conb,a; € N para
todoA €L, si 1€ U;gla;,—), entonces 1 € [a,,~)< [1,b), para algun
L €L luego |1,y 1|b, pero como existe el maximo que es cero se
tiene que a;|1|b|0de ello se da 0 € [a,,—~) pero 0 ¢ [1,b)asi no se
cumple que [a;,—)c [1,b).

T4 € t5, supongamos que [0,-)= U,erla,, b)cona;, b, € N para
todo A € L, teniendo en cuenta que la union no se considera N, puesto
que seria contradictorio, luego si 0 € U;g.la;, b;), entonces 0 €
[a,, b,)< [0,—) para algun A € L, luego a,|0|b;, con 0 # b, pero esto es

falso. Lo cual contradice que [a,, b)) [0, ).

72 no es comparable con ;.

Tt € t;, supongamos que (a,0] =U;eg. (<, byJcona,b, € N para
todor €L, si 0€ U, (<, b;), entonces 0 € («,b,]c (a,0] para algin
L € L, luego a|0|b,, pero existe el minimo que es el uno tal que 1| a|0|b,,
asi se da que 0€(<,b] ¥y 0¢ (a,0]lo cual contradice que («
,b,]< (a,0].
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De la misma manera que se demostro t; € 7 sSe verifica que t; € 17,

teniendo en cuenta que (< ,1] € t;, pero («,1] & t=.

e 17X no es comparable con .

- 12 &€ 14, sUupongamos que (a,b] = Uyerla, =) cona,b,a, € Ny b+#0
para todoA €L, si b€ U)la), =), entonces b € [a,, =)< (a,b] para
algun A € L, luego a, |b y a|b pero como existe el maximo que es cero se
tiene que a,|b|0 de ello se da que 0 € [a;,—) pero como ademas O0|a|b

entonces 0 ¢ (a, b] lo cual contradice que [a,, =)< (a, b].

De la misma manera que se demostro 7, € 7; se verifica que t; € t7,
teniendo en cuenta que la contradiccion es con [1,-) € 7, y no pertenece a

*

T_.

De todas las relaciones de comparabilidad tratadas entre las topologias en el
conjunto de los niumeros naturales con el orden de la divisibilidad, se evidencia en

el siguiente diagrama:

Tg

Diagrama 8: Topologias asociadas al orden en el conjunto de los nimeros naturales con el
orden de la divisibilidad.

En resumen se evidencio que las colecciones B, y B; son base para una topologia
respectivamente, independientemente de si el conjunto es totalmente ordenado y

si tiene elemento minimo y maximo, asi mismo es de notar que si las colecciones
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que no fueron base porque fallaban en la primera condicion del teorema 2, y no
se hubieran arreglado segun el teorema 3, sino uniendo los unitarios que faltaban
en cada una para que la union fuera igual a N , entonces todas éstas topologias

serian iguales a la topologia discreta.

En este conjunto se evidencidé que las colecciones B4, B4 Y B, N0 resultaron
bases de una topologia, debido a que el orden del conjunto es parcial, ademas se

noto que la topologia t,; solo se logr6 comparar con la topologia discreta.

3.2 R? CON EL ORDEN DEL PRODUCTO
Se asume el orden del producto como: Si A,B € R?siendoA = (a,b) yB =

(c,d)cona,bc,d € R, entonces: A>Bsiysblosi a>cA b= d, ademas
A>BsiysolosiA>BAA+B,loqueesigualaa>cAb>d A(a#cVb+#d)
siysolosi(a#cA(@a=cAb=d)vVb*d A(a=cA b=d))

Asi A>Besequivalentea (a>cAb=>d)V(b>dA a=c).

El plano con este orden no cumple con todas las condiciones presentadas al
comienzo del capitulo uno, de ser un conjunto totalmente ordenado puesto que el
orden dado en éste es parcial, es decir no cumple que todo par de elementos
sean comparables bajo esta relacién por ejemplo entre (2,3) y (3,1) € R? no se
puede establecer cual de los dos puntos es mayor o menor. Pero este conjunto si
cumple con la condiciéon de no tener elemento minimo ni maximo, se evidenciara
en primer lugar que colecciones son base para una topologia en este nuevo

conjunto.

También se notara que bases generan una topologia y se apreciara que algunas
de ellas no se pueden arreglar puesto que fallan en la segunda condicion del
teorema 2, asi mismo se realizara el respectivo diagrama de comparabilidad entre

topologias con sus justificaciones.
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Asi las colecciones B,y B; son base para las topologias 7, y t; respectivamente,

en el conjunto del plano con el orden del producto.
Las definiciones de estas colecciones son:

Ba=1{[A-):A€R?*siendo A= (a,b) con a,b€R} o de forma equivalente
ﬁd = {B(a,b) ta,b € ]R} donde B(a,b) = {(x,y) € R?: (Cl < X) A (b < y)}

Para que ésta sea una base de una topologia se debe comprobar como primera

condicion que: R? = Uy mer Binm)

Solo basta ver que R?c UpmerBmm) luego si (c,d) € R* entonces existe
nym € R tal que (n < c) A (m < d)lo cual es valido porque R no tiene elemento
minimo, luego (c,d) € B, m), de ello (c,d) € UpmerBmm)- Con ello queda

demostrada la igualdad.

Ahora se mostrara que dados U,V € By, siendo U =Bp) Y V = B q) para

algina,b,c,d € R.

Si(g,h) eUNV cong,h €R, existe e = max{a,c}y f = max{b,d} tal que e, f € R,

debido a que R es totalmente ordenado, entonces se nota como W = B y.

Veamos que: W € B4, (gh)eWyWwcunV.

e Se verificara que W € B4, comoe,f € Ry W = B entonces por definicion
de B4, W € B,.

e Se demostrara que (g,h) € W, ya que (g,h) € UNnV, entonces (g,h) €
Biapy N Bay, asi (g,h) € Bpy Y (g, h) € Beay. Luego (a<g) A(b<h)y
(c < g) A(d < h) Pordefinicion de B, p) ¥ B(ca)- Como e = max{a,c} y R es
un conjunto totalmente ordenado cumpliendo ademas la ley de la tricotomia, se
puede dar que e =ade = c entonces e < g, asi mismo como f = max{b,d}
entonces f < h, luego se tiene que (e < g) A (f < h) y por definicion de B, ),

(9, h) EBesp =W
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e Se probara que W< UnV,asisi (i,j) €W =By, coni,j€ R, entonces
(e < i) A(f <j) Por definicion de B, s). Como e = max{a,c} entonces e =a
y e=cycomo f=max{b,d} entonces f=b 'y f=d. Luego por
transitividad se tiene que (a<i) A(b<j) y (c<i) A(d <)), de donde
(i,j) € Bap)y B,ay- Por definicion de B py ¥ Bcay- LUuego (i,j) € Bigpy N
By, Y como (i,j) € B r), entonces B, sy S Bap) N Bcay, O l0 que es igual

we unVv.

Luego por lo anterior se tiene que 3, es base para R2.

De igual forma se demuestra que f3; es base para R?, pero teniendo en cuenta que
la siguiente definicién: pB; = {(«,A] : A € R? siendo A = (a,b), con a,b ER} 0
equivalentemente B; = {Bp) :a,b € R} donde By, ={(x,y) € R*: (x<a) A

(v = b)}.

Es de notar que para la demostracion de la primera condicion de base se utiliza la
no existencia de maximo en el conjunto de los nimeros reales, mientras que en la
segunda condicion, dados U,V €p; siendo U=BypY V =B¢q para
alguna,b,c,d € R, se toma apropiadamente como W =By, donde e=
min{a,c} y f = min{b,d}, de manera que similarmente a la demostracion anterior

se prueba que W e, ywcunlV.
Los abiertos basicos de las topologias 7, y t; generados por estas dos bases los

podemos evidenciar a continuacion, teniendo en cuenta que A = (a,b)cona,b €
R.
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Pa={[4-): AER?} Bi={(<A]: A€ R

N\

W

%

7

w.

N

Las colecciones Bqq, Bai» B+, B-,Bo Boq NO son bases para una topologia en el
conjunto de R? con el orden del producto, puesto que aungue cumplen con la
primera condicion del teorema 2, es decir que la union de los elementos de la base
da R2?, no satisfacen la segunda condicién por ende no se arreglaran en el

presente trabajo, veamos:

Para la coleccion B,; = {(4,-) : A € R?, siendo A = (a,b) con a,b €R} o de
forma equivalente B,q = {Bp:a, b €ER} con By ={(x,y) € R%:(a<xAb<

YY) Vb<y Aa<x)}.

Enseguida se va mostrar que dicha coleccién no cumple con la segunda condicion
del teorema 2, para ello se tomara un ejemplo genérico en donde esto sucede,

veamos:

Dados U,V € Bqq,siendo U =By YV = B q) paraalgina,b,c,d € R,
Si(e,f)eUnV cone, f €R, siendo e =max{a,c}y f = max{b,d}, debido a que
R es totalmente ordenado, entonces no existe W € B4, tal que (e,f)EW vy
wecunv.

87



Supongamos que existe W € B,q luego W =B j), con i,j €RR, con (e,f) EW.
Existe k,l e R tal que i<k<e, y j<I<f, debido a la densidad de los
nameros reales. Asi (k,1) € W, luego (i<knjsDhvVv({<Ini<gk) por
definicion B ;. Como e = max{a,c} y f = max{b,d}, como los nimeros reales
son totalmente ordenados cumpliendo ademas la ley de la tricotomia, se puede

darquee=ade=cyf=bo f=d.

Para probar esto se van a asumir los dos casos en los cuales falla la segunda

condicion del teorema 2, veamos:
e Sie=cy f=b,entonces i<k<c, Yy j<l<b,luego por transitividad
(k<cAl<b) V(I<bAk <c), pero se sabe que:

Si(k,l) e Use tiene que (a<kAb<Il)V(b<lAa<k), ademas por lo
anterior se evidencia que cada una de las proposiciones son falsas, de ello
(k,1) ¢ U, de la misma manera se muestra que (k,1) ¢V y por ende
(k,DeunV.

e Sie=ay f=d,entonces i<k<a,y j<l<d,luego por transitividad
(k<anl<d)v({<dAk < a) pero se sabe que:

Si(k,1) eVse tiene que (c<kAd<l)Vv(d<IAc<k), pero por lo
anterior se evidencia que cada una de las proposiciones son falsas, de ello
(k,1) ¢ V, de la misma manera se muestra que (k,1) ¢ U y por ende
(k,DgUunV.

Asi W £UnV, con ello queda mostrado que S,; no cumple la segunda

condicién de base, por ello no es una topologia para R?.

De la misma manera se muestra que S,; Nno es base, teniendo en cuenta que se
intercambia el sentido de las desigualdades y tomando el minimo de las

coordenadas.
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En cuanto a la coleccion S, definida como B, ={[4,C):A,B € R?, siendo A =
(a,b),C = (c,d) con a,b,c,d € R} o equivalentemente B, = {Buc) : 4, C € R*}
donde Bucy={(x,y) e R*: [(a<)AD <Y A[(x<cAy<d) V(y<dA

x <0)]}

Enseguida se mostrara que [, no cumple la segunda condicion de base, es de
resaltar que esta condicion falla en varios tipos de intersecciones, uno de ellos es:
si U,V € B,, siendo U = By, para algin A,C € R?, siendo A = (a,b),C = (¢,b) y
V = Bp,py paraalgin D,E € R?, siendo D = (d,e),E = (d, f).

Ademas para que haya interseccion se debedarquea<d<cye<b < f.

Luego UNV = {(d,b)}, perono existe W € g, ,talque (d,b)eWywcunV
Puesto que si existiera, deberia encontrarse Fy G € R?, tal que W = Bz, con
F =(g,b), G=(i,b), ademas g <i, luego si (d,b) € W, entonces [(g <d)A
(b<b)] A[(d<inb <b) v(b<bAd<i)]. Pero por la propiedad de densidad
de los numeros reales se tiene que existe h € R, tal que g < h<d, luego
(h,b) € B(r), pero (h,b) # (d,b), asi (h,b) ¢ UNV.

De donde W € UnV, con ello queda mostrado que S, no cumple la segunda

condicién de base, por ello no es base para una topologia en R2.

De la misma manera se demuestra que B_ no es base para una topologia en R?,
pero teniendo en cuenta los extremos abiertos, ademas es de notar que hay otras
formas de intersecar los elementos de la coleccién y con los cuales se puede

llegar a contradicciones.

Ademas para verificar que S,4 Nno es base para una topologia, la demostracion es
analoga a la anterior pero teniendo en cuenta los extremos son abiertos, asi
mismo como en esta coleccién s6lo hay un tipo de elemento esta es la Unica

manera de probar que no se cumple la segunda condicion.
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En cuanto a la coleccion B,, como ella esta conformada por Bg; faa Boas Y COMO

ninguna de estas tres bases cumplen la segunda condicion del teorema 2 para ser

base, entonces S, tampoco es base para una topologia en R2.

Aunque varias coleccibn no sean base para una topologia, en la tabla 2 se

mostraran algunos elementos que pertenecen a éstas, esto con el proposito de

evidenciar de mejor manera lo anterior.

Baa = {(4,-) : AER?, siendo 4 =
(a,b) cona,b € R}

0 equivalentemente

Baa = {B@ap) :ab€R} donde

Bap ={(x,y) € R*: (a<xAb<
y) V(b<y Aa <x)}

N\

Bai = {(<,A) : A € R?, siendo 4 =
(a,b) cona,b € R}
0 equivalentemente
Bai = {Bap) : a b € R} donde
Bap ={(x,y) € R*: (x <aAy

<b)V(y<bAx<a)}

B

equivalentemente

d| o
b

Al

B, ={[A,C):A B € R?,

siendo A= (a,b),C =(c,d)
B+ = {Bwc) A C € R?} donde

[@<x)ADB<YPIA[(x<cAy<d) Vi <dArx <]}

B

Sia=c

con a,b,c,deER} o

B ={(x,y) € R*:
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B_={(ACJ:AC € R?

equivalentemente

B

2

b A

B-
[(a<xAb<y)vb<yAa<sx)]A[(c=zx) A(d=y)]}

siendo A =(a,b),C =(c,d) con a,b,c,d € R} 0

= {B(A,C) : A,B € RZ}

donde B = {(x,y) € R*:

Sia=c

Si b=d

Boa = {(4,C):4A,C € R?

equivalentemente

siendo A =(a,b),C =(c,d) con a,bc,deER} O

Boa = {Bac) : A,C €R?*} donde B ={(x,y) € R*:

[a<xAb<y)vVb<yAa<x)|A[(x<cAy<d)Vv(iy<dArx <o)}

Sia=c

Sib=d

Tabla 2: Elementos que pertenecen a algunas colecciones

En la coleccion S, se encuentran los elementos que se evidenciaron en las

colecciones By, Baa Y Bod-

Respecto a la comparabilidad entre las topologias tratadas, como en este conjunto

con el orden del producto las Unicas topologias son 74,7;, 7,,D y por teorema 9
se tiene que 7, , 1,€D, 1,274 Y T4CT;, €ntonces basta verificar las

contenencias estrictas, luego tenemos que:
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e 14% 1, yaque[Ad, ) €T, conAER? y [A4-) ¢, puesto que [4,-) # X,
y [4,-) # @. Andlogamente se muestra que t; & 1,.

e D& 1,4 puesto que si esto se diera es porque {C} € D, con C € R? se debe
poder obtener como union de elementos de la base de la topologia 4, es decir
supongamos que {C} = U,e.[A; =), con A, € R?. Luego si C € U [4; —),
entonces C € [A; —), pero ademas [A4; —) cU,e.[4, =) ={C}, por ende
Ce [A,L —>)g{C}, asi A; < C, y por la densidad de los numeros reales existe
x,y €R, tal que (x,y) =Y donde C<Y,asid;<C<Y, porendeY €[4, —),
pero Y ¢ {C}. Lo cual contradice que [4, —)c{C}.

Analogamente se muestra que D & 1;.
Luego falta mostrar la no comparabilidad entre las topologias t; y 7,4 , asi:

- 1; € 14, supongamos que (<, C] = U,e.[45, ) con C, A, € R? para todo
L EL. SiC € Uy[4,,—), entonces C € [4,,~)c (<, B] para algun A € L,
asi 4, < €, ademas como R?no tienen elemento maximo existe Y € R?,
tal que A4, <C<Y, luego Y €[4,,—), pero Y & (<, C]. Lo cual
contradice que [4,,-)c (<, C].

- 14 € 15, Supongamos que [4,-) = U,e(<,C,], con 4, C, € R? para todo
LEL. SiA€U(<,C,l, entonces A € («,C,;]c[A,—) para algun 1 € L,
asi A < C, y como R? no tienen elemento minimo, existe Y € R?, tal que
Y<AZLC, asi Y€ («,(C), pero Y &[A4,-). Lo cual contradice que
(<, Gl [4,-).

Segun esto se puede evidenciar el siguiente esquema el cual muestra la

comparabilidad entre las topologias asociadas al orden del producto en R?.
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Diagrama 9: Topologias asociadas al orden en el conjunto del plano con el orden del
producto.

En este conjunto se mantuvo que las colecciones S, y B; fueron base sin importar
que el orden fuera parcial y no existiera elemento minimo ni maximo, las
colecciones que no fueron bases en éste conjunto fallaron en la condicién dos del

teorema 2, y como se enuncio en el trabajo no se arreglaron.

En conclusion en los conjuntos abordados en este capitulo se mantuvo que las
colecciones Bq4, Bair Y B, NO fueron base para una topologia y tampoco se pudieron
arreglar, mientras que las colecciones S_, B,V B.4, S€ arreglaron en el conjunto de
los numeros naturales con el orden de la divisibilidad, pero en el conjunto del
plano con el orden del producto éstas no se lograron forzar, puesto que fallaban

en la segunda condicién del teorema 2.

En resumen en todo conjunto ordenado C sin importar si tiene o no elemento

minimo o maximo, las colecciones S,y ; son siempre bases para una topologia.
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Se verificara que B, es base para una topologia teniendo en cuenta la definicion:
Ba = {[x,—) : x € C} 0 equivalentemente S,; ={B,:x € C} donde B, ={k€C:k >

x}
Para que este subconjunto sea una base topoldgica se debe comprobar que:

i) Uxec Bx =C
Si x € C , existe x € C tal que x < x porque la relacion de orden es reflexiva,
entonces x € B,, por definicién de B,, luego x € Uyec By, asi C € Uyec By -
Si y € Uy,ec By, €ntonces existe x € C y y € B,. Por definiciéon de Unién. Pero

siy € B, entonces por definicion de B,, y € C. Asi Uyec B, S C.

ii) Si U,V e€p,, siendoU =B, yV =B, paraalgina,b € C.
Sixe UNnV , existe B, =W tal que x € W, debido a que la relacién de orden

es reflexiva, entonces se verificardque: W € B3, x € WyW < UnV

Para probar que W € f;: Como x € C y W = B, entonces por definicién de
Ba, W € By, ahora para demostrar que x € W como x < x, entonces x € B, =
W. Por ultimo para probar que W< UNnV, siyeW =B,, entonces x < y.
Por definicibn de B, ycomox € UNV entonces a=<x Yy b < x.Luego por
transitividad de la relacion a=<y y b =<y. Luego y € B, N B,, de donde

B, € B,NBy,0loqueesigualWc UNV.

Luego por i, ii, se tiene que B, es base para el conjunto C. De la misma manera
se muestra que B; es base para una topologia pero teniendo en cuenta el

sentido de las desigualdades.
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CONCLUSIONES

En el presente capitulo se presentan los resultados encontrados sobre las
topologias asociadas al orden en los diferentes conjuntos abordados, verificando
los cambios en las topologias al modificar las condiciones del conjunto en el
ejercicio propuesto por el profesor Gustavo Rubiano y evidenciando esto en los
diferentes diagramas que muestran las relaciones entre las topologias en cada

uno de los siete conjuntos tratados.

Se considera que cada uno de los diagramas obtenidos son las conclusiones mas
relevantes que se pueden presentar en el trabajo, aun asi se mostraran algunos
otros resultados evidenciados, estableciendo dos tipos de conclusiones, unas
referentes a describir los diagramas en cada uno de los conjuntos y otras que
comparan resultados entre las topologias trabajadas en cada uno de los conjuntos
abordados, para al final establecer cuales de las colecciones son siempre base
para una topologia al cambiar las propiedades del conjunto sobre el cual se esta

trabajando.
Las conclusiones que describen los diagramas son:

e Para probar que cada una de las colecciones eran base para una topologia en
el conjunto X totalmente ordenado sin elemento minimo ni maximo se usaron
algunas propiedades de la siguiente manera: en cuanto a la coleccion Sy, B; la
propiedad reflexiva, en la coleccién S,4 la no existencia de minimo y en la
colecciéon B, la no existencia de maximo, en la coleccion g, la propiedad
reflexiva y la no existencia de maximo, en la coleccion B_ la propiedad
reflexiva y la no existencia de minimo, en las colecciones S,;Yy B, la no

existencia de minimo y maximo.

e Se establecieron 10 topologias asociadas al orden en un conjunto X,

incluyendo la topologia discreta y la grosera, encontrandose que 1, = 7,4,
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también se evidenciaron seis cadenas de contenencias entre las topologias

trabajadas.

En el conjunto de los numeros reales se presentaron trece contenencias
estrictas las cuales usan en sus pruebas la propiedad de densidad de los
nameros reales, la no existencia de maximo y minimo, asi mismo se da la no

comparabilidad entre nueve pares de topologias.

En el conjunto de los nimeros enteros se da la igualdad entre las siguientes
bases B, = B_, Bqa = Baa» Bi = Bai Y B+ = Boa las cuales generan las mismas
topologias respectivamente, también se dio que 7, = D debido a que sus
bases son equivalentes mas no iguales; por éstas igualdades en el diagrama
de Hasse so6lo se evidencian cuatro topologias asociadas al orden; en este
conjunto se encontraron cuatro contenencias estrictas para las cuales sus
pruebas son analogas a las presentadas en el conjunto de los numeros reales,
puesto que se usa la no existencia de maximo o minimo, asi mismo en las
verificaciones de contenencias estrictas entre topologias en los nimeros reales
donde se uso la propiedad de densidad resulta que dichas topologias en el
conjunto de los numeros enteros se vuelven iguales, debido a que éste
conjunto no cumple con esta propiedad; finalmente se encontr6 un par de
topologias no comparables, donde su prueba es andaloga a la presentada en

los nimeros reales puesto que usa la no existencia de minimo y maximo.

El conjunto del plano con el orden lexicografico como es totalmente ordenado
sin elemento minimo ni maximo y cumple la propiedad de densidad, permite
que todas las pruebas hechas en el conjunto de nimeros reales se puedan
realizar de manera similar para este conjunto, por ende el diagrama que
muestra las relaciones de comparabilidad entre las topologias en este conjunto

es el mismo que el evidenciado en el conjunto de los numeros reales; asi lo
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interesante en este conjunto fue presentar los abiertos basicos de las
topologias asociadas al orden.

En el conjunto de los niumeros naturales el cual es totalmente ordenado con
elemento minimo el cero y sin elemento maximo, resultan que son base para
una topologia S, B; Bai B+ puesto que en su demostracion no se utiliza la no
existencia del elemento minimo, también B, es base puesto que esta
conformada por la unién de las colecciones abierta a derecha y abierta a
izquierda, lo que hace que la union de todos sus elementos den el conjunto,
mientras que las colecciones S,4, B- Y Boqa NO SON base puesto que fallan en la
primera condicién de la definicion de base, ya que la unién de todos sus
elementos es todo el conjunto excepto cero, aun asi se arreglaron uniéndole el
conjunto, asi se dio la igualdad entre las bases By = Baq. Bi = Pai, B = Loq 1aS
cuales generan la misma topologia, también se dio que 7, =D = 1, las cuales
se dan porque las bases son equivalentes. En cuanto a las contenencias entre
las topologias se tuvo en cuenta que toda topologia se encuentra entre la
topologia discreta y la grosera, ademas como las colecciones antes descritas
generan tres topologias entonces solo se realiz6 una contenencia, la cual es
T,4 C Tog, también se presentaron cinco contenencias estrictas, donde en sus
pruebas se utilizé la no existencia de maximo y la existencia de minimo, y por
altimo se presentaron dos pares de topologias no son comparables usando en

su verificacion las mismas caracteristicas antes nombradas.

El conjunto finito n=1{0,1,2,..n—1}<N, con el orden heredado de los
nameros naturales y teniendo como elemento minimo al cero y elemento
maximo a n — 1, se evidencio que para 0 y 1 la Unica topologia es la grosera
es decir que todas las topologias abordadas se vuelven ésta, para 2 se

encontré que las topologias resultantes son cuatro y son las asociadas al orden
teniendo en cuenta que algunas de ellas se arreglaron puesto que fallaban en

la primera condicion de base, asi se procedidé a unirles el conjunto para que
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fueran base para alguna topologia, tanto para 2y |n| = 3 se mantuvo que £,
BiY B,a son base para una topologia puesto que no necesitan de la no
existencia de minimo y maximo, mientras que las colecciones que no fueron
base y se arreglaron fueron B,; y f- porque la unién de los elementos de la
coleccién no era igual al conjunto puesto que les faltaba el elemento cero,
también fallaron B, y B, por la ausencia del elemento maximon — 1y S, fallo
porque la union de los elementos de la colecciébn no tenia al minimo y al
maximo; se presentaron las siguientes igualdades entre topologias t; = T4,
T, = 1, D= 1,, PUESto que sus bases son equivalentes, ademas se obtuvieron
cuatro contenencias y nueve contenencias estrictas en las cuales para su
verificacion se utilizé la existencia del elemento minimo y maximo, finalmente
se encontraron siete no comparabilidades las cuales para sus comprobacién
usaron las propiedades ya descritas. Es de notar que cuando el conjunto tiene
tres elementos todas las topologias posibles son veintinueve, de las cuales

sélo siete de ellas son las asociadas al orden.

En el conjunto de los nimeros naturales con el orden de la divisibilidad el cual
es parcialmente ordenado con elemento minimo al uno y maximo al cero, se
encontré que las colecciones B; y B; son base, 8, no es base y se puede
arreglar debido a que la union de sus elementos no tiene al cero, de la misma
manera B_ no es base porque no tiene al elemento uno, tampoco S,; porque
le falta el elemento minimo y méaximo, es de notar que éstas tres colecciones
generan a los unitarios a excepcion de los elementos antes mencionados, por
ello si éstas colecciones no se hubieran arreglado uniéndoles el conjunto, sino
uniendo los unitarios que faltaban en cada una para que la union fuera igual a
N, entonces todas éstas topologias serian iguales a la topologia discreta;
tambien se dio que las colecciones .4 Bai Y L, NO se pudieron arreglar
porque fallaban en la primera y segunda condicion para ser bases. En cuanto a

las contenencias se encontraron tres de ellas, ademas se verificaron nueve
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contenencias estrictas en las cuales para comprobarlas se utilizan la existencia
del elemento minimo y méximo, finalmente se hallaron siete pares de
topologias no comparables en las cuales para sus pruebas se utilizan las
mismas caracteristicas mencionadas. Algo a resaltar en este conjunto es que

T4 SOlo fue comparable con la topologia discreta y la grosera.

En el conjunto del plano con el orden del producto el cual es parcialmente
ordenado y sin elemento minimo ni maximo se encontr6 que la Unicas
colecciones que resultaron ser base para una topologia fueron B; y B;, sin
tener en cuenta las topologias discreta y grosera que siempre se han
considerado, se evidencio que el resto de colecciones no resultaron ser base
puesto que fallaban en la segunda condicion de la definicion de base y como
ya se enuncio anteriormente éstas no se arreglaron en el presente trabajo, en
cuanto a las contenencias s6lo se uso que toda topologia se encuentra entre la
topologia grosera y discreta, ademas se encontraron cuatro contenencias
estrictas en las cuales para su verificacion se usa la propiedad de densidad de
los numeros reales y por ultimo se encontr6 un par de topologias no
comparables las cuales para corroborarlas se utilizé la no existencia de minimo

y maximo en este conjunto.

Las conclusiones que comparan resultados entre las topologias trabajadas en los

conjuntos son:

La igualdad y equivalencia de bases presentada en el conjunto de los nimeros
naturales con el orden usual se dio de manera similar que en el conjunto de los
nameros enteros a excepcién de las bases B,4 Y - , teniendo en cuenta que
en el conjunto de nimeros naturales se arreglaron y debido a esto no se dio la
igualdad entre éstas y la topologia discreta, como si se presentd en el conjunto
de numeros enteros. Otro aspecto a resaltar es que en los conjuntos
presentados en el capitulo uno siempre se dio que t;  T_ mientras que en el

conjunto de nimeros naturales se da que t; no es comparable con - y esto se
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debe a la forma como se arregl6 la coleccion, por esto mismo t; < 2 lo cual no

se da en los conjuntos presentados en el capitulo uno.

En el conjunto finito n con n > 3 algunas de las topologias que son iguales y
resultan de bases equivalentes se diferencian del conjunto de numeros
naturales con el orden usual y del conjunto de nimeros enteros, porque en
éstas las bases fueron iguales mas no equivalentes aunque generan la misma
topologia, asi mismo se vuelven a cambiar las contenencias presentadas entre
T4,T;T-Y T+ que se daban en los conjuntos del capitulo uno y como ya se
habia enunciado en el conjunto de los nimeros naturales esto se debe a la
forma como se arreglaron las bases y por ello mismo se da la no
comparabilidad entre topologias que en otros conjuntos si se relacionaban,
mientras que 2 solo se tiene cuatro topologias como ya se habia mencionado y

para 0 y 1 soélo se obtuvo una topologia que es la grosera.

Es de notar que 7, y 1,4 SON iguales cuando el conjunto es totalmente
ordenado y no tiene elemento minimo ni maximo, pero segun los conjuntos
abordados cuando estos tienen elemento minimo o maximo ocurre que f,4 NO
resulta siendo base pero se puede arreglar como se mencioné uniéndole el
conjunto, obteniéndose que siempre 7;,< 7, ademas se noté que en los
ejemplos realizados de conjuntos parcialmente ordenados S, Yy B,q NO son
bases para una topologia, aunque es de notar en los nimeros naturales con el
orden de la divisibilidad se dio que S, no resulto ser base para una topologia ni

se logro arreglar , mientras que f,; aunque no fue base si se arreglo.

En un conjunto ordenado sin importar si este tiene o no elemento minimo o
maximo las colecciones B,y B; son siempre bases para una topologia como se

mostro en el capitulo tres.
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En cuanto a las colecciones B,; Y P4 para que estas sean base para una
topologia se necesita que el conjunto sea totalmente ordenado y no tenga
elemento minimo en el caso de S,4, Y para S, que el conjunto no tenga

elemento maximo.

Para las colecciones B,y p-, estas son base para una topologia cuando el
conjunto es totalmente ordenado y ademas S, es base si el conjunto no tiene
elemento maximo, mientras que f_ es base si el conjunto no tiene elemento

minimo.

En cuanto a las colecciones B, y B,q4 €n el conjunto del plano con el orden del
producto y el conjunto de los numeros naturales con el orden de la divisibilidad
gue son parcialmente ordenados se dio que estas colecciones no son base
para una topologia pero no se puede afirmar que siempre ocurra esto en
cualquier conjunto parcialmente ordenado, lo que si se puede afirmar es que
dichas colecciones son base para una topologia si el conjunto es totalmente

ordenado y ademas las topologias que se generan son iguales.

La forma en que se arreglaron las colecciones que no resultaban ser base para
una topologia puesto que fallaban en que la unién de los elementos de la base
no daba todo el conjunto influyé en los diagramas de relaciones de
comparabilidad entre topologias, es de mencionar que la manera en que se
arreglaron dichas colecciones por medio de unirles el conjunto no es la Unica
pero se optd por ella, debido a que permitia mostrar mas relaciones en los

diagramas de Hasse presentados.

Es de notar que las anteriores son conclusiones especificas del trabajo pero se

resalta que los resultados mas relevantes del mismo, son cada uno de los

diagramas de Hasse que evidencian las relaciones de comparabilidad entre las

topologias trabajadas en cada uno de los siete conjuntos abordados.
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