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2.Descripcion

El presente trabajo de grado se desarrolla en el marco de la Licenciatura en
Matematicas del Departamento de Matematicas de la Universidad Pedagdgica
Nacional. Este se lleva a cabo en tres momentos. Inicialmente se aborda el
estudio de dos contenidos centrales: algunos aspectos de la teoria euclidiana de
la proporcién y la construccion de los numeros reales de Dedekind. En segundo
lugar, y como objetivo esencial del estudio, se analiza el eventual uso que de
apartes de la teoria de las proporciones de Euclides hizo el matematico aleman
Julius W. R. Dedekind en su construccion de los nimeros reales. Por ultimo, se
pretende concluir cual es el aporte que el estudio historico hace al conocimiento

profesional de la docente en formacién.
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Guacaneme, E. A. (en prensa). Significados de los conceptos de razén y
proporcion en el libro V de los Elementos. En O. Ledn (comp.). Coleccion
Pedagogia y Didéactica; Educacion Matematica (pp. 101-137). Bogota,
Doctorado Interinstitucional en Educacion. Universidad Distrital Francisco
José de Caldas.
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Dedekind, R. (1872). Creacion de los numeros Irracionales. Continuidad y
nameros Irracionales. Traduccion y comentarios por J. Bares y J.
Climent.

b) Para el estudio del uso de la teoria de las proporciones de Euclides en la

construccion de los numeros reales de R. Dedekind.

Corry, L. (1994). La teoria de las proporciones de Eudoxio interpretada por
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réels. La mémoire des nombres. Commission Inter-IREME pistémologie
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c) Para concluir el aporte que el estudio histérico hace al conocimiento

profesional de la docente en formacion.

Guacaneme, E. A. (2011). La Historia de las Matematicas en la educacion de un
profesor: razones e intenciones. Xlll Conferencia interamericana de
educaciéon matematica (CIAEM). Recife, Brasil 26-30 de Junio.

4.Contenidos

A continuacion se describe el contenido general de cada capitulo del presente

trabajo.

Introduccion. Se realiza una sintesis acerca de la tematica que se dara a
conocer en el documento, la finalidad del estudio de dicha tematica y la

metodologia implementada para el desarrollo de la misma.

Capitulo 1: Generalidades del estudio. Se presentan las generalidades del
proyecto, planteando el asunto de estudio, la justificacibn del mismo, los
objetivos propuestos para éste y, por Uultimo, las actividades que se

desarrollaron para el cumplimiento de dichos objetivos.

Capitulo 2: Mirada a la estructura de las teorias. Se presenta la comprension
lograda de los documentos estudiados acerca de la teoria euclidiana de las

proporciones y de la construccion de los niumeros reales a través de cortaduras.

Capitulo 3: Recapitulacion de perspectivas. Se dan a conocer las reflexiones
logradas en cuanto a la repercusion de la proporcion euclidiana en la teoria de
las cortaduras de Dedekind, desde la mirada de historiadores como Leo Corry,
Wilbur R. Knorr y Eliane Cousquer.

Capitulo 4: Repercusiones de la Historia de las Matematicas en el conocimiento
del educador de matematicas. Se Identifica cuél fue el aporte del conocimiento

adquirido por la docente en formacion a lo largo del estudio y cdmo contribuyo a

Vii




su desarrollo profesional.
Capitulo 5: Conclusiones. Se exponen las conclusiones obtenidas del estudio.

Anexos: Se presenta la traduccion personal del documento en francés “De la
théorie des proportions a la théorie des nombres réels” de Eliane Cousquer
(1994).

5.Metodologia

El presente estudio requirio de los siguientes pasos:

Inicialmente se realizé la lectura y estudio de los documentos referentes a la
teoria euclidiana de la proporcion: (Puertas, 1994 & Guacaneme, 2008). Paso
seguido se estudié el documento concerniente a la construccion de los numeros
reales (Dedekind, 1872).

Se leyeron y analizaron documentos de historiadores que abordan la relacién
entre la teoria de las proporciones y la construccion de los niumeros reales (Corry
& Cousquer, 1994; Knorr, 1992 & Dedekind, 1872).

De acuerdo con el estudio de los documentos mencionados se realizé la
reflexion acerca de cuales son los aspectos de la teoria euclidiana de la
proporcién que se encuentran presentes en la construccién de los numeros

reales hecha por Dedekind.

Por dltimo, teniendo en cuenta las categorias planteadas por Guacaneme (2011)
en relacion con la pregunta ¢Para qué se plantea la apropiacion del
conocimiento histérico de las matematicas por parte de los profesores?, se
reflexion6 sobre los aprendizajes logrados por la docente en formacion, asi

como, sobre el aporte y repercusion de éstos al conocimiento del profesional.
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6.Conclusiones

Existe una tesis historica la cual plantea que la teoria de las proporciones de
Euclides ha brindado las bases para la construccion de la teoria de los niumeros
reales. Algunos historiadores han estudiado los argumentos en pro y en contra
de la mencionada equivalencia de dichas teorias y han encontrado que si bien
hay elementos que se toman de la teoria Euclidiana, existen también
divergencias que deben establecerse; una de estas hace referencia a la
presencia del principio de completitud en la teoria de los numeros reales,
principio con el cual no cuenta la teoria de las proporciones. También hay
diferencias en cuanto al concepto griego de numero ya que es diferente del
concepto actual de nimero abstracto. Por lo anterior se concluye que la teoria de
los numeros reales via cortaduras no es equivalente con la teoria de las

proporciones de Euclides.

La apropiacion del conocimiento histérico de las mateméticas por parte de los
profesores se plantea porque ésta es una fuente de artefactos que le permiten al
profesor tener una vision acerca de la actividad matematica y del objeto
matematico; también porque el estudio de la Historia de las Matematicas le
permite al docente desarrollar competencias profesionales que no solo tienen

gue ver con el conocimiento matematico.
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Revisado por: |Edgar Alberto Guacaneme Suarez
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INTRODUCCION

El trabajo de grado “¢Euclides es a proporcion como Dedekind es a cortaduras?”
consiste en una revision y estudio de documentos que tratan acerca de la teoria
euclidiana de la proporcidn, la teoria de la construccion de los numeros reales via
cortaduras y documentos que dan cuenta de la tesis histérica segun la cual la
teoria de los numeros reales de Dedekind es equivalente a la teoria de las

proporciones de Euclides.

Este documento pretende dar cuenta de lo que los historiadores han planteado
acerca del uso que de la teoria de las proporciones de Euclides hizo el matemético
aleméan Julius W. R. Dedekind en su construccion de los nimeros reales. Por otra
parte se busca estudiar el potencial aporte que dicho estudio hace en relacién con

el conocimiento del profesor de Matematicas.

Para el primer objetivo, inicialmente se presenta una breve descripcién del libro V
Elementos de Euclides, en el cual se presentan algunos aspectos de la teoria de
la razén y la proporcién para magnitudes geométricas; luego se dirige la mirada
hacia el trabajo de la construccion de los nimeros reales a través de cortaduras,
realizado por Dedekind, y por ultimo, se estudian los documentos elaborados por
historiadores (Leo Corry, Wilbur Knorr y Eliane Cousquer) que han abordado la
relacion de la definicion euclidiana de proporcion con la de cortaduras de
Dedekind. De forma paralela se hace una revision de las cartas entre Dedekind y
su colega Lipschitz a través de las cuales este ultimo exhibe su postura acerca de

la equivalencia de las dos teorias en mencion.

En cuanto al aporte de dicho estudio al conocimiento del profesor se buscé
reflexionar sobre los aprendizajes logrados por la docente en formacion, a partir de

las categorias planteadas por Guacaneme (2011), de forma especifica se analiz6
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la pregunta acerca del ¢para qué de la apropiacion del conocimiento histérico por
parte de los profesores? De esta actividad se realizé la escritura de los aportes

obtenidos por la docente en formacion.

La metodologia general que se utilizd, consistio en la lectura inicial de los
documentos, precedido del estudio de los mismos y por ultimo de la organizacion y
escritura de las reflexiones logradas a lo largo del desarrollo del trabajo.

Por ultimo estan las conclusiones del trabajo, la bibliografia que sustenta los
referentes de este documento y en los anexos se encuentra la traduccion del
documento en francés “De la théorie des proportions a la théorie des nombres

réels” de Eliane Cousquer.

Se espera que la lectura de este documento sea de motivacion para otros
estudiantes de la Licenciatura en Matematicas, despertando en ellos el deseo por

navegar y explorar a través del océano de la Historia de las Matematicas.



1 GENERALIDADES DEL ESTUDIO

En este capitulo se establecen los aspectos especificos que sitian el asunto de
estudio, la justificacion del mismo, los objetivos propuestos para éste y por altimo

las actividades que se desarrollaron para el cumplimiento de dichos objetivos.

1.1 JUSTIFICACION

La motivacion esencial que orienta y promueve el desarrollo del proyecto aqui
expuesto, especificamente lo relativo al interés por la Historia de las Matematicas,
surge de la preocupacion frente a la poca informacion y uso que se le da a ésta en
los diferentes espacios académicos del ciclo de fundamentacién de la Licenciatura
en Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional, en contraste con la
potencial importancia de la Historia como herramienta en la labor docente y en la
investigacién. Tal importancia se evidencié durante el Seminario de Educacion
Matematica visto en el primer semestre de 2011, al reconocer que muchas de las
investigaciones en Educacién Matematica contienen un apartado donde se discute

una aproximacion histérica a los objetos matematicos implicados en éstas.

Otra motivacion para este estudio surgié en la experiencia como estudiante de la
Licenciatura en Matematicas en el curso de Proyecto de aula, donde se hizo
énfasis en la importancia de la proporcionalidad como tema matematico de la
Educacién Basica colombiana; al respecto, se advierte que este tema abarca y se
relaciona con muchas tematicas de las matematicas escolares en los diferentes

ciclos de formacion.

Estas dos motivaciones encuentran eco favorable en el trabajo que actualmente
desarrolla el profesor Guacaneme, quien ha estudiado la historia de la
proporcionalidad y ha establecido seis hitos de ésta. Uno de tales hitos lo

constituye la participacion de la teoria euclidiana de la proporcion en la
3



constitucién de los nimeros reales por parte de Richard Dedekind. Este hito en
particular es llamativo, pues parece relacionar la proporcibn con un tema
aritmético con el que usualmente, desde la escuela no se relaciona: los nimeros

reales.

Surge entonces la inquietud acerca de si tal relacién es apropiada y conveniente, e
incluso si ésta podria usarse como herramienta para abordar la ensefianza y el
aprendizaje de los numeros reales, tema en el que se reconoce, desde la Practica
educativa, que los estudiantes de la Educacién Basica y Media tienen muchas

dificultades.

Se debe precisar que la intencionalidad de la autora del presente documento de
abordar la Historia de las Matematicas, en sentido especifico la historia de la
proporcionalidad, emerge del reconocimiento de la importancia de la inmersién de
ésta en el conocimiento del profesor de Matematicas y de la reflexion acerca de
como diversas visiones del objeto de estudio generan en el profesional un mayor

acercamiento y entendimiento del objeto matematico.

1.2 ASUNTO DE ESTUDIO

Atendiendo a lo anterior, el objeto esencial de estudio, es el uso que de la teoria
de las proporciones de Euclides hizo el matemético aleméan Julius W. R. Dedekind
en su construccion de los numeros reales. Asimismo, se estudia el potencial
aporte que dicho estudio hace en relacién con el conocimiento del profesor de

Matematicas.
Tal objeto esencial de estudio implica el analisis de:
¢ Algunos elementos de La teoria euclidiana de las proporciones.

e La construccion de los reales a través de cortaduras.



e La relacion de la definicion euclidiana de proporcion con las cortaduras de
Dedekind.

e La correspondencia entre Dedekind y Lipschitz, en la que Dedekind
explicita el uso que hace de la definicion euclidiana de proporcion en su

construccion de los nidmeros reales.

A través de dicho estudio se espera abordar respuestas a las preguntas: ¢ Cual es
la relacion entre la definicion euclidiana de proporciéon y las cortaduras de
Dedekind? y ¢,cudl es el aporte de la historia de la proporcién al conocimiento de

la docente en formacién?

En cuanto al aporte del estudio para el conocimiento del profesor se tiene una
hipotesis inicial que se refiere a que la teoria euclidiana de la proporcion podria ser
fundamental en el disefio de una propuesta de ensefianza o introduccion de los
nameros reales. Con ello se reconoceria un uso especifico de la Historia de las
Mateméticas como fuente de herramientas para el ejercicio profesional del
docente. Mas alla de tal hip6tesis, nos planteamos la pregunta general acerca de
cudl es el aporte que el estudio historico hace al conocimiento profesional de la
futura docente de Matematicas. En esta direccion se reflexiona sobre los
aprendizajes logrados, a la luz de las categorias planteadas por Guacaneme
(2011) en relacién con la pregunta para qué se plantea la apropiacion del

conocimiento historico de las matematicas por parte de los profesores.

1.3 OBJETIVOS
1.3.1 Objetivos generales

e |dentificar relaciones entre algunos elementos de la teoria euclidiana de la

proporcion y las cortaduras de Dedekind.



e Explicitar los aprendizajes profesionales logrados a partir del analisis
cuidadoso y reflexivo del papel de la definicion euclidiana de proporcién en

la construccion de los nimeros reales, via las cortaduras.

1.3.2 Objetivos especificos

e Analizar cudl era la interpretacion dada por Euclides al concepto de

proporcion.

e Estudiar la repercusion de la proporcién euclidiana en la teoria de las

cortaduras de Dedekind.

¢ Identificar cual es el aporte de la historia de la proporcion al conocimiento

de la docente en formacion.

1.4 METODOLOGIA

Aunque en las actividades consignadas en el anteproyecto de este estudio no
estaban contemplados los documentos que se mencionardn a continuacion, se
hizo necesario realizar la lectura y estudio de: El libro V de Elementos de Euclides
(Puertas, 1994), ¢Teoria euclidiana de la proporcién en la construccion de los
nameros reales? (Guacaneme, 2008), el documento Creacién de los numeros
Irracionales (Dedekind, 1872) y De las cartas a R. Lipschitz (Dedekind, 1872).

Un segundo momento consisti6 en el analisis de aportes realizados por
historiadores acerca de la teoria griega de las proporciones y del uso que
Dedekind hace de ésta para la construccion de los numeros reales. Asi se
estudiaron los planteamientos de Corry (1994) que trata de la interpretacion que
Dedekind hace de la teoria de las proporciones de Eudoxio, la traduccion del
documento de Cousquer (1994) que aborda la relaciéon de la definicién euclidiana
de proporcion y las cortaduras de Dedekind y el estudio de la exhausion a
cortaduras que trata sobre las primeras etapas de la teoria griega de las

proporciones, abordado por Knorr (1992).
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En tercer lugar se reflexiond acerca del conocimiento adquirido por la docente en
formacién a lo largo del estudio y como éste contribuyo a su desarrollo profesional.
Esta actividad se realiz6 a la luz de unas categorias que dan cuenta de las
intenciones de la Historia en el conocimiento del profesor de Matematicas

(Guacaneme, 2011).



2 MIRADA A LA ESTRUCTURA DE LAS TEORIAS

En este apartado se presenta la comprension lograda de los documentos
estudiados acerca de la teoria euclidiana de las proporciones y de la construccion

de los numeros reales a través de cortaduras.

2.1 ESTUDIO DE ALGUNOS ASPECTOS DE LA TEORIA EUCLIDIANA DE LA
PROPORCION

Para el estudio del conjunto de definiciones y proposiciones de la teoria euclidiana
de la proporcion se recurrié a dos documentos base: En primer lugar se realiz6 la
lectura y analisis del Libro V de Elementos de Euclides (Puertas, 1994) y como
paso seguido se estudid el documento ¢ Teoria euclidiana de la proporcion en la
construccion de los numeros reales? (Guacaneme, 2008), siendo este Ultimo una
mirada de la relacion entre la teoria euclidiana de la proporcion y la construccion
del conjunto de numeros reales desde una perspectiva no profesional de la
Historia de la Matematica.

Elementos se reconoce como la obra principal de Euclides, visionario que
encaminé sus esfuerzos por recopilar, organizar y exponer el conocimiento
aritmético y geométrico de sus antecesores con la finalidad de construir una teoria
hipotético deductiva, convirtiendo asi esta armoniosa presentacion en una
herramienta para el razonamiento deductivo de muchos campos del conocimiento,

entre estos la Geometria y Fisica.

Es en su Libro V donde se ha centrado la atencion, puesto que es en éste donde
Euclides presenta una teoria de la proporcion, a través de la cual reorganiza
aspectos de la teoria eudoxiana de la proporcion, y enuncia la definicion de
proporcion que podria ser el enlace esencial con la construccion del conjunto de

los niUmeros reales via cortaduras.



El Libro V, en la version de Puertas (1994) presenta 18 definiciones y 25

proposiciones o teoremas.

2.1.1 Definiciones

Del total de definiciones en el marco de este estudio se reconocen como muy
importantes aquellas que caracterizan los conceptos de: parte, razon, guardar
razén, guardar la misma razén, magnitudes proporcionales y guardar una razon

mayor. Los textos reportados por Puertas (1994) para cada una de estas son:

Definicion 1: “Una magnitud es parte de una magnitud, la menor de la
mayor, cuando mide a la mayor.”(p. 9)

Definicion 2: “Y la mayor es multiplo de la menor cuando es medida por
la menor.”(p. 9)

Definicion 3: “Una razén es determinada relacion con respecto a su
tamafio entre dos magnitudes homogéneas.”(p. 9)

Definicion 4: “Se dice que guardan razén entre si las magnitudes que, al
multiplicarse, pueden exceder una a otra.”(p.10)

Definicién 5: “Se dice que una primera magnitud guarda la misma razén
con una segunda que una tercera con una cuarta, cuando cualesquiera
equimdultiplos de la primera y la tercera excedan a la par, sean iguales a
la par o resulten inferiores a la par, que cualesquiera equimultiplos de la
segunda y la cuarta, respectivamente y tomados en el orden
correspondiente.” (p. 11)

Definicion 6: “Llamense proporcionales las magnitudes que guardan la
misma razon” (p. 12)

Definicion 7: “Entre los equimdltiplos, cuando el multiplo de la primera
excede al multiplo de la segunda pero el mdltiplo de la tercera no
excede al multiplo de la cuarta, entonces se dice que la primera guarda
con la segunda una razén mayor que la tercera con la cuarta.” (p. 13)

Al momento de lectura y analisis de las definiciones anteriores, inicialmente se

entiende que al hablar de magnitudes se hace referencia Unicamente a las

longitudes, ya que se desconocia los diferentes tipos de magnitudes; por ejemplo
9



al leer la definicion 3 se piensa que las magnitudes no son de diferente naturaleza,
por tanto se hace dificil comprender la frase “dos magnitudes homogéneas”; por
supuesto, aparte de esto la terminologia poco clara de la definicion (relacion con
respecto al tamafio) crea obstaculo en la comprension del concepto de razon. Lo
importante para la docente en formacion consistio en el hecho de indagar a qué
otra naturaleza de magnitudes hacia referencia dicha definicion y en general la
teoria de la proporcion. Es a partir de esto que se llega a la conclusion de que
Euclides basa su obra en el uso del conjunto de magnitudes geométricas, las
cuales pueden ser longitud, superficies, volumen y de amplitud angular. También
con esta definicion 3 se establece que las dos magnitudes presentes en una razon

no pueden ser de diferente naturaleza.

Por otra parte cuando Euclides compara magnitudes, lo hace sin importar el
namero que se le asigna a la cantidad de magnitud; por ejemplo, cuando se
comparan dos superficies lo importante no son las cantidades numéricas
asignadas a las superficies, ni la relacion entre las dos, la idea es que dichas
magnitudes sean homogéneas y arquimedianas para poder ser comparadas. Esta
dltima condicion de acuerdo a la interpretacion personal de la docente en
formacion indica que al tener por ejemplo, dos segmentos de recta, uno tan largo
como se quiera de longitud z y otro de longitud tan corta como se quiera de
longitud x , tomando un mdltiplo adecuado de x se podra sobrepasar la longitud

del segmento z.

A través del tiempo, los historiadores han notado la importancia y “problemas” de
las definiciones 5y 7, las cuales tienen un papel representativo en este estudio.
En primer lugar, las definiciones en un contexto actual estan hablando de cuando
dos razones estan en proporcién y en desproporcion respectivamente. Por otra
parte, se hace evidente la dificultad al interpretar dichas definiciones, ya que estan
expuestas en un lenguaje que se encuentra en otra época 0 contexto, usa
términos no predefinidos (v.gr. equimultiplos) y omite el uso de simbologia. Es por

esto que los historiadores incorporan las definiciones a un lenguaje simbdlico, por
10



ejemplo Puertas (1994) presenta dos versiones para la quinta definicion, una

formulada como disyuncion exclusiva de conjunciones:

“Siendo a, b, ¢, d unas magnitudes del dominio de la teoriay my n unos
nameros naturales cualesquiera, se da una proporcion a:b :: c:d si y
sélo si: 0 ((m.a>n.b) y (m.c>n.d)) o ((m.a=n.b) y (m.c=n.d)) o ((m.a<n.b)

y (m.c<n.d)).” (p. 12)

y otra expresada como conjuncién de implicaciones:

“siendo a, b, ¢, d unas magnitudes del dominio de la teoria y my n unos

nameros naturales cualesquiera, se da una proporcién a:b :: c:d si y

s6lo si: (si m.a>n.b, entonces m.c>n.d) y (si m.a=n.b, entonces m.c=n.d)

y (si m.a<n.b, entonces m.c<n.d).” (p. 12)
Continuando con la definicién 7, Knorr (1992) establece que “Uno de los defectos
conocidos de la teoria euclidiana en el libro V es que no prueba que «no tener la
misma razén» sea equivalente a «tener una razén mayor o menor razoén»”(p.8);
aunque al explorar las proposiciones de Elementos, Guacaneme (2008) “(por
ejemplo en el libro V, proposiciones 9 y 10) corrobora que Euclides si supone tal
equivalencia, con lo cual dispone de una herramienta potente para la

demostracion de la proporcionalidad o desproporcionalidad de cuatro magnitudes”.

2.1.2 Proposiciones

Finalizando la caracterizacion del libro V de Elementos, Guacaneme (2012)
clasifica en cinco grupos de propiedades las veinticinco proposiciones y los dos

porismas del libro, asi:

Grupo 1: las proposiciones que se refieren a las magnitudes y sus mdultiplos, pero

gue no aluden a las razones ni a las proporciones. (Proposiciones 1, 2, 3, 5y 6).

Grupo 2: Proposiciones que aluden a propiedades “de orden” de las razones a

partir de propiedades “de orden” en las magnitudes. (Proposicién 7(sin el porisma
7)y8)
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Grupo 3: Proposiciones que describen como relaciones entre razones determinan

relaciones u operaciones entre magnitudes. (Proposiciones 9, 10, 14, 20, 21y 25).

Grupo 4: Proposiciones que incluyen propiedades de las proporciones o
desproporciones, es decir de las razones en si mismas. (Proposiciones 4, 7°, 11,
12,13, 16, 17, 18, 19, 19, 22, 23 y 24).

Grupo 5: Referido a la proposicion 15, la cual s6lo alude a una proporcion.

A su vez se encuentra que en las proposiciones no se establecen operaciones

entre razones, aungue si entre las magnitudes que conforman dichas razones.

El interés del estudio de las proposiciones de Elementos surge por la necesidad
de aclarar el uso que de las definiciones se hace para demostrar una proporcion,

ya que esto permite ver la definicion en uso y asi comprender su significado.

2.2 CONSTRUCCION DE LOS NUMEROS REALES VIA CORTADURAS

Para el estudio de la construccién de los niumeros reales se recurre a la teoria
elaborada por el matematico Julius Wilhelm Richard Dedekind, quien de forma

inicial estudia la continuidad de la linea recta.

Dedekind en el afio 1858 se encontraba ejerciendo su labor como docente del
Politécnico Federal de Zuarich; es en esta institucion en la cual se ve enfrentado a
exponer los elementos del Célculo Diferencial. Debido a este reto encuentra que el
anico camino disponible para abordar su exposicion es a través de la geometria,
qgue si bien era una herramienta util desde lo didactico, desde lo cientifico y
riguroso no tenia ninguna distincién; es por esto que se ve envuelto en un
sentimiento como él lo llama de ‘“insatisfaccidn” y decide encontrar una
justificacion estrictamente aritmética y rigurosa de los principios del analisis

infinitesimal. Se decia que dicho analisis se ocupaba de magnitudes continuas,
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pero no existia ninguna demostracion rigurosa acerca de éstas, por tanto un

objetivo implicito era lograr definir la esencia de la continuidad.

Para iniciar con la presentacion del estudio de los niumeros reales realizado por
Dedekind se debe precisar que en la obra de Dedekind cuando se menciona a R
se hace referencia al sistema de los nimeros racionales, caracterizando a éste
como un dominio ordenado, unidimensional y que se extiende al infinito en dos
sentidos opuestos. Por otra parte es importante conocer que para Dedekind la

recta estd compuesta por puntos.

El punto de partida para el desarrollo de la construccion de los ndmeros reales
consistio en la comparacion que Dedekind realizé entre los numeros racionales y
los puntos de una linea recta L. Inicialmente Dedekind observa que los puntos de
una linea recta al igual que los numeros racionales se encuentran en una
determinada posicién, es decir si se diferencian los dos sentidos opuestos de la
recta como derecha e izquierda y si p y q son dos puntos diferentes se tiene que p
esta situado a la derecha de q y al mismo tiempo q a la izquierda de p, o bien se
ubican de forma inversa; llevando esta propiedad al plano de los numeros

racionales se identifica la condicion ser mayor que 0 ser menor que.

Si p es un punto especifico de L, entonces la recta quedara dividida en dos partes;
los de la primera clase que estaran ubicados a la izquierda de p y los puntos de la
segunda clase que contiene todos los puntos que estan ubicados a la derecha de
p; el punto p pertenecerd bien sea a la primera clase o a la segunda clase, pero

nunca a las dos.

De acuerdo con la anterior analogia se concluye que a cada namero racional le
corresponde uno y solo un punto p de L. Debido a que “la recta L es infinitamente
mas rica en individuos puntuales que el dominio R de los nimeros racionales en
individuos numéricos” (Dedekind, 1872, p. 5), se afirma que hay infinitos puntos

gue no corresponden a ningn namero racional.
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A continuaciéon es necesario refinar el conjunto de los numeros racionales, dando
origen a nuevos numeros tales que el dominio sea tan completo, como continua es

la recta. Dedekind encuentra la condicion de continuidad en el siguiente principio:

“Si se reparten todos los puntos de la recta en dos clases, tales que

cada punto de la primera clase esta situado a la izquierda de cada

punto de la segunda clase, entonces existe un uUnico punto que

determina esta particion de todos los puntos en dos clases, este corte

de la recta en dos partes” (Dedekind, 1872, p. 6).
Es a partir de dicho principio que se inicia la construccién desde el conjunto R
discontinuo de nameros racionales a un dominio continuo. El primer paso de la
creacion de dicho dominio continuo consiste en analizar las separaciones que
cada numero a genera al sistema R, es evidente que el sistema quedara dividido
en dos clases lo importante es lograr descubrir ¢qué caracteristicas estan
marcando cada una de esas clases?, ¢qué elementos son los que habitan en

ellas?

Para lograr dar respuesta a dichos interrogantes se da inicio al estudio de las dos
clases mencionadas anteriormente; éstas se denotan como A; y A,y se encuentra
que cumplen con dos propiedades: la primera es que cada nimero perteneciente
a A1 es menor que cualquier numero de A, la segunda es que entre los numeros
de la primera clase existe uno mayor o entre los nimeros de la segunda clase
existe uno menor. Es a esta separacibn la que se bautizara como

cortadura (4, ,4,).

Hasta este punto el matematico Dedekind ha demostrado la existencia de una
cortadura, estableciendo que ésta es generada por un ndamero racional, sin
embargo su cuestionamiento le permite ir mas alla demostrando que existen
infinitas cortaduras y que no son precisamente producidas por un nimero racional;
es a través de esta propiedad que surge el estado de incompletitud del dominio R

de los numeros racionales.
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De acuerdo con lo anterior se concluyé que hay cortaduras de numeros racionales
que son generadas por numeros racionales y otras que son generadas por algo
gue no esta en el conjunto, es por esto que se crea un nuevo numero denominado
irracional, el cual estara definido por una cortadura (4;,4,) no producida por un
namero racional. La union de estas dos clases de cortaduras diferentes generadas
tanto por racionales como por irracionales, constituyen el dominio de los nimeros
reales; en consecuencia en este conjunto dos numeros se consideraran diferentes

si y solo si son generados por cortaduras estrictamente diferentes.

Ahora bien, para ordenar todos los numeros reales Dedekind analiza la relacion
entre dos cortaduras cualesquiera (4;,4,)y (By,B,), determinadas por dos
nameros cualesquiera ay f , concluyendo que si se tienen dos numeros

diferentes, necesariamente uno debe ser el mayor y el otro el menor.

Finalmente Dedekind (1872) muestra que el sistema R de todos los numeros
reales es un dominio ordenado, unidimensional, que cumple con las siguientes

leyes:

1. Sia>p ypB >y, entonces también a >y. Es decir que el nimero f se

encuentra entre los nimeros «a VY.

2. Si a y y son dos numeros diferentes, entonces hay siempre infinitos

nameros diferentes que estan situados entre a y y.

3. Si a es un numero determinado, entonces todos los nimeros del sistema R
se subdividen en dos clases 2; y %, , cada una de las cuales contiene
infinitos individuos; la primera clase 2; comprende todos los numeros a4,
que son < a, la segunda clase A, comprende todos los numeros a,, que

son mayores que «a. (p. 10).

El nimero a puede pertenecer a la primera o0 a la segunda clase y de

acuerdo a esta escogencia sera o el nimero maximo de la primera clase o
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el numero minimo de la segunda clase, se dice que esta divisidn esta

determinada por el nimero a.

Debido a la continuidad del dominio R se valida el siguiente teorema:

4. Si el sistema R de todos los numeros reales se subdivide en dos clases, U,
y A, tales que cada numero a, de la clase %, es menor que cada
namero a, de la clase 2U,, entonces existe un y solo un nimero « por el cual

esa division esta determinada. (Dedekind, 1872, p. 10).
Continuando con la caracterizacion del dominio R de todos los nimeros reales,
Dedekind ve necesario dotar al conjunto con operaciones entre sus individuos;
para esto basta con definir la cortadura (C;,C,) la cual, segun Dedekind
correspondera al resultado del calculo y generado por las cortaduras (A4;,4,) y
(B4, B,) determinadas en el sistema R por los nUmeros a y B; de esta forma se
define las operaciones de adicion, diferencia, productos, cocientes, potencias,

raices y logaritmos para el sistema ‘R.

Cabe aclarar que Dedekind no termina aqui la estructura del conjunto R, lo
presentado es hasta ahora el inicio, ya que ademas de dotarlo de orden, define
para R las operaciones de la aritmética, pero con lo descrito anteriormente se
logra el propésito para este trabajo, centrado en el estudio de la teoria de las
cortaduras de Dedekind.
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3 RECAPITULACION DE PERSPECTIVAS

El capitulo que se presenta a continuacion tiene como objetivo dar a conocer las
reflexiones logradas en cuanto a la repercusion de la proporcion euclidiana en la
teoria de las cortaduras de Dedekind, desde la mirada de historiadores como Leo

Corry, Wilbur R. Knorr y Eliane Cousquer.

La estructura del presente apartado consiste en una sintesis de las ideas
planteadas por los autores mencionados anteriormente y para ello se respetara la

estructura interna de los documentos.

3.1 PERSPECTIVA DE LEO CORRY
3.1.1 Lateoria de proporciones de Eudoxio

Leo Corry inicia su articulo presentando la esencia de cada una de las dos teorias
gue han sido el centro de discusion de cierto nimero de autores que han estado a
favor o en oposicion de la comparacion realizada entre las definiciones de razén e
identidad de razones propuestas por Eudoxio, con las definiciones propuestas en

la teoria de Dedekind.

De ahi que inicie su trabajo exponiendo las definiciones 4 y 5 del libro V de
Elementos referidas a la definicion de razon y razones idénticas respectivamente,
ya que este autor busca dar una mirada critica a estas definiciones, iniciando por
afirmar que el primer problema de las mismas radica en la traduccion inicial del
texto griego original, puesto que éste se encontraba en un lenguaje retérico y al
pasar a un lenguaje simbolico se tiende a irrespetar las caracteristicas y
propiedades que tiene la definicion en su lenguaje original, como ejemplo, sefala

que en el simbolismo griego no se cuenta con el proceso de operar “objetos”, cosa
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que si sucede al realizar la traduccion de la quinta definicibn a una notacion

algebraica actual.

Corry logra identificar que existe una serie de condiciones para las definiciones
mencionadas anteriormente; entre estas se encuentra la homogeneidad de las
magnitudes en una razon, es decir, para que una magnitud pueda estar en razoén
con otra es necesario que sean de la misma clase, (por ejemplo una razén entre
dos segmentos, o entre dos superficies o entre dos volimenes) puesto que carece
de sentido comparar por ejemplo una superficie con un volumen, (por mas que se
agreguen superficies nunca se llegara a obtener un volumen, pues ésta siempre
continuara siendo de dos dimensiones) esta condicion de homogeneidad

trasciende a las operaciones con magnitudes.

En concordancia con lo anterior en Corry (1994) surge un aspecto importante para
la comparacibn de magnitudes, no serd necesario que éstas sean
conmensurables, sino que se podra comparar magnitudes inconmensurables la
una con la otra, teniendo claro que no son numeros los que se estan comparando

sino magnitudes homogéneas.

Por dltimo, con la definicion de guardar razon (definicion 4 del Libro V de
Elementos) se estudia de forma conjunta las proporciones entre magnitudes
conmensurables o entre magnitudes inconmensurables; a su vez se define una
caracteristica importante para la proporcion y consiste en el hecho de que la
proporcidn es una comparacion entre dos razones diferentes, la cual de acuerdo
con Corry (1994) no es permitido considerarsele como una igualdad de fracciones

en el sentido operativo del término.

3.1.2 La teoria de “cortaduras” de Dedekind

A continuacion, el articulo de Corry comparte el esquema utilizado por Dedekind
para la construccion del conjuntoR; ya que en este trabajo de grado se ha

realizado un estudio del mismo libro Continuidad y nameros Irracionales se
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concluye que los aspectos mencionados por Corry en este apartado ya han sido

tratados en el presente documento, por tal razén se omite su escritura.

3.1.3 Equivalenciay diferencia de las dos teorias

Las proporciones de Eudoxio y las cortaduras de Dedekind han sido punto de
debate para muchos historiadores de las Matematicas, algunos afirman que la
definicion de identidad de razones coincide de forma misteriosa con la teoria de
los numeros irracionales de Dedekind. Para demostrarlo se presenta a

continuacion el argumento de Heath, expuesto por Corry (1994).

- . X - 7z
Primero se toma un cociente " de magnitudes homogéneas y se le

asocia una cortadura, entonces, si se tienen dos cocientes idénticos,
también deben existir dos cortaduras asociadas a éstos que sean
equivalentes.

Su demostracion consiste en tomar cualquier cociente gy definir A como
el conjunto de todos los racionales % , tales que%s % y B como el

conjunto de todos los racionales % tales que % < %. Hasta este punto se
tendria una cortadura asociada a un cociente.

Ahora se tiene otro cociente i— para el cual se definen los conjuntos A’
y B” de forma similar. Se supone que g es igual a% , ahora se toma el

racional %perteneciente A, por lo tanto étambién pertenece a A" ya que;

1. Si-<>entonces ay < bx,cona,b#0y € Z

R IR

2. ay’ < bx’ por Def V de Euclides.

I

3. =<

(S S
<

4. Aplicando este mismo proceso para un racional % perteneciente a
B, se prueba que(4,B) = (4',B")
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Es a partir de dicha demostracion que Heath logra afirmar que la definicion de
cocientes iguales no es otra cosa diferente a la teoria de Dedekind. Sin embargo
cabe mencionar que la anterior demostracion presenta algunos problemas que no

a

se consideran tan obvios; por ejemplo en el paso 1: Si = < g entonces ay < bx, se

estan realizando operaciones aritméticas en una desigualdad, pero sin importar la

naturaleza de los elementos, ya que se operan las magnitudes a, b con cocientes

de racionales; de forma similar en el item 3: %s% se utiliza la misma simbologia

de desigualdad (<) para los cocientes de racionales y para las magnitudes, hecho
que es de importancia a la hora de realizar una correcta interpretacién del lenguaje

matematico.

Por supuesto también hay autores que rechazan la correspondencia presentada
anteriormente, ya que los lenguajes aceptados para las traducciones de los textos
griegos son UuUnicamente el retdrico y el geométrico, garantizando asi una
interpretacion menos distorsionada de la original no es valido pensar en que dicha

teoria eudoxiana sea presentada a través de un lenguaje simbdlico — algebraico.

Pero este, es hasta ahora el primer punto de la discusién, ya que aparece otro
argumento que desvirtla la mencionada correspondencia de teorias, éste se
refiere al concepto de nimero griego en comparacién con el sentido de nimero de
las matematicas actuales; siendo el primero definido como una pluralidad
compuesta de unidades, en oposicién con el niumero actual que se refiere a la
cantidad como abstracta; de hecho al remitirnos a Elementos es claro el uso y
distincion realizado tanto para niamero como para magnitud, siendo el niumero
utilizado para el manejo de cantidades discretas y la magnitud para cantidades
“continuas”; es de tal importancia la diferencia de estos conceptos que en la obra
Euclidiana se presentan dos teorias separadas para las magnitudes geométricas y
los nimeros. Entonces si bien Euclides trabaja con el nimero y la magnitud, debe
ser claro que la cantidad no sera abstracta, ya que representara una cantidad de

magnitud especifica o una cantidad numérica en particular.
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Aunque el nimero y la magnitud aludan a conceptos diferentes de cantidad,
comparten la propiedad de poder comparar dos elementos de la misma clase y asi
establecer si estos son iguales o desiguales, cosa que no sucede con las razones
ya que en éstas se establece cuando guardan la misma razén y no cuando son
iguales; puesto que ellas ni miden ni representan la cantidad de alguna medicion.
Asi mismo las razones no se operan, es a sus magnitudes que la conforman a las

gue se les aplica una operacion aritmética.

Dentro de este marco ha de considerarse descabellada la idea de comparar la

teoria de las proporciones con la teoria de los nUmeros irracionales.

Corry menciona que en trabajos realizados por Sabetai Unguru ha surgido una
razon nueva para argumentar la diferencia de las teorias en mencion; esta hace
referencia a las motivaciones o intencionalidades por las que se crearon tales
teorias, mencionando que para Dedekind la construccién de los niUmeros reales a
partir de cortaduras surge de su necesidad de encontrar una explicacion formal y
rigurosa para la idea de convergencia, aunque de forma global éste buscara
encerrar en un sistema todos aquellos elementos o individuos que se encontraban
“flotando en el aire” y no tenian ningunas leyes que los caracterizaran y dotaran de

estructura.

Por su parte Unguru al estudiar de forma inicial las definiciones de razén y
proporcion de Eudoxio encuentra que éste no tenia estas mismas intenciones a la
hora de conformar su teoria, es claro que sus motivaciones eran otras aunque no
sean tan evidentes. Es debido a la falta de evidencias concretas de las
motivaciones de Euclides y Eudoxio que éste argumento ha sido criticado.

3.1.4 Dedekind y la teoria de Eudoxio

Corry reconoce que las intencionalidades de la obra de Dedekind tienen un

respaldo en la correspondencia con su colega Rudolph Lipschitz, por esto le es
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relevante conocer dichas conversaciones académicas y asi intentar extraer los

verdaderos argumentos con los cuales Dedekind defendia su teoria.

A continuacion se presentan los elementos principales de las discusiones llevadas
a cabo entre los dos matematicos mencionados anteriormente; para lograr una
mayor comprension fue necesario el estudio directo de las cartas consignadas en
el documento Continuidad y numeros Irracionales (Dedekind, 1872), por lo tanto

en este apartado se presenta la interpretacion personal lograda de dicho estudio.

En la carta escrita el 30 de mayo de 1876 (Dedekind, 1872) Dedekind inicia la
exposicién de sus argumentos para refutar el comentario enviado por Lipschitz,
quien asegura que la definicién de cortadura es en esencia igual a la definicion 5
del libro V de la obra Elementos de Euclides, explicando que su diferencia radica
simplemente en la forma en que se presenta dicha definicion. De acuerdo con lo
anterior Lipschitz solicita a Dedekind retirar su afirmacion de que ciertos teoremas
como V2.3 = V6 aln no hayan sido demostrados, ya que haciendo uso de la

obra Elementos se lograria llegar a la demostracién del teorema en mencion.

Es de admiracion el sentido de respeto con el cual se dirige Lipschitz a su colega
siendo cuidadoso de no herir como él lo llama “a un corazén analitico”; por
supuesto Dedekind segun se evidencia en sus palabras es un hombre sencillo
quien se declara como no susceptible a dichos cometarios pero si firme en la

exposicion de los motivos que validan su teoria.

En su planteamiento inicial Dedekind expone que en el dominio R se pueden
generar cortaduras, siendo éstas, herramientas para conformar asi los nameros
irracionales, por tanto la union de estos concebirian al dominio de los numeros
reales en los cuales Dedekind identifica una propiedad en la que encuentra el
principio de continuidad, plasmando su hallazgo en el siguiente teorema: “El
sistema de todas las cortaduras en el dominio de por si discontinuo de los

nameros racionales constituye una multiplicidad continua” (Dedekind, 1872, p. 19).
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Es a partir de su teoria de cortaduras que afirma se puede demostrar la
proposicién v2.4/3 = /6, aclarando que si algin matemaético asegura que el
teorema ya estd demostrado deberd ser respaldado por una demostracion
publicada y rigurosa, puesto que luego de una exhaustiva busqueda en los textos
matematicos del momento Dedekind soélo logra contagiarse de indignacion al
encontrar los siguientes “groseros argumentos circulares” (Dedekind, 1872) para

validar dicho teorema:

va .\b =ab, porque (va.vb) = (va)’.(Vb)" = ab; con esto no se prueba la
multiplicacion de dos nimeros irracionales ya que segun Dedekind lo Unico que se
hace es tomar el teorema (mn)? = m?n? ya demostrado para los nimeros
racionales y utilizarlo sin ninguna complicacién para los irracionales, generando en
Dedekind un sentimiento de indignacién al sentirse engafiando con esta aparente
demostracion, al jugar con la confianza con la que los estudiantes creen en la

palabra del educador.

Con el argumento anterior Dedekind da por aclarada su afirmacién de la no
existencia de dicha demostracion; sin embargo este continla su defensa
explicAndole a Lipschitz que no basta con la definicion euclidiana de guardar la
misma razén, ni con los demas elementos del libro V de Euclides para demostrar
el teorema en cuestion, debido a que en esta teoria no esta presente el principio

de continuidad.

Para que dicha definicion estuviera dotada de sentido y pudiera ser comparada
con su principio de continuidad, las magnitudes deberian segun Dedekind contar

con dos condiciones:

1. De cada dos magnitudes diferentes y homogéneas siempre se reconocera

a una como la mayor y a otra como la menor.

2. Si A es una magnitud, y n un namero entero, hay siempre una magnitud nA

homogénea con A, el multiplo correspondiente al nimero n de A.
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A pesar del cumplimiento de estas dos condiciones; Dedekind escribe que en la
obra no se cuenta con una forma para ampliar el dominio de magnitudes
homogéneas, aunque reconoce que a pesar de que Euclides no toma como
sindbnimos a la razén y el numero, su quinta definicion bien podria definir a este

ultimo.

A partir del siguiente ejemplo Dedekind explica por qué el dominio de magnitudes
homogéneas nunca se extenderia mas alla del dominio de los nUmeros racionales:
Inicialmente se toma una magnitud A especifica, luego se toman todos los
multiplos nA para formar un dominio de magnitudes que cumplird con las dos
condiciones mencionadas anteriormente, sin embargo no existe en Elementos un
dominio de magnitudes mayor a éste; ahora, si se tomara como inicio dicho
dominio de magnitudes y se conformaran razones entre dos magnitudes
cualesquiera de éste, se llegaria como se indicé de forma inicial a la conformacién

del dominio R, siendo este su mayor nivel de extension.

Sin embargo Dedekind reconoce que Euclides a lo mejor estaba pensando en mas
dominios de magnitudes, porgue de lo contrario no habria condicionado su quinta
definicion y simplemente hubiera bastado con afirmar que: la razén de A a B es
igual a la de A; a B;, si hay dos numeros enteros m y n, tales que se da al mismo
tiempo que nA=mB y que nA;=mB;. Aunque en su Libro X trate con magnitudes
inconmensurables, cuyas razones serian numeros irracionales, Dedekind es
reiterativo afirmando que ni Euclides, ni en sus antecesores se encuentra aquel

dominio de magnitudes continuo.
A continuacion se enuncia el principio de continuidad:

“Si se reparten todas las magnitudes de un dominio de magnitudes con
una gradacion continua en dos clases tales que cada magnitud de la
primera clase es menor que cada magnitud de la segunda clase,
entonces existe, o bien una magnitud maxima en la primera clase, o
bien una minima en la segunda clase” (Dedekind, 1872, p 21).
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Como el dominio de magnitudes no cuenta con dicho principio, entonces, el

dominio numeérico queda incompleto. A raiz de esto, segun Dedekind seria sencillo
demostrar el teorema v2.v3 = V6 : “entiendo como el producto V2.3 el
namerov6, y por consiguiente V2 .4/3 = 1/6q.e.d”; ya que el dominio careceria de

definiciones generalesde las operaciones aritméticas para los numeros presentes
en él. Dedekind concluye su carta afirmando que por el contrario, su teoria de

cortaduras si permite la creacién de dominio de los niUmeros reales.

El 27 de julio de 1876 Dedekind envia una nueva correspondencia a Lipschitz en

la que menciona la disminucion de sus esperanzas de que se pongan de acuerdo;

también menciona que él pensaba que con su ejemplo de 2 habia quedado claro
su trabajo sobre la continuidad. Tomando las palabras de Lipschitz “; Tiene la
definiciébn de su cortadura un contenido diferente de esto?” Dedekind le solicita
gue no suponga el hecho de que él, haya descubierto algun fenédmeno nuevo en
las matematicas, un numero nuevo o que diga algo nuevo con su teorema “Se
reparten todos los puntos... produce en dos trozos” (Dedekind, 1872,p 23), ya que
por ejemplo, le explica que el fenbmeno de cortadura se observa siempre que se
busca representar a los numeros irracionales a través de aproximaciones tan
pequefias como se quiera de nameros racionales y asi mismo los demas casos

tiene ya una existencia.

Dedekind quiere que su colega comprenda que, la esencia de su escrito esta en el
hecho que solo con el fendmeno de la cortadura y la aritmética de los nameros
racionales, sin la intervencion del concepto de magnitud, se pueden definir los

nameros reales de tal forma que tengan completitud.

Continuando con su defensa Dedekind le escribe a Lipschitz que en cuanto a su

afirmacion que en Elementos de Euclides estos principios de continuidad se

sobreentienden, continua en desacuerdo, ya que Euclides puede aplicar su

definicion de guardar la misma razon a todo tipo de magnitudes presentes en su

sistema, sin embargo a la hora de construir la aritmética basados en razones entre
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magnitudes (Dedekind comenta que esta no fue la intencionalidad de Euclides) se
necesitan demostraciones validas de la completud del dominio de las magnitudes,

para asi dotar de fundamentos cientificos a la aritmética.

Por otra parte al hacer referencia a lo evidente del principio de continuidad de una
linea recta (cosa que asegura Lipschitz) Dedekind aunque no estd en total
acuerdo con el uso de argumentaciones geométricas, intenta ponerse bajo esta
postura, pero encuentra que aun asi tampoco la acepta, ya que si se pensara el
espacio Euclidiano y toda recta contenida en él como discontinua, aun asi se
conservaria intacta la geometria Euclidiana, es decir, su sistema no necesita de la
propiedad de continuidad para funcionar; condicion que si es necesaria en su

teoria de los nimeros reales.

Finalmente Dedekind se da por satisfecho en la exposicién de sus argumentos y
de forma educada y sensible pide disculpas a Lipschitz por la minuciosidad

presente en €stos.

3.1.5 Otros sistemas numéricos en la obra de Dedekind

En este ultimo apartado, Corry presenta un compilado de algunos de los trabajos
realizados por Dedekind, los cuales se convierten en otro punto de diferencia en
relacion con la teoria euclidiana de las proporciones, ademas de la construccion
de los numeros reales. Por ejemplo, Dedekind también analiz6 el sistema de
nameros naturales a través del concepto de cadena, logrando caracterizarlo,
dotandolo de propiedades para sus operaciones y justificando su estructura de
orden. Por otra parte realizé un trabajo acerca de los nUmeros algebraicos, teoria
cuyo eje central se basa en el concepto de “ideal” a través del cual resolveria uno

de los problemas principales de dicho sistema, la factorizacion Unica.

Corry evidencia que el concepto de ideal es similar al de cortaduras y cadenas
refiriendose a colecciones de numeros; por esto se ve que el concepto de

cortadura de Dedekind nace de una motivacion mas profunda al querer trabajar
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con los sistemas numéricos, convirtiéndose en el motor de la creacion matematica

de él y no en una version mejorada de la teoria euclidiana de la proporcion.

En conclusion, Corry puntualiza el cierre de su documento dejando claro que
reconoce una cierta equivalencia entre la teoria de las proporciones Euclidiana y la
teoria de cortaduras de Dedekind. Pero que asi mismo existen divergencias
puntuales entre ambas teorias presentes en la exposicion de Dedekind en relacion
con el asunto, al igual que en el analisis que realiza del sistema axioméatico de
Euclides y finalmente la diferencia presente en las intenciones particulares de

estudio del concepto de numero.

En concordancia con lo anterior Corry siente como desvirtuacion histérica de las
contribuciones de estos dos matematicos a la ciencia, el hecho de afirmar que la
teoria de Euclides es la misma que la teoria de cortaduras de Dedekind con
simples cambios de forma en su estilo y contenido, desconociendo el marco
conceptual histérico en donde se localiza cada teoria y negando de esta forma el

valor que cada una de estas contiene.

3.2 PERSPECTIVA DE WILBUR KNORR

En esta seccion se presentan lo planteamientos relevantes a este estudio,

realizados por Wilbur Knorr (1992).

A continuacién se presentan los cuatro elementos basicos representativos del
método de exhaucion eudoxiana:
a) Razonamiento indirecto.

b) Una hipotesis de proporcion desigual que supone la existencia de la
cuarta proporcional de tres magnitudes determinadas.

c) Construccion de una magnitud intermedia a través del procedimiento
de biseccidon de Elementos X, 1.
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d) Manipulacién de las desigualdades de las razones para deducir la
contradiccion” (Knorr, 1992, p. 4)
A partir del método eudoxiano que se acab6 de mencionar, Knorr deduce las
definiciones euclidianas de igual razén y de mayor razén, las cuales se encuentran

como definiciones 5y 7 en el Libro V de Elementos.
Para el caso de mayor razon se tiene que:

Si A:B # C:D, sea A:B # C: X para X # D. Supongase primero por razonamiento
indirecto que X < D.Luego se construye un X  tal que X <X <D y X'es

conmensurable con C. Por tanto
C:X>C:X>C:D

Por conmensurabilidad hay enteros positivos m y n tales que C:X" = m:n. Al

sustituir los iguales queda
A:B>m:n>C:D

Es decir, nA > mB mientras que nC < mD. Esta ultima condicién expresa que “A

tiene con B una razén mayor que C con D”

Ahora para el caso de igual razon, la demostracion es analoga pero negando la

condicion inicial: A: B = C: D sind > =< mB cuando nC > =< mD.

Knorr hace mencion de uno de los defectos que encuentra en la teoria euclidiana
en el Libro V, en el cual no se prueba que “no tener la misma razén” sea
equivalente a “tener una mayor o menor razén” sin embargo, segun Knorr,
Euclides en las proposiciones 9 y 10 supone esta afirmacién, razén por la cual se

cree que si las tomaba como equivalentes.

En el estudio de las teorias eudoxiana y euclidiana se encuentra una equivalencia,

segun Knorr de caracter técnico, es decir, la estructura de dichas teorias es
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semejante; debido a esto surge el interrogante de los motivos que alguien tendria
para modificar dicha técnica eudoxiana; uno de estos es el de la simplificacion
pues los procesos euclidianos aunque conceptualmente no son muy claros son
mas sencillos de aplicar, ya que en las pruebas euclidianas solo basta con hacer
uso de las definiciones o postulados para justificar un argumento, caso contrario
de las eudoxianas en donde es necesario un razonamiento, en el que se van
construyendo los argumentos de la demostracion, haciendo uso de los pasos

fundamentales indicados al inicio de este apartado.

Por otra parte la modificacion de la técnica eudoxiana se pudo haber dado debido
a la completez, al incluir una definicion puntual para la proporcién, a través de la
cual se demostraran los teoremas relativos a ésta, puesto que dichos teoremas no
hubiesen podido ser demostrados con la técnica eudoxiana, la cual los

presuponia.

En conclusion, actualmente la teoria Euclidiana es la que aporta las bases para la
teoria de la proporcion, sin embargo no se debe desconocer que su precursor fue
Eudoxio y que gracias a sus aportaciones algunos matematicos como Arquimedes

han recurrido a su técnica, para demostrar sus propios principios.

3.3 PERSPECTIVA DE ELIANE COUSQUER

En esta seccidn se da cuenta del estudio del documento realizado por Cousquer
(1994) donde aborda un recorrido por el concepto de niumero Real y la teoria de la

proporcionalidad.

3.3.1 Un problema de la ensefianza

Cousquer plantea su preocupacion en torno a las dinamicas que estan siendo
utilizadas en las escuelas para abordar el estudio de los numeros reales, en las
cuales el uso inadecuado de las calculadoras esta nublando las interpretaciones

gue un estudiante crea acerca de un namero. Por ejemplo ella plantea la siguiente
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pregunta: “4 Acaso 13/7 es un numero para un alumno de colegio, o es el signo de
un célculo para efectuar en la calculadora, el cual da 1,8571429?” muy

seguramente la respuesta sera esta ultima.

Es desde los programas académicos en donde se esta permitiendo un retroceso
en la educacion; Cousquer recuerda que anteriormente en los primeros semestres
de la universidad se debia construir el sistema de los nimeros reales, ya sea por
cortaduras de Dekind o por sucesiones de Cauchy; pero es lamentable que
actualmente se estén omitiendo estas preguntas acerca de la irracionalidad, dando
por hecho la existencia de los niUmeros reales. Es por esto que Lebesgue critica la
presentacion mediocre que se realiza acerca de los numeros racionales e
irracionales en la escuela, en donde se abordan por ejemplo las medidas de

magnitudes solamente conmensurables, omitiendo los niumeros irracionales.

Por su parte Cousquer reconoce desde su papel como docente de una maestria,
que los estudiantes se interesan por la construccion del sistema de numeros
reales, sin embargo hay muchas preguntas que se suponen conocidas sin haber
sido ensefiadas y es en este punto donde emergen cuestionamientos acerca del
aporte que el descubrimiento de la irracionalidad le puede dar a un estudiante,
cuando estos estan condicionados por el uso de calculadora ¢ Es necesario que en
la ensefianza se hable de estos fundamentos de la matematica? ¢ Es claro para el

estudiante, qué son los numeros?

3.3.2 El descubrimiento de la irracionalidad

De acuerdo con los interrogantes planteados, Cousquer inicia un recorrido
historico acerca del origen de la irracionalidad, buscando comprender la
construccion de los numeros reales. Para ello da una primera mirada a las
antiguas civilizaciones, iniciando con una de las mas antiguas, la civilizacién
Babilonica, para quienes su sistema de notacion era en base sesenta; esta

civilizacion aun no hacian distincion entre racionales e irracionales.
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Continuando se encuentra la civilizacion egipcia la cual no realizd6 mayores aportes
a la irracionalidad. Por su parte la civilizacion griega contaba con un sistema de
base decimal y con el abaco como instrumento para el conteo; a finales del

periodo clasico la nocion de namero abarcaba la de la fraccion.

Mas tarde en la escuela pitagorica surgen las primeras técnicas de demostracion
iniciadas por Thales. Los pitagéricos pensaban que entre dos segmentos
cualesquiera siempre se podria encontrar una medida comun que les permitiera
establecer una razon, pero al preguntarse acerca de la razon que se establece al
comparar la diagonal del cuadrado y el lado del mismo, surgieron inconvenientes
al encontrar que dichos segmentos eran inconmensurables, es decir, no era

posible conseguir un segmento comun para ellos.

Segun Cousquer (1994) una primera demostracion del problema en mencién, es
realizada por Aristoteles quien afirma que “la diagonal es inconmensurable con el
lado del cuadrado, porque si se supone su conmensurabilidad se deriva que
numeros pares e impares son iguales”, esto lo demuestra haciendo uso de una

técnica de demostracion denominada reduccién al absurdo.

Otra técnica que surge se basa en el método de antipairesis o sustraccion
reciproca, en el que se distingue el caso conmensurable en el cual el algoritmo es
finito y el caso inconmensurable en donde el proceso es infinito. Con esto se crean
nuevos interrogantes acerca del continuo y el infinito, siendo Aristoteles quien
establece un teorema acerca del infinito, diferenciando el infinito entre la existencia
en acto y la existencia en potencia, enfatizando que el infinito potencial es el util
para los matematicos, ya que éste permite la posibilidad de crecimiento o

decrecimiento de forma indefinida.

Cousquer se cuestiona acerca de como definir la razén de dos magnitudes
inconmensurables, si estas no pueden ser definidas como razén de dos naturales;
encontrando que Eudoxo y Euclides son los primeros en dar solucion a este

problema.
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3.3.3 Lamedicién de las magnitudes en griego

Euclides, en su obra Elementos, nunca llega a definir el concepto de magnitud; de
acuerdo al entorno de desarrollo de su trabajo se ha podido evidenciar que éstas
son longitud, superficie, volumen y amplitud angular; las cuales se miden a traves
de un proceso de yuxtaposicion, en el que una magnitud mide a otra de la misma
clase si la segunda se obtiene yuxtaponiendo la primera un namero natural de

veces.

Para las magnitudes geométricas el criterio de igualdad consiste en la

superposicion, buscando que dichas magnitudes coincidan.

En Grecia surge otro momento importante con la aparicion de las cuadraturas y
medicion de volimenes, haciendo referencia a dos de los problemas mas
estudiados, la cuadratura del circulo y la duplicacién del cubo. Aunque en Euclides
no se encuentre evidencias de calculos de superficies o volumenes, si hay un

tratamiento con estos, por ejemplo el teorema de Pitagoras.

Para operar magnitudes homogéneas, los griegos hacian uso de la yuxtaposicion,
viendo ésta como un proceso de multiplicacion, el cual es limitado, ya que como
se evidencia, el producto de dos longitudes da como resultado una superficie; el
producto de tres longitudes permite obtener el paralelepipedo rectangulo, es decir
un volumen; pero el producto de mas de tres longitudes ya pierde sentido.

Un hecho que debe ser claro es que en el algebra geométrica griega los
problemas eran de caracter geométrico y nunca eran representados
numeéricamente, cosa que si sucede actualmente, cuando ya ha sido posible
asociarles problemas numeéricos como los productos notables y la solucion de

ecuaciones de segundo grado.

Cousquer contindia su estudio de las matematicas griegas revisando la teoria de
las proporciones de Euclides; encontrando como primeras definiciones a la razon,

siendo una relacion que solo se puede dar entre magnitudes homogéneas y a la
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proporcion definida como identidad de razones. La definicion 5 proporciona una
serie de criterios para saber cuando dos magnitudes guardan la misma razon: A

es a B como C es a D si, para todos los enteros n y p posibles:

e SinA>pB entonces nC>pD

e SinA =pB entonces nC = pD

e SinA<pB entonces nC<pD
En el Libro V se establecen unas relaciones especiales entre las proporciones, por
ejemplo en la definicion 9 cuando tres magnitudes son proporcionales se habla de
una razon duplicada, cuando cuatro magnitudes son proporcionales se hace

mencion de una razon triplicada y asi sucesivamente sea cual fuere la proporcion.

Por su parte el Libro XII da cuenta de los teoremas que dependen de la medida de
las magnitudes, las superficies y volimenes y se expresan en el lenguaje de las
proporciones. También en este se encuentra un nuevo procedimiento para realizar
demostraciones denominado método de exhauciébn que consiste en un
procedimiento geométrico matematico de aproximacion a un resultado. Otra
herramienta mencionada por Cousquer para demostrar por reduccion al absurdo
es el teorema 1 del Libro 10: “Deux grandeurs inégales étant proposeées, si on
retranche de la plus grande une partie plus grande que samoitié, si 'on retranche
du reste une partie plus grande que samoiti€, et si on fait toujours la méme chose,
il restera une certaine grandeur qui sera plus petite que la plus petite des

grandeurs proposées™. (Cousquer, 1994, p. 9)

Una version en espafiol es: Dadas dos magnitudes desiguales, si se quita de la
mayor una magnitud mayor que su mitad y, de la que queda, una magnitud mayor
gue su mitad y asi sucesivamente, quedara una magnitud que sera menor que la

magnitud menor dada.

1 . . .y P . .y .
Se realiza la cita en el idioma original del documento, debido a que la traduccidn realizada no es formal.
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Las aproximaciones iniciales realizadas por los griegos a la irracionalidad son de
caracter geomeétrico, aunque algunos matematicos como Herdn desarrollaron

calculos con valores de cantidades aproximadas a irracionales.

3.3.4 Las contribuciones de los matematicos arabes

Los matematicos Arabes han trabajado sobre la teoria de las proporciones de
Euclides, por ejemplo Omar Khayyam (1048-1123) trata de definir la igualdad de

dos razones enumerando los siguientes casos:

e A=ByC=D
e A=B/nyC=DIn
e A=pB/nyC=pD/n

Concluyendo que A/B = C/D, resaltando que esta razon resultante es numeérica.

Otro aporte arabe a las matematicas consisti6 en el desarrollo del Algebra,
creando soluciones para las ecuaciones de segundo grado a partir de un concepto
denominado “cosa”. De forma paralela inicia en Europa el desarrollo del
simbolismo algebraico, el cual permite la unificacién del Calculo y el aporte al

desarrollo de la nocién de ndmero real.

Finalmente la invencion de la coma decimal fue un aporte arabe que no tuvo
mayor protagonismo, sin embargo permitid la comparaciéon de los niumeros de

forma mas facil que con el uso de las representaciones fraccionarias.

3.3.5 Proceso de numerizacién de las razones

En este apartado Cousquer presenta algunos autores de la historia que

permitieron considerar las razones geométricas como numeros.

El primer autor referenciado es Oresme, quien desarrolla las operaciones sobre
las razones, las composiciones de razones y por ultimo afirma que las razones se
comportan como magnitudes continuas, es decir que entre dos razones diferentes

se pueden insertar tantas medias como se quiera.
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Viete (1540-1603) describe el Algebra Analitica, siendo esta tanto aritmética como
geométrica. De las teorias griegas Viéte conserva la ley de los homogéneos: solo
se puede sumar o restar las magnitudes homogéneas, el producto de dos
magnitudes homogéneas da una magnitud de otra dimension. Este autor también
plantea que la jerarquia de las magnitudes no se limita a longitudes, superficies y

volumenes, ya que comprende magnitudes de dimensiones como 4, 5, 6...

Por otra parte al mostrar que 4 cantidades son proporcionales si y solo si el
producto de los medios es igual al producto de los extremos, establece una

relacion entre la forma de escritura de las proporciones con la de las ecuaciones.

Continuando con Descartes, se menciona su aporte que consiste en la ruptura de
la ley de la homogeneidad, demostrando que todos los resultados de operaciones
con magnitudes, una vez se elija una unidad de medida, pueden ser
representados por longitudes, constituyendo lo que se conoce como el algebra de
longitudes.

Por su parte, Arnault (1667) presenta otra definicibn de razén y proporcion:
‘cuando una magnitud o alguna de sus alicuotas es contenida un numero de
veces preciso en la otra se denomina razon exacta, dichas magnitudes son
conmensurables porque siempre tiene alguna alicuota que les sirve de medida
comun. El caso contrario se da cuando no hay alicuota que mida de manera
precisa ninguna de las dos magnitudes, las magnitudes que tienen este tipo de
razones se llaman inconmensurables porque no tienen entre ellas medida comun”.
(Cousquer, 1994, p. 14).

Para la definicion de proporcion se plantean dos definiciones:

1. Cuando la razén de un antecedente en su consecuente es igual a esa de
otro antecedente en otro consecuente, esta igualdad de razones se llama

proporcion.
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2. Dos razones son llamadas iguales cuando todas las alicuotas paralelas de
los antecedentes son cada una igualmente contenidas en cada

consecuente.

Durante mas de un siglo estos elementos de la geometria de Arnault, fueron punto

de referencia para las matematicas.

Stevin trabaja sobre la naturaleza de las magnitudes y los numeros “«la
communauté et la similitude entre grandeurs et nombres est si universelle qu’elles

semblent quasi identité»” (Cousquer, 1994, p. 15).

A continuacién se presenta una version en espafol de la anterior postura de
Stevin (1548- 1620): “la comunidad y la similitud entre magnitudes y numeros es
tan universal que casi parecen identidad®”. Los nimeros para él son de estructura
continua, diferenciando entre niumero aritmético (sin adjetivo de longitud) y nimero

geomeétrico; sin embargo los dos son llamados namero.

Newton (1707) afirma que: “Onentend par nombre, moins une collection de
plusieurs unités, qu’un rapport abstrait d’'une quantité quelconque a une autre de
méme espece, qu’on regarde comme l'unité. Le nombre est de trois espéeces,
I'entier, le fractionnaire, et le sourd. L’entierest mesuré par 'unité ; le fractionnaire

par un sous-multiple de l'unité ; le sourd est inconmensurable avec l'unité.
(Cousquer, 1994, p. 15).

Versioén en espafol: “Por numero entenderemos, no tanto el conjunto de unidades
como la relacién abstracta de cualquier magnitud hacia otra magnitud del mismo
género, tomada por nosotros como unidad. Los nameros los hay de tres tipos:

entero, fraccionario e irracional. El numero entero es aquello que se mide con

2 .
Traduccién personal.
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unidades; el fraccionario, con partes multiples de la unidad; los numeros

irracionales no son conmensurables con la unidad”.

D'Alembert (1759) habla de soOlo dos clases de numeros, los enteros o los
nameros quebrados o fraccionarios; si las razones inconmensurables son miradas
como numeros, es porque aun que no son numeros propiamente hablando; da
igual que realmente no lo sean, ya que la diferencia de una razon

inconmensurable con un nimero puede ser tan pequefia como uno quiera.

Legendre (1794) desarrolla el sentido de las proporciones: “Si uno tiene la
proposicion
A: B:: C:D, se sabe que el producto de extremos A - D es igual al producto de los

medios B - C”.

Debido al descubrimiento de geometrias no euclidianas, los mateméaticos toman
conciencia de que los fundamentos de las matematicas no pueden ser
garantizados solo tomando como base la geometria euclidiana; en este proceso, la
teoria de las proporciones va a ser abandonada en provecho de una construccion

de los numeros reales a partir de los nimeros racionales.

Después de un tiempo largo surge la necesidad de fundamentar el analisis
matematico sobre bases rigurosas, convirtiéndose en una preocupacion
importante sobre todo para la ensefianza; por esto un gran numero de
matematicos se ven presionados a argumentar los teoremas fundamentales del
analisis haciendo una construccion explicita de esos numeros a partir de los

ndmeros racionales.

No fue el objetivo de Cousquer definir en este articulo las diferentes formas de
construccion de los numeros reales a partir de los racionales; su intencionalidad

era la de mostrar que a lo largo de la historia se han planteado interrogantes

3 .
Traduccién personal.
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interesantes para los respectivos contextos; los estudiantes estan en la capacidad

de plantear y estudiar los mismos problemas recreandolos en su contexto actual.

Cousquer a través de su documento, a modo personal deja abierta una invitacion
a los educadores, para la busqueda en la Historia de las Mateméaticas de
interrogantes acordes con las teméticas abordadas en los diferentes cursos de la
escolaridad, siendo éstos herramientas potenciales para la exploracion y el
descubrimiento matematico de los estudiantes, dando a su vez apropiacion y
sentido al estudio de la tematica u objeto matematico que se esté abordando en el

momento.

3.3.6 ¢Qué hacer en la ensefianza?

Como conclusion Eliane Cousquer encuentra que las construcciones de los
nameros reales a principios del ciclo universitario han sido abandonadas debido a
que los estudiantes las consideran como muy dificiles, ya que no estan
acostumbrados a hacer razonamientos en los que deban realizar mas de una linea

de argumentacion.

La solucion al problema es clara, se debe capacitar al educador para que esté en
condiciones de brindar a sus alumnos argumentos rigurosos y completos que

aporten a la construccioén justa de la nocion de niumero de los estudiantes.

Por otra parte se debe hacer énfasis en el analisis de las actividades mateméticas,
para que los estudiantes obtengan bases sélidas y no les sea dificil al entrar a su

ciclo universitario.

Los educadores deben analizar la ensefianza de los nimeros teniendo en cuenta
factores como el uso actual de las calculadoras, la coherencia entre lo geométrico
y numérico, etc. Es necesario comprometerse en un proceso de reflexion que

ponga el énfasis en la coherencia vertical de los aprendizajes.
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4 REPERCUSIONES DE LA HISTORIA DE LAS MATEMATICAS
EN EL CONOCIMIENTO DEL EDUCADOR DE MATEMATICAS

El estudio de la Historia de las Matematicas realizado en este trabajo, permitio el
surgimiento de planteamientos referentes al profesor, a las Matematicas, a los
estudiantes, a la Historia de las Matematicas y, en general, a la enseflanza de ésta
en la escuela. Bajo la mirada de la categorizacion realizada en “La historia de las
matematicas en la educacion de un profesor: razones e intenciones” (Guacaneme,

2010) se pretenden encasillar dichos planteamientos.

En Guacaneme (2011), de forma inicial se plantean cinco categorias que

organizan los planteamientos conrespectoa su objeto de referencia, estos son:
1. Los que aluden a la racionalidad (los por qué).
2. Alas intenciones (los para qué).
3. Al tipo de historia (los qué).
4. A las estrategias metodolégicas (los como).

5. Al momento adecuado (los cuando) de una formacién histérico-

epistemoldgica en funcion del conocimiento del profesor.

De forma particular se indagard en la segunda categoria referente a las
intenciones, cuya pregunta orientadora es ¢ Para qué se procura la apropiacion del
conocimiento historico de las matematicas por parte de los profesores? Cabe
aclarar que los porqués se relacionan con los para qué; desde una mirada de los
por qué una respuesta inicial plantea que la exclusion o inclusién de la Historia de
las Matematicas en la formacién de profesores depende de las valoraciones

sociales de la historicidad de las matematicas, algunas posturas son extremistas y
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afirman que la Historia de las Mateméticas es parte sustancial de estas y por tanto

es necesario incluir su historia en la ensefianza.

Una segunda respuesta al por qué, esta dada con respeto a las politicas del
Estado sobre la formacion de profesores, en algunos lugares esto se evidencia de
forma directa ya que se evalla un componente histérico para poder ejercer la
docencia.

Dando respuesta al para qué segun Guacaneme (2011), se afirma que la Historia
de las Matematicas le proporcionan al educador matematico “instrumentos” para
ejercer su labor docente; éstos se convertirAn en herramientas en la medida en
que se les dé un uso bien sea para el que fueron o no creados, dependiendo dicho
uso de las intenciones, tendencias, concepciones, motivaciones, etc. del

educador.

Al relacionar la Historia de las Matematicas con la Educacién Matemética, surgen
los artefactos que favorecen el conocimiento del profesor de mateméaticas

relacionandose con los instrumentos, segun Guacaneme estos artefactos son:

1. Visiones de la actividad matemética: El enfoque esta dado hacia la
actividad de creacibn matematica y la actividad de comunicacién de sus
resultados; se reconoce que las razones que seducen a su realizacion son
de tipo utilitario, debido a problemas de otras disciplinas (curiosidad

intelectual, retos, placer, entre otras).

De forma personal se le adjudica gran importancia al hecho de conocer el
hacer y no solo el producto de la actividad matematica; muchas veces se
pierden esos pequefios detalles que aportan al conocimiento matematico
del educador debido a que en su proceso de formacién se acostumbra a la
entrega de productos terminados y refinados y no a la exposicion de aquel
camino que condujo a dichos resultados, pues es realmente en éste donde

se encuentran esa gama de sensaciones, emociones, razones,
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justificaciones matematicas, procesos logicos, etc. que alimentan el

quehacer matematico.

Cuando se pone en juego la actividad de creacion matematica,
comprendemos su verdadera esencia, formamos parte de ese remolino que
va tomando conceptos previos, ideas nuevas, errores, dificultades,
conceptos arraigados, algoritmos, técnicas, etc. para realizar procesos de
exploracion, indagacion, argumentacion, validacion, demostracion, entre
otros, a través de los cuales va surgiendo esta actividad humana presente
en el universo numeérico pero proyectada en la realidad social y cultural del

ser humano.

Visiones de los objetos matematicos: La Historia de las Matematicas
permite reconocer preguntas, problemas, tratamientos, representaciones,
etc. de los objetos matematicos; al igual que admite interrelaciones entre

ella misma y con otras disciplinas.

Por otra parte la Historia de las Matematicas permite cambiar, ampliar o
construir la visién del objeto matematico, ya que a través de ésta se conoce
el marco matematico bajo el cual nacen los objetos, teniendo asi la
posibilidad de afadir a estos, elementos de la teoria actual que amplien la
vision bajo la cual son estudiados.

A su vez, el conocimiento histérico del objeto permite tener un marco de
validez nuevo de éste, contando asi con dos visiones (pasado y presente)
que permiten interpretar, analizar y validar aquellas construcciones o
argumentos en los cuales el objeto se encuentre presente. Por supuesto
desde la labor del educador, el docente contara con un instrumento mas
para presentar el objeto y a su vez al momento de validar las producciones
de los estudiantes, lo hara no desde la mirada de lo correcto e incorrecto,

por el contrario validara el proceso e intentara interpretar las producciones
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de los estudiantes buscando el marco matematico desde el cual éstos

proporcionan los argumentos que validan sus resultados.

Uno de los caminos interesantes pero poco valorado para estudiar un
objeto matematico es su historia; al conocer los aspectos relevantes de la
construccion de un objeto, como lo son los ingredientes matematicos
utilizados en su creacion, el proceso de su construccion, sus casos
frustrados de evolucion, las caracteristicas de su personalidad y finalmente
su etapa de madurez es cuando realmente se puede decir que se conoce a
dicho objeto y de esta forma se contara con un mayor numero de
herramientas para poder trabajar con él y saber como debe ser relacionado

con los demas objetos matematicos de su entorno.

El estudio de la historia de las proporciones y la construccién de los
nameros reales via cortaduras se convirti6 en el canal que permiti6 el
acercamiento de la docente en formacion a la Historia de las Matematicas,
creando un vinculo de afecto y deseo por continuar con el estudio de
algunos objetos y conceptos matematicos particulares, los cuales fueron
abordados en el pregrado, sin embargo su estudio fue muy vago y carecio
de significado para la estudiante; entre estos se encuentra el concepto de
limite, el cual se abord6 a través de la definicion formal de un libro de texto
y la repeticion de ejercicios, pero nunca se plantearon ejercicios que

promovieran el descubrimiento de la esencia de dicho concepto.

A su vez en el transcurso del estudio surgieron objetos matematicos cuyo
significado no era muy claro, como es el caso del numero irracional,
(aunque habia sido presentado en el ciclo de fundamentacion de la
universidad, en dicho momento no se logré comprender la esencia de su
significado) por lo cual fue necesario dar una inspeccion interna del
significado que se tenia de este, concluyendo que dicho significado (un

namero irracional es un nimero que no puede ser expresado como una
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fraccion) no era el mas elaborado y menos el que caracterizara de mejor
forma a dicho numero. Luego de concluir el estudio de la historia de la
construccion de los numeros reales realizada por Dedekind surgié un nuevo
concepto de numero irracional, siendo este un tipo particular de cortadura
de racionales. Lo anterior hace parte de una de las evidencias personales
de las ventajas del estudio de los objetos matematicos desde su

perspectiva histoérica.

Competencias profesionales: De acuerdo con Guacaneme (2011) el
estudio de la Historia de las Matematicas promueve el desarrollo de
competencias personales y profesionales; algunas de estas son adquiridas
en cualquier otro campo del conocimiento, por ejemplo, la lectura y la
escritura; pero otras son propias de este tipo de actividad, por ejemplo
aprender a leer un texto historico pues es diferente a leer cualquier otro
articulo ya que se requiere de una abstraccion mayor en la cual se
identifiquen las estructuras principales de la obra y se logren apreciar los
elementos, conceptos u objetos matematicos involucrados en el desarrollo
de la teoria; por supuesto de no tener conocimiento de dichos objetos , es
necesario un trabajo extra de investigacion en el cual se estudie y

comprenda el sentido de éstos dentro del documento que se esté leyendo.

Otra competencia profesional desarrollada con el trabajo en cuestion fue el
uso adecuado de las herramientas informaticas. Actualmente se cuenta con
innumerables editores de texto que ofrecen agilidad y eficacia a la hora de
elaborar un documento, sin embargo es poco comun que los estudiantes
universitarios contemos con el conocimiento adecuado para el uso de
éstos; la mayoria de alumnos y lo digo basada en mi experiencia durante la
Licenciatura hacemos uso de Word de forma errada, dando un uso
inadecuado a sus herramientas; si bien el tiempo no permitio el dominio
total de este editor, por lo menos se cre6 conciencia de la necesidad como
profesionales de contar con este tipo de conocimiento.
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Continuando con las competencias adquiridas durante este estudio, logré
“colocarme las gafas” que me permitieron una vision de las matematicas de
otra forma; por ejemplo, no ver el error solo como error Sino Como un marco
equivocado para resolver el problema que se planteé, esto a través de la
observacion del proceso del estudiante; es decir, a través del estudio de la
Historia de las Mateméticas se despliega en el docente en formacion un
deseo analitico por los procesos matematicos, el cual le permite apreciar
los detalles considerados como irrelevantes o erroneos y observarlos como
ese eslabén que le permite al estudiante replantearse sus ideas y poder
entender cdmo modificarlas en pro de alcanzar la construccion ideal de un

concepto.

Por otra parte una competencia importante es la de descentrarse, es decir
aprender a contextualizarse y pensar como el autor, de forma puntual
Euclides, para poder entender lo que €l queria decir. Es necesario leer la
Historia no como un simple relato, por el contrario el lector debe sumergirse
en la época y momento en que suceden los acontecimientos, puesto que
solo asi lograra una interpretacion mas “fiel” de lo que el autor queria

expresar.

La competencia anterior vista desde el campo profesional desarrolla la

capacidad de escucha, permitiendo entender al estudiante.

Regresando a los planteamientos iniciales del para qué del estudio, mi respuesta

es: para transformar la ensefianza de las matematicas, ya que pienso que una

persona no puede dar algo de lo cual no tiene, trasladando esto a las Matematicas

la comparacion es valida, ya que un docente que no cuente con el conocimiento

integral de las Matematicas dificilmente podra proponer caminos nuevos Yy

diferentes para el abordaje de la ensefianza de las mismas; éste tan solo repetira

el unico libreto que se sabe y se convertird en obstaculo para el crecimiento

académico de sus estudiantes.
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La Historia de las Matematicas es una fuente de recursos para la ensefianza, al
proveer problemas interesantes que lleven a que el estudiante por medio de su
estudio aborde un tema en particular, lo interesante es que el aprendizaje se
lograré a través de la investigacion y el descubrimiento y no se tomaran conceptos

literales de un libro, sin tan siquiera darle sentido a lo que esta plasmado en éste.

Otro instrumento adquirido con el estudio de la Historia de las Matematicas hace
referencia a la manera en que éstas son ensefiadas; el docente que durante su
formacién estudio parte de la Historia de las Mateméaticas, seguramente intentara
promover en sus estudiantes un pensamiento mas analitico y propositivo a través
de préacticas de ensefianza no convencionales que incorporen un acercamiento a
la historia de los objetos mateméaticos. Es de gran relevancia contar con la
habilidad de identificar el momento adecuado en el que la historia cumplira una
funcidbn mediadora entre el objeto y el aprendizaje del estudiante; pues de lo
contrario se convertira en obstaculo, impidiendo que el estudiante logre capturar el

verdadero significado del objeto matematico.

Por dltimo, pero no menos importante, la Historia de las Mateméaticas ayuda a dar
valor a la labor del docente, al reconocer que éste debe mantener sus
conocimientos en constante renovacion y al comprender que la labor docente
ayuda a construir Matematicas a partir de una necesidad de ensefiarlas, siendo

este un proceso reciproco entre la Historia y el educador.
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5 CONCLUSIONES

Inicialmente hare mencion de aquellas conclusiones tedricas que resalto del

estudio llevado a cabo.

En primer lugar el estudio de la teoria euclidiana de la proporcién amplid mi
conjunto de saberes mateméticos, por ejemplo, mi definicion de razén cambio;
paso de ser la representacion de un numero fraccionario a entender que su
esencia radica en la relacion presente entre los tamafios de las magnitudes
implicadas en la misma. A su vez, me permitié entender la importancia que recae
en dicha teoria al ser ésta una de las mas utilizadas y mencionadas en el campo
de la demostracién y el razonamiento deductivo, su estudio demando de mi
exigencias cognitivas para poder interpretar y entender aquellos argumentos que

se expresaban con un lenguaje mateméatico aun no abordado.

Por otra parte, la discusion principal de este documento se centra en el uso que de
la teoria de las proporciones de Euclides hizo el matematico aleman Julius W. R.
Dedekind en su construccion de los numeros reales. Historiadores actuales como
Leo Corry y Wilbur Knorr han sido seducidos por el estudio de los argumentos en
pro y en contra de esta tesis histérica llegando a afirmar que si es posible
establecer una equivalencia entre ambas teorias, pero que a su vez éstas

presentan divergencias que deben ser establecidas y aclaradas.
Algunas afirmaciones de dicha equivalencia son:

“Existe una correspondencia exacta, casi una coincidencia, entre la definicién
euclidia de identidad de razones y la teoria moderna, debida a Dedekind, de los

nuameros irracionales” (Heath, 1926, p. 124).
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“‘Como es bien sabido, las definiciones euclidianas son un equivalente de la
técnica de Dedekind (a través de «cortes» en los racionales) para investigar la

propiedad de los numeros reales” (Knorr, 1992, p.3)

Por su parte las divergencias hacen alusién en primer lugar al principio de
continuidad, el cual no se encuentra presente en la teoria de las proporciones de
Euclides, debido a las condiciones del dominio de las razones de magnitudes

euclidianas.

En segundo lugar se encuentran las discusiones abordadas a raiz de la idea de
namero, ya que el concepto griego de numero es diferente al concepto actual de
namero abstracto, es por esto que la comparacion de la teoria de Euclides y

Dedekind es vista por Corry como falta de sentido.

Por lo anterior afirmo que no existe tal equivalencia entre la teoria de las
proporciones de Euclides y la teoria de los numeros reales de Dedekind,;
simplemente algunos elementos del primero se pueden encontrar presentes en la
teoria de Dedekind, por ejemplo la relacion entre la definicién 5 del Libro V y la
definicion de cortadura presente en la teoria de la construccion de los nimeros

reales.

En este punto es de importancia no dejar de lado las cartas entre Dedekind y
Lipschitz, quienes a pesar de estar en desacuerdo con sus planteamientos,
sostuvieron conversaciones con alta calidad académica y personal, en donde se

reconoce la postura del otro y se refuta con respeto y argumentos sélidos.

Es de admirar y tomar como ejemplo este tipo de “discusion” ya que no seria
utopico pensar en que en nuestro espacio actual del mundo académico y en
especial del mundo de educadores fuera posible “discutir’” de esa manera,
desarrollando un fino sentido de escucha y aportando de los conocimientos que se

tienen para la constitucion y validacion de las creaciones matematicas del otro; asi
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se estaria aportando a la construccion de una matematica libre de limitantes como,

fronteras, profesiones, razas, etc. y aun mas, pensamientos envidiosos.

En cuanto a las conclusiones de la experiencia vivida durante el estudio, de forma
inicial diré que la Historia de las Matematicas es esa maquina del tiempo que
permite conectarnos con el pasado, tener la oportunidad de explorarlo, indagarlo,

entenderlo e inclusive tomar cosas de él que cambien o modifiquen el presente.

Desde el punto de vista de la ensefianza, si bien hay incertidumbre en el aspecto
didactico del abordaje de las Matematicas a través de la historia, por lo menos a
través de ésta se puede obtener mayor conocimiento de un objeto matematico
para asi saber qué estrategias serian adecuadas en los diferentes momentos de la

enseflanza.

El docente de matematicas debe dotar de sentido a su profesion, entendiendo cudl
es la racionalidad de los temas que se ensefian, cual es la esencia de éstos,
cuales son las finalidades de su estudio, etc.; de esta forma se tendra claro que
estos no son estaticos e inmodificables. Por tanto sus formas tampoco van a ser
Gnicas porque dependeran de las practicas o quehaceres de los matematicos, los

docentes y por supuesto los estudiantes, en un momento o tiempo determinado.

Por otra parte hay que confrontarnos acerca del impulso que mueve la teoria,
¢, Cudl es el objetivo de crear nueva teoria?, ¢ Por qué esta puede cambiar?, ¢Para
gué y cuando se debe modificar? Todos estos interrogantes por supuesto deben
ser contestados bajo la perspectiva de la Matematica y su enseflanza y desde
nuestra mision como educadores. Con esto sera posible replantear, modificar o

construir las practicas educativas de ésta.

Es claro que las discusiones histdricas promueven la conciencia del profesor de
Matematicas acerca de la naturaleza de los objetos con los que trabaja, entonces
es necesaria la inclusion de la Historia de las Matematicas en el conocimiento del

educador, ya que éste debe reconocer el sentido o necesidad con o para el cual
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aborda un determinado contenido matematico; si desde el docente no se da
respuesta a estas cuestiones mucho menos se podra pretender que el estudiante
se cuestione acerca de las mismas y, peor adn, tenga apreciaciones positivas

acerca del estudio de las Matematicas.

De forma particular se debe dotar de sentido el estudio de los niUmeros reales en
la escuela, ya que a pesar de que se trabaje con estos sin haber construido el
conjunto, es necesario que el docente tenga determinado el objetivo para el cual

los usa.

Desde la educacion universitaria para la formaciéon de profesores de Matematicas
se debe indagar acerca de la necesidad, si es que existe de la fundamentacion del
dominio de los numeros reales; desde mi punto de vista si creo necesaria la
construccion del sistema de numeros reales pero desde la historia de éstos, ya
que fue evidente el aprendizaje que se consigue cuando se estudia la construccién
original de dicho sistema; de otro modo lo que se esta haciendo es replicando los
pasos finales que quedaron de toda una trayectoria histérica de dicho proceso de

construccion.

Por ultimo en cuanto al por qué estudiar la Historia de las Mateméticas, estoy de
acuerdo con el profesor Guacaneme, sencillamente porque estas son un legado
de la humanidad y como tal esta conformado por rastros de sentimientos y deseos
gue han motivado su evolucion, por tanto, ¢si se desconoce el pasado, como se
pretende entender el presente? Si lo que se hace en la educacién es transcripcion

de ideas ¢ qué se podra aportar a dicho legado?
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ANEXO N°1. Traduccioén

A continuacién se presenta la traduccidn realizada por la docente en formacion,
para el estudio del documento “De la teoria de las proporciones a la teoria de los

numeros reales”.

51



DE LA TEORIA DE LAS PROPORCIONES A LA TEORIA DE LOS NUMEROS
REALES

Por Eliane Cousquer, Laboratorio LAMIA

1. UN PROBLEMA DE LA ENSENANZA
1.1 ;Qué es un numero real?

Cuestionémonos en qué momento un estudiante encuentra la respuesta a la
pregunta: ¢Qué es lo que es un numero real? En la primaria, se descubren los
enteros, los decimales y las fracciones. En el colegio, se descubren los niumeros
relativos, y la calculadora se convierte en el recurso constante desde que se trate
de actividades numéricas, hasta el punto de hacer, algunas veces, olvidar los
conocimientos anteriores. ¢Acaso 13/7 es un numero para un alumno de colegio,
o es el signo de un célculo para efectuar en la calculadora, el cual da 1,8571429?
Después de haber visto a los estudiantes de Capes de matematicas utilizar su
calculadora para responder si a la pregunta: ¢Acaso 13/7 es un decimal?, “yo no

dudo de la respuesta a la pregunta anterior”.

Es pertinente mencionar que los programas en si mismos son bastante
cuestionables. Desde su primera aparicion, el nimero v2 es presentado como lo

gue uno obtiene pulsando sobre latecla2y v  de la calculadora. Lo cual explica
perfectamente el proceso de los estudiantes, que queriendo utilizar el inverso del
teorema de Pitdgoras, comprueban en sus calculadoras que el cuadrado de la

hipotenusa es aproximadamente igual a la suma de los cuadrados de los lados.

La definiciébn de los nameros reales, y la pregunta de la irracionalidad de los
nameros es algo no dicho que atraviesa toda la educacién secundaria.
Anteriormente, en el primer afio de universidad, los numeros reales fueron
construidos, ya sea por el método de los cortes de Dedekind, o por las secuencias

de Cauchy segun el método de Cantor. A continuacion, las propiedades de los

52



nameros reales fueron demostradas y todos los célculos con los radicales
justificados. Hoy en dia estas preguntas fueron abandonadas por ser tan dificiles
para los estudiantes del primer ciclo de universidad, y la construccion de los
nameros reales no es mas que un hecho en cualquier lugar. Asi que la critica de
Lebesgue alrededor de 1910 dirigida a la ensefianza secundaria en su libro “la
medida de la grandeza” (p18), es valida para todos los programas escolares y

universitarios.
1.2 Punto de vista de Lebesgue

« ... Mi principal critica es sobre lo que nosotros decimos, 0 mas bien sobre lo que
no decimos del tema de los niUmeros irracionales.

En las clases mas altas de la ensefianza secundaria, como en las mas bajas, no
hablamos de numeros irracionales solo por omision. Repetimos lo que esti ya
claro en el espiritu para ensefiar a los alumnos a formularlo en palabras; no
tratamos de precisar lo que se mantuvo mas que vago, aungque sea lo que mas les
sirvio después de cuatro afios y que, sin embargo, jamas se habld: el numero
racional o irracional. Lo encontramos en todas partes; por todas partes evitamos
hablar mucho sobre ello. En aritmética, con motivo de la medida de magnitudes
tomamos la comparacién de las longitudes, pero extendida solo a los casos de
conmensurabilidad. Los otros, se saltan de mayor a menor habilidad. Nos
entregamos también en un auténtico juego de manos con motivo de los valores
aproximados. No podemos hablar sélo de los valores aproximados de los nimeros
racionales, porque es soOlo de numeros racionales que hablamos; o, para ellos,
estas aproximaciones son infinitamente menos interesantes que otros nimeros.
Sin embargo, no existen de alguna manera; es muy simple, vamos hablar de los
valores aproximados que no se acercaran para nada»

La pregunta de la irracionalidad y la definicion de los numeros reales esta en el
centro de las criticas de Lebesgue, que sigue siendo relevante: podemos
preguntarnos qué sentido tienen los avances en el analisis, si esta pregunta se

retrae, como actualmente.
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1.3 Mi practica docente

En mis clases, pude constatar que los estudiantes de maestria se apoyaban en
preguntas simples acerca de los nimeros, pero también las construcciones de los
nameros reales vivamente les interesaban y les aportaban una iluminacion
importante sobre la ensefianza en el futuro. Sus dificultades me llevaron a
reflexionar sobre el conjunto de cursos de ensefianza sobre los nimeros y a
comprobar su incoherencia. Mi creencia es que desde la ultima gran reforma de
matematicas, dicha reforma de matematicas modernas, fue procedida por los
programas de los colegios y las escuelas, a los ajustes locales sucesivos,
aligeramientos por aqui, modificaciones por alla y conjuntos que no fueron
discutidos. En la educacién superior, somos preparados de la misma forma para la
llegada de nuevos estudiantes. Algunas preguntas se suponen conocidas y en un
momento dado, sin haber sido jamas ensefiadas. Los ejemplos mas notables en
Lille concernientes a los nUmeros reales, las estructuras de cociente, y la integral
de Riemann en ocasiones eludida en el primer afio, y definido por los estudiantes
de maestria como un caso particular de la integral de Lebesgue. En el primer afio
el campo de los numeros reales es introducido de modo axiomético, con la ayuda
por ejemplo del axioma del limite superior o su equivalente. No hay nada malo en
términos de rigor formal.

Uno puede preguntarse si este método es satisfactorio y enriquecedor para los
estudiantes. Pero, después de todo, también cabe considerar que con la practica
numérica adquirida por los estudiantes y sus calculadoras, estas construcciones y
las justificaciones de los numeros reales sean poco necesarias.

Vamos a seguir el curso de la historia de la pregunta de la irracionalidad y los
nameros reales, con el fin de comprender la elaboracion del concepto de nimero
real y aclarar por medio de esta historia nuestro cuestionario. La dificultad que
encontramos es la siguiente: a raiz del descubrimiento de la irracionalidad, para
hacer las demostraciones rigurosas concernientes a lo que ahora llamamos la

medicién de las magnitudes, los griegos han desarrollado una teoria geométrica
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llamada la teoria de las proporciones, que utiliza las relaciones geométricas de
magnitudes. Reconocer que estos informes son los nimeros, es un proceso que
dur6 dos mil afos. ¢CoOmo puede esto interesarnos directamente para la
ensefianza? Un estudiante puede con su calculadora solo acercarse a cantidades
aproximadas. ¢Es tan claro para él que son los niumeros? Por supuesto, los
profesores lo dicen, pero ¢es tan evidente cuando vemos las dificultades que esta
pregunta plantea a los matematicos de los siglos pasados?.

2. EL DESCUBRIMIENTO DE LA IRRACIONALIDAD

Los numeros son responsables de dos actividades, el conteo y la medida. Eso que
ha puesto en la civilizacién griega el problema de lo discreto y lo continuo. Las
otras civilizaciones antiguas, ya que tenian desarrolladas matematicas
compuestas de numerosos resultados geomeétricos y numéricos, no dejaron

muestras de reflexiones sobre estos temas.
2.1 Las civilizaciones antiguas

La civilizacion Babilénica: Civilizacion antigua la mas avanzada en matematicas,
disponiendo de un sistema de notacion numérica muy bueno en base sesenta.
Nosotros hemos encontrado célculos de raices cuadradas extremamente precisos,
con la ayuda de un algoritmo llamado mas tarde algoritmo de Héron, pero nosotros
no hemos encontrado ninguna muestra de distincion entre racionales e
irracionales. La sola distincién que es hecha es esa entre niumeros expresados
estrictamente en base 60 y numeros “que no existen” o que son remplazados por

un valor aproximado, sin dar explicaciones.

La civilizacidon egipcia: En matematicas permanecieron muy dependientes de un
sistema de numeros poco adaptado con escritura de partes fraccionadas con la

ayuda de “fracciones egipcias” de numerador 1, sistema limitado y poco eficiente.

La civilizacion griega: Es la heredera en matematicas de esas civilizaciones. Los

griegos han dispuesto de un sistema de notacion literal con ayuda de las letras del
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alfabeto, tomando el nimero 10 como basico. Aunque limitado en el plano de la
escritura de grandes numeros, este sistema fue utilizado para la notacion de
nameros paralelamente a la utilizacion de un abaco para las operaciones. Para
notar las partes fraccionarias, los griegos tenian recursos, ya fuera con las
fracciones egipcias o con la utilizacion de sesenteavos adaptados a su notacion
con las letras. Mas tarde una notacion de fracciones a la ayuda de pareja de
enteros aparecio. Todos los célculos practicos estaban disefiados bajo el término
de logistica para los griegos y considerados como una actividad reservada a los
artesanos y mercaderes. La "parte noble" de las actividades numéricas,
concerniendo las reflexiones sobre la naturaleza de los numeros relevada de la
actividad de matematicos y estando disefiada bajo el nombre de aritmética. En los
textos de matematicos de la época clasica la nocion de numero recubre
exactamente esa del niumero entero natural. Mas tarde, en el final del periodo
clasico donde estaban los mateméticos como Arquimedes, Herdén y Diofanto, la

nocion de numero englobaba también esa de fraccion.
2.2 El descubrimiento de la irracionalidad

En la escuela pitagérica son desarrolladas las técnicas de demostracion iniciadas
por Tales. EI nUmero entero juega un papel en la filosofia pitagérica. "Todo es un
numero”. No se han clasificado los trazos escritos de su obra, pero se sabe que
muchas demostraciones en geometria han sido hechas en esta escuela
suponiendo que dos longitudes cualesquiera siendo conmensurables, es decir que

la relacion de dos longitudes se convierte en una relacion de dos enteros.

El descubrimiento de la irracionalidad, probablemente apropadsito de la diagonal y
del lado del cuadrado alteraria su filosofia. Se conocen dos demostraciones de
esta irracionalidad. Una de ellas es nombrada por Aristételes como "La
demostracion por el par y el impar”, es decir que si la diagonal era conmensurable

en el lado uno podria demostrar que un mismo numero era a la vez par e impar.
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La otra demostracion utiliza un método llamado "antipairesis” o sustraccion
reciproca. Esta es esencialmente la del algoritmo de Euclides aplicada a las
longitudes. Esta distingue del caso conmensurable donde el algoritmo es finito y el
caso inconmensurable donde el algoritmo no termina; desde los origenes, la

nocion de irracionalidad es asociada a un proceso infinito.
2.3 La naturaleza de lo continuo, la naturaleza de lo infinito

En el final del siglo quinto AC, un debate sobre la naturaleza de lo continuo dividia
diferentes escuelas filosoficas griegas. Una linea era indefinidamente divisible, o
era ella constituida de lineas no separadas? el mismo problema para el tiempo, las

areas y los volumenes.

Contra las tendencias de dos escuelas, partiendo de lineas indivisibles o partiendo
del continuo infinitamente divisible, Zenon de Elea avanzo cuarenta paradojas de
las cuales cuatro nos han sido conservadas por Aristoteles. Ellas ponen en duda el
uso de lo infinito y mejoraron los debates de los fildsofos por largo tiempo.

Aristételes establecié un teorema de lo infinito, teoria que hara autoridad durante
dos mil afios. Aristoteles aplica al infinito su distincidn entre la existencia en acto y
la existencia en potencia. El muestra que el Unico uso del infinito que tiene utilidad
para el matematico es el infinito en potencia o infinito potencial, como posibilidad
de crecimiento (por ejemplo la posibilidad de dividir toda longitud). Un tamafio no
es infinito. El infinito no es eso afuera en donde no hay nada, pero al contrario es
eso afuera donde hay siempre algo. El infinito es entonces asociado o incluido,
indeterminado y a una connotacion negativa. Todo el rigor matematico de los
griegos se ejercio para eliminar el recurso al infinito en el razonamiento

matematico.

Esto tiene una gran importancia para nuestros propdsitos. Si la relacion de dos
tamafos inconmensurables no pueden ser definidos como la relacion dedos

enteros, como definirlo? Nosotros hemos clasificado trazos de una primera
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definicion de esa relacion como la sucesion infinita de cantidades que aparecen en
el proceso de antipairesis, definicion inaceptable, si el infinito es evitado en
matematicas. La solucion sera encontrada por Eudoxio y expuesta en el libro cinco

de los elementos de Euclides que trata de relaciones y tamafos.
3. LA MEDICION DE MAGNITUDES EN GRIEGO
3.1 La medicion de las Magnitudes de Euclides

Las magnitudes El término magnitud no es definido en ninguna parte en Euclides.
Por el contexto, comprendemos que se trata de longitudes, de areas, de
volumenes, de angulos, de arcos de circulo, pero sin poner detrds de estos
términos de nociones numéricas. Los solos numeros utilizados son los enteros. El
término medir es empleado en el sentido siguiente: una magnitud mide otra de la
misma clase si la segunda se obtiene yuxtaponiendo un entero multiplicado por la
primera.. La operacion asociada es pues una operacion de yuxtaposicion, de
longitudes puestas a continuacion, de superficies planas, de volimenes.

Criterios de igualdad Una herramienta esencial es el criterio de igualdad de las
magnitudes. Estas son puramente geométricas. Para segmentos, angulos y arcos,
es posible poner en coincidencia. Para los triangulos, los tres casos de igualdad
muestran que la igualdad de tres elementos, cotas y angulos escogidos
adecuadamente lleva a la igualdad de los otros tres elementos y a la igualdad de
los triangulos. Comprendemos que esta igualdad de triAngulos designe lo que
llamamos igualdad de las areas de los triangulos, (pero utilizando aqui una nocion
numeérica que no existe en el caso de Euclides), la lectura de la declaracion de la
proposicion 37 del libro 1 de los Elementos Euclides: triangulos con la misma base
y entre las mismas paralelas son iguales. Esto muestra que esta nocion de
triangulos planos es una correspondencia puramente geométrica de nuestra
nocion numérica de igualdad de areas de triangulos. Las igualdades de otras

figuras planas son mostradas por procedimientos de recorte. Nociones analogas
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son tan desarrolladas para los volumenes: ejemplo, los paralelepipedos con la
misma basa entre los mismos planes paralelos son planos.

Cuadraturas y mediciones de volumen Los problemas de cuadratura
(respectivamente curbatura) designa la construccion la regla y el compas de un
cuadrado (respectivamente un cubo), igual a una superficie dada (respectivamente
un volumen dado). Los mas célebres de estos problemas conciernen a cuadratura
del circulo y la duplicacién del cubo, los problemas que encontraran su solucion en
el siglo XIX, cuando la imposibilidad de tales construcciones se muestra en el
contexto de la teoria de los numeros.

La nocion de cuadratura asociar un numero con una magnitud y una unidad no
existe en griego. No encontramos pues en Euclides ninguna formula de calculo de
superficies o de volumenes, aunque los numerosos problemas de cuadratura y de
curbatura sean tratados. En calidad de ilustracién de este punto demos el teorema
de Pitdgoras que figura al fin del libro 1. Tiene que comprender asi: el cuadrado
construido sobre la hipotenusa de un triangulo rectangulo puede ser
descompuesto en dos rectangulos "planos" respectivamente a los cuadrados
construidos sobre los lados del angulo recto.

El método de area. Este método consiste en pasar de demostrar igualdades de
lineas, por igualdades de areas. Se utiliza ampliamente por Euclides. Del mismo
modo, la demostracion de relaciones iguales entre lineas se demostrara utilizando
las relaciones entre las superficies. Mas tarde se le criticé por los matematicos
como Port Royal sin respetar el verdadero orden de la naturaleza, que segun ellos
predominan en cantidades y longitudes, superficies y volimenes y piden no acudir,
contrariamente a Euclides, a superficies para demostrar teoremas sobre
longitudes.

Las operaciones sobre las magnitudes. Las operaciones de Yuxtaposicion
implican magnitudes del mismo tipo homogéneo llamado por los griegos, y dan un
resultado similar. Esta yuxtaposicion no se registra como una adicién. En cambio,

explicitamente deducimos de eso una multiplicacion de los tamafios por los
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enteros, obtenida mediante la repeticibn de la operacion de yuxtaposicion de
magnitudes iguales.

Una multiplicacidon de magnitudes existe de modo limitado: el producto de dos
longitudes da el rectangulo construido sobre estas dos longitudes. El producto de
tres longitudes da el paralelepipedo rectangulo construido sobre estas tres
longitudes. El producto de mas de tres longitudes pues no tiene sentido. Lo mismo
para el producto de dos areas, o de una longitud y de un volumen, o de una areay
de un volumen, etc...

Designamos bajo el nombre de éalgebra geométrica griega, toda una serie de
problemas que figuran en el libro dos y el libro seis de los Elementos de Euclides,
gue son exprimidos y resueltos geométricamente, y que podemos asociar ahora
con identidades notables, o con resoluciones de ecuaciones de segundo grado,
refiriendose en numeros, pero que en el libro griego no tienen nada numérico.

3.2 La teoria de las razones de magnitudes de Eudoxio y Euclides

Longitud de las magnitudes en el libro quinto de los Elementos. Las primeras
definiciones del libro cinco se refieren en las razones (o informes) de tamafos y
sobre las proporciones (igualdad de razones). Podemos establecer una razén solo
entre dos tamafios homogéneos, (definicibn 3), que ademds verifican una
propiedad designada ahora bajo el nombre de axioma de Arguimedes (definicién
4: los tamafios que son multiplicados deben de superarse mutuamente, es decir
gue no se puede establecer una razon entra A y B si existen dos enteros ny p
tales que nA> by pB> A).
Una proporciéon es una identidad de razones, (definicion 5). En notaciones
modernas, la definicion 6 da un criterio de igualdad de razones: A es a B como C
es a D si, para todos los enteros ny p posibles:

e SinA>pB entonces nC>pD

e SinA =pB entonces nC =pD

e SinA<pB entonces nC<pD
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La definicion 6 es una definicion operatoria, en el sentido que efectivamente
interviene en las demostraciones, por ejemplo para mostrar que triAngulos entre
las mismas paralelas son entre ellos como sus bases, propuesta que servira para
establecer el teorema que los manuales franceses designan bajo el nombre de
teorema de Thales.

Lo mismo es definida una relacion de orden entre las razones. En consecuencia
del libro cinco estan establecidas por relaciones sobre las proporciones; hay que
observar que practicamente no se obra sobre estas razones. Sélo una
composicion (producto) limitada al cuadrado de una razén (llamado razon doble,
definicion 10) y al cubo de una razon (llamada razén triplicada, definicion 11)
figura. Un solo teorema del libro seis (proposicion 18) utiliza una composicion de
razones, en ninguna parte definida: paralelogramo equiangulo tienen entre ellos
una razén compuesta de las apreciadas.

Una laguna de los Elementos concierne a la existencia de la cuarta proporcional a
tres tamafios, abundantemente utilizada por Euclides para superficies y volimenes
en el libro 12 y demostrada solamente en el caso de longitudes.

Medicién de cantidades y el método de exhaucion. Todos los teoremas que para
nosotros dependen de la medida de los tamafios, las superficies y los volimenes,
seran expresados en el lenguaje de las proporciones en el librol2. La mayor parte
de estos teoremas surge en una forma similar a la siguiente: Proposicion 2, los
circulos son entre si como el cuadrado de su diametro. La demostracién se hace
por una reduccion doble a lo absurdo, llamada mas tarde método de exhaucion.
Para mostrar que A/B = C/D, se muestra que A/B> C/D es imposible y que A/B
<C/D es imposible; deducimos de eso la igualdad de las razones. La herramienta
utilizada para estas demostraciones por lo absurdo es el teorema 1 del libro 10
que dice que: Son propuestos dos tamafos desiguales, si se suprime de la mas
grande una parte mas grande que su mitad, si suprime ademas una parte mas
grande que su mitad, y si hace siempre la misma cosa, quedara un tamafo cierto

gue sera mas pequefio que el mas pequefio de los tamafios propuestos.

61



La teoria de las razones entre magnitudes proporciona un procedimiento para
demostraciones rigurosas de geometria. Sigue siendo la referencia esencial para
dos mil afios. Es la Unica manera encontrada por los griegos para tratar en un
marco geométrico la cuestion de las razones de las magnitudes
inconmensurables.

3.3 Las aproximaciones de irracionales

Es importante observar que el término de irracional designa para nosotros un
namero irracional. Es por la razon que hablamos de irracionales para indicar que
esta nocion no tiene en griegos nada numeérico y se queda en un marco
geomeétrico.

La teoria de las razones de magnitudes fue un instrumento notable en las manos
de Arquimedes para demostrar rigurosamente cuadraturas y curbaturas que habia
encontrado utilizando analogias mecanicas. En particular mostré6 marcos célebres
de la razon del area del circulo al cuadrado del radio. Otros mateméticos como
Herdn, desarrollaron céalculos de valores acercados a cantidades irracionales.
Paralelamente desarrollada esta teoria de las razones de magnitudes en el libro
cinco para las magnitudes y en los libros 7, 8, 9 de aritmética para las razones de
nameros, abastece un desarrollo de la logistica, abasteciendo de teoremas
Aplicables a las fracciones, lo que explica el ensanche de la nocion de nimero a
las fracciones, a los finales del periodo clasico de la matematica griega.

3.4Proclo, sobre las razones

Concluiremos esta parte dedicada al problema de la irracionalidad en matemética
griega por citaciones de Proclus extraidas del " comentario sobre el libro 1 de los

Elementos de Euclides (prélogo pagina 51). Los calculos numeéricos
desarrollados plantearon la cuestion: ¢qué hacen estas razones de naturaleza
geomeétrica que se pueden encuadrar, acercarse por numeros?

El hecho de que las razones siempre racional pertenece a la aritmética sola, y no
totalmente a la geometria, porque existen también unas razones irracionales alli
donde hay division al infinito, hay también un irracional...
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En cuanto a los teoremas que son comunes de ellos, uno se transporta de la
geometria en la aritmética, otros, al contrario de la aritmética en la geometria; por
fin otros, los que les son destinados de la misma manera por matematico entera,
les interesan las dos. Es en efecto de esa manera la permutacion, las inversiones,
las composiciones y las divisiones de informes son comunes de ambas ciencias;
Que la aritmética es la primera en considerar las cosas conmensurables; qué la
geometria las considere después de haber tomado la aritmética como el modelo, y
establece por ahi hasta que las cosas conmensurables todas son las que tienen
entre ellas la raz6n de un namero a namero, porque la conmensurabilidad existe
primordialmente en los numeros. Porque por todas partes dénde hay niumero hay
también un conmensurable y por todas partes donde hay un conmensurable, hay
también un numero.

4. LAS CONTRIBUCIONES DE LOS MATEMATICOS ARABES

4.1Reflexiones sobre la teoria de las proporciones

Sabemos que los matematicos arabes han trabajado sobre el texto de Euclides, en
particular la teoria de las proporciones y la teoria de las paralelas. Tenemos un
ejemplo con el trabajo de Omar Khayyam (1048-1123), donde trata de definir la
igualdad de dos relaciones.

(Siendo dados) cuatro tamarfios (tales que) la primera sea igual al segundo y la
tercera igual al cuarto, o bien (tal que) la primera sea una parte del segundo, y
tercera la misma parte del cuarto, o bien (tal que) la primera o partes del segundo
y la tercera estas mismas partes del cuarto, entonces la razén de la primera al
segundo necesariamente esta como la razén de la tercera a la cuarta, y este razén
es numerica.

Este parrafo enumera pues los casos siguientes de igualdad de razones:

e A=ByC=D
e A=B/nyC=DI/n
e A=pB/nyC=pD/n
Para concluir que en este caso A/B = C/D (en lenguaje moderno). Anotemos bien

la conclusion: esta razdn es numérica.
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Si las (magnitudes) no estan segun estas tres formas y qué, cuando se suprime
del segundo todas los multiplos de la primera (contenidos en el segundo) hasta
gue quede un residuo inferior a la primera, y tan de la misma manera, cuando se
suprime del cuarto todos los multiplos del tercero hasta que quede un residuo
inferior al tercero, y si el niumero de multiplos de la primera contenido en el
segundo es igual en total de multiplos de la tercera (contenido) en el cuarto. Y si
después de (esto), se suprime (de la primera) todos los multiplos del residuo del
segundo con relacién a la primera, de tal modo que queda un residuo inferior al
residuo del segundo, y tal modo que con la misma (manera), se suprime (del
tercero) todos los multiplos del residuo del cuarto con relacién al tercero hasta que
quede un residuo inferior al residuo del cuarto, y tal modo que entonces el nUmero
de multiplos residuo del segundo es igual en total de mdaltiplos residuo del
cuarto;...Y si, cuando de la misma manera, se suprime todos los multiplos de los
residuos sucesivamente unos de otros, como lo mostramos, el niumero de los
residuos de la primera y del segundo es igual al nimero correspondiente del
tercero y del cuarto, (y esto) indefinidamente, entonces la razon de la primera al
segundo estara, necesariamente, como la razén del tercero al cuarto. Y es esto la
razon verdadera para el tipo geométrico de las magnitudes).

Este texto es extraido de la Segunda Epistola sobre las proporciones, de la idea
de proporcionalidad y de su sentido verdadero”. (Traduccion por Ahmed Djebbar).
Vemos aqui describir en palabras el algoritmo de Euclides aplicado sobre los
tamafios; la definicion de la igualdad de las razones pues es dada por la igualdad,
a todos los estadios de los cocientes. Vemos oponer este tipo de razones a los
precedentes, como razones de tipo geométrico. Es alli la definicion pré-Eudoxiana
de razéon con la ayuda de la continuacion de los cocientes en el proceso de
antipairesis.

4.2 Desarrollo del algebra

No vamos a desarrollar este punto, la invencién del algebra fue una contribucion

esencial de arabes; designando a lo desconocido, con una palabra " la cosa ",
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utilizando su "cuadrado”, los arabes aclararon la resolucion de la ecuacion de
segundo grado, distinguiendo diferentes casos, ya que utilizaban sélo 11 de los
coeficientes positivos. El algébrista italiano del Renacimiento resolvieron las
ecuaciones del tercero y del cuarto grado. Paralelamente comienza en Europa el
desarrollo del simbolismo algébrico cuya unificacion serd muy larga a realizar.

Esta algebra y sus desarrollos en Europa desempefian también un papel en el
desarrollo de la nocion de numero real, trayendo un calculo uniforme, que la
puerta desconocida sobre numeros (racionales) o sobre los tamafios.

4.3La invencion de la coma decimal

Esta invencion hecha en diferentes épocas por Al Samawal y por Al Kashi, en
particular, no parece haber desempefiado un papel importante que importa en las
matematicas arabes. Sin embargo, conduce a una graduacion sobre los niumeros,
la graduacion tan fina que se quiere, y se permite comparaciones entre numeros
mucho mas facil que por el uso de las representaciones fraccionarias.
Redescubrimiento de los decimales en Europa a finales del decimosexto siglo por
Stevin, sera seguido por su uso generalizado en las mesas de calculos en
particular las tablas de logaritmos. Tiene una importancia considerable como la
unificacién del campo numérico.

5. PROCESO DE NUMERIZACION DE LAS RAZONES

Nosotros vamos a indicar brevemente algunas etapas del gran proceso historico
gue condujo a los matematicos a considerar las razones geométricas como

nameros.
5.1 Las operaciones sobre las razones y las magnitudes

Oresme. El primer desarrollo importante sobre la teoria de las razonesfue
aportado por el trabajo de Oresme escrito entre 1351 y 1360, titulado: "De
proportionibus proportionum” Este escrito desarrollo las operaciones sobre las

razones:
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e Sumar, restar, dividir, aumentar, disminuir

e Desarrollo de la composicion de razones (producto), de razones de

razones estudio del caracter racional o no de razones de fracciones.

e La afirmacion que las razones se comportan como las magnitudes
continuas: entre dos razones diferentes, es posible de insertar tantas

medias como uno quiera, una fraccién es divisible al infinito.

Viéete (1540-1603) escrita en 1591 "In artem analyticen Isagoge” describiéo en
matematicas una nueva arte, la analitica (de hecho el algebra), como proceso de
descubrimiento de verdades mateméticas. Esta nueva algebra es tan aritmética
como geomeétrica, y describe una teoria general de las proporciones. Ella distingue
la I6gica numérica de la légica espaciosa (Célculo sobre los tamafios y los
nameros desconocidos, las especies). De las teorias griegas, Viete conserva la ley
de los homogéneos: Solo se puede sumar o restar los tamafios homogéneos. El
producto de dos tamafios homogéneos o no, da un tamafio de otra dimension. Asi
como la division de tamafios es definida en referencia a la nocion griega de
aplicacion de una fraccion sobre otra. La jerarquia de tamafios no se limita a las
longitudes, superficies y volimenes, sino que comprende tamafios de dimensiones
como 4,5,6... Asi como Diophante lo habia ya hecho. Es esto que lo autoriza a
mostrar que cuatro magnitudes son proporcionales si y solamente si el producto
de los medios es igual al de los extremos, y establecié una relacién entre la
escritura de ecuaciones y esa de las proporciones. Viete muestra cémo plantear
un problema en una ecuacion, como transformar esta ecuacion para pasar a una
forma candnica que dard la solucién y como explotar numéricamente estos

resultados.
5.2 Representar los tamafos por longitudes

Descartes "Las reglas para la direccion del espiritu” y la "geometria" muestran las
concepciones de Descartes sobre el algebra, la geometria y las matematicas. El
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busca una matematica universal, que no puede ser representada y concebida
simbdlicamente. El algebra es una teoria general de la proporciones y de las
ecuaciones, de donde los objetivos adquieren primero sus caracteristicas y luego
el campo numérico, pero de la cual los objetos simbdlicos se identifican con los
objetos de el mundo fisico. Esta matematica universal identifica el algebra
concebida comologistica simbdlica, con la geometria interpretada por primera vez

como ciencia simbdlica.

Uno de los aportes esenciales de Descartes es la ruptura de la ley de la
homogeneidad. Descartes muestra que todos los resultados de operaciones sobre
los tamafos, una vez escogida una unidad de medida, pueden ser representados
por longitudes. Primer paso esencial: Las relaciones geométricas, los productos,
las superficies, los volimenes pueden ser representadas por longitudes. La parte
derecha representa todos los resultados de los calculos. Esta geometria de

descartes es un algebra de longitudes.

Aunque él no se pronuncié claramente, sobre la naturaleza de la relacion
geométrica ( s un niamero o0 no?) o mas bien (en mi conocimiento) aunque el
mantiene la distincién entre numero y razén geométrica, el avance sobre el plano

de la numerizacion de las razones es importante.
5.3 Encontrar una mejor definicion de razones

Arnault. En su tratado de geometria "nuevos elementos de geometria” segundo
libro sobre la teoria de proporciones (1667), (pagina 23) Arnauld da una nueva
definicion de las razones y las proporciones, mas cercana, como lo remarca R.
Bkouche, de la practica de la medida que la definicion Euclidiana. Aqui,
contrariamente al texto Euclidiano, la teoria de proporciones se sitla en los

capitulos preliminares del curso de geometria.

La forma de la cual un tamafio es contenido en otro que nosotros hemos llamado

razon, tiene aun dos opciones. Una es cuando el tamafio o alguna de sus
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alicuotas es contenida un numero de veces preciso en la otra, lo cual se llama
razon exacta o razon de niumero a numero, porque todos los nimeros tienen entre
ellos esta razon aproximandose mas o menos a la unidad para uno de sus
alicuotas que es contenida precisamente tantas veces en todo otro nidmero que

ese sea.

Los tamafios que tienen entre ellos este tipo de razén de nimero a numero son
llamados conmensurables, porque ellos tienen alguna alicuota que les sirve de
medida comun. La otra manera segun la cual un tamafio es contenido en otro, es
cuando el no encuentra ningun alicuota que sea precisamente contenida en la
otra. De manera que los dos tienen infinitas alicuotas y medidas y no hay ninguna
que mida precisamente ninguno de los dos tamafos, pero ese que mide
precisamente el primero no medira jamas precisamente el segundo y ese que
mide de manera precisa el segundo no medira jamas de manera precisa el
primero. Esta razén se llama irracional y los tamafios que tienen entre ellos ese
tipo de razones se llaman inconmensurables, porque ellos no tienen entre ellos

ninguna medida comun.

Para la definicion de una proporcién, dos definiciones son necesarias, la primera

concierne a la igualdad de razones de numero a numero.

Luego que la razén de un antecedente en su consecuente es igual a esa de un
otro antecedente en un otro consecuente, esta igualdad de razones se llama

proporcion.
A continuacion la segunda:

Dos razones son llamadas iguales cuando todas las alicuotas paralelas de los

antecedentes son cada una igualmente contenidas en cada consecuente.

Que significa esta segunda definicion, con nuestras notaciones? se tendra

A/B=C/D si tomando las alicuotas paralelas de los antecedentes, es decir
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partiendo A y C por el mismo entero, uno obtiene que las alicuotas son cada una
igualmente contenidas en B y D, es decir que p. AIn<B < (p +1). AiIny p.C/n <D
<(p + 1).C/n. Uno ve que este proceso es el proceso practico de medida utilizando
las alicuotas de los antecedentes como unidad.

Los nuevos elementos de geometria de Arnault se convirtieron en una referencia
importante durante méas de un siglo.

5.4 Las razones son numeros?

Stévin Independientemente de su trabajo "La Disme" donde el descubre los
decimales, Stevin (1548-1620) es interesante para la toma de posiciones muy
modernas sobre la naturaleza de los numeros y las magnitudes, rompiendo
totalmente con la tradicion. Sus tesis desarrolladas en "Tratado de los magnitudes
inconmensurables” (Aritmética 1585 )son reconocidas.

¢ Que la unidad es numero

¢ Que cualquier nimero puede ser numero cuadrado, cubico, etc

e Que cualquier raiz es un niumero

e Que no hay ningun numero absurdo, irracional, irregular, inexplicable o

irracional.

Numerosos matematicos participaron en ese tipo de discusion. El nUmero entero
definido por Euclides como multiplo de la unidad por definicibn misma. El estatus
del cero poseia también un problema. Pascal se pronuncio también en "El espiritu
de la geometria" sobre ese tema, demostrando que la unidad es un niamero pero
que el cero no lo es.
La originalidad de Stevin es manifiesta por su posicion sobre los niumeros y los
tamafios "La comunidad y la similitud entre tamafios y numeros es tan universal
que ellas parecen casi idénticas " Los numeros son para €l una estructura continua
y no una estructura discreta: "un namero no es un punto cantidad discontinua”. El
diferencia numero aritmético (sin adjetivo de tamafio) y numero geométrico, pero

todo es llamado numero.
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Esta posicion no pudo ser justificada y partia de una toma de posicion, de un acto
de fe que fue violentamente combatida por los matematicos de Por-Royal, en
particular. Esta teoria no logro convencer a esos que permanecian en el
pensamiento de Euclides.

Newton En su libro publicado en 1707 "Aritmética Universal" Newton responde sin
ninguna ambigiiedad por la afirmacion:

“Por numero entenderemos, no tanto el conjunto de unidades como la relacion
abstracta de cualquier magnitud hacia otra magnitud del mismo género, tomada
por nosotros como unidad. Los numeros los hay de tres tipos: entero, fraccionario
e irracional. EI numero entero es aquello que se mide con unidades; el
fraccionario, con partes mdltiples de la unidad; los nameros irracionales no son
conmensurables con la unidad.”

D'Alembert. El articulo de la enciclopedia Diferot D'Alembert da en el articulo
namero una definicién yuxtapuesta de puntos de vista contradictorios: multiplicidad
de unidades en el primer paragrafo, relacion abstracta de una cantidad en una otra
segun Newton en el segundo, en un tercer paragrafo, segun la definicion de Wolf,
esta que tiene la misma relacién con la unidad que una linea recta, con un regreso
a continuacion del articulo en la nocién Euclidiana de multiplicidad de unidades.
Para comprender, es interesante de dirigirse a los "Ensayos sobre los elementos
de la filosofia natural" , de D'Alembert (1759), pagina 328, donde el desarrolla su
punto de vista.

La palabra medida en matematicas, encierra la idea de una relacion
explicitamente expresada. Aunque hay relaciones que ofrecen mas de dificultades
que las otras, sea por presentar la nocion de una manera bien completa, sea por
demostrarla de manera rigurosa: Esas son las relaciones de cantidades

inconmensurables.

Se dice por ejemplo que la diagonal del cuadrado es a su lado como la raiz
cuadrada de 2 es a 1; para tener una idea completa de la verdad que esta
preposicion expresa, se debe remarcar que no hay punto de la raiz cuadrada del

numero 2, y por consecuencia de la relacion propiamente dicha entre esta raiz y la
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unidad, y por tanto propiamente dicho entre la diagonal y el lado de un cuadrado, y
finalmente de la igualdad de sus relaciones, porque no hay punto propiamente de
igualdad entre las relaciones que no existen. pero se debe remarcar al mismo
tiempo, que si uno no puede encontrar un numero que multiplicado por el mismo
produzca dos , uno puede encontrar nimeros que multiplicados por si mismos den
un nimero tan cercano a 2 que uno lo desee sea por encima o por debajo.....

Esta facilidad que se tiene de representar las relaciones inconmensurables, no por
nameros exactos, sino por numeros aproximandose tan cerca como una quiera,
sin nunca exprimir rigurosamente esas relaciones. Es por esto que los
matematicos tenian entendido la denominacion de numero de las relaciones como
inconmensurables, porque ella no les pertenecia que impropiamente, porque las
palabras nimero y numerar suponen una designacién exacta y precisa, asi que
las relaciones no son susceptibles. También el solo habla de dos clases de
nameros, los numeros enteros y los nimeros quebrados o fracciones....

De aca es posible ver, que si las relaciones inconmensurables son miradas como
nameros, es por la razébn que aunque ellos no son numeros propiamente
hablando, no sirve de nada, por asi decir, que ellos no lo sean realmente ,porque
la diferencia de una relacion inconmensurable con un numero propiamente dicho,
puede ser también tan pequefia como una quiera.

Legendre. La préactica de Legendre es clara. En su libro "Elementos de geometria”
aparecido por primera vez en 1794, el desarrolla el verdadero sentido de las
proporciones en el libro 3.

Si uno tiene la proposicion A: B:: C:D , se sabe que el producto de extremos A.D
es igual al producto de los medios B.C.

Esta verdad es incontestable para los numeros; lo es también para los tamafnos
cualquieras, viendo que ellos se expresan, o que uno los imagina expresados en
nameros; y es eso que uno puede siempre suponer: por ejemplo si A, B, C, D son
lineas, uno puede imaginar que una de esas cuatro lineas o una quinta, sirve a
todas en medida comun y sea tomado como unidad ; entonces, A,B,C,D

representan cada una cierto nuamero de unidades, entero 0 quebrado,
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conmensurable o no inconmensurable, y la proporcion entre las lineas A,B,C,D se
convierten en una proporcion de numeros.

5.5 Argand y las relaciones de tamafios dirigidos

Se sabe que los nimeros negativos y los niameros imaginarios, estan en uso
después del renacimiento y pusieron problemas a los mateméticos problemas
formidables. Queriendo extender a esos numeros o cantidades todas las reglas
validas para todos los nimeros enteros o fraccionarios, algunas contradicciones
aparecieron: dificultades con los logaritmos de niumeros complejos. El problema de
la justificaciébn del uso de esas cantidades estuvo propuesta hasta el siglo
diecinueve. Dos opciones de teorias fueron propuestas: una de naturaleza
geométrica por un cierto nimero de matematicos poco conocidos como Argand,
Warren, Mourrey consiste en extender a los tamafios dirigidos la teoria de
proporciones, asociando a la idea de relacion una idea de angulo; la otra o las
otras teorias, elaborados por matematicos mas conocidos como Gauss, Hamilton,
Cauchy, son justificaciones de naturaleza algebraica.

La ultima extension de la teoria de las proporciones vista entonces ael dia,
algunas decenas antes del momento donde, por el descubrimiento de geometrias
no Euclidianas, los matematicos tomaron conciencia que los fundamentos de las
matematicas no podian ser garantizados tomando como base la verdad de la
geometria Euclidiana. El problema de los fundamentos del andlisis fue expuesto.
En ese proceso, la teoria de proporciones va a ser abandonada en el perfil de una
construccion de los nimeros reales a partir de nimeros racionales.

5.6 La aritmetizacion del analisis

Después un largo periodo de desarrollo donde los resultados obtenidos en los
diversos sectores de la mecanica y la fisica lograron mostrar el fondo de los
métodos empleados en el analisis, con Cauchy en particular el problema de fundar
el analisis sobre las bases rigurosas se convirtio en una preocupacion importante,

en particular para las necesidades del la ensefianza .
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Bolzano hacia 1871 emprendié una critica de las demostraciones geométricas
empleadas para demostrar un teorema como el teorema de los valores
intermediarios, hay una falta intolerable contra el buen método que consiste en
querer deducir las verdades mateméticas pura (0 generales) (es decir de la
aritmética, del algebra o el andlisis, de las consideraciones que pertenecen a una
parte aplicada (o especial), a saber la geometria. El rechaza también el recurso en
las consideraciones de movimiento o tiempo.

Numerosos matematicos fueron en esta época forzados a justificar los teoremas
fundamentales del andlisis, demostrando primero las propiedades de los numero,
0 mas bien haciendo una construccion explicita de esos numeros a partir de
nameros racionales supuestos conocidos en ese primer momento.

Nosotros no describiremos los diferentes modos de construccion de los reales a
partir de los racionales, lo que para mi, es el objeto de un proximo trabajo. Mi
objetivo en este articulo fue simplemente de mostrar que los nimeros reales han
propuesto diferentes preguntas durante la historia. Estas preguntas, en los
términos mismos donde los matematicos se las propusieron, son interesantes,
porque no hay duda que los estudiantes pueden proponérselas mas o menos en
los mismos términos.

6. ¢ QUE HACER EN EDUCACION?

Si las construcciones de los niumeros reales han estado abandonadas a principios

del primer ciclo universitario, es porque efectivamente, estas no pudieron pasar.

Resulta imposible definir los reales por las sucesiones de Cauchy, a los
estudiantes que tienen un mal momento a habituarse a los razonamientos con los
€ n . La construccion por los cortes seria posible si los estudiantes hubiesen tenido

la costumbre de hacer los razonamientos de mas de dos lineas...

Esta seguro que en la situacion actual, hay que reforzar la formacién del maestro
sobre esta cuestion porque el dilema es el siguiente: debemos en el curso de los

estudios secundarios desarrollar entre los alumnos una intuicion justa de los
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nameros, estando en la imposibilidad de aportar justificaciones completas. Si el
maestro es bastante formado, si tiene ideas claras sobre esta cuestion, a cada
etapa puede hacer progresar a los alumnos. Pero, ¢qué puede un profesor que
tiene ideas vagas o francamente falsas, como ciertos estudiantes de Capas que

veo cada afo. Puede solo reproducir esta confusién al nivel de sus alumnos.

¢ Qué pasa con la ensefianza del andlisis en el que converge a las cosas que no

hemos definido comov2o que sblo se puede aproximar? Como, cuando la
ensefianza es tan incoherente, hacer otra cosa analiza que pasar de una actividad
al otro, sin saber demasiado lo que se hace, ni por qué lo hace? Comprobamos
siempre que la idea principal sobre las consecuencias de los estudiantes de primer
afio de Deug llegando a la universidad, es que es muy duro y que no comprenden
alli nada. En cuanto a la definicion de los limites, hay que comenzar a corregir la

utilizada en los programas.

Pensamos en Irem de Lila que para salir de esta situacion, haria falta que Irem
desarrollaran un trabajo vertical de reflexion sobre diferentes nociones, a los
cursos de los ciclos primario, colegio, liceo, y una ensefianza superior. La cuestion
de la ensefianza de los numeros es una de estas cuestiones, que reune la
cuestion de la ensefianza del andlisis, el objeto de malestar para la mayoria de los
profesores de terminal a los que conozco. Esta ensefianza debe ser repensada
teniendo en cuenta el uso actual de las calculadoras, pero sin eludir actualmente

como toda cuestion teodrica.

¢, Cual es el significado de un calculo exacto de un calculo aproximado? El disefio
de los numeros reales, la medicion de magnitudes, la ensefianza de analisis es el
resultado de un proceso histérico, que debemos considerar. Coémo restaurar la
coherencia entre lo numérico y geométrico entre el modo digital y el analisis en la
ensefianza? Es necesario iniciar un proceso de reflexion que se centra en la

coherencia vertical del aprendizaje.
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