Lineamientos curriculares, demostraciéon, uso de
tecnologias y textos escolares en trigonometria

Resumen

resentamos un pequefio analisis de los planteamientos hechos en “Principios y Estandares” de

National Council of Teachers of Mathematics (NCTM), en los “Lineamientos Curriculares de

Matematicas” del Ministerio de Educacion Nacional (MEN, 1998) y en algunos textos escolares
de matemadticas, acerca de la demostracion, el uso de las nuevas tecnologias y la trigonometria. El
analisis sugiere que existe poca claridad, coherencia y articulacion entre las propuestas curriculares
internacionales y nacionales, los textos escolares y la realidad del curriculo escolar.

La demostracion

Mariotti (2006) plantea la necesidad de investigaciones en relacion a la actividad de produccion de
demostraciones por parte de los estudiantes con el objeto de disefar contextos apropiados; en
particular, el analisis de los procesos cognitivos involucrados en producir y demostrar conjeturas parece
dar nuevas luces sobre las dificultades de los estudiantes asi como también sobre los posibles origenes
de tales dificultades.

A pesar de que los fracasos y bajos niveles de comprension de la demostracion han llevado a que
muchos profesores abandonen esta practica, existe el consenso general entre los didactas de las
matematicas de que el desarrollo del sentido de la demostracion constituye un objetivo importante de
la educacion matematica y se ve una tendencia general a incluir el aprendizaje de la demostracion en el
curriculo de matematicas (Mariotti, 2006).

En los “principios y estandares” de National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2003), se
sefiala el razonamiento y la demostracion como uno de los estandares para las matematicas escolares
desde preescolar al nivel 12 inclusive y se plantea, entre otras cosas, que:

El razonamiento y la demostracion no son actividades especiales reservadas para momentos determinados o
temas especificos del curriculo, sino que deberian constituir una parte natural y continua de las discusiones en
clase, no importa cudl sea el tema de estudio. En los ambientes de clase matematicamente productivos,
deberia esperarse que los alumnos expliquen y justifiquen sus conclusiones. (NCTM, 2003, p. 348)

En los Lineamientos Curriculares de Matematicas del Ministerio de Educacion Nacional de
Colombia (MEN, 1998), dentro de los procesos generales®® se menciona el razonamiento
matematico como una actividad que debe estar presente en todo el trabajo matematico de los
estudiantes y que tiene que ver con:

e Dar cuenta de como y del por qué de los procesos que se siguen para llegar a conclusiones.

e Justificar las estrategias y los procedimientos puestos en accion en el tratamiento de problemas.

36 Procesos generales que tienen que ver con el aprendizaje de las matematicas, tales como el razonamiento, la resolucion y el
planteamiento de problemas, la comunicacion, la modelacion y la elaboracion, comparacion y ejercitacion de procedimientos
(MEN, 1998, pag. 35).




e Formular hipdtesis, hacer conjeturas y predicciones, encontrar contraejemplos, usar hechos
conocidos, propiedades y relaciones para explicar otros hechos.

e Encontrar patrones y expresarlos matematicamente.

¢ Utilizar argumentos propios para exponer ideas, comprendiendo que las matematicas mas que una
memorizacion de reglas y algoritmos, son ldgicas y potencian la capacidad de pensar. (MEN, 1998,

p-77)

Hanna (2000) propone que el rol clave de la demostracion debe ser la promocion de la comprension
matematica, y por eso hay que buscar formas de hacer mas efectiva la demostracion para este
proposito. Las demostraciones son “vias para desplegar la maquinaria matematica para resolver
problemas y justificar que una solucidn propuesta es realmente solucion” (Rav, 1999, p.13).

Ensefianza de la trigonometria

Analizando las sugerencias sobre la ensefanza y el aprendizaje de la trigonometria en los
“Lineamientos Curriculares de Matematicas” del Ministerio de Educacion Nacional de Colombia (MEN,
1998) y en los “Estandares Basicos de Matematicas” del Ministerio de Educacion Nacional de Colombia
(MEN, 2003) encontramos que no existe mucha claridad en cuanto al enfoque dado para poder
desarrollar procesos generales que tienen que ver con el aprendizaje de la trigonometria, ni de un
enfoque que permita conectar las distintas formas de representacion (geométrica, algebraica, analitica
y funcional) de los conceptos trigonométricos como se puede deducir de los planteamientos hechos al
respecto, inclusive pareciera que la trigonometria quedo relegada a un segundo plano.

En los lineamientos curriculares del MEN, en torno al aprendizaje y ensefianza de la trigonometria
vemos que este contenido podria ser parte de los conocimientos basicos correspondientes al
pensamiento espacial y sistemas geométricos y al pensamiento variacional y sistemas algebraicos y
analiticos, pero no se menciona especificamente la trigonometria.

En los estandares basicos de matematicas para los grados 10 y 11 (MEN, 2003), se proponen los
siguientes dos estandares basicos de competencias que involucran la trigonometria (Tabla 1):

Pensamiento espacial y sistemas Pensamiento variacional y sistemas algebraicos
geomeétricos y analiticos

Describir 'y modelar fendomenos | Modelar situaciones de variacion periodica con
periodicos del mundo real usando | funcionestrigonométricas
relaciones y funciones trigonométricas

Tabla 1. Estandares basicos de competencias en trigonometria

Respecto a la demostracicn en trigonometria, en los estandares del 2003 no se menciona algo,
solamente en los estandares de NCTM (1991) se mencionaba que:

Los futuros universitarios deben tener igualmente la oportunidad de comprobar identidades trigonométricas

basicas, como por ejemplo sec’ 4 =1+ tan’ A, ya que esta actividad fortalece la comprensién de las
propiedades trigonométricas, y proporciona un nuevo contexto para demostraciones deductivas. Sin embargo
solo se debe dedicar una cantidad minima de tiempo lectivo a la comprobacion de este tipo de identidades,
obviando por completo aquellas que son artificiosamente complicadas, como

csc® x —cot® x =1+ 3csc’ xcot” x (NCTM, 1991, p. 172)

En los lineamientos curriculares (MEN, 1998) dentro de los ejemplos del tipo de razonamiento
deductivo se presenta el siguiente ejemplo de la demostracion de una identidad trigonométrica,




paraddjicamente, de manera similar a como se viene haciendo desde hace mucho tiempo en nuestro
ambito escolar y que no permite tener claridad sobre lo que es el razonamiento deductivo (MEN, 1998).

Verificar una identidad trigonométrica

sen X + COS X Cot X = CsC X

COSX
sen X + CosX cotX = senx + COSX ——
senx
cos’x
=senx +
senx
_ sen’x +cos? x
senx
1
= —>csex
senx

El uso de la tecnologia en la ensefianza de la trigonometria.

Respecto al uso de la tecnologia, en los estandares del NCTM encontramos que éste es uno de los
principios orientadores de dicha propuesta y al respecto se sugiere lo siguiente:

¢ La tecnologia es fundamental en la ensefanza y el aprendizaje de las matematicas; influye en las
matematicas que se ensefian y enriquece su aprendizaje.

e Latecnologia apoya la ensefianza eficaz de las matematicas.
¢ Latecnologia influye en qué matematicas se ensefian. (NCTM, 2003, Pags. 26-28)

En los lineamientos del MEN, en cuanto al impacto de las nuevas tecnologias en los procesos de
aprendizaje y de ensefianza de las matematicas, plantean que:

e El uso de los computadores en la educacion matematica ha hecho mas accesible e importante para
los estudiantes temas de la geometria, la probabilidad, la estadistica y el algebra.

e Las nuevas tecnologias amplian el campo de indagacion sobre el cual actdan las estructuras
cognitivas que se tienen, enriquecen el curriculo con las nuevas pragmaticas asociadas y lo llevan a
evolucionar.

e El uso efectivo de las nuevas tecnologias aplicadas a la educacion es un campo que requiere
investigacion, desarrollo y formacion de los docentes (MEN, 1998, Pag. 34)

Posteriormente el Ministerio de Educacion Nacional de Colombia planted y ejecutd un proyecto de
investigacion del uso de la tecnologia durante el periodo comprendido entre los afios 1998 al 2003 y
publicd una serie de documentos (MEN, 2004b) que dan cuenta de los aportes de la tecnologia al
aprendizaje de las matematicas y a la transformacion del quehacer cotidiano de los profesores. Dentro
de este proyecto se publico una serie de libros con diversas experiencias y aportes teoricos al uso de la
tecnologia en el aula; una de las experiencias desarrolladas tiene que ver con modelacion de la funcion
seno en Cabri, pero desde un enfoque funcional apuntando a sentar las bases del estudio analitico de
las funciones trigonométricas y la realizacion de sus graficas (MEN 2004a).




Shaffer (2006) presenta un libro de actividades de introduccion basica a las funciones trigonométricas
utilizando el software de geometria dindmica Sketchpad en donde los estudiantes hacen
construcciones dindmicas de trigonometria y hacen modelos basicos de aplicaciones practicas. Ven la
relacion entre el circulo unidad y las definiciones de las funciones trigonométricas en el triangulo
rectangulo, y crean un enlace dinamico del circulo unidad a las funciones periddicas. Este texto usa una
metodologia muy dirigista en la que los estudiantes solo tienen que comprobar empiricamente que son
ciertas las formulas o relaciones que plantean y no se pide ninguna justificacion ni demostracion.

Al realizar una busqueda de publicaciones en internet hemos encontrado una gran pobreza de
materiales tanto para el tema de trigonometria como para la promocion del desarrollo de las
habilidades de demostracion de los estudiantes. La mayoria de las paginas encontradas se han
dedicado a copiar los contenidos de los textos, presentando las definiciones, ejemplos y
demostraciones de igual manera a como vienen en ellos. En esta bUsqueda se encontraron las paginas
interactivas: Geometria Activa (mecd.es, 2005) que aunque es una pagina interactiva, tiene una
metodologia dirigista en la que los estudiantes mueven un punto o activan un applet para ver una
relacion, propiedad o aplicacion, pero no se pide ninguna justificacion, ni se profundiza en los
conceptos involucrados y Descartes (mecd.es, 2001, 2003) que es muy completa e interactiva y en ella
el estudiante lee, mueve, observa y comprueba empiricamente apoyado en datos numéricos la
propiedad o relacion estudiada, pero no se le piden justificaciones ni mucho menos demostraciones de
las propiedades y relaciones estudiadas, llevando a que el estudiante se sienta satisfecho con lo
observado y verificado y no sienta la necesidad de la demostracion.

La realidad de la trigonometria en los textos escolares

Haciendo una revision de algunos textos escolares colombianos actuales, se identifican dos enfoques
para la presentacion de los contenidos de trigonometria en el grado décimo de bachillerato.

Uno de estos enfoques parte del estudio de las razones trigonométricas en el tridangulo rectangulo
incluyendo los temas de angulos y los sistemas de medicion, las identidades trigonométricas
fundamentales (realizan algunas demostraciones de ellas sin ningun tipo de explicacion ni ilustracion de
su procedencia y utilizan una Unica forma de demostracion que consiste en el reemplazo de identidades
conocidas, manipulacion algebraica y verificacion de la relacion de igualdad) y aplicaciones de las
razones trigonométricas. En otro capitulo definen las funciones trigonométricas como una clase de las
funciones circulares sin hacer demasiado énfasis en los conceptos de funcion y menos de funcion
circular, presentan algunas identidades que involucran los angulos cuadrantales (0°, 90°, 180°, 270°,
360°) y su angulo de referencia, y las demuestran basandose en las propiedades de los tridngulos
congruentes y los valores absolutos y signos de las coordenadas de los angulos. Estas demostraciones
se apoyan en el dibujo de un angulo @ en el primer cuadrante y su respectivo angulo resultante de la
suma o diferencia de un angulo cuadrantal con [. Posteriormente, en un capitulo aparte, presentan
algunas identidades trigonométricas (algunas de ellas bien complicadas) y las demuestran realizando
sustituciones por identidades conocidas, manipulaciones algebraicas y obtencion de una igualdad;
también se hacen algunas demostraciones de las identidades que involucran los angulos cuadrantales a
través de la visualizacion de la representaciones graficas de las funciones respectivas (por ejemplo cosx

72. I .
y cos(x +E) )i luego se presentan y se resuelven algunas ecuaciones trigonométricas y se plantean

problemas de aplicacion en donde se deben resolver dichas ecuaciones; finalmente se presentan y se
demuestran las leyes del seno y del coseno como una aplicacion a la solucién de problemas de
triangulos no rectangulos.

El otro enfoque empieza con los conceptos de angulo y sus mediciones para después definir y analizar
las funciones trigonométricas como las razones que se forman entre las coordenadas del punto P(x, y) y
la distancia del origen del plano coordenado al punto P; presentan algunas identidades que involucran




los angulos de referencia con los angulos cuadrantales y las demuestran con propiedades de los valores

absolutos y signos de las coordenadas de los angulos, y se van proponiendo problemas de aplicacion de
las funciones trigonométricas. En otro capitulo definen las funciones trigonométricas sobre la
circunferencia unitaria y realizan las representaciones y analisis de sus graficas incluyendo las inversas.
En un capitulo aparte se estudian las aplicaciones de las funciones trigonométricas en los triangulos
rectangulos y se estudian las leyes de los senos y del coseno como una aplicacion en la solucion de
problemas que involucran los tridngulos no rectangulos. En otro capitulo se presentan las identidades y
las ecuaciones trigonométricas de manera semejante a lo dicho en el primer enfoque.

Ibafies y Ortega (2004) realizan un analisis del tratamiento de la demostracion matematica en los libros
de texto de bachillerato, en particular las justificaciones que dan los textos de las relaciones
fundamentales entre las razones trigonométricas, las razones trigonométricas de angulos notables, las
formulas trigonométricas para la suma y la diferencia de angulos, el angulo doble y el angulo mitad, el
teorema del seno y el teorema del coseno. Estos autores plantean como una de sus conclusiones la
siguiente:

Se deduce que los autores de los textos se preocupan de demostrar los teoremas que enuncian para cumplir
con un tramite obligado y no ser acusados de falta de rigor (paradoja de inadaptacion a la exactitud, Brousseau
1998, pagina 74), pero emplean pocos recursos en hacer comprensibles esas demostraciones, en resaltar sus
caracteristicas, en detenerse en sus razonamientos, en reconocer sus técnicas, en destacar sus funciones, y en
potenciar su utilizacion.

Conclusiones

Se evidencia la falta de claridad de los mismos documentos que sugieren el desarrollo del pensamiento
matematico integrado que promueva las diferentes formas de representacion y de comprension de los
conceptos trigonométricos y las diferentes formas y tipos de demostraciones.

En cuanto a los contenidos matematicos con los que realizar la actividad de demostracion, la mayoria
de investigaciones en la agenda de la ensefianza y el aprendizaje de la demostracion se refieren a
demostraciones de propiedades de geometria y analisis matematico. Muy pocas se han dedicado a la
ensefanza de la demostracion en trigonometria.

A pesar de que la tecnologia esta llamada a jugar un papel importante en los procesos de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas, vemos que en el tema de la trigonometria no se ha avanzado mucho.

En los textos escolares no se plantea el estudio de la trigonometria de una forma que se puedan
comprender y conectar las diferentes representaciones y los diferentes significados de los conceptos
involucrados. En algunos casos se dan por comprendidos conceptos mucho mas complejos como el de
funcion o se presentan de una manera muy superficial con una sola interpretacion.

También se observa que existe un afan por abarcar demasiados contenidos sin establecer relaciones
entre ellos y de abarcar a su vez diferentes procesos generales del aprendizaje de las matematicas sin
profundizar en ellos. En el caso de las demostraciones trigonométricas planteadas en los textos,
podriamos estar de acuerdo con Ibafies, 2004, quien sustenta que los autores de texto, se preocupan de
demostrar los teoremas que enuncian para cumplir con un tramite obligado y no ser acusados de falta
de rigor, pero emplean pocos recursos en hacer comprensibles esas demostraciones, en resaltar sus
caracteristicas, en detenerse en sus razonamientos, en reconocer sus técnicas, en destacar sus
funciones, y en potenciar su utilizacion.
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