Funcion exponencial.
Resultados de investigaciones al servicio de la
planeacién y gestidén del trabajo de aula.

Resumen

e presenta un analisis de documentos que abordan la didactica de la funcién exponencial. Si bien

éstos poseen una riqueza inherente, se plantea la opcion de indagar sobre los puntos centrales

de estas propuestas, pensando en su planeacion y gestion en el aula de clase. Se examina y
argumenta con parametros tomados desde la matematica, la historia y la epistemologia de este
concepto.

Presentacion

Uno de los objetivos de la investigacion en didactica de la matematica es llegar a los docentes e
impactar sus practicas en el aula de clase; sin embargo, dado que esta situacion no siempre se presenta,
existe la necesidad de crear alternativas que ayuden en el logro de esta tarea, realizando seleccion de la
literatura existente, buscando superar obstaculos como cierto tecnicismo, abundancia de literatura y
acceso a ella, manejo de idioma extranjero, entre otros.

Con relacion a la ensefanza y el aprendizaje de la funcion exponencial y su impacto en la funcion
logaritmica, se han seleccionado algunos articulos a partir de los cuales se recogen valiosos elementos a
la hora de la gestion y planeacion de esta tematica.

Documento uno

En el escrito: An exponential function, is its description not problematic?, su autor, Radley, Mahlobo
(2004), plantea la dificultad de los estudiantes frente a la denominacion de las funciones exponenciales
y su impacto en relacion con el desempefio al aplicar las leyes de los logaritmos y el contraste de esta
denominacion con la afirmacion de que la funcion logaritmica es la inversa de la exponencial.

Radley argumenta que como usualmente se da nombre a una funcion segun el conjunto imagen, de
acuerdo a aquello que “produce” (pone el ejemplo de la funcidn Seno, la cual es llamada asi, no por el
angulo de entrada, variable independiente, sino por su imagen), cuando el estudiante se encuentra con
la denominacion funcion exponencial, él puede esperar que esta funcion produzca exponentes. Contrario
a ello, la explicacion que se le presenta es que esta funcion es llamada asi por tener la variable
independiente en el exponente.

Esta explicacion no es consistente con la denominacion de las funciones de la forma y = X, b constante,
las cuales tienen la variable independiente en la base y a las cuales no se les llama funcion base sino
funcién potencia. Las investigaciones relacionadas con el aprendizaje de principios y/o conceptos
muestran la necesidad de consistencia en la presentacion.




Se pregunta entonces Radley por las consecuencias que puede tener en los estudiantes el describir la
funcién y = a* como una funcién exponencial:

- ¢Acaban los estudiantes viendo una funcién exponencial como una funcion que produce
exponentes?

- Ya que un logaritmo es un exponente, ;no se podria esperar que vieran una funcién logaritmica
como una funcién exponencial?

Lo anterior entra en conflicto con la afirmacion: “la funcidon logaritmica es la inversa de la funcion
exponencial”, la cual sugiere que exponentes y logaritmos son conceptos diferentes. ;Oscurece esta
diferenciacion la habilidad del estudiante de ver un logaritmo como un exponente? ;Contribuye esta
confusion al bajo desempeiio de los estudiantes a la hora de aplicar las leyes de los logaritmos?

¢Como renombrar entonces a las que llamamos funciones exponenciales?

. : b
Propone el autor llamarlas con el mismo nombre que acostumbramos para las funciones de la forma x’,
b constante, es decir funciones potencia; para él esta denominacion es consistente con el proceso de
inversion. Por ejemplo en el diagrama:

Entrada Coseno Salida

0° Coso® 1
Al aplicar el proceso de inversion, el estudiante obtiene: Cos™(1) = 0°
En el caso de los logaritmos:

Entrada Logaritmo Salida

100 Logioo 2

Al realizar el proceso inverso en forma analoga, el estudiante llegara a 100 que corresponde a la
potencia y no al exponente.

Elementos para la lectura

Un foco que el lector debe abordar esta en la denominacion y definicion de la funcion exponencial y la
definicion de la funcion logaritmica como la funcion inversa de la exponencial. En este aspecto,
recurriendo al desarrollo histdrico y epistemolodgico de dichas funciones cabe anotar que al remontarse
a Torricelli (2608-1647) quien se abocd a estudiar las caracteristicas de una curva logaritmica; se
observa que en realidad explora la curva que hoy conocemos como exponencial.

Eso se debe a que los matematicos del siglo XVII denominaban genéricamente curva logaritmica a
aquellas que relacionan progresiones aritméticas y geomeétricas, sin realizar la distincion que hoy
utilizamos. (Ferrari, M., 2001: 103). “"No existe una distincion clara entre las funciones exponenciales y
logaritmicas, las cuales genéricamente eran tratadas como "“logaritmicas” o “logisticas”. (Ferrari, M.,
2001: 132)

En coherencia con lo expuesto anteriormente, el enfoque dado a la nocion de logaritmo en libros del
siglo XVIII, tal como el de Agnesi, acorde con las ideas imperantes en la época, no hace una distincion
explicita entre las funciones exponencial y logaritmica tal y como lo hacemos en la actualidad, sino que,
presenta la “curva Logaritmica” como aquella en la que las coordenadas se hallan relacionadas por
progresiones aritméticas y geométricas, es decir, aquella en la cual las abscisas se hallan en progresion
aritmética en tanto que las ordenadas responden a una progresion geométrica. Esta definicion
corresponde actualmente a la funcion exponencial (Ferrari. 2001: 162)




Es importante tener en cuenta que Euler (1707-1783) fue el primero que vio en la logaritmacion una de
las dos operaciones inversas de la elevacion de potencias, con lo cual se hizo posible aplicar a los
logaritmos procedimientos algebraicos (Wieleitner, 1932).

Asi mismo, Euler, definié las funciones polindmicas, las trigonométricas y las exponenciales; estas
) . . . . 8
Ultimas como: Potencia de la cantidad constante a, que tiene por exponente la variable z*° (Euler, p. 70).

Para anadir a continuacion refiriéndose a las funciones exponenciales: dado un valor afirmativo
cualquiera de y vendra dado el valor de z conveniente para que sea a” = y; este valor de z. contemplado
en cuanto funcién de y, suele llamarse LOGARITMO dey. (Euler, p. 73)™.

En su obra Euler introduce la funcion logaritmica como funcion inversa de la exponencial (Gonzélez,
M., Vargas, J. 2007:142). También presenta una detallada clasificacion de las funciones que se resume
en el siguiente esquema.

Funcion l
Algebraica | Trascendente
N '
Racional Irracional
W W
Entera Fraccionaria
W Vi
Uniforme Multiforme

De lo anterior se desprende otro foco para la mirada del lector. Considerando las definiciones actuales,
desde la matematica, es claro que las funciones potencia son funciones algebraicas, mientras que las
funciones exponenciales y logaritmicas son funciones trascendentes.

La funcion exponencial se puede definir de distintas maneras; una, se hace en términos de la funcion
exponencial fundamental e* expresada como una serie infinita de potencias:
2 3 4 o r
X

X X X
e’ =1+x+—+ +—+ ..
21 321 4321 — !

; . w
o como la inversa de la funcion logaritmo natural: ln(x:[ = -r:L T dt

o, en Hughes: decimos que P es una funcién exponencial de t con base a si P= P,a', donde P, es la cantidad
inicial (cuando t=0) y a es el factor por el cual P cambia cuando t se incrementa en 1.

Sia>1, tenemos un crecimiento exponencial; o<a<1, tenemos un decaimiento exponencial.

*® pPotestas quantitatis constantes a, Exponentem haben variabilem z.
* dato valorem quocunque afirmativo ipsius y, conveniens datibur valor pisius z, ut fit a’=y; iste autem valor ipsius z, quatenud
tanquam Functio ipsiys y spectatur, ocari solet LOGARITHMUS ipsius y.




Mientras que Una funcion de potencia es aquella en la que la variable dependiente es proporcional a una
potencia de la variable independiente. Una funcién potencia tiene la forma f(X) = KX®, donde k y p son
constantes cualesquiera. (Hughes-Hallett and Gleason, et al. 2000: 28).

Documento dos

Otra caracteristica a considerar al estudiar la definicion de funcion exponencial es la forma en que esta
varia. Este aspecto es planteado en el articulo Tasa de cambio de funciones exponenciales: una
perspectiva desde el Precdlculo de Brian Bradie (1998), en el cual el autor afirma que estad insatisfecho
con las aplicaciones de las funciones exponenciales que se presentan en los cursos de precalculo, dado
que en ellas se dan algunas formulas sin explicar como aparecen y se pide simplemente a los
estudiantes que sustituyan en las formulas ciertos valores y hagan los calculos correspondientes. De
esta manera, asegura el autor, no se promueve en los estudiantes la habilidad para reconocer
otros fendomenos en donde se usan las funciones exponenciales. De alli que su propuesta consiste
en una planeacion para introducir en clase unas funciones cuya tasa de cambio es proporcional al
valor de la funcion.

Fendmenos como el crecimiento sin restriccion de una poblacion o el decaimiento de una
sustancia radiactiva son modelados por funciones cuya razén de cambio es proporcional al valor de
la funcion.

Su propuesta consiste en introducir en contextos de movimiento la explicacion de nociones de tasa
de cambio promedio y tasa de cambio instantaneo; luego propone a los estudiantes una serie de
ejercicios con funciones representadas analiticamente, ejercicios que exigen la elaboracion de
tablas de datos y examinar dichas nociones de tasa de cambio. Al finalizar los ejercicios numéricos
se espera que concluyan que la tasa de cambio de la funcion f(x) = cb*, c y b constantes, en x = x,,
es proporcional a f(x,).

Finalmente presenta una hoja de aplicaciones en donde se le dice al alumno que el reciproco de la
conclusion anterior también es cierto (si la tasa de cambio de f en x = x, es proporcional a f(x,),
entonces f es de la forma f(x) = cb*, para algin by c).

Referentes tedricos

Al apelar a la historia de la matematica como un recurso en la mirada al desarrollo socio
epistemoldgico de la funcidon exponencial se hace uso de la pregunta planteada por Martinez
(2000), ¢Cual fue la relacion de la nocion de exponente no natural con la nocién de funcion
exponencial en la construccion social de ambas nociones? Como respuesta el autor presenta en su
tesis doctoral (2003) lo que denomina mecanismos en el devenir del concepto de exponente y para
ello distingue las siguientes etapas:

Semantica geométrica: sdlo son tratadas las cantidades que representan una magnitud geométrica:
longitud, area y volumen. Es por ello que no existe la nocion de exponente mayor a 3 ni la de
exponente.

Primera sintaxis algebraica: se deja de lado el significado geométrico quedando solo la herencia en la
forma de nombrar algunos exponentes.

Segunda sintaxis algebraica: la aceptacion del exponente cero y del exponente negativo.
Primera semantica de la cuadratura de las curvas: indice de las curvas de Wallis.
Segunda semantica de la cuadratura de las curvas: posicion relativa del area.

El exponente como variable: la funcidn exponencial.




En su informe Martinez (2000) expone que el resultado mas importante de su andlisis reside en que los
exponentes no naturales emergieron como una convencion o de consideraciones de tipo meta
matematico en dos escenarios:

“Al seno del pensamiento algebraico con el objetivo de dotar de uniformidad a las operaciones

entre monomios y al seno del problema de cuadraturas, para dotar de uniformidad a las
n m P q

formulas de areas de las curvas de la forma x y =k o x =ky (n, m, p, q enteros positivos). Aun
cuando dentro de este problema se conocio, probablemente, la nocidn de exponentes no
naturales que emergié dentro del algebra, su uso requirid de convenciones adicionales, como
por ejemplo, la idea de posicion relativa de un drea respecto a una ordenada hecha por Newton
o la distincion de diferentes tipos de infinitos debida a Wallis.

A lo anterior de acuerdo con este investigador, le acompafio una etapa de ocasiones de uso dentro del
pensamiento variacional que permitid la total aceptacion de la nocion de exponente no natural:
calculo de diferenciales y primitivas en el paradigma leibniziano, el cdlculo de fluxiones y momentos en

el paradigma newtoniano y la construccion del binomio de Newton. Estos factores ocasionaron que el
m/n

universo de “curvas algebraicas” (con férmula) tuviera su centro en expresiones de la forma f(x)
donde f(x) es un polinomio”. (Martinez, 2000: 1X)

En el sentido anterior su analisis epistemoldgico da cuenta de que la construccion de la nocion de
exponente no natural emergid como un simbolo alternativo y eficaz para representar la relacion mas

general, en los momentos historicos en que sucedid tal construccion, existente entre dos variables;
nm P q
xy =k ox =ky (n, m, p, q enteros positivos) y que el uso de las convenciones dentro de la expresion
X

y=a , solo ocurrié cuando la funcidn fue concebida como una férmula en el sentido de Euler.
Etapas del desarrollo de la propuesta
Se parte de las inquietudes alrededor de la tematica de funciones logaritmicas y exponenciales.

Se procede a la deteccion, obtencion y consulta de la literatura sobre ensefanza y aprendizaje de
dichas funciones.

Se seleccionan dos articulos cuyos énfasis se entrelazan y enriquecen.

Se plantean algunos elementos desde la matematica y el desarrollo histérico-epistemoldgico de los
conceptos, como focos para lectura de los documentos y posterior uso en etapas de programacion y
puesta en escena de una clase de matematicas.

Observaciones

El llamado sobre las dificultades que pueden ir inherentes en la forma de nombrar la funcion
exponencial permite invitar al docente a indagar en el desarrollo de sus clases sobre este aspecto, o por
lo menos tener presente en su preparacion y gestion, que alli se esta presentando un cambio en los
convenios establecidos.

La intencion de Bradie; promover en los estudiantes la habilidad para reconocer otros fenomenos en
donde se usan las funciones exponenciales, no se desarrolla en su propuesta, mas bien se plantean
pasos en donde desde lo algebraico se examinan funciones cuya razon de cambio tienen una
caracteristica especifica y luego se da un salto esperando que el estudiante pueda examinar los
fendmenos con este conocimiento construido.
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¢Es posible abordar la funcién exponencial como aquella funcién en donde si para cualquier sucesion x,,
que esté en progresion aritmética, los correspondientes y,,, estan en progresion geomeétrica, entonces y
es una funcion exponencial de x?

La comprension de los estudiantes alrededor de la funcidn lineal, en cuanto a la forma como la
variacion es proporcional puede generar habilidades en los estudiantes para luego explorar en la
funcion exponencial la variacion proporcional al valor funcional.
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