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2.Descripcion

La transformada de Legendre fue propuesta por el matematico francés Adrien Marie

Legendre, y ha sido aplicada entre otros campos a la fisica, principalmente a la

termodindmica en el uso para la realizacién de transformaciones entre los diversos

potenciales termodinamicos; esta transformada se asocia a las ecuaciones diferenciales,

permitiendo la solucion de algunas ecuaciones de orden superior.




El trabajo tiene como objetivo estudiar la transformada de Legendre de una forma
elemental, analizando cdémo se transforman funciones polinomiales reales de grado tres
y a partir de su comportamiento determinar como aplicar la transformada de Legendre a
funciones reales de clase €3 , por medio de su aproximacion por polinomio de Taylor;
con el fin de establecer algunas propiedades ligadas a la inversibilidad de la tercera
derivada de la funcion y a partir de esto determinar su aplicacion para encontrar

soluciones particulares de ecuaciones diferenciales de orden superior.

Por otro lado, se observa la transformaciéon de funciones escalares cuya gréfica es
un plano, se estudiaran las transformaciones de conjuntos de planos con determinadas
caracteristicas; con el fin de extender el estudio de la transformada de Legendre a
funciones escalares de clase €2, por medio de sus planos tangentes, y ver graficamente

el comportamiento de la transformada.
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4.Contenidos

El presente trabajo esta organizado en siete capitulos de la siguiente manera :

El primer capitulo presenta la justificacion y describe los motivos principales que
incentivaron a la realizacion de este trabajo, también contiene los objetivos trazados

para el mismo.

El segundo capitulo expone el marco de referencia donde se presentan
definiciones, teoremas del célculo y élgebra lineal. También se plasman postulados de la
geometria absoluta que son usados en los siguientes capitulos.

El capitulo tres, inicialmente se muestra una definicion de la transformada de
Legendre para funciones polindmicas de grado tres, la cual denominaremos
“Transformada de Legendre de tercer grado”. Después se muestra la transformada de
Legendre para funciones reales de clase €3 por medio de su aproximacion de Taylor de

grado tres, y se presentan ejemplos y propiedades.

El capitulo cuatro, se presenta como puede ser utilizada o aplicada la transformada
de Legendre para hallar soluciones particulares de algunas ecuaciones diferenciales de
orden tres y de orden cuatro, por medio de dos métodos, reduccién de orden e

incremento de orden.

El capitulo quinto inicialmente muestra una definicion de la Transformada de
Legendre de primer grado en campos escalares. También se estudia la transformada de
Legendre a ciertos conjuntos de planos de R® y a funciones escalares de clase C? para

mirar graficamente el comportamiento de la transformada.

El capitulo seis, presenta una comparacion de los resultados de este trabajo con los
resultados del trabajo de grado “transformada de Legendre aplicada a la solucion de

ecuaciones diferenciales de orden superior”.




El capitulo siete expone las conclusiones articuladas con los objetivos propuestos.

Ademas, se mencionan algunas reflexiones, acerca del trabajo realizado.

5.Metodologia

La metodologia de este trabajo esta dividido en tres etapas.

La primera se enmarco en la consulta y en el estudio del trabajo de grado ‘transformada
de Legendre aplicada a la solucion de ecuaciones diferenciales de orden superior
redactada en el afio 1999, y establecer las maneras en que posiblemente se podria

extender el estudio alli presentado sobre la transformada de Legendre.

Se considero que para ampliar el estudio de la transformada es posible optar por dos
caminos: el primero ampliar el grado de la transformada a grado tres, ya que, en la tesis
anteriormente mencionada se realizo6 para tranformada de grado uno y dos; el segundo

camino ampliar la transformada de Legendre a funciones escalares de primer grado.

En la segunda etapa se opto por el primer camino y se inicio con el estudio de
polinomios de grados tres por medio de ejemplos donde se observara el comportamiento
al aplicarles la transformada de legendre. Luego se toman funciones reales de clase C3 y
se aplica la transformada de Legendre a su aproximacion por polinomio de Taylor de
grado tres, mediante algunos ejemplos de funciones y se busco establcer algunas

propiedades. Para realizar un trabajo similar al de la tesis mencionada.

Por ultimo, en la etapa tres se estudio el segundo camino, por medio de ejemplos se
eobservo que al subir de dimension la transformada de Legendre para funciones
escalares de primer grado, se podia establecer una nueva definicion, luego se realiza
unos ejemplos de conjuntos de planos (planos que pasan por un punto, planos que
contiene una recta, entre otros) del espacio, con el fin de mostrar el comportamiento de
su transformada. Luego, se toman ejemplos de funciones escalares de clase C? con la
intencién de calcular su plano tangente en un punto y aplicar la transformada de

Legendre y determinar algunos resultados gréaficos, con relacion a sus derivadas mixtas.




6.Conclusiones

. La transformada L de Legendre de grado 3, se puede aplicar a ecuaciones
diferenciales ordinarias de orden superior que tenga como soluciones particulares
funciones de clase C3.

. Por medio de T, y T,, construidas a partir de las propiedades de la transformada
de Legendre, permiten transformar una ecuacion diferencial en otra ecuacion de
orden mayor o de orden menor, segun el grado de la transformada que se utilice;
si es de grado dos salta un orden, es decir pasamos de orden 2 a orden 1 y de
orden 2 a orden 3; si es de grado tres salta dos 6rdenes es decir de grado 3 a
orden 1 y de orden 3 a orden 5 y en general la transformada de grado n, lleva
orden n aorden 1yordenn a2n— 1.

. La transformada L no siempre permite dar soluciones particulares de una
ecuacion diferencial de orden superior.

. Al aplicar la transformada L por medio de T;, la primera derivada de la solucién
particular de una ecuacion diferencial, obtenida al aplicar el método reduccion de
orden debe ser invertible.

. La definiciobn de la transformada de Legendre de funciones reales, se puede

ampliar a funciones escalares de primer orden.
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INTRODUCCION

La transformada de Legendre fue propuesta por el matematico francés Adrien
Marie Legendre, quien realizd aportes importantes a la estadistica, teoria de
nameros, algebra abstracta y analisis matematico. La transformada de Legendre
en la matematica tiene como escenario principal las ecuaciones diferenciales. Sin
embargo es posible realizar un estudio elemental de ella, como se evidencia en la
tesis “transformada de Legendre aplicada a la solucion de ecuaciones
diferenciales de orden superior ” realizado por los estudiantes Humberto Parada y
Alfredo Moreno vy dirigida por el docente Carlos Julio Luque Arias; donde en un
primer momento la transformada de Legendre es vista como una funcién que
transforma rectas del plano a puntos del mismo (la transformada de Legendre de
primer grado?), luego usando estas, permite asociar a una funcién diferenciable
otra funcién construida a partir de aplicar la trasnformada a cada una de las rectas
tangentes en cada uno de sus puntos. En un segundo momento se puede ver la
transformada de Legendre como una funcion que transforma funciones
cuadraticas del plano en puntos del espacio (transformada de Legendre de
segundo grado®), dando como resultado soluciones a algunas ecuaciones
diferenciales de segundo orden mediante dos métodos, denominados por
reduccion de orden y por incremento de orden. De igual modo, permite dar
solucion a ecuaciones diferenciales de tercer orden por el método de reduccion de

orden.

Este trabajo de grado tiene como fin ampliar el estudio realizado en la tesis antes
mencionada, de dos manera diferentes, la primera viendo la transformada de
Legendre como una funcidon que transforma planos del espacio en puntos del
mismo, y la segunda ver la transformada de Legendre como una funcién que lleva
funciones cubicas del plano en puntos del R* (Hiperespacio), y ver si se pueden

extender algunos de los resultados que se obtuvieron en el estudio anterior.

! Tomada de la tesis “transformada de Legendre aplicada a la soluciénde ecuaciones diferenciales de orden superior
”(1999)
2 Tomada de la tesis “transformada de Legendre aplicada a la soluciénde ecuaciones diferenciales de orden superior
’(1999)
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1. JUSTIFICACION

Esta propuesta de trabajo de grado se encuentra en la modalidad de
monografia asociada a un grupo de estudio o investigacion, el grupo de estudio al
cual se encuentra asociada es el grupo de algebra de la Universidad Pedagdgica
Nacional. Nosotros como estudiantes, compartimos la vision del grupo de algebra
de que “como maestros en formacion y futuros docentes de matematicas es
indispensable el que hacer matematico, ya que nos permite desarrollar actividad
matematica, en el sentido de ejercitar procesos de creacion, discusion, proposicion
de algoritmos, manejo de teorias, formulacion de conjeturas, formulacion y
demostracion de teoremas. Expresion y comunicacion de ideas matematicas”.
Luque. C, Mora. L, Torres. J (2006).

Por otro lado, el hacer matematicas es una actividad eminentemente humana e
importante, ya que el “trabajo de un mateméatico consiste en resolver problemas,
descubrir y demostrar teoremas y enlazarlos en teorias. Para hacer esto no se
requiere secretos de magia bien guardados, ni actividades intelectuales extrafas;
por el contrario, el razonamiento matematico es una especializacion del

razonamiento general®”.

Teniendo en cuenta lo mencionado anteriormente se pretende extender el estudio
de la transformada de Legendre realizado en la tesis “transformada de Legendre
aplicada a la solucion de ecuaciones diferenciales de orden superior” para la
transformada de Legendre de primer grado a funciones escalares y la
transformada de Legendre de tercer grado a funciones reales, ya que nos permite
como estudiantes de la Licenciatura en Matematicas, utilizar y relacionar los
conocimientos adquiridos para el desarrollo de actividad matematicas, a través de
la exploracién, discusion, creacion, con miras a fortalecer nuestras habilidades

como futuros maestros.

*Tomado de documento digital: ¢es posible hacer mateméticas en el aula? Carlos Luque, Lyda Mora y Johana Torres.(
2006)
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El fin principal de esta propuesta de trabajo de grado, es proporcionar tanto a

docentes como estudiantes, un material de consulta sobre la transformada de

Legendre. Ademas, puede servir de base para desarrollar propuestas didacticas

alrededor de esta tematica.

1.1.

11

OBJETIVOS

1. OBJETIVOGENERAL.

Continuar y ampliar el estudio realizado por Parada y Moreno en la tesis

(transformada de Legendre aplicada a la solucion de ecuaciones diferenciales de

orden superior) en el afio 1999; para algunas transformaciones de primer grado en

campos escalares y funciones reales de tercer grado.

1.1.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS.

Estudiar la transformada de Legendre de tercer grado a funciones reales,
aplicada a funciones de clase €3 a través de su aproximacion por
polinomio de Taylor de grado tres.

Estudiar la imagen de conjuntos de planos con ciertas caracteristicas
(Paralelos, Planos que pasan por un punto, Planos que contienen una
recta, entre otros), aplicando la transformada de Legendre de primer grado
en campos escalares, con el fin de observar su comportamiento e intentar
establecer propiedades.

Estudiar la transformada de Legendre de primer grado aplicada a algunas
superficies de R3 (Paraboloide, Elipsoide, entre otros) por medio de sus
planos tangentes, con el propésito de intentar establecer algunas
propiedades.

Realizar una comparacion de la informacién obtenida en este estudio de la

transformada de Legendre con los trabajos anteriores al tema.

3



2. MARCO DE REFERENCIA

En este capitulo, se presentan algunos conceptos y teoremas que se utilizaran
en los capitulos posteriores de este trabajo, estos permitiran el desarrollo de este
estudio y estan ligados al Algebra Lineal, Geometria Euclidiana, Geometria

Analitica y Célculo.

2.1. Conceptos y teoremas del algebra lineal.

e Espacio vectorial Real.

Es un conjunto de objetos, denominados vectores, junto con dos operaciones
llamadas adicién y multiplicacion por un escalar, que satisfacen los siguientes

axiomas.

Sixyyestan en IV y si ) es un numero real, entonces la suma de xy y se

representa por x + y y el producto de x por el escalar 1 se representa por ix.
Axiomas:

. Six e Vyye V,entoncesx+ ye V
Il. Six,yyzsonelementosdeV, entonces (x+ y)+z=x+(y+12z)
[ll.  Existe un vector 0 € V tal que paratodox € V,x+0=x+0=x
IV. Six € V, existe unvector —x € Vtalquex+ (—x) =0
V. Sixyye€ V,entoncesx+ y=y+x
VI. Six € Vy2lesunescalar, entonces }x € V
VII. Sixyye€ Vylesunescalar, entonces A(x+ y) =ix+2y
VII. Six € Vyly B son escalares, entonces (A+ B)x = Ix + fx
IX. Six € VylypB son escalares, entonces A( fx) = (AB)x

X. Paratodovectorx € V,1x =x



e Base de un espacio vectorial.
Un conjunto de vectores {v;, v,,...,V,} €S una base del espacio vectorial V si

. {vq, vo,..,v,} es linealmente independiente
. {v1, vy, ...,vy} genera V

e Dimension de un espacio vectorial

Si es espacio vectorial V tiene una base finita, entonces la dimension de V es
el nimero de vectores que tiene cualquiera de las bases de V, y este recibe el
nombre de espacio vectorial de dimension finita. En cualquier otro caso se dice
qgue V es un espacio vectorial de dimensioén infinita. Si V = {0}, se dice que V es de

dimensioén cero.
e Transformacion lineal

Sean V y W espacios vectoriales. Una transformacion lineal T de V en W es
una funcion que asigna a cada vector v € V un vector Unico y que satisface, para

cualquier uy v € V y todo escalar ).

. Tlu+v)=Tu+Tv
. TQw) =3Tv

e Nducleo y recorrido de una transformacion lineal

Sean V y W espacios vectoriales y T:V — W una transformacion lineal.

Entonces

I. ElI ndcleo de T, denotado por nuT, esta dado por
nuT ={v eV:Tv = 0}
II. El recorrido de T, denotado por recorrido T, esta dado por:

recorridoT ={w e W:Tv=w paraalginv € V }.



e Teorema?.l

Sea T:V - W una transformacion lineal. Entonces T es uno a uno si y solo si
nuT ={0}

e Teorema?2.?

Sea T:V - W una transformacion lineal, supbngase ademas que
dimV =dim W.

I. SiT esunoauno, entonces T es sobreyectiva
. SiT es sobreyectiva, entonces T es uno a uno.

e Isomorfismo

Sea T:V — W una transformacion lineal. Entonces T es un isomorfismo si T

€S uno a uno y sobreyectiva.

2.2. Conceptos y teoremas de la geometria absoluta.

e Axioma Al: Por cada par de puntos distintos P y Q pasa una Unica recta,
que representaremos por PQ.

e Axioma A2: Toda recta pasa al menos por dos puntos.

e Teorema: Dados dos planos distintos, entonces o bien no tienen puntos
comunes 0 bien su interseccion es una recta.

2.3. Conceptos de la geometria analitica.

e Rectas en el espacio n-dimensional: sea P un punto dado yAun vector no
nulo dado. El conjunto de todos los puntos de la forma P + tA, en donde t
recorre todos los nimeros reales, es una recta que pasa por P y es paralela
a A. Se designa esa recta con el simbolo L(P; A); el punto Pescrito en
primer lugar esta en la recta, ya que corresponde a t = 0, el segundo
punto, A, se llama vector direccion de la recta. Se representa de la siguiente

forma;

L(P; A) = {P + tA|t € R}



2.4.

2.5.

Planos en el espacio euclideo n-dimensional: un conjunto M de puntos
de R™ es un plano si existen un punto P y dos vectores linealmente
independientes Ay Btalesque M = {P + sA + tB|s,t € R}.
Planos paralelos: dos planos son paralelos si sus vectores normales son
paralelos.
Superficies Cuadricas: es la grafica de una ecuacién de segundo grado
en tres variables x, y y z. La forma general de una ecuacion de este tipo es
Ax?>+ By*+ Cz?> +Dxy +Eyz+Fxz+Gx+Hy+1z+] =0
en donde A4,B,C,...,J] son constantes, pero por traslacion y rotacion la
ecuacion se puede llevar a una de las dos formas canonicas siguientes:
Ax?>+ By?+ Cz>+]=00Ax*+ By*+1z=0.
Las superficies cuadricas son las analogas en tres dimensiones de las
secciones conicas en el plano.
Conceptos del calculo.
Funcién de clase Ci. una funcién f, se dice que es de clase C*si tiene
todas las derivadas k-€simas continuas en D. Esta se escribe f € C*.
Conceptos de Ecuaciones diferenciales.
Ecuacion Diferencial: Una ecuacion diferencial contiene una funcion
desconocida y una o mas de sus derivadas.
El orden de una ecuacion diferencial es el correspondiente a la derivada de
orden mas alto que se tenga en la ecuacion.
Se dice que una funcion f es una solucion de una ecuacion diferencial si

esta se satisface cuando se sustituyen y = f(x) y sus derivadas en ella.



3. LA TRANSFORMADA DE LEGENDRE DE TERCER GRADO

En este capitulo, se define y se estudia la transformada de Legendre de tercer
grado y sus propiedades, y se explicita como puede ser aplicada a funciones de

clase C3.
Definicion:
Una funcion polinomial de grado n < 3 es:
f:R =R
xe f(x)=ax3+bx?>+cx+d
Cona,b,cydeR.

Sea P; = {f e R®|f(x) = ax® + bx?+cx+d cona,b, c, d € R}, P; €s un espacio

vectorial de dimension cuatro sobre R con las operaciones:
F+9x) =fx) +g9&)
(af)(x) = af (x)
paratodo a,x € Ry f,g € P;.
La transformada de Legendre de tercer grado, se define como:
L:P; - R*
f(x) =ax®+bx?+cx+d - (6a,2b,c,d)

Como P3; y R* son espacios vectoriales sobre R, se probard que Les una

transformacion lineal.



Teorema 3.1: L es una transformacion lineal

Dem//: Sean f;(x), fj(x) elementos de Pj.

L L((fi+ £)00) = ((6a; + 6a5), (2b; + 2b;), (c; + 1), (d; + d)))
= (6a;,2b;,c;, d;) + (6aj,2bj, Cj» dj)
= L(fi@) +L(fi()
. kL(f;) = k(6a;, 2b;, c;, d;)
= (6ka;, 2kb;, cka;, dka;)
= L(kf;)

L es una transformacion lineal.
Teorema 3.2: L es una transformacién uno a uno.

Dem//: Por el teorema 3.1, L es una transformacion lineal, suponga que
L(P3) = L(ax® + bx? + cx + d) = (0,0, 0,0), entonces por definicion de L se tiene
que a=b=c=d =0, es decir que nuL = {0}. Luego, por el teorema 2.1, L es

una transformacion lineal uno a uno.

Como dim(P3) =dim(R*), por el teorema 2.2.1 se puede concluir que L es

sobreyectiva,
De lo anterior, se concluye que L es unisomorfismo lineal.
La funcion inversa de L esta dada por:

L™:R* > P

yoa?
2

3
(x0, Y0, Zo, to) + b(a) = % + + zga + ¢t



Para ilustrar lo anterior, veamos el siguiente ejemplo:

e Sea el conjunto de polinomios de grado tres, donde una de sus raices es
x=1.
fxX)=ax3+x?(b—a)+ x(c—b) —c

entonces, aplicando la transformada de Legendre, se tiene:

L(f(x)) = (6a,2(b — a), (c — b), —c)

que es un punto de R*.

3.1 Latransformada de Legendre para funciones de clase c3

En esta seccion, se estudia la transformada de Legendre aplicada a funciones

reales de clase €3, por medio de su aproximacion de Taylor de grado tres.

Sea ¢ una funcidn real de clase €3 en un punto x,, su aproximacion de orden tres

esta dada por el polinomio de Taylor:

9" (xo)
6

(x —x0)% +

(x— x0)3

Py () = 9x0) + ') — x) + L0

como P, ,(x) € P3, la transformada L de Py, (x) es un punto de R*.

Sea H = {f € R: f € C3 con I un intervalo de R}, consideremos una funcion M del
conjunto H a P;. Para observar la relacion entre los conjuntos H, P3 y R*, se

tiene el siguiente diagrama:
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Ejemplo:
e Seag(x)=x*conx,= % que pertenece al = (0,1).
Su aproximacion por el polinomio de Taylor es:

4 12 4 2

Pg(%)(x) =—x3-——x%+

2 8 8 32

Aplicando L a Pg(z)(x), se tiene:

(24 12 41
L<P9(%)(x)>_(7’_2_2’2_3’_2_4>

1
ahora, con x, = 5

L (P , (x)) (220
a(3) 9’ 92’93’94
con un x, € I, se tiene
L Py (1)) = (240, =123, 423, —x8)

Se observa de manera general los siguientes ejemplos:

e Seah(x)=x*+2x2+3,conx, €I

Py () = 4xox® + (2 — 6x§)x% + 4xgx + 4x§ — x5 + 3
Por lo tanto
L (Ph(xo)(x)) = (24xy, (4 — 12x2), 423, 4x2 — x} + 3)
e Latransformada L para cualquier funcién polinémica.

Sea f(x) =nyxP 4+ n, xP1 +ny xP2 + -+ nzxd +npx? +nyx+ng Yy un

punto x, € (a,b), con f de clase €3 en (a,b). Utilizando la aproximacion por

11



polinomio de Taylor de grado tres y aplicando la transformada L(P(f(xo))

se tiene que:

a= [((p—Z)(p—l)pnp)xop_3+((p1—2)(171—1)P1)x0p1_3+((P2—2)(172—1)P2)Xop_3+'“+6n3]
6

b= [0-1p1pxE "2 (1-(p=2))+ (D1 -1DP1np, x5 (1-(01-2))+ (2~ Dpanp, x5 22 (1-(p2=2))+-+2ny)

2

-2 - - -2 -1 _
(»-2)(p 1)) + P1np1x(z;1 1 (1 _ (P1 _ 1) + (1 )2(p1 )) + pznpzxgz 1 (1 _ (pz _ 1) +

c= [pnpxp_1 (1 -p-D+ >

(pz_z)z(pz_l)) ot nl],

-Dp _ @-2)(p-1) (P1—-1) (P1=2)(p1-Dp (p2=V)p
d=[npxg(1_p+p2p_l7 617 P)_l_nplxgl(l_pl_l_lhzlh_lh 61 1)+np2xgz(1_p2+ 22 2

(p2—2)(p2—Dp2

. ) + ot (=2)ngxd + nypxd + no]

Transformada L a una funcion trigopnométrica:

e h(x)=cosx,x €1

la aproximacion de la funcién h(x) por el polinomio de Taylor en x, = % es:

COS X,
2

sen x,

6

Ph(xo)(x) = cos(xo) + (=sen xo)(x — xo) + (— ) (x — xo)2 + ( ) (x— x0)3

sustituyendo:

Ph(E)(x) = cos (%) + (—sen %) (x - g) + —COZSE (x — g) + 59761 6 (x — %)

6

X3 \/§ T 5 1 \/§ 7 \/§ T \/52 e
Ph(%)(x)=ﬁ+ Saibvl LR e vt vl ER Sl i o

e —
4 24 12 144 2 12 144 2592

4
6

aplicando la transformada L<Ph( )(x)> se tienea = % b= (—E—l),

(1B m) o _(B,m V3 5, 7
—( S+ Sy ),d—( + ™ )

12 144 2 12 144 2592
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de manera general para un x, € I, I un intervalo, se obtiene:
L (Ph(xo)(x)) = ((sen(xo)), —(cos(xo) + xosen(xo)), (xz—‘z’ sen(xy) + xq cos(x,) — sen(xo)) , (cos(xo) +
xosen(xy) — xz—gcos(xo) — );—gsen(xo)))

La transformada L para las siguientes funciones:

e g(x)=In(x)
1 2 5 5>

L (Pg(xo)(x)) = (x_g) _E,z_xo,ln(xo) —§

e fx)=e”
X X X 1 2 x 1 2 1 3
L(Pron@) = (e e%(1 —xo),e °(1—xo +§xo>,e °<1—x0 +5% _€x°>

Partiendo de lo realizado anteriormente, se puede llegar a generalizar que para
cada funcion g de clase €3 con tercera derivada diferente de cero y con su
aproximacion por polinomios de Taylor en un punto (x,, g(x,)) de la gréfica de la

funcion, se puede obtener un conjunto de puntos en R* al aplicar la transformada.

Sea la aproximacion de Taylor de la funcién g(x) en xy:

9" (x0) 9" (x0) 9" (xo) , " 9" (x0)
Pg(xo)(x)=—60x3+[ 20 - zoxo x2+|g'(x9) — 9" (x0)x0 + 20x02x
, 9" (xo) 9" (x0)

+1g(x0) — g'(xg)xo + > : xo% — 6 > x>

Aplicando L, tenemos que: L (Pg(xo)(x)) = (6a, 2b, c,d); donde

a=g""(x),

b =g (x) - g (xo)x,,

g (xo)x()z’ y

c= g,(xo) - g”(xo)xo +
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g”(xo) 2 gm(xo) 3
Xo — X9

d= g(xo) - g,(xo)xo + 6

Obsérvese, que para cada punto x, del dominio de g(x) le corresponde un punto

de R*, al aplicar L a su aproximacion.

3.1.1. Latransformada L para funciones de clase C3 Con tercera derivada

invertible.

Para esta parte, se trabajara con funciones de clase €3 cuya tercera derivada
sea invertible, con el fin, de poder expresar la transformada L en términos de un

pardmetro, ya que esto permite observar su comportamiento de manera gréfica.
Cuando g'"(x) es invertible para cada x, € I se tiene:
a=g""(xp)
por lo tanto
xo=(g") (@) 1)

luego

b=g"(x0) —9"(x)xo  (2)
sustituyendo 1 en 2, se obtiene:

b(a)=g"[(g") (@] -a(g") (@) (3
e Sustituyendo (1) en la componente:

g"" (%)
2

c= g'(x0) —g" (xo)xo + x4

se obtiene:
c(a) = g'l(g") (@] -g"[(g") " (@](g") (a) + ‘2—’ [(g")  (@)]? 4)

ademas, notese que c también se puede expresar en términos de a y b:
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c(@) = g'l(g" @] - (g") @ [g" (") @) - g ((g") (@) (g") ()]

a _
- E[(g ) H@))?
Teniendo en cuenta (3), se tiene:
c(a) = g'l(g") (@] - b(g") " (a) + ; [(g") (@)]?

e Sustituyendo (1) en la componente

9'G) , g0

d= g(x) — g'(x)xo + 5 X0 6 0

se tiene que:
d(a) = gl(g") @] - g'llg") @(g") (@) + L gry-1(a)2 —[g) @) (5)
d expresado en términos de a, b Yy c:

d(@) = gl(g") @] - [(g") ' @]{g'[(g") (@] - g"[(g")  @]l(g") (@)]

N g"[(g") ()] g"[(g") (@]
2 2

1
+ 39" (") @]l @F

[(g") @]} - (g (@]?

por tanto:

" -1 mN—1 2
d(a) — g[(glu)—l(a)] _ C[(gl/l)—l(a)] _g [(g ) (a)z][(g ) (a)]
N g"lg") ' @llg") '@

3

igualmente, se puede expresar a d en términos de ay b:

d(a) = gl(g") (@] - [g'l(g") (@] - b(g") (@) + ; (@) @P[(g") (@]

_g"'l[@" @Il (@]? N g"l@g" ' @ll@g") '@
2 3

Al expresar tanto ¢ como d en términos de otras variables no cambia la idea que
se esta trabajando en funcidn de una sola variable, ya que las variables dependen

de a.
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Ejemplo:

e Sea

flx) =x*
f'(x) = 4x®
£ (x) = 12x2
f""(x) = 24x

aplicando la transformada L se tiene que:

a = 24x,
a
Xg = ﬁ

b(a) = 12 (%)2 - %
a2
b(a) = ~18
3 2 2
c(a) = 4 (;4) —12 (%) % + %(%)

c(a) = ‘z%lz

4 3 2 2 3

@ =(53) ~4(3) 52+6Gz) (32 ~57)
a4

d(a) = ~oa

se expresa la transformada L en términos de la variable a. Esto con la intencién de
representarla por medio de una gréafica en R3.

16



los puntos con parametro a son

(b(a), c(a), d(a))

_a2 4a3 B at
48'243" 24*

graficamente:

x=(-11748), y = (zT 5124%), z = (-1 th124%)

st

o= (bl w)eg ) dlg ) 2= (bla (e ) dlg ")

z=(bg ) e(g ) d(g @) m=(ble"t)elg ) dls )

Figura 1. f(x) = x* y su transformada de Legendre parametrizada.
Ejemplo:
e Sea
fx) = Zx“ + 2x%2 + 2
f(x) =3x3 + 4x
f'(x)=9x? + 4

£ (x) = 18x
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aplicando la transformada L se tiene que:

a =18x,
_a,

Yo = 718
b()—9ﬁ+4
V=182
( )_3a3+4a
T ERET:

3a* 2a?

d(a) = 2

——t—+
4(18%) 182
los puntos con parametro a son:

(b(a), c(a), d(a))

+4 ~+2

9a? 3a3 N 4a 3a* N 2a?
182 T 183 T 18°4(18%) ' 18

sea f(x) en el intervalo (0, +0), donde f(x) es inyectiva, graficamente se tiene:

x = (9 t218%)+4), y = (3 1318+ (4 1/18)), z = (3 t¥4 18%)+(2 2182)+2)

8000

7000

6000

5000

4000

3000

2000

1000

o = (g ) elg ) (g7 =))) == (bla" G e(g ) d(a )

Figura 2. f(x) en el intervalo (0, +) y su transformada de Legendre parametrizada.
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3.1.2. Latransformada L para funciones de clase C3 con tercera derivada

no invertible.

Cuando g'"(x) no es invertible en un intervalo I, se divide el intervalo I en
subintervalos {I,, 11,1, ...,I,} cuyos extremos son los puntos donde cambia el
sentido de la concavidad de g”(x), con la condicién de que g''(x) tenga inversa

en cada subintervalos de la forma I, conp =0, 1,2, ...,n.

En cada subintervalos I, se define a la componente d en términos de la

componente a, para asi construir el conjunto

9(a) = {do(a),d;(a), ..., dn(a)}

el cual se llamaréd conjunto Dual de Legendre de tercer grado para la funcion

g(x) y cada d,(a) sera una rama del conjunto.
Ejemplos:

e Sea g(x) =sen(x) en el intervalo I = (0,0), se calcula d(a) en cada

subintervalo L,.
I, = (pm,pn+m)conp =0,1,2,..,n

derivando g(x):
g'(x) = cos(x)
9" (x) = —sen(x)
9" (x) = —cos(x)
como a = g"'(x) entonces para cada subintervalo I, se tiene:

a, = — cos(x)

—a, = cos(x)

X = arcos(—ap)
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de esta manera;:

(arccos(—a,))’

2

a, (arccos(—a,))’

9(a) = {d,(a)|d,(a) = sen(arccos(—a,)) — a, cos(arccos(—a,)) — sen(arccos(—a,)) — A }

e Sea g(x) =cos(x) en el intervalo I = (0,00), se calcula d(a) en cada

subintervalo I,.
T 3n
I, = (E+pn, 7+pn) conp=0,1,2,..,n
para cada subintervalo I, se tiene,

a, = sen(x)

x = arcsen(a,)

por lo tanto:

(arcsen(a))? a(arcsen(a))?

9(a) = {dy(a)|dy(a) = cos(arcsen(a)) + a(arcsen(a)) - > cos(arcsen(a)) — 3

A continuacion, se establece algunas propiedades de la transformada de
Legendre.

3.2. Propiedades de la transformada L aplicada a funciones de clase €3

En las secciones anteriores se estudio la transformada L para funciones de

clase €3; con base en esto, se estableceran propiedades de la transformada L.

Sea g una funcién de clase C3 y sea d, ¢ una funcion de clase C3 y C?
respectivamente, con g'”’, d' derivables e invertibles en cada intervalo I, con
k=1,2,..,n del.

1. g“’(x)j—z =1

Dem// Como a = g'""(x) se tiene:

i”(x)% =1
9 da
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&~ L1 _cong¥(x) # 0

1l =

Dem// por la propiedad 1.

aa (g”’_l(a)>3 3

" da 6 6

Dem//

dx) = g(x) — g'(x)x + #xz _ g”;(x)x3

dd ! n 4 n 2 nr
—=9'(0)—g"(Dx—g'() +x9"(x) +5 9" () -

Illx ivx
9@ 2 9" 3
2 6

dd__ﬁ iv .
dx_ 6g (x)’

utilizando regla de la cadena

dd B dd dx
da dxda

por las propiedades 1y 1.1. se obtiene

dad _  x3

da 6"
Ejemplo:
e Sea f(x) =cos(x), f"""(x) = sen(x) y x = Arcsen(a), entonces:

arcsen(a)]?

[arcsen(a)]? [
—————cos(4rcsen(a)) —a——r

d(a) = cos(Arcsen(a)) + aArcsen(a) —

dd  [arcsen(a)]®

da 6

Por hipétesis se tiene que:
da _ _x
da 6
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Dem//

C(x) = gl(x) - g”(x)x + g Z(X) x?

d " " " " e
L= g"(x) - g" (@)x — g"(x) +xg" (X) + = g™ ()

dc x? v
-9 (x)

utilizando regla de la cadena

dc B dc dx
da dxda

por las propiedades 1y 1.1. Se obtiene

dc x
da 2

Ejemplo:
e Sea f(x) =cos(x), f"""(x) =sen(x) y x = Arcsen(a), entonces:

a[Arcsen(a)]?
2

c(a) = —a + Arcsen(a) cos(Arc cos(a)) +

dc _ [Arcsen(a)]?

da 2
Por hipotesis se tiene que:
de_ 2
da  2°
a _ _
" da
Dem//
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b(x) = g"(x) —g"" (x)x

db " " [
= 9" () —g"(x) —xg9"(x)

db i
— — _xgzv(x)

utilizando regla de la cadena

db dbdx
da dxda

por las propiedades 1y 1.1. Se obtiene

db
da

d?d _ x2

daz = 2g(x)

5.

por la propiedad 2 y derivando nuevamente:

d’d _ x%dx

da? 2 da

por la propiedad 1.1:

da’d _ x?
daz = 2g(x)
d’c _ «x
" da? g (x)

por la propiedad 3 y derivando nuevamente:

d?c _ _dx

da? x da
por la propiedad 1.1, se tiene:

d?c x

daz ~ g (x)
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dc_l[dbz
da  2lda

7.

por la propiedad 4

3
g, 2 lal
da 6

por la propiedad 4.
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4. APLICACION A ECUACIONES DIFERENCIALES DE TERCER ORDEN.

En este capitulo se encontrara la solucion de algunas ecuaciones diferenciales
de tercer orden, mediante transformaciones derivadas de las propiedades de la
funcién L estudiada en el capitulo anterior, por medio de dos métodos (reduccion
de orden e incremento de orden) basadas en el trabajo de grado “transformada de

Legendre aplicada a la solucion de ecuaciones diferenciales de orden superior™.
Para realizar este estudio, se partird de una ecuacion diferencial
H(x,y,y,y",y",y"y") =0 (1)

donde x es la variable independiente, y una funcién de x y y’, y", y™, y* primera,

segunda, tercera y cuarta derivada respectivamente.

Se define T; como:

( x = V—6d’
b

y=—ad' +2(V=6d')" + C(V=6d) +d

y = %(3\/—6d’)2 +b(¥=6d") +C
y'" = a(m) +b
yIII — a

_ -(V=6a)’

- 2d"

,_ N—6d" (3d"d’ )
2(d"?

v

L yo = d"
lo que permite construir una ecuacion diferencial

F(a,d,d',d",d") =0 (2)

donde la variable independiente es a, d una funcion de a y d’, d"’, d'"" primera,
segunda y tercera derivada de d respectivamente, a partir de una ecuacion

diferencial (1).

* Tesis “transformada de Legendre aplicada a la soluciénde ecuaciones diferenciales de orden superior ”(1999)
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Las soluciones de la ecuacion obtenida mediante T, forman el conjunto 9 de
aquellas soluciones de la ecuacion original (1) a las que se les puede aplicar la

transformada L.

Utilizando T; y las propiedades de L, es posible encontrar soluciones de la

ecuacion (1), por medio de T,:

( azy///

b= " rr
=y -y X

x2

> Y

x2 x3

d = o N
y yx+2y 63’
g= X

6

x2

C=y —xy"+

n

d"' = —

Zyiv
x x2 v
dIII - — - + y
\ (yw)z 20,11;)3

Mediante T,, es posible encontrar una ecuacion diferencial de la forma (1), por
medio de una ecuacion diferencial de la forma (2). Solucionando la ecuacién de la
forma (2), que puede ser transformada mediante las propiedades de L, es posible

encontrar soluciones de la ecuacion (1).

Posteriormente, se estudiara la aplicacion de T;, T, y las caracteristicas de las
ecuaciones diferenciales trabajadas, sin centrarse en los procesos de solucion
utilizados. Cabe resaltar que las ecuaciones diferenciales encontradas se reducen

en dos 6rdenes o se incrementa en dos 6rdenes.
4.1. Meétodo de reducciéon de orden.

Este método sera abordado para dar soluciones particulares a ecuaciones

diferenciales de orden tres. Ya que, por medio de T; y T, se obtiene una ecuacion
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diferencial de orden uno, la cual es util para encontrar la solucion particular de la

ecuacion diferencial de orden tres.

El método funciona de la siguiente manera, se forma una aplicacion W del
conjunto de ecuaciones diferenciales H(x,y,y',y"”,y'"") =0 al conjunto de

ecuaciones diferenciales F(a,d,d’) = 0y W1 la aplicacion inversa de W.

Del mismo modo, se genera las aplicaciones B y B~! las cuales estan definidas
en el conjunto de soluciones de las ecuaciones diferenciales H(x,y,y’,y",y"") =0
al conjunto de soluciones de las ecuaciones diferenciales F(a,d,d’) =0, Bl es la

aplicacion inversa de B.
De manera general, se tiene:

Ecuacion diferencial w Ecuacion diferencial

H(x,y,y',y",y"")=0 w1 F(a,d,d) =0

{ |

Solucion particular de B Solucién particular de
H(x,y,y',y",y") =0 B! F(a,d,d") =0
Ejemplos:

e En la ecuacion diferencial de tercer orden
x3 " I x? "
—A+y")—y+yx—y"=0 3)

Utilizando las propiedades de L y sustituyendo x,y,y’,y",y"" por sus equivalentes

en Ty, se obtiene la ecuacion diferencial de primer orden.

d'+d=0
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con solucién particular
d(a) =e™ 4)

que es el conjunto dual de alguna solucién y de la ecuacién (3). Para encontrar tal

solucién, se aplica T, y las propiedades de L.
derivando (4)
d(a)=—e°

por la propiedad 2, se tiene

de lo cual

por las propiedades 3y 4

b'(a) =—-V6e @ y c'(a) = (%/—Téy(e‘a)é
se obtiene respectivamente

b(a) = 3%@)_?‘1 y c(a) = —B(iﬁe%a
sustituyendo a,b,c,d eny de T;, se obtiene:

x3  [x3 3 —a
y=-—In <—> + SVE ()T a? -

e3 x+ e ¢
6 6

3(V6)* -2
4

- 3(11 (6) — ~in(x) + E)
y=Xx 6n an 12

que es solucion particular de la ecuacion diferencial (3).
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e En la ecuacion diferencial de tercer orden
2x3 " ’ 2.1
-y —4y+4y'x —2x°y" =0 (5)

nr

Utilizando las propiedades de L y sustituyendo x,y,y’,y",y"" por sus equivalentes

en T;, se obtiene:
8ad' —4d =0

gue es una ecuacion diferencial de primer orden, con solucion particular
d(a) = —Va (6)

que es el conjunto 9 de alguna solucién y de la ecuacion (5). Para encontrar tal

solucion, se aplica T, y las propiedades de L.

derivando (6)

1
d(a) =——=
(a) e
por la propiedad 2, se tiene
x> 1
6  2Va
donde se obtiene que
_» 2
X =<z y a=42
por las propiedades 3y 4.
(@) =22 y c'(a) =
T Y Ta

se obtiene respectivamente
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2

5 3
b(@)=—2V3as y c(@)=Lg

sustituyendo a,b,c,d eny de T;, se obtiene

3 9?{/3—% 3%,
9 (_)g<@) .

3

3 <§§/3— x96 6> 33) 2
- 2 ) E e (2 ). [
3
ETIE

gue es una solucion particular de la ecuacion diferencial (5).
e En la ecuacion diferencial de tercer orden
x2

S -Iy)ty =T +yx (7

Utilizando las propiedades de L y sustituyendo x,y,y’,y",y"" por sus equivalentes

en T;, se obtiene:
2d'+d =0
que es una ecuacion diferencial de primer orden, con solucion particular
_a
d(a) =e 2 (8)

que es el conjunto 9 de alguna solucién y de la ecuacion (7). Para encontrar tal

solucion, se aplica T, y las propiedades de L.

derivando (8)

e
d'(@) =-—
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por la propiedad 2, se tiene

donde se obtiene que

w
|
(SRS

por las propiedades 3y 4.

b'(a) = —i/g y c'(a) = @

se obtiene respectivamente

a 3 a
b(a) = 63/3e7s y c(a) = —xzﬂe?

sustituyendo a, b,c,d en y de Tj, se tiene

x3 x3 11
y = —?ln(x3) + ?ln(3) + ?x3

que es una solucion particular de la ecuacion diferencial (7).
¢ l|a ecuacion diferencial de tercer orden

6 5 2 1 ” 3
:_s(ym)z _ %yrryrrl + x* [% + %] — 3 [yryu +%] + xz[yy” _ (}/')2] _ y(ny' _ y) _ _x

6

Aplicando T;, se obtiene la ecuacion diferencial de primer orden
d—-d*=0

cuya solucion general es:

d(a) =——  (10)

a+k
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con k =0y derivando (10)

, 1
d (a) = ;
por la propiedad 2, se tiene
x> 1
6 a2
donde se obtiene que
x — 3 _i y a frd —i—z —i

i. Caso

por las propiedades 3y 4.

p@=-1-% y v =L _;‘%>

se obtiene respectivamente

b(a) = =3Y=6a'® vy c(a) =—

sustituyendo a, b,c,d en y de T;, se tiene

y = —22\/—6963

gue es una solucion particular de la ecuacion diferencial (9).
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ii. Caso

2 6
az—/—x—Sconxe(—oo,O) y x

por las propiedades 3y 4.

I
w

|
A

b@=—[-= y c'(a)=

a?

se obtiene respectivamente

b(a) = =3V=6a'? 'y c(a)=-—

sustituyendo a, b,c,d en y de T;, se tiene

y = §2/—6x3

3

gue es otra solucién particular de la ecuacién diferencial (9).

Sin embargo, para algunas ecuaciones diferenciales de tercer orden no es posible
dar su solucién por medio de la transformada L, por ejemplo, si en la ecuacién

diferencial

x3 xz
_Z [1 + y”’SGTl(y”’)] + Sen(y”’) [y _ yrx + 7yu/‘| =0

Se aplica T,, se obtiene la ecuacion diferencial de primer orden
d' —dsen(a) =0
Cuya solucioén es:
d(a) — %e(cos(a)—l) (11)

Por lo tanto, no es posible determinar la solucion a la ecuacion diferencial de

tercer orden, ya que, la primera derivada de (11) no es invertible.
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Para encontrar soluciones particulares de ecuaciones diferenciales de orden tres,
por medio de la transformada L, se debe tener presente las siguientes

condiciones:

e d'(a) seainvertible.

e La solucién de la ecuacion diferencial de orden tres exista.

e La solucion sea de clase C3.

e La tercera derivada de la solucion sea invertible e diferenciable.

4.2. Meétodo de incremento de orden.

Este método serd abordado para dar soluciones particulares a ecuaciones
diferenciales de orden tres que presenten una apariencia complicada, por medio
de T,y T,, con laidea de obtener una ecuacion diferencial de orden cinco sencilla

de resolver.

Mediante T,, se forma una aplicacién V del conjunto de ecuaciones diferenciales
F(a,d,d',d",d"") =0 al conjunto de ecuaciones diferenciales

H(x,y,y',y",y",y",y") = 0,V~! es la aplicacion inversa de V.

Del mismo modo, se genera las aplicaciones B y B~! las cuales estan definidas
en el conjunto de soluciones de las ecuaciones diferenciales F(a,d,d’,d",d"") =0
al conjunto de soluciones de las ecuaciones diferenciales
H(x, y,y’,y”,y”’,y“’,y”) =0, B! es la aplicacion inversa de B. De manera

general, se tiene:

V

Ecuacion diferencial Ecuacion diferencial
V—l

F(a, d,d’,d”,d”’) — 0 H(X, y’y/’yn’ynl’yiv’yv) — 0

e - B ., .

Solucién particular de Solucién particular de
B—l

F(a, d,d’,d”,d”’) =0 H(x, y'yr'yu‘ym‘yiv‘yv) =0
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Ejemplo:
e En la ecuacion diferencial de tercer orden
(—d")Y(—6d")* —4V=6d"(d")? -4a(d")® =0 (12)

Utilizando propiedades de L y sustituyendo d",d"’, d' y a por sus equivalentes en

T,, se obtiene la ecuacion diferencial de quinto orden.

con solucién particular

y=e” (13)
derivando tres veces a (13).

y'" = e (14)

nr

por definicidn se tiene que: a = y'", sustituyendo en (14)
a=e
despejando x

x =In(a)

sustituyendo en d(a), se obtiene:
a a
d(a) = a—aln(a) + 2 (In(a))? — 3 (In(a))?3

gue es una solucion particular de la ecuacion diferencial (12).
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4.3. Aplicacion de L a algunas ecuaciones diferenciales de cuarto

orden.

En este apartado, se encontraran algunas soluciones particulares de ecuaciones

diferenciales de cuarto orden.

T, y T, permiten encontrar soluciones de ecuaciones diferenciales de cuarto orden,

por medio del método reduccién de orden, definido como:

M

Ecuacion diferencial Ecuacion diferencial
H(X,y,y’,y”;ym,yiv) = 0 M_l F(a, dP d,l d”) = O
- : B > .
Solucion particular de Solucién particular de
H(x,y,y,y",y",y%)=0 Bt F(a,d,d',d") =0

Ejemplos:
e En la ecuacion diferencial de cuarto orden
1] 2.1 1 3 51 _ " 25’52 wN—1 Illx3
2y’ =y) = xSy " A7y = (") S )Ty S (15)

Utilizando las propiedades de L y sustituyendo x,y,y’,y",y"" por sus equivalentes

en T;, se obtiene la ecuacién diferencial de segundo orden.
a’d"+ 2ad' —2d =0
con solucién particular
1
2

d(a) = — (16)

6a
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que es el conjunto dual de alguna solucién y de la ecuacion (15). Para encontrar

tal solucion, se aplica T, y las propiedades de L.

derivando (16)

d'@) =~
B=T33
por la propiedad 2, se tiene
1 X
33 6
de lo cual
_ 2 _ 2
= y o a=-
por las propiedades 3y 4
) V2 ' V2)?
b'(a) = Y y c'(a) =

se obtiene respectivamente

b(a) = -3¥2In(@) y c(a) = -2

2a

sustituyendo a, b,c,d en y de T;, se tiene:

y=

- (-2)- B[ - Ses

x — > 2<E>x+ (3\5)2
x 6|—
X

6
=x2<—3£ln<3£>— ! )
T ey

gue es una solucion particular de la ecuacion diferencial (15).
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¢ En la ecuacion diferencial de cuarto orden
x? iv Tonyiv 4 32 iv L3 iy x3 iy
S5 +3yy? = 3y'xy® +oxfy yt —oxTy"y = -y 7)
Utilizando las propiedades de L y sustituyendo x,y,y’,y",y"",y® por sus
equivalentes en T;, se obtiene la ecuacion diferencial de segundo orden.
d'"+2d'—3d=0

Con las soluciones particulares

d(a)=e% y d(a) = e3¢

I Caso.
d(a) = e3¢ (18)
derivando (18)
d'(a) = —3e73¢
por la propiedad 2, se tiene
X3
3e73¢ = <

de lo cual
x = Y18Ve—3a y a=—§ln(£)
Por las propiedades 3y 4

(i)
2

b'(a) = —V18Ve3% y c'(a) =
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se obtiene respectivamente

(VTe)

4

—-2a

b(a) = V18e™® y c(a) = —

e

sustituyendo a, b, c,d en y de T, se tiene

(L, (* ,u
Y=X1{"18"\18) " 36

que es solucidn particular de la ecuacion diferencial (17).

. Caso.
d(a) =e? (19)
derivando (19)
d'(a) =e?
por la propiedad 2, se tiene
a x3
e®=—-—con x € (—0,0).

de lo cual
x = V—63e y a=ln<—£)

por las propiedades 3y 4

Y=6¥en)”
b(a) = ~V=6Yem y o) = ) i )
se obtiene respectivamente
3 2
a v-6) 2
b(a) = —3V=6ez y c(a) = (V) B

4
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sustituyendo a, b,c,d en y de T;, se tiene

(L (X
Y=X\e™"%) 12

gue es otra solucién particular de la ecuacion diferencial (17).
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5. LA TRANSFORMADA DE LEGENDRE DE PRIMER GRADO EN
CAMPQOS ESCALARES.

En el capitulo tres se estudié la transformada de Legendre para funciones
reales de clase €3; ahora se estudiara la transformada de Legendre de primer
grado a campos escalares, para esto, se da una definicion de la Transformada de
Legendre, también se analizara el comportamiento de ciertos conjuntos de planos
de R® y se mostraran algunos ejemplos de funciones escalares de clase €?

teniendo presentes sus derivadas mixtas.
5.1. Definicion
Sea F el conjunto de funciones escalares f, tal que:
f:R? > R
(x,y)— f(x,y)=ax+ by +c
cona,b,c € R.
F es un espacio vectorial sobre R con las operaciones:
F+9My) =fxy)+9xy)
(af)(x,y) = af (x,y)
V(x,y) ER:,a€RYf,g €F

F es el conjunto de funciones escalares que depende de los parametros a, b y c.
Esto permite inferir que existe una correspondencia del espacio vectorial F y el
espacio R3. Esta correspondencia se define como Transformada de Legendre de
primer grado en campos escalares, donde es una funcion biyectiva, con dominio

el espacio vectorial F e imagen en el espacio vectorial R3. Dicho de otra manera:
L:F > R3

fx,y)=ax+by+c — (ab,c)
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Sea (a, b,c) un punto de R3 y B el subconjunto de F cuya gréafica es un plano, es

decir:
B={f €F|f(x,y)=ax+by+ccona,b,c €R]}.
esto permite definir una nueva correspondencia L1, asi:
LR3-S F
f(x,y)=(a,b,c) — ax+by+c

La ecuacion cartesiana de un plano es de la forma Ax + By + Cz+ D = 0, con

A,B,Cy D eR Yy su vector normal es N = (A4,B,C). Cuando C # 0 se expresa la

variable z en funcion de las variables x y y.

A4 B D
Z=TerTeY e

donde a = (— %) b = (— g) yc= (— g) obteniendo:
fl,y) =ax+by+c
Ejemplo:

e Sea3x +2y+ 7z =12 la ecuacion de un plano, donde se tiene:

7z = —=3x—2y +12

_.3 .2 12
EETTATTYTY
(x,y) = 3 2 + 12
foy)=—gx=gy+
. . 3 2 12 3
aplicando la transformada L(f (x,y)) se obtiene el punto (—;, —;,7) R3.
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5.2. Latransformada de Legendre de algunos conjuntos de planos.

En este seccion, se trabajard con algunos conjuntos de planos de R3 con
ciertas caracteristicas, como, los planos que pasan por un punto, los planos que
contienen una recta, los planos paralelos; con el fin de aplicar la transformada de

Legendre y establecer algunos comportamientos y propiedades.
5.2.1. Planos que pasan por un punto dado:

Para este item, se realizara un estudio similar al de la tesis ‘transformada de
Legendre aplicada a la solucién de ecuaciones diferenciales de orden superior’, ya
que toman un conjunto de rectas de R? que pasan por un punto y su transformada
es una recta en R?; partiendo de esta idea, se toma el conjunto de planos de R3

que pasan por un punto.

Sea el conjunto de planos Ax + By + Cz+ D = 0 con C # 0 que pasan por el punto
G33)

se tiene:

flx,y) =ax+by+(—%—3b+§) cona,b €R

aplicando la transformada L a f(x,y), se tiene:

L(f(x,y)) = (a, b, —% _3b+ g)

a

expresando (a, b, -5 3b + g) como:

a

b 3 42 = (a,0—5
(al y T 5 E)_ a‘l T 5

2

5
. )+ (0,6,—3b) + (0,05)

(b 2 3b+5)— (10 1>+b(01 3)+<005>
a;; 2 2 =a " 2 )y FI2
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se genera un plano p:
. . 5
p=aA+ bB + (0,0,§>
1

donde 4 = (1,0,—5),3’ = (0,1,-3).

., . 1 5
La ecuacion cartesiana del plano es: Ex+3y+z—;= 0 con vector normal
1
(5.3,1).
2

graficamente:

Figura 3. Planos que pasan por un punto y su transformada.

De manera general, se toma todos los planos de la forma Ax+By+Cz+D =0

con C # 0 que pasan por un punto arbitrario (m, n, t).

Sea M = {f € F|(m,n,t) € Graf(f)} es decir el conjunto de todos los planos de f

que pasan por el punto (m,n, t).
flx,y)=ax+by+c (2)
como (m,n,t) € graf(f), se tiene:
am+bn+c=t

luego: c=t—am-—bn
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sustituyendo ¢ en la ecuacion (1):
f(x,y) =ax + by + (t —am — bn)
aplicando la transformada L a f(x, y):
L(f(x,y)) = (a,b,t —am — bn)

Es decir que L(M) = {(x,y,z) € R3|z = t — mx — ny}, donde L(M) es un plano que

tiene vector normal (m,n, 1).

Por lo tanto. Para los planos que pasen por un punto y aplicando la transformada

L, se genera un plano.

5.2.2. Planos que contienen una recta dada:

Sea la ecuacion paramétrica de la recta X(t) = P + tA , donde P es un punto de

la recta'y A su vector director.
M = {f € F| X(t) € Graf(f) paratodo t € R}

sean A y B dos puntos que pertenecen a la recta. Los conjuntos de planos que

contienen a tales puntos son:

M, ={f € FIA€ Graf(f)} y Mg ={f € F|B € Graf ()}

para garantizar planos f(x,y) que contienen la recta X(t), basta con tomar el
conjunto de las intersecciones de M, y Mg. Esto se puede argumentar por el
axioma de incidencia de la geometria absoluta, el cual indica que por cada par de

puntos distinto P y Q pasa una Unica recta que los contienen. Es decir
MA N MB == M

como L es una funcion inyectiva y la imagen bajo la transformada L para cada
conjunto de planos M, y Mg es un plano de la forma z =t —mx —ny con vector

normal (m,n,1). Por ende:
(My N Mg) » L(My 0N Mg) = L(My) N L(Mg) = L(M)
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Entonces L(M,) N L(Mg) es lo que se genera al aplicar la transformada L a planos

que contienen una recta, tal interseccion es una recta en el espacio R3.
Ejemplo:

e Sea la recta X(t)=(5,13)+t(1,2,—-1) y los punto A=(51,3),
B = (7,5,1) que pertenecen a X(t).

X{E=(5.1.3)+(1.2-1t

oL o - n w -

Figura 4. Recta X (t).

Los conjuntos de planos que contienen a tales puntos, son:
M, = {f € FIA € Graf(f)} y Mg = {f € FIB € Graf(f)}
al aplicar la transformada de Legendre se tiene:
L(M,) esigual az=3—-5x—y y L(Mg)igualaz=1—-7x— 5y,
por tanto L(M,) n L(Mg) es una recta en el espacio R3, cuya ecuacion vectorial es

K0 =(-20)+ ¢(-251)

9’
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Graficamente:

L(Ma) N L(Mg)

Figura 5. Planos que contienen una recta dada y su transformadal..

Para este ejemplo, los puntos A = (5,1,3) y B = (7,5,1) no pertenecen a la recta
7 8 21
X(t):(—,—g,0)+ t(-g,;,l).

9

5.2.3. Planos Paralelos.

Debido a los resultados obtenidos en los estudio de la ‘transformada de
Legendre de segundo orden’, se sabe que el conjunto de rectas paralelas en R?
tiene como transformada una recta vertical en R?, por esto, se estudiara la

transformada de Legendre a conjuntos de planos paralelos de R3.
Sea el conjunto de todos los planos paralelos, a un plano Ax + By + Cz = D,
aAx +aBy +aCz=FE dondea € R (2)

despejando la variable z de la ecuacion (2):

B E

A
fCoy)=-cx—zy+—=

aplicando la transformada L se tiene

W) =(-5-20)
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Ejemplo:

e« Sean f(x,y)=-2x—y+3,g(xy)=—2x—2y+- yh(y) =—-ix-

1

10 .
Sy —— .un conjunto de planos paralelos.

aplicando L a cada plano se obtiene los puntos:

L) = (-5.-5.5)

Hotn) = (~5-33)
e ) = (~3:-573)

los cuales pertenecen a R3.

Tales puntos en el espacio R3 describen una recta perpendicular al plano xy.

Figura 6. Planos paralelos y su transformada de Legendre
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5.2.4. Planos con variacion de sus coeficientes.

Con los resultados del numeral anterior, los puntos de R3 obtenidos al aplicar
la transformada de Legendre, tienen sus primeras componentes fijas, y la Ultima
variando. Es por ello que en este apartado se trabajara con funciones escalares

donde varien sus coeficientes.

Sea el conjunto de funciones escalares de la forma f(x,y) = ax + by + ¢ donde
a,b, y c € R. Ademas se establecerd dos coeficientes fijos y el otro variante. Es

decir:

H={f €eF|f tiene a y b fijos, c variante con a, b, c € R}

e Por ejemplo, sean:

z==x+2y+5

3
z=§x+2y+1

3
Z=Ex+2y+k

aplicando L a cada funcion escalar, se obtiene los puntos (%25) (22 1)

G 2, k) donde k € R.

Se puede observar que el vector direccion A de la recta tiene igual direccién al

vector unitario (0,0,1). Por tanto, la ecuacion vectorial de la recta es:

X, (t) = (; 2, 5) +t(0,0,1)

X(t) = (;,2,5+t>
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Z=5+t
en este ejemplo se genera una recta perpendicular al plano xy.

Partiendo de lo anterior, se presente tres caso, de los cuales quedaran por
desarrollar dos casos: cuando ay c fijos, b variante con a,b,c € R, ycuando by c
fijos, a variante. Es evidente al desarrollar estos dos casos que al aplicar la
transformada Lse obtiene una recta perpendicular al plano xz y una recta

perpendicular al plano yz respectivamente.

254"

Figura 7. Recta perpendicular al plano xz

Figura 8. Recta perpendicular al plano yz

En las secciones anteriores, se desarroll6 el estudio de algunos conjuntos de

planos bajo la transformada de Legendre. Tal estudio permite abarcar uno de los
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objetivos, el cual es lograr caracterizar algunas funciones escalares por medio de

sus planos tangentes.

5.3. Aplicacion de la transformada de Legendre para algunas funciones
escalares por medio de sus planos tangentes.

En esta seccion, se trabajara con funciones escalares diferenciables de clase
C?, garantizando su plano tangente en un punto (x,,¥,, 2,) de la superficie, tal
plano, no debe tener su vector normal contenido en el plano xy. Para con ello,
poder aplicar la transformada L de legendre a los planos tangentes de la

superficie.

Sea f(x,y) = z una funcién escalar de clase C?, la diferencial dz se define como:

dz = adx+@dy

la ecuacion del plano tangente a la superficie z = f(x,y) en el punto (x,, yo, Z5) €S:

G (53) = 2 G0 30) (= 30) + - (r03) 0 = 70 + 26
aplicando la transformada L, se obtiene
L (9o 6 3)) = (a,b,€)
donde a = %(XO'J’O)’ b= % (X0, Y0) Y ¢ = 2o — %(%J’o)xo - % (X0, Y0)Y0o

Sea H = {f € RR2|f € C?} se considera una funciéon W del conjunto H al conjunto

F entonces se tiene el siguiente diagrama:

H w ,F
L—luL
Low
R.?D
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Ejemplos:
e Sea f(x,y) = x*+ xy, con dominio I = [0,1] X [0,1].
derivando parcialmente a f(x, y) se tiene:

a _ af _
dx—2x+yy dy—x
la ecuacion del plano tangente en un punto (x,, ¥o, Zo) de la superficie f(x,y), es:

h(xo,)’o)(x’ }/) = X(ZXO + yO) + Xoy — xo(l + 3’0)

aplicando L.

L (h(xo,yo)(x» J’)) = (Zxo + Yo, X0, —%o (1 + 3’0))

se obtiene un conjunto de puntos en R3 que depende de x, Yy yp,con 0<x, <1y

e Sea f(x,y) =e**Y. condominiol = [a,b] X [c,d].
derivando parcialmente a f(x,y) se tiene:

d d
_f — ex+y y _f — ex+y
dx dy

la ecuacion del plano tangente en un punto (x,, ¥o, z,) de la superficie f(x,y) es:

g(xo;J’o)(x' y) = xeXotYo — x e*otYo 4 yeXotVo — y eXotYo 4 gXotYo
aplicando L:
L (g(xolyo) (x, y)) = (ex°+y°, eXotYo eXot¥o(1 — x, — yo))

genera un conjunto de puntos en R3 que depende de x5 Y yo. CONa<x,<by

CS}/OSd
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5.3.1. Campos escalares con derivadas mixtas nulas.

En esta seccion, se realizara un tratamiento similar al capitulo 3 de este
trabajo, en el cual, se busca que las derivadas parciales de una funcién escalar,
sean invertibles. Si las derivadas parciales mixtas son nulas, se tiene que las
derivadas parciales dependen de una sola variable, lo que permite hablar de

inversibilidad.
Ejemplos:

e Sea

2 2
feN=5+% @
derivando f(x,y) se tiene:

a _ x4 _ (3)

dx a? dy b2
luego, Vf(x,y) en el punto (x,,y,) €s:

2%y, 2y,
Vf(x0,¥0) = PP + B2/

el plano tangente a la superficie z = f(x,y) en el punto (x,, v,, z) €S:

2x0Xx  2YoY xoz 3’02
Ferop 6 y) = o=+ 2 -2 2

aplicando L se obtiene:

2x%0 2Y0  Xo® Yol
L(g(xo'J’o)(x,y)) = <?'b_2,’_?_ﬁ

como la primera y segunda componente de L(g(xo,YO)(x’y))’ dependen de una

sola variable, se realiza la siguiente sustitucion:

2xg
= G
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e ©)
despejando x, Yy y, de (5) y (6)
_ ua? ;
Xo = ) (7)
_ vb? o
Yo = ) (8)

sustituyendo (7) y (8), en la tercera componente de L (g(xOJ/o)(x’ y)), se obtiene:

u?a® v?b?

4 4

Que es un paraboloide equivalente a la transformada de Legendre de f(x,y).

(Superficie de color azul).

Eje ¥ -4 -4

Eje *

Figura 9. Paraboloide f(x,y) y su transformada de Legendre.
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Observemos el comportamiento del paraboloide eliptico y su transformada bajo

una condicién dada.

Condicién flx,y) w(u,v)
22
f(x;}’) :_2+ﬁ a’u? b?v?
a w(u,v) = — R

0<axl1

0<b<1

En conclusion, al aplicar la transformada L a un paraboloide eliptico, se obtendra

un paraboloide eliptico con signos contrarios al original, es decir negativos.

e Sea el paraboloide hiperbdlico

con

2cxy . 2cyy .
Vf(x0,Y0) =gz LT )

la ecuacion del plano tangente a la superficie f(x,y) en el punto (xq, o, 2,) €S:

2cxox  2CYoY  CXo?  CYo?

g(xo,YO)(x; y) = a2 h2 - a? h2

aplicando L, se obtiene:

2cxy,  2cyg  CXxp? €Yol
L(g(Xo.yO)(x'y))=< 2 b2 @2 + b2
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sustituyendo

2
u=3t (10
2cy,
=-=2 (1

despejando x, Yy y, de (10) y (11), respectivamente se obtiene:

o =22 (12)

2c
b2
Yo= —— (13)

sustituyendo (12) y (13) en la tercera componente de L (g(xo,yo)(x' y)), se tiene el

hiperboloide:

u?a® v?b?

+
4c 4c

w=—

que es la transformada de f(x,y). (Superficie de color rojo)

S

Figura 10. Hiperboloide f(x,y) y su transformada de Legendre
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Hiperboloide y su transformada L, bajo una condicion.

Condicion f,y) w(u,v)
f(x,y) x_z_y_z W:_ua v2h?
c a? b2 4c 4¢

0<axl1

Y 22 '00‘ s
0<b<l1

s 20 ’ ’
% ¥ "'ﬁﬂ *ﬂ“*‘ t‘\“‘
50 \\\

0<cxk1

Se puede evidenciar que si se toma un hiperboloide y se aplica la
transformada L se obtiene un Hiperboloide donde los signos cambian respecto al

original.
5.3.2. Campos escalares con derivadas mixtas no nulas.

Para abordar el estudio de algunas superficies cuyas derivadas mixtas no son
nulas, no se puede de la misma manera que se realiz6é en la seccién anterior, ya
gue no se obtiene una forma explicita de la transformada L al ser aplicada a los

planos tangentes de la superficie.

Es por ello, que se aplica la transformada L por medio de cortes de planos
horizontales z = k con la superficie. Es decir, se aplica la transformada L a los
planos tangentes en los puntos (x,y,z) que forman la traza de la grafica en el

plano z = k, donde k es una constante diferente de cero.
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A continuacion se muestran algunos ejemplos:

e sea la superficie
2 2 2
x° y° z

2tpta=!

conocida como Elipsoide. Tomando a = b = ¢ = 1, se obtiene un caso particular:

xt2+yt+2z2=1

Sea

f(x,)’):i 1_x2_y2

con

VF(xoyo) = - Xo _ Yo
. \/1—x02—y02’ \/1—x02—y02

la ecuacion del plano tangente a la superficie en el punto (x,, v, z,) €s:

2
Yo Xo

X0
Y (x,, (x»J’) = - X = y+
(*0.¥0) m \/1 — %% — Vo2 \/1 — X2 — V2
2
+ Yo +\/1_XO2—y02

1—x0% —yo2

aplicando la transformada L a gy, y,)(x,y) se obtiene:
B X Vo

L X, =|- ) )
(g(xoyyO)( y)) ( V1= =¥® Y102 =¥ V1 =22 —yo? 1—x0% = ¥p?

+4/1—x2 —y02>

Xo Yo

como f(xq,y0) = z,, S€ tiene:

L (g(xolyo)(x,y)) = (—j—g,—i—z,%) conzy, #0
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Como cada término de L (g(xojy())(x, y)) depende de tres variables, es por ello que

se trabajara fijando la variable z = k y variando las demas variables respecto a un

intervalo 1.

Para este caso, se utiliza el software Matlab (ver anexol) para observar el

comportamiento de L (g(xojy()) (x, y)) respecto a f(x,y).

por ejemplo tomando z = % se tiene con ayuda del software lo siguiente

Figura 11. Corte de la esfera con el plano z = %y su transformada L

La circunferencia de color rojo, es el conjunto de puntos (x,y,z) que se obtiene al

1 .
cortar la esfera con el plano z = 5 - Al aplicar la transformada L se genera la

circunferencia de color negro sobre el plano z = 2.

Si la figura 11, se centra en el plano xy, se observa que la circunferencia roja con

centro en el origen, tiene como ecuacion
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y la circunferencia negra generada al aplicar la transformada L , tiene ecuacion

x? +y? = (V3)’

Graficamente:

Figura 12. Circunferencias en el plano xy.

la transformada L aplicadaa f(x,y) =1 —x? —y? es:

Figura 13.f(x,y) = /1 —x? — y? y su transformada L
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Anadlogamente, se calcula y se grafica la transformada L para

fGy) ==J1—-x%—y?

Figura 14.. f(x,y) = —/1 — x? — y? y su transformada L

Finalmente, realizando los mismos calculos para infinitos valores de z y teniendo

presente el intervalo de trabajo, se obtiene la transformada L aplicada a la esfera.

Figura 15.Esfera y su transformada L

donde la figura negra equivale a la transformada L de la esfera de color rojo.
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e De manera general

c
floy) =% [c* ——5x? —5y*

donde a, b y c son las longitudes de los semiejes.

i caso:

2 C2

Cc
fy) = [e2=—x? =1y

el plano tangente a la superficie en el punto (x,, y,, 29) €s:

CZX'O CZyO CZXOZ CZyOZ

Ixoye) (X Y) = + 2o

" a?z, - b?z, Y a’zy, b?z,
aplicando la transformada L a gy, y,)(x, ) se obtiene:

2

L( 9oy () = (- 52 —;—Zzg) conz, # 0

a?zy’

Utilizando el software Matlab, (ver anexo 2) se evidencia el comportamiento de

L (g(xo,yo)(x, y)) respecto a f(x,y).

Seaz=—§, a=2, b=3y c=4setiene

Figura 16.Corte del elipsoide con el plano zz—éy su transformada L.
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La Elipse de color rojo, es el conjunto de puntos (x,y, z) que se obtiene al cortar la
.. 1 . .
superficie con el plano z = -z Al aplicar la transformada L se genera la elipse de

color negro sobre el plano z = —80.

Si en la figura 16, nos centramos en el plano xy, se observa que la elipse roja

centrada en el origen, con eje principal el eje y, tiene como ecuacion

x2 y2
zTe=1

y la elipse negra generada al aplicar la transformada L , tiene eje principal el eje x

con ecuacion

xZ N y2
(40)? @y‘
3
Graficamente.

30 [~ T T T TS Tt Tt TSttt TS TSt T T T T T T T T T T Ty T T TS T T T ey T YT T E eyt T TR
20(-------- e T S Rt S F
o7 NS SN SN SSRGS SRS SR S
[] _________ r-——=-==-=-= r-—-—=—=-=-=-- r-—=—=-—--953 I(_'D _______ Tr—-——~—~~===-- T-~—"~====—- R 'é
A :
VT AR S S SN SN S SR

Figura 17. Elipses en el plano xy.
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Un detalle de las elipses mostradas en la figura 17, es que tienen la misma

excentricidad.

5
€=
il caso.
c? c?
fey) == | = =22 =52

su transformada L es

c2x, c%y, c?
L (g(xo,yo)(X,y)) = (az—Zo’bz—Zo' — g>

Por ultimo, teniendo en cuenta las condiciones iniciales del elipsoide es posible
obtener con ayuda del software la transformada L de tal superficie, la cual se

evidencia en la siguiente grafica.

Figura.18. Elipsoide y su transformada L.

la figura negra equivale a la transformada L del elipsoide.
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6. COMPARACION DE RESULTADOS

En este capitulo, se realizara una comparacion de los resultados obtenidos en
este trabajo de grado con los resultados obtenidos en la tesis “transformada de
Legendre aplicada a la solucién de ecuaciones diferenciales de orden superior”,
con el fin de observar cuales de estos resultados son similares o fueron

extendidos.

6.1. Sobre La Transformada de Legendre de grado 3 de funciones

reales

En el trabajo mencionado, se da una definicion de trasformada de Legendre
de segundo grado, se establece como puede ser aplicada a funciones de clase C?,
se estudian propiedades y se logra encontrar la solucién de algunas ecuaciones
diferenciales de orden 2 y orden 3; en este trabajo se observa que al definir la
transformada de Legendre de grado tres se pudo establecer como ser aplicada a
funciones de clase €3, se establecieron propiedades muy similares y se logro dar

soluciones particulares de algunas ecuaciones diferenciales de orden 3y 4.

El método de reduccion de orden, empleado en estos dos trabajos, permite
solucionar algunas ecuaciones diferenciales. En el trabajo mencionado, pasan de
ecuaciones diferenciales de orden 2 a ecuaciones diferenciales de orden 1, y en
este trabajo se pasa de ecuaciones diferenciales de orden 3 a ecuaciones
diferenciales de orden 1. De igual manera, se observé sin hacer mucho énfasis en
los célculos, que al definir la transformada de Legendre de cuarto grado y realizar
el mismo tratamiento de la tesis mencionada y de este trabajo, permite solucionar
ecuaciones diferenciales de orden 4, reduciéndolas a ecuaciones diferenciales de
orden 1; esto permite inferir, sin entrar en detalles en los calculos, que a
ecuaciones diferenciales de orden n se reducen a ecuaciones diferencial de orden
1.

El método de incremento de orden, empleado en la tesis mencionada

incrementa ecuaciones diferenciales de orden 2 a orden 3, para este trabajo
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incrementa ecuaciones diferenciales de orden 3 a ecuaciones diferenciales de

orden 5.

Por otro lado, se evidencia que algunas propiedades de la transformada de
Legendre de grado 1y 2, estan contenidas en las propiedades de este trabajo. Sin
embargo, la propiedad generada a partir de la dltima componente de la

transformada de Legendre de cada trabajo, son diferentes.

Una condicién que se observa en este trabajo, es que se pide que la funcién sea
de clase €3 para realizar el polinomio de extension, aumentando un grado con

respecto al trabajo de grado mencionado.

6.2. Sobre La Transformada de Legendre de grado n de funciones

reales

Aungue en este trabajo, no se estudid, ni se definié la transformada de
Legendre de grado n en detalle, pero teniendo en cuenta algunas condiciones,
como que la funcion sea de clase C", se puede realizar un trabajo similar a estos
dos trabajos. Un pequefio aporte es tomando las funciones polinomiales de grado

n y definiendo la transformada de Legendre como:
L:P, » R
L(B) = agx* + ap x*1 + ap x*2 + -+ ayx + ag » (nlag, (n — Dlag,, ..., as,a0)

De igual manera, se puede ampliar a funciones g de clase €™ con n-ésima
derivada diferente de cero y con su aproximacién por polinomios de Taylor en un
punto (x,, g(xo)) de la gréafica de la funcion, obteniendo puntos en el espacio R™*?

al aplicar la transformada de Legendre.

La aproximacion de Taylor de grado n para la funcion g(x) en x, es:

Pg(xe) () = g (xo) = g(x0) + g () (x — x) + %(x —xg)? + -+ g 1(19!50)

(x = x0)"
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aplicando la transformada L se tiene que:
L(Pg(xo)(x)) = (n! ag,(n — Dlay,,...,ay, ao) donde
a‘k = gn(x0)7

ar, = g™V (xo) — g™ (x0)x0,

- - " (x0)
ap, = 9™ (x9) — g™V (x0)x0 + 2 ZTO X0’

- _ " Dixy) 5 g"x0)
Ay = 9" (x9) — g™ D (x9)x0 +2 2 0 x02-2 ;0 xo°

( ) 9% (x0) ( )
a; =g (x0) — g (xg)xo + g xo x5 — 3|x° x4 220 xo xo"
a, = g(xo) — g (x0)xo — g (!0) X2 + g (xo) xo " (xo) xb 4o L0 g"(x0) (xo)

4!

Por otro lado, se espera que las propiedades de la transformada de Legendre para

funciones de clases C™ contengan algunas propiedades de funciones de clase

C™"" 1, ya que para las funciones de clases C?, hay algunas propiedades que se

encuentran contenidas en las propiedades de las funciones de clases C3. Esto nos

permite inferir que para las funciones de clase C" con ciertas condiciones sus

primeras propiedades son:

1. g™+ (x) (Z—Z) =1, supongamos que g™ V(x) %0

ax _ 1
da  g+D(x)’

o dao _ (CD"™
" da

tiene:

da; xmD
da (n—-1)!

67

=— donde n es el grado de la funcién polinomial.



Partiendo de lo anterior, se puede observar que muy seguramente se puede
aplicar la transformada de Legendre para solucionar algunas ecuaciones

diferenciales de orden n.

6.3. Sobre La Transformada de Legendre de grado 1 a funciones

escalares.

Una comparacion que se puede apreciar, es que la transformada de Legendre
se puede extender a funciones escalares de primer grado, donde envia funciones
cuya grafica es un plano de R® a puntos del mismo espacio. Manteniendo una
similitud con la transformada de Legendre de funciones reales de primer grado,
debido a que, esta envia funciones cuya grafica es una recta en R? a puntos del
mismo espacio. Otra similitud, es cuando se toma el conjunto de rectas de R? que
pasan por un punto y su transformada es una recta en R?; en nuestro trabajo el
conjunto de planos de R3 que pasan por un punto, su transformada es un plano en
el espacio R3, esto quiere decir que a conjuntos de funciones reales y escalares
de primer grado, al aplicarles la transformada de Legendre los resultados esta en

el mismo espacio con respecto al conjunto dado.

Por limitaciones de tiempo, no se alcanzé a realizar un trabajo sobre ecuaciones
diferenciales parciales. Ya que, en un primer momento se encontré un obstaculo a
cerca de la inyectividad de campos escalares. Esto condiciono a trabajar con las
derivadas parciales mixtas nulas, que en este caso, permite trabajar en términos
de una sola variable. Por otro lado, cuando las derivadas mixtas no son nulas, se
enfoca el estudio en el comportamiento de la transformada de Legendre por medio
grafico, en el caso del elipsoide y hiperboloide su transformada Legendre
pertenece al mismo espacio, donde en el primero de estos, se observa el
comportamiento de la transformada graficamente y en el segundo se observa de

manera analitica y gréfica.
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7. CONCLUSIONES Y REFLEXIONES

7.1. Conclusiones sobre el estudio de la transformada de Legendre.

1. Latransformada L de Legendre de grado 3, se puede aplicar a ecuaciones
diferenciales ordinarias de orden superior que tenga como soluciones
particulares funciones de clase C3.

2. Por medio de T; y T,, construidas a partir de las propiedades de la
transformada de Legendre, permiten transformar una ecuacion diferencial
en otra ecuacion de orden mayor o de orden menor, segun el grado de la
transformada que se utilice; si es de grado dos salta un orden, es decir
pasamos de orden 2 a orden 1y de orden 2 a orden 3; si es de grado tres
salta dos ordenes es decir de grado 3 a orden 1y de orden 3 a orden 5y en
general la transformada de grado n, lleva orden n a orden 1 y orden n a
2n — 1.

3. La transformada L no siempre permite dar soluciones particulares de una
ecuacion diferencial de orden superior.

4. Al aplicar la transformada L por medio de T;, la primera derivada de la
solucion particular de una ecuacion diferencial, obtenida al aplicar el
método reduccién de orden debe ser invertible.

5. La definicién de la transformada de Legendre de funciones reales, se puede

ampliar a funciones escalares de primer orden.

7.2. Reflexiones Sobre el trabajo Realizado.

1. Este trabajo de grado permiti6 a los autores reforzar ciertos vacios
conceptuales que se tenian durante el transcurso de la carrera, ya que se
estudié de manera constante conceptos matematicos para la realizacion de

este.
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2. La elaboracion de este trabajo de grado, nos permitié fortalecer algunas
falencias en relacibn con la comprension de lectura y escritura de
documentos

3. Al estudiar la transformada de Legendre de manera elemental, permitid
establecer y comparar informacion obtenida en trabajos anteriormente
desarrollados.

4. El estudio de la transformada de Legendre estd relacionado a las
ecuaciones diferenciales, las cuales se estudian en cursos avanzados del
calculo. Sin embargo, es posible estudiar esta transformada en cursos

bésicos del célculo, por medio de derivadas y graficas.
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ANEXOS

Anexo 1.ESFERA

function esfera(z)
$UNTITLED Summary of this function goes here

[}

% Detailed explanation goes here

x_O=linspace(-sqrt(l1-z"2),sqgrt(1-z"2),100); %genera los puntos del eje x,
en este caso son 100

sw=zeros (1,length(x 0)); %vector de la transformada del eje y

y O=sqgrt(abs(1-(z"2)-(x_0.72))); %genera la coordenada en y

z 0=z; %el valor de z (fibra)

for i=l:length(x_0)

$punto _orig=[x 0(i) y 0(i) z 0]

w(i)=-y_0(i)/z_0;

L=[-x 0(i)/z 0 -y 0(i)/z 0 1/z 0]; Stransformada en cada punto de la
parte positiva de la circunferencia
plot3(L(1),L(2),L(3),'k"); %grafica de la transformada
hold on;

plot3(x 0(i),y 0(i),z,"'r");%grafica original

hold on;

end

y_1l=-y_0;

for j=l:length(x_0)

spunto _orig=[x 0(j) y 0(j) z 0]

L=[-x 0(J)/z 0 -y 1(3j)/z 0 1/z 0];%transformada en cada punto de la parte
negativa de la circunferencia
plot3(L(1l),L(2),L(3),"'k");%grafica de la transformada
hold on;

plot3(x 0(3),y 1(J),z,"'r");%grafica original

hold on

end

$max (abs (w) ) ;

$max (abs (w) ) /max (y _0);

grid on;

axis square;

drawnow;

$drawnow;
end
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Anexo 2. Elipsoide

function [L] = elipsoide(z,a,b,c)

SUNTITLED Summary of this function goes here

% Detailed explanation goes here

x_0O=linspace (-sqgrt(a”2* (1-(z"2/c"2))),sqgrt(a”2*(1-
(z72/c”2))),100); %genera los puntos del eje x, en este caso son
100

sw=zeros (1,length(x 0)); %vector de la transformada del eje y
y_O=sqrt(bA2*abs(l—(zA2/cA2)—(X_O.A2/aA2))); %genera la coordenada
en y

z 0=z; %el valor de z (fibra)

for i=l:length(x 0)

Sw(i)=-y_0(i)/z_0;

L=[-(c"2*x 0(i))/(a”2*z 0) —(c”2*y O0(i))/(b"2*z 0) c"2/z 0];
%transformada en cada punto de la parte positiva de la
circunferencia

plot3(L(1),L(2),L(3), '); %grafica de la transformada
otltle(sprlntf( %s , oO 2f L(z)=%0.2f',"'fibra del elipsoide
con',z 0,c"2/z 0))

%hold on;

plot3(x 0(i),y 0(i),z,'r");%grafica original

hold on;

end

y 1=-y 0;

for i=l:length(x 0)

L=[-(c"2*x_0(i))/(a”2*z 0) —(c”2*y 1(i))/(b"2*z 0)

c”2/z 0];%transformada en cada punto de la parte negativa de la
circunferencia

plot3(L(1),L(2),L(3),"'k");%grafica de la transformada

$title (sprintf('$s , z=%0.2f L(z)=%0.2f','fibra del elipsoide
con',z 0,c"2/z 0))

hold on;

plot3(x 0(i),y 1(i),z,'r");%grafica original

hold on

end

$max (abs (w) ) ;
$max (abs (w) ) /max (y 0);
grid on;

drawnow;

Sdrawnow;
end
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