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2. Descripción 

La transformada de Legendre fue propuesta por el matemático francés Adrien Marie 

Legendre, y ha sido aplicada entre otros campos a la física, principalmente a la 

termodinámica en el uso para la realización de transformaciones entre los diversos 

potenciales termodinámicos; esta transformada se asocia a las ecuaciones diferenciales, 

permitiendo la solución de algunas ecuaciones de orden superior.  
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El trabajo tiene como objetivo estudiar la transformada de Legendre de una forma 

elemental, analizando  cómo se transforman funciones polinomiales reales de grado tres  

y a partir de su comportamiento determinar cómo aplicar la transformada de Legendre a 

funciones reales de clase    , por medio de su aproximación por polinomio de Taylor;  

con el fin de establecer algunas propiedades ligadas a la inversibilidad de  la tercera 

derivada de la función y a partir de esto determinar su aplicación para encontrar 

soluciones particulares de ecuaciones diferenciales de orden superior.  

Por otro lado, se observa  la transformación de funciones escalares cuya gráfica es 

un plano, se estudiaran las transformaciones de conjuntos de planos con determinadas 

características; con el fin de extender el estudio de la transformada de Legendre a 

funciones escalares de clase   , por medio de sus planos tangentes, y ver gráficamente 

el comportamiento de la transformada.  

 

3. Fuentes 

Fuentes: Para realizar este trabajo se consultaron varias fuentes como libros y 

artículos encontrados en medios electrónicos. Los más importantes son:  

Apostol, T (1967). Cálculo con funciones de varias variable y álgebra lineal, con   

              aplicaciones a las ecuaciones diferenciales y a las probabilidades. Editorial  

              Reverté, S.A. 

Luque, C; Parada, H; Moreno, A. (1999). transformada de Legendre aplicada a la  

            solución de ecuaciones diferenciales de orden superior.Colombia: Universidad 

            Pedagogíca Nacional. (tésis). 

Leithold, L.( 1994). Cálculo. 7ª edición. Oxford University. 

Diprima, R. Boyce, W (2000).Ecuaciones Diferenciales y Problemas con Valores en la 
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              Frontera. Editorial Limusa, S.A. de C.V. 

Grossman. S. (2007). Algebra Lineal con Aplicaciones. Editorial Mc Graw Hill. 

4. Contenidos 

El presente trabajo  está organizado en siete capítulos de la siguiente manera :  

El primer capítulo presenta la justificación y describe los motivos principales que 

incentivaron a la realización de este trabajo, también  contiene los objetivos trazados 

para el mismo.  

El segundo capítulo expone el marco de referencia donde se presentan 

definiciones, teoremas del cálculo y álgebra lineal. También se plasman postulados de la 

geometría absoluta que son usados en los siguientes capítulos. 

El capítulo tres, inicialmente se muestra una definición de la transformada de 

Legendre para funciones polinómicas de grado tres, la cual denominaremos 

“Transformada de Legendre de tercer grado”. Después se muestra la transformada de 

Legendre para funciones reales de clase     por medio de su aproximación de Taylor de 

grado tres, y se presentan ejemplos y propiedades. 

El capítulo cuatro, se presenta como puede ser utilizada o aplicada la transformada 

de Legendre para hallar soluciones particulares de algunas ecuaciones diferenciales de 

orden tres y de orden cuatro,  por medio de dos métodos, reducción de orden e 

incremento de orden. 

El capítulo quinto inicialmente muestra una definición de la Transformada de 

Legendre de primer grado en campos escalares. También se estudia la transformada de 

Legendre a ciertos conjuntos de planos de    y a  funciones escalares de clase    para 

mirar gráficamente el comportamiento de la transformada.  

El capítulo seis, presenta una comparación de los resultados de este trabajo con los 

resultados del trabajo de grado “transformada de Legendre aplicada a la  solución de 

ecuaciones diferenciales de orden superior”. 
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El capítulo siete expone las conclusiones articuladas con los objetivos propuestos. 

Además, se mencionan algunas reflexiones, acerca del trabajo realizado. 

 

5. Metodología 

La metodologia de este trabajo esta dividido en tres etapas. 

La primera se enmarco en la consulta y en el estudio del trabajo de grado „transformada 

de Legendre aplicada a la solución de ecuaciones diferenciales de orden superior‟ 

redactada en el año 1999, y establecer las maneras en que posiblemente se podría 

extender el estudio allí presentado sobre la transformada de Legendre. 

Se considero que para ampliar el estudio de la transformada es posible optar por dos 

caminos: el primero ampliar el grado de la transformada a grado tres, ya que, en la tesis 

anteriormente mencionada se realizó para tranformada de grado uno y dos; el segundo 

camino  ampliar la transformada de Legendre a funciones escalares de primer grado.  

En la segunda etapa se opto por el primer camino y se inicio con el estudio de 

polinomios de grados tres por medio de ejemplos donde se observará el comportamiento 

al aplicarles la transformada de legendre. Luego se toman funciones reales de clase    y 

se aplica la transformada de Legendre a su aproximacion por polinomio de Taylor de 

grado tres, mediante algunos ejemplos de funciones y se busco establcer algunas 

propiedades. Para realizar un trabajo similar al de la tesis mencionada.   

Por último, en la etapa tres se estudió el segundo camino, por medio de ejemplos se  

eobservo que al subir de dimensión la transformada de Legendre para funciones 

escalares de primer grado, se podía establecer una nueva definicion, luego se realiza 

unos ejemplos de conjuntos de planos  (planos que pasan por un punto, planos que 

contiene una recta, entre otros) del espacio, con el fin de mostrar el comportamiento de 

su transformada.  Luego, se toman ejemplos de funciones escalares de clase    con la 

intención de calcular su plano tangente en un punto y  aplicar la transformada de 

Legendre y determinar algunos resultados gráficos, con relación a sus derivadas mixtas.  
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6. Conclusiones 

1. La transformada    de Legendre de grado  , se puede aplicar a ecuaciones 

diferenciales ordinarias de orden superior que tenga como soluciones particulares 

funciones de clase   . 

2. Por medio de    y   , construidas a partir de las propiedades de la transformada 

de Legendre, permiten transformar una ecuación diferencial en otra ecuación de 

orden mayor o de orden menor, según el grado de la transformada que se utilice; 

si es de grado dos salta un orden, es decir pasamos de orden 2 a orden 1 y de 

orden  2 a orden 3;  si es de grado tres salta dos órdenes es decir de grado 3 a 

orden 1 y de orden 3 a orden 5 y en general la transformada de grado   , lleva 

orden   a orden 1 y orden   a     . 

3. La transformada   no siempre permite dar soluciones particulares de una 

ecuación diferencial de orden superior. 

4. Al aplicar la transformada   por medio de   , la primera derivada de la solución 

particular de una ecuación diferencial, obtenida al aplicar el método reducción de 

orden debe ser invertible. 

5. La definición de la transformada de Legendre de funciones reales, se puede 

ampliar a funciones escalares de primer orden. 
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INTRODUCCIÓN 
 
 

La transformada de Legendre fue propuesta por el matemático francés Adrien 

Marie Legendre, quien realizó aportes importantes a la estadística, teoría de 

números, álgebra abstracta y análisis matemático. La transformada de Legendre 

en la matemática tiene como escenario principal las ecuaciones diferenciales. Sin 

embargo  es posible realizar un estudio elemental de ella, como se evidencia en la 

tesis “transformada de Legendre aplicada a la solución de ecuaciones 

diferenciales de orden superior ” realizado por los estudiantes Humberto Parada y 

Alfredo Moreno y dirigida por el docente Carlos Julio Luque Arías; donde en un 

primer momento la transformada de Legendre es vista como una función que 

transforma rectas del plano a puntos del mismo (la transformada de Legendre de 

primer grado1), luego usando estas, permite asociar a una función diferenciable 

otra función construida a partir de aplicar la trasnformada a cada una de las rectas 

tangentes en cada uno de sus puntos. En un segundo momento se puede ver la 

transformada de Legendre como una función que transforma funciones 

cuadráticas del plano en puntos del espacio (transformada de Legendre de 

segundo grado2), dando como resultado soluciones a algunas ecuaciones 

diferenciales de segundo orden mediante dos métodos, denominados por 

reducción de orden y por incremento de orden. De igual modo, permite dar 

solución a ecuaciones diferenciales de tercer orden por el método de reducción de 

orden.  

Este trabajo de grado tiene como fin ampliar el estudio realizado en la tesis antes 

mencionada, de dos manera diferentes, la primera viendo la transformada de 

Legendre como una función que transforma planos del espacio en puntos del 

mismo, y la segunda ver la transformada de Legendre como una función que lleva 

funciones cubicas del plano en puntos del    (Hiperespacio), y ver si se pueden 

extender algunos de los resultados que se obtuvieron en el estudio anterior. 

                                            
1
 Tomada de la tesis “transformada de Legendre aplicada a la soluciónde ecuaciones diferenciales de orden superior 

”(1999) 
2
 Tomada de la tesis “transformada de Legendre aplicada a la soluciónde ecuaciones diferenciales de orden superior 

”(1999) 
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1. JUSTIFICACIÓN 

 

Esta propuesta de trabajo de grado se encuentra en la modalidad de 

monografía asociada a un grupo de estudio o investigación, el grupo de estudio al 

cual se encuentra asociada es el grupo de álgebra de la Universidad Pedagógica 

Nacional. Nosotros como estudiantes, compartimos la visión del grupo de álgebra 

de que “como maestros en formación y futuros docentes de matemáticas es 

indispensable el que hacer matemático, ya que nos permite desarrollar actividad 

matemática, en el sentido de ejercitar procesos de creación, discusión, proposición 

de algoritmos, manejo de teorías, formulación de conjeturas, formulación y 

demostración de teoremas. Expresión y comunicación de ideas matemáticas”. 

Luque. C, Mora. L, Torres. J (2006).  

 

Por otro lado, el hacer matemáticas es una actividad eminentemente humana e 

importante, ya que el “trabajo de un matemático consiste en resolver problemas, 

descubrir y demostrar teoremas y enlazarlos en teorías. Para hacer esto no se 

requiere secretos de magia bien guardados, ni actividades intelectuales extrañas; 

por el contrario, el razonamiento matemático es una especialización del 

razonamiento general3”.  

 

Teniendo en cuenta lo mencionado anteriormente se pretende extender el estudio 

de la transformada de Legendre realizado en la tesis “transformada de Legendre 

aplicada a la solucion de ecuaciones diferenciales de orden superior” para la 

transformada de Legendre de primer grado a funciones escalares y la 

transformada de Legendre de tercer grado a funciones reales, ya que nos permite 

como estudiantes de la Licenciatura en Matemáticas, utilizar y relacionar los 

conocimientos adquiridos para el desarrollo de actividad matemáticas,  a través de 

la exploración, discusión, creación, con miras a fortalecer nuestras habilidades 

como futuros maestros. 

                                            
3
Tomado de documento digital: ¿es posible hacer matemáticas en el aula? Carlos Luque, Lyda Mora y Johana Torres.( 

2006) 
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El fin principal de esta propuesta de trabajo de grado, es proporcionar tanto a 

docentes como estudiantes, un material de consulta sobre la transformada de 

Legendre. Además, puede servir de base para desarrollar propuestas didácticas 

alrededor de esta temática. 

 

1.1. OBJETIVOS 

 

1.1.1. OBJETIVOGENERAL. 

 

Continuar y ampliar el estudio realizado por Parada y Moreno en la tesis 

(transformada de Legendre aplicada a la solución de ecuaciones diferenciales de 

orden superior) en el año 1999; para algunas transformaciones de primer grado en 

campos escalares y funciones reales de tercer grado. 

 

1.1.2. OBJETIVOS ESPECIFÍCOS. 

 

 Estudiar la transformada de Legendre de tercer grado a funciones reales, 

aplicada a funciones de clase     a través de su aproximación por  

polinomio de Taylor de grado tres. 

 Estudiar la imagen de conjuntos de planos con ciertas características 

(Paralelos, Planos que pasan por un punto, Planos que contienen una 

recta, entre otros), aplicando la transformada de Legendre de primer grado 

en campos escalares, con el fin de observar su comportamiento e intentar 

establecer propiedades. 

 Estudiar la transformada de Legendre de primer grado aplicada a algunas 

superficies de    (Paraboloide, Elipsoide, entre otros) por medio de sus 

planos tangentes, con el propósito de intentar establecer algunas 

propiedades.  

 Realizar una comparación de la información obtenida en este estudio de la 

transformada de Legendre con los trabajos anteriores al tema. 
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2. MARCO DE REFERENCIA 

En este capítulo, se presentan algunos conceptos y teoremas que se utilizaran 

en los capítulos posteriores de este trabajo, estos permitirán el desarrollo de este 

estudio y están ligados al Álgebra Lineal, Geometría Euclidiana, Geometría 

Analítica y Cálculo. 

2.1. Conceptos y teoremas del álgebra lineal. 

 Espacio vectorial Real. 

Es un conjunto de objetos, denominados vectores, junto con dos operaciones 

llamadas adición y multiplicación por un escalar, que satisfacen los siguientes 

axiomas. 

Si   y   están en   y si   es un número real, entonces la suma de  y   se 

representa por      y el producto de   por el escalar   se representa por   . 

Axiomas: 

I. Si       y      , entonces         

II. Si   ,   y   son elementos de  , entonces (    )      (   ) 

III. Existe un vector      tal que para todo      ,            

IV. Si      , existe un vector       tal que   (  )    

V. Si   y     , entonces          

VI. Si       y   es un escalar, entonces       

VII. Si   y      y   es un escalar, entonces  (    )        

VIII. Si       y   y   son escalares, entonces (    )        

IX. Si       y   y   son escalares, entonces  (   )  (  )  

X. Para todo vector      ,      
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 Base de un espacio vectorial. 

Un conjunto de vectores *          + es una base del espacio vectorial   si 

I. *          + es linealmente independiente 

II. *          + genera   

 Dimensión de un espacio vectorial  

Si es espacio vectorial   tiene una base finita, entonces la dimensión de   es 

el número de vectores que tiene cualquiera de las bases de  , y este recibe el 

nombre de espacio vectorial de dimensión finita. En cualquier otro caso se dice 

que   es un espacio vectorial de dimensión infinita. Si   * +, se dice que   es de 

dimensión cero. 

 Transformación lineal 

Sean   y   espacios vectoriales. Una transformación lineal   de   en   es 

una función que asigna a cada vector     un vector único y que satisface, para 

cualquier   y     y todo escalar   .  

I.  (   )        

II.  (  )      

 

 Núcleo y recorrido de una transformación lineal 

Sean   y   espacios vectoriales y        una transformación lineal. 

Entonces  

I. El núcleo de   , denotado por nu  , esta dado por                      

nu   *        + 

II. El recorrido de  , denotado por recorrido  , esta dado por:            

recorrido    {          para algún     }. 
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 Teorema 2.1 

Sea        una transformación lineal. Entonces   es uno a uno si y solo si 

nu   { }  

 Teorema 2.2 

Sea        una transformación lineal, supóngase además que                  

dim   dim  . 

I. Si   es uno a uno, entonces   es sobreyectiva 

II. Si   es sobreyectiva, entonces   es uno a uno. 

 Isomorfismo 

Sea        una transformación lineal. Entonces   es un isomorfismo si   

es uno a uno y sobreyectiva. 

2.2. Conceptos y teoremas de la geometría absoluta. 

 Axioma A1: Por cada par de puntos distintos   y   pasa una única recta, 

que representaremos por    ⃡    . 

 Axioma A2: Toda recta pasa al menos por dos puntos. 

 Teorema: Dados dos planos distintos, entonces o bien no tienen puntos 

comunes o bien su intersección es una recta. 

2.3. Conceptos de la geometría analítica. 

 Rectas en el espacio n-dimensional: sea   un punto dado y un vector no 

nulo dado. El conjunto de todos los puntos de la forma       , en donde   

recorre todos los números reales, es una recta que pasa por   y es paralela 

a  . Se designa esa recta con el símbolo  (    ); el punto  escrito en 

primer lugar está en la recta, ya que corresponde a      , el segundo 

punto,  , se llama vector dirección de la recta. Se representa de la siguiente 

forma: 

 (    )    *            + 
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 Planos en el espacio euclideo n-dimensional: un conjunto   de puntos 

de    es un plano si existen un punto   y dos vectores linealmente 

independientes   y   tales que     *                     +. 

 Planos paralelos: dos planos son paralelos si sus vectores normales son 

paralelos. 

 Superficies Cuádricas: es la gráfica de una ecuación de segundo grado 

en tres variables     y  . La forma general de una ecuación de este tipo es 

                                       

en donde           son constantes, pero por traslación y rotación la 

ecuación se puede llevar a una de las dos formas canonícas siguientes:  

                  o              . 

Las superficies cuádricas son las análogas en tres dimensiones de las 

secciones cónicas en el plano. 

2.4. Conceptos del cálculo. 

 Función de clase   . una función  , se dice que es de clase   si tiene 

todas las derivadas  -ésimas continuas en  . Esta se escribe      . 

2.5. Conceptos de Ecuaciones diferenciales. 

 Ecuación Diferencial: Una ecuación diferencial contiene una función 

desconocida y una o más de sus derivadas. 

 El orden de una ecuación diferencial es el correspondiente a la derivada de 

orden más alto que se tenga en la ecuación.  

 Se dice que una función   es una solución de una ecuación diferencial si 

esta se satisface cuando se sustituyen     ( ) y sus derivadas en ella.  
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3. LA TRANSFORMADA DE LEGENDRE DE TERCER GRADO  

 

En este capítulo, se define y se estudia la transformada de Legendre de tercer 

grado y sus propiedades, y se explicita como puede ser aplicada a funciones de 

clase   . 

Definición: 

Una función polinomial de grado     es: 

          

                                                 ( )               

Con    ,   y    . 

Sea    *      ( )                con    ,  ,    +,    es un espacio 

vectorial de dimensión cuatro sobre   con las operaciones: 

(   )( )   ( )   ( ) 

(  )( )    ( ) 

para todo        y       . 

La transformada de Legendre de tercer grado, se define como: 

         

                        ( )                (         )  

Como    y    son espacios vectoriales sobre  , se probará que   es una 

transformación lineal. 
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Teorema 3.1:   es una transformación lineal  

Dem//: Sean   ( ),   ( ) elementos de   . 

I.  .(     )( )/  .(       ) (       ) (     ) (     )/ 

 (             )   (             ) 

  (  ( ))   .  ( )/ 

II.   (  )   (             ) 

 (                   ) 

  (   ) 

  es una transformación lineal.   

Teorema 3.2:   es una transformación  uno a uno. 

Dem//: Por el teorema 3.1,     es una transformación lineal, suponga que 

 (  )   (            )  (       ), entonces por definición de   se tiene 

que          , es decir que nu   * +. Luego, por el teorema 2.1,   es 

una transformación lineal uno a uno. 

Como dim(  )   dim(  ), por el teorema 2.2.1 se puede concluir que   es 

sobreyectiva,  

De lo anterior, se concluye que     es un isomorfismo lineal.  

La función inversa de   esta dada por:  

           

                               (           )   ( )  
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Para ilustrar lo anterior, veamos el siguiente ejemplo: 

 Sea el conjunto de polinomios de grado tres, donde una de sus raíces es 

   . 

 ( )         (   )    (   )    

entonces,  aplicando la transformada de Legendre, se tiene: 

 

 ( ( ))  (    (   ) (   )   ) 

que es un punto de   .  

3.1 La transformada de Legendre para funciones de clase   
 

En esta sección, se estudia la transformada de Legendre aplicada a funciones 

reales de clase    , por medio de su aproximación de Taylor de grado tres. 

Sea g  una función real de clase    en un punto   , su aproximación de orden tres 

está dada por el polinomio de Taylor: 

  (  )( )   (  )    (  )(    )  
   (  )

 
(    )  

    (  )

 
(     )  

como   (  )( )    , la transformada   de   (  )( ) es un punto de   . 

Sea   *          con   un intervalo de  }, consideremos una función   del 

conjunto   a   .  Para observar la relación entre los conjuntos  ,    y   , se 

tiene el siguiente diagrama:    

 

       

                

      

 

 

 

 

          



 

11 
 

Ejemplo:  

 Sea  ( )    , con    
 

 
 que pertenece a   (   ). 

Su aproximación por el polinomio de Taylor es: 

 
 .

 

 
/
( )  

 

 
   

  

 
   

 

 
  

 

  
 

Aplicando   a  
 .

 

 
/
( ), se tiene: 

 ( 
 .

 

 
/
( ))  (

  

 
  

  

  
 

 

  
  

 

  
) 

ahora, con    
 

 
 

 ( 
 .

 

 
/
( ))  (

  

 
  

 

  
 

 

  
 

 

  
) 

con un     , se tiene 

 .  (  )( )/  (          
     

     
 ) 

Se observa de manera general los siguientes ejemplos:  

 Sea  ( )          , con     . 

 

  (  )( )        (     
 )      

      
    

    

Por lo tanto 

 .  (  )( )/  (     (      
 )    

     
    

   ) 

 La transformada   para cualquier  función polinómica. 

 

Sea  ( )          
       

                       y un 

punto    (   ), con   de clase    en (   ). Utilizando la aproximación por 
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polinomio de Taylor de grado tres y aplicando la transformada  ( ( (  )) 

se tiene que: 

  
0.(   )(   )   /  

    ((    )(    )  )  
     ((    )(    )  )  

         1

 
, 

  
0(   )     

   
(  (   )) (    )       

    
(  (    )) (    )       

    
(  (    ))      1

 
, 

  0     
   

.  (   )  
(   )(   )

 
/       

  
    

.  (    )  
(    )(    )

 
/       

  
    

.  (    )  

(    )(    )

 
/      1,  

  0    
 

.    
(   ) 

 
 

(   )(   ) 

 
/     

  
  .     

(    )  

 
 

(    )(    )  

 
/     

  
  .     

(    )  

 
 

(    )(    )  

 
/    (  )    

      
    1  

Transformada    a una función trigonométrica:    

  ( )      ,      

la aproximación de la función  ( ) por el polinomio de Taylor en    
 

 
, es: 

  (  )( )     (  )  (       )(    )  . 
     

 
/ (    )  .

      

 
/ (    )

  

sustituyendo:   

 
 .

 

 
/
( )     .

 

 
/  .     

 

 
/ .  

 

 
/  ( 

   
 

 

 
) .  

 

 
/

 

 (
    

 

 

 
) .  

 

 
/

 

 

 
 .

 

 
/
( )  

  

  
 ( 

√ 

 
 

 

  
)    ( 

 

 
  

√ 

  
  

  

   
)   (

√ 

 
 

 

  
 

√ 

   
    

  

    
) 

aplicando la transformada  ( 
 .

 

 
/
( )) se tiene  

 

 
,    . 

√ 

 
 

 

  
/,                           

   . 
 

 
  

√ 

  
  

  

   
/,   .

√ 

 
 

 

  
 

√ 

   
    

  

    
/. 
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de manera general para un     ,   un intervalo, se obtiene: 

 .  (  )( )/  ((   (  ))  (   (  )       (  )) (
  

 

 
   (  )       (  )     (  ))  (   (  )  

     (  )  
  

 

 
   (  )  

  
 

 
   (  ))). 

La transformada   para las siguientes funciones: 

  ( )    ( ) 

 .  (  )( )/  (
 

  
   

 

  
  

 

   
   (  )  

 

 
) 

  ( )     

 .  (  )( )/  (       (    )    (     
 

 
  

 )     (     
 

 
  

  
 

 
  

 )) 

Partiendo de lo realizado anteriormente, se puede llegar a generalizar que para 

cada función   de clase    con tercera derivada diferente de cero y con su 

aproximación por polinomios de Taylor en un punto (    (  )) de la gráfica de la 

función, se puede obtener un conjunto de puntos en    al aplicar la transformada. 

Sea la aproximación de Taylor de la función   ( ) en   :    

  (  )( )  
    (  )

 
   *

   (  )

 
 

    (  )

 
  +    *  (  )     (  )    

    (  )

 
  

 +  

 * (  )     (  )   
   (  )

 
  

   
    (  )

 
  

 + 

 

Aplicando  , tenemos que:   .  (  )( )/ = (         );  donde  

      (  ),  

     (  )      (  )  , 

     (  )     (  )    
    (  )

 
  

 
,    y  
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    (  )     (  )   
   (  )

 
  

   
    (  )

 
  

 
 

Obsérvese, que para cada punto    del dominio de  ( ) le corresponde un punto 

de   , al aplicar   a su aproximación. 

3.1.1. La transformada   para funciones de clase   
 Con tercera derivada 

invertible. 

Para esta parte, se trabajara con funciones de clase    cuya tercera derivada 

sea invertible,  con el fin, de poder expresar la transformada   en términos de un 

parámetro, ya que esto permite observar su comportamiento de manera gráfica. 

Cuando     ( ) es invertible para cada       se tiene: 

      (  ) 

por lo tanto  

    (    )  ( )                 (1) 

luego  

     (  )      (  )          (2) 

sustituyendo 1 en  2, se obtiene:  

 ( )     ,(    )  ( )-    (    )  ( )        (3) 

 Sustituyendo (1) en la componente:    

     (  )     (  )    
    (  )

 
  

  

se obtiene: 

 ( )    ,(    )  ( )-     ,(    )  ( )-(    )  ( )  
 

 
,(    )  ( )-          (4) 

además, nótese que   también se puede expresar en términos de   y  : 
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 ( )    ,(    )  ( )-  (    )  ( ) 0   .(    )  ( )/      .(    )  ( )/(    )  ( )1

 
 

 
,(    )  ( )-  

Teniendo en cuenta (3), se tiene: 

 ( )    ,(    )  ( )-   (    )  ( )  
 

 
,(    )  ( )-  

 Sustituyendo (1) en la componente 

    (  )     (  )   
   (  )

 
  

   
    (  )

 
  

  

se tiene que: 

 ( )   ,(    )  ( )-    ,(    )  ( )-(    )  ( )  
   [(    )  ( )]

 
,(    )  ( )-  

 

 
,(    )  ( )-           (5) 

  expresado en términos de  ,    y  : 

 ( )   ,(    )  ( )-  ,(    )  ( )-*  ,(    )  ( )-     ,(    )  ( )-,(    )  ( )-

 
   ,(    )  ( )-

 
,(    )  ( )- +   

   ,(    )  ( )-

 
,(    )  ( )- 

  
 

 
    ,(    )  ( )-,(    )  ( )-  

por tanto: 

 ( )   ,(    )  ( )-   ,(    )  ( )-  
   ,(    )  ( )-,(    )  ( )- 

 

  
    ,(    )  ( )-,(    )  ( )- 

 
 

igualmente, se puede expresar a   en términos de   y   : 

 ( )   ,(    )  ( )-  ,  ,(    )  ( )-   (    )  ( )  
 

 
,(    )  ( )- ,(    )  ( )-

 
   ,(    )  ( )-,(    )  ( )- 

 
  

    ,(    )  ( )-,(    )  ( )- 

 
 

Al expresar tanto   como   en términos de otras variables no cambia la idea que 

se está trabajando en función de una sola variable, ya que las variables dependen 

de  . 
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Ejemplo:   

 sea 

 ( )     

  ( )      

   ( )       

    ( )      

aplicando la transformada    se tiene que: 

       

   
 

  
 

 ( )    .
 

  
/

 

 
  

  
 

 ( )   
  

  
 

 ( )   .
 

  
/

 

   .
 

  
/

  

  
 

 

 
.

 

  
/

 

 

 ( )  
   

   
 

 ( )  .
 

  
/

 

  .
 

  
/

  

  
  .

 

  
/

 

.
 

  
/

 

 
 

 
.

 

  
/

 

 

 ( )    
  

   
 

se expresa la transformada   en términos de la variable  . Esto con la intención de 

representarla por medio de una gráfica en   . 
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los puntos con parámetro   son 

( ( )  ( )  ( )) 

( 
  

  
 
   

   
  

  

   
) 

gráficamente:  

 

Figura 1.  ( )     y su transformada de Legendre parametrizada.  

Ejemplo: 

 Sea  

 ( )  
 

 
         

  ( )         

   ( )        

    ( )      
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aplicando la transformada   se tiene que: 

       

   
 

  
 

 ( )  
   

   
   

 ( )  
   

   
 

  

  
 

 ( )  
   

 (   )
 

   

   
     

los puntos con parámetro   son: 

( ( )  ( )  ( )) 

(
   

   
   

   

   
 

  

  
 

   

 (   ) 
 

   

   
  ) 

sea  ( ) en el intervalo (    ), donde  ( ) es inyectiva,  gráficamente se tiene: 

Figura 2.  ( ) en el intervalo (    ) y su transformada de Legendre parametrizada.   



 

19 
 

3.1.2. La transformada   para funciones de clase    con tercera derivada 

no invertible. 

Cuando     ( ) no es invertible en un intervalo  , se divide el intervalo   en 

subintervalos *             + cuyos extremos son los puntos donde cambia el 

sentido de la concavidad de    ( ), con la condición de que     ( ) tenga inversa 

en cada subintervalos de la forma    con            . 

En cada subintervalos    se define a la componente   en términos de la 

componente  , para así construir el conjunto  

 ( )  *  ( )   ( )     ( )+ 

el cual se llamará conjunto Dual de Legendre de tercer grado para la función 

 ( )  y cada   ( ) será una rama del conjunto. 

Ejemplos: 

 Sea  ( )     ( ) en el intervalo   (   ), se calcula  ( ) en cada 

subintervalo   .               

   (       ) con             

derivando  ( ): 

  ( )       ( ) 

   ( )      ( ) 

    ( )      ( ) 

como        ( ) entonces para cada subintervalo    se tiene: 

 

       ( ) 

       ( ) 

       (   ) 
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de esta manera:  

 ( )  *  ( )   ( )     (      (   ))       (      (   ))  
(      (   ))

 

 
    (       (   ))  

  (      (   ))
 

 
 +  

 Sea  ( )     ( ) en el intervalo   (   ), se calcula  ( ) en cada 

subintervalo   .               

   .
 

 
    

  

 
   / con             

para cada subintervalo    se tiene, 

      ( ) 

        (  ) 

por lo tanto: 

 ( )  *  ( )   ( )     (      ( ))   (      ( ))  
(      ( )) 

 
    (       ( ))  

 (      ( )) 

 
 + 

A continuación, se establece algunas propiedades de la transformada de 

Legendre.   

3.2. Propiedades de la transformada   aplicada a funciones de clase    

En las secciones anteriores se estudió la transformada   para funciones de 

clase   ; con base en esto, se establecerán propiedades de la transformada  .  

Sea    una función de clase    y sea  ,    una función de clase    y    

respectivamente, con     ,    derivables e invertibles en cada intervalo   , con 

            de  .  

1.    ( )
  

  
   

Dem//  Como       ( ) se tiene: 

   ( )
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1.1. 
  

  
 

 

   ( )
 con    ( )    

Dem// por la propiedad 1.  

2. 
  

  
  

(      
( ))

 

 
   

  

 
 

 

Dem// 

 ( )    ( )     ( )  
   ( )

 
    

    ( )

 
    

  

  
   ( )     ( )    ( )      ( )  

  

 
    ( )  

    ( )

 
   

   ( )

 
    

  

  
  

  

 
   ( );  

utilizando regla de la cadena 

  

  
 

  

  

  

  
 

por las propiedades 1 y 1.1. se obtiene  

  

  
  

  

 
. 

Ejemplo: 

 Sea  ( )      ( ),     ( )     ( ) y         ( ), entonces: 

 ( )     (      ( ))         ( )  
,      ( )- 

 
   (      ( ))   

,      ( )- 

 
  

  

  
  

,      ( )- 

 
 

Por hipótesis se tiene que: 

  

  
  

  

 
. 
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3.    
(      

( ))
 

 
 

  

 
 

Dem// 

 ( )     ( )     ( )   
    ( )

 
  

  

  

  
    ( )      ( )     ( )       ( )  

  

 
   ( )  

  

  
 

  

 
   ( ) 

utilizando regla de la cadena 

  

  
 

  

  

  

  
 

por las propiedades 1 y 1.1. Se obtiene  

  

  
 

  

 
. 

Ejemplo: 

 Sea  ( )      ( ),      ( )     ( )  y          ( ), entonces: 

 ( )           ( )    (      ( ))  
 ,      ( )- 

 
 

  

  
 

,      ( )- 

 
 

Por hipótesis se tiene que: 

  

  
 

  

 
. 

4. 
  

  
     

Dem// 
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 ( )     ( )      ( )   

  

  
     ( )      ( )      ( )  

  

  
      ( )  

utilizando regla de la cadena 

  

  
 

  

  

  

  
 

por las propiedades 1 y 1.1. Se obtiene  

  

  
    

5. 
   

     
  

    ( )
 

por la propiedad 2 y derivando nuevamente: 

   

      
  

 

  

  
  

por la propiedad 1.1: 

   

     
  

    ( )
  

6. 
   

    
 

   ( )
 

por la propiedad 3 y derivando nuevamente:  

   

   
  

  

  
   

por la propiedad 1.1, se tiene: 

   

   
 

 

   ( )
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7. 
  

  
 

 

 
0
  

  
1
 

 

por la propiedad 4 

8. 
  

  
 

0
  

  
1
 

 
 

por la propiedad 4. 
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4. APLICACIÓN A ECUACIONES DIFERENCIALES DE TERCER ORDEN. 

En este capítulo se encontrará la solución de algunas ecuaciones diferenciales 

de tercer orden, mediante transformaciones derivadas de las propiedades de la 

función   estudiada en el capítulo anterior, por medio de dos métodos (reducción 

de orden e incremento de orden) basadas en el trabajo de grado “transformada de 

Legendre aplicada a la solución de ecuaciones diferenciales de orden superior”4.  

Para realizar este estudio, se partirá de una ecuación diferencial  
 

 (                      )    (1) 

 

donde   es la variable independiente,   una función de   y   ,     ,      ,     primera, 

segunda, tercera y cuarta derivada respectivamente.  

Se define    como:  

  

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
   √     

       
 

 
(√     

)
 

  (√     
)   

   
 

 
(√     

)
 

  (√     
)   

     (√     
)   

      

     
 (√     

)
 

    

    
√     

   
(

       

 (   ) 
  )

 

lo que permite construir una ecuación diferencial  

 (               )      (2) 

donde la variable independiente es  ,   una función de   y   ,    ,      primera, 

segunda y tercera  derivada de   respectivamente, a partir de una ecuación 

diferencial (1). 

                                            
4
 Tesis “transformada de Legendre aplicada a la soluciónde ecuaciones diferenciales de orden superior ”(1999) 
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Las soluciones de la ecuación obtenida mediante    forman el conjunto   de 

aquellas soluciones de la ecuación original (1) a las que se les puede aplicar la 

transformada  . 

Utilizando    y las propiedades de  , es posible encontrar soluciones de la 

ecuación (1), por medio de   : 

 

  

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

      

           

          
  

 
    

        
  

 
    

  

 
    

    
  

 

      
  

    

      
 

(   ) 
 

    

 (   ) 

 

Mediante   , es posible encontrar una ecuación diferencial de la forma (1), por 

medio de una ecuación diferencial de la forma (2). Solucionando la ecuación de la 

forma (2), que puede ser transformada mediante las propiedades de  , es posible 

encontrar soluciones de la ecuación (1).    

Posteriormente, se estudiará la aplicación de   ,    y las características de las 

ecuaciones diferenciales trabajadas, sin centrarse en los procesos de solución 

utilizados. Cabe resaltar que las ecuaciones diferenciales encontradas se reducen 

en dos órdenes o se incrementa en dos órdenes. 

4.1. Método de reducción de orden. 

Este método será abordado para dar soluciones particulares a ecuaciones 

diferenciales de orden tres. Ya que,  por medio de    y    se obtiene una ecuación 
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diferencial de orden uno, la cual es útil para encontrar la solución particular de la 

ecuación diferencial de orden tres.  

El método funciona de la siguiente manera, se forma una aplicación   del 

conjunto de ecuaciones diferenciales  (               )    al conjunto de 

ecuaciones diferenciales   (      )    y     la aplicación inversa de  . 

Del mismo modo,  se genera las aplicaciones   y     las cuales están definidas 

en el conjunto de soluciones de las ecuaciones diferenciales  (               )     

al conjunto de soluciones de las ecuaciones diferenciales  (      )   ,     es la 

aplicación inversa de  .  

De manera general, se tiene:  

Ecuación diferencial   

 

Ecuación diferencial 

 (               )        

 

 (      )    

   

Solución particular de   

 

Solución particular de 

 (               )        

 

 (      )    

Ejemplos: 

 En la ecuación diferencial de tercer orden 

  

 
(      )        

  

 
       (3) 

Utilizando las propiedades de   y sustituyendo                  por sus equivalentes 

en   , se obtiene la ecuación diferencial de primer orden. 
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con solución particular  

                       ( )        (4) 

que es el conjunto dual de alguna solución    de la ecuación (3). Para encontrar tal 

solución, se aplica    y las propiedades de  . 

derivando (4) 

  ( )        

por la propiedad 2, se tiene  

       
  

 
 

de lo cual 

   √      
    y        .

  

 
/ 

por las propiedades 3 y 4 

  ( )   √      
   y    ( )  

( √ 
 

) 

 
(   )

 

  

se obtiene respectivamente 

 ( )   √  
 

( )
  

     y    ( )   
 ( √ 

 
) 

 
 

   

  

sustituyendo         en    de    ,  se obtiene: 

   
  

 
  (

  

 
)   

 

 
√  
 

( )
  

     
 (√ 

 
) 

 
 

   

         

    (
 

 
  ( )  

 

 
  ( )   

  

  
) 

que es solución particular de la ecuación diferencial (3). 
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 En la ecuación diferencial de tercer orden 

 
   

 
                       (5) 

Utilizando las propiedades de   y sustituyendo                  por sus equivalentes 

en   , se obtiene: 

          

que es una ecuación diferencial de primer orden, con solución particular  

                        ( )   √           (6) 

que es el conjunto   de alguna solución    de la ecuación (5). Para encontrar tal 

solución, se aplica    y las propiedades de  . 

derivando (6) 

  ( )   
 

 √ 
 

por la propiedad 2, se tiene  

 
  

 
  

 

 √ 
 

donde se obtiene que 

  
√ 
 

√ 
     y    

 

   

por las propiedades 3 y 4. 

  ( )   
√ 
 

√ 
    y    ( )  

( √ 
 

) 

  
 
 

 

se obtiene respectivamente 
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 ( )   
 

 
√  
 

 
 

     y    ( )  
 ( √ 

 
) 

 
 

 

  

sustituyendo         en    de    ,  se obtiene 

   
 

  
( 

  

 
)  

.
 

 
√  
 

 
 

 /

 
   (

 (√ 
 

)
 

 
 

 

 )    √  

    
 

  
( 

  

 
)  

(
 

 
√  
 

.
 

  /

 

 
)

 
   (

 (√ 
 

)
 

 
(

 

  
)

 

 

)    √(
 

  
) 

   
 

    
 

que es una solución particular de la ecuación diferencial (5). 

 En la ecuación diferencial de tercer orden 

  

 
.    

 

 
    /    

  

 
      (7) 

Utilizando las propiedades de   y sustituyendo                  por sus equivalentes 

en   , se obtiene: 

        

que es una ecuación diferencial de primer orden, con solución particular 

                         ( )    
 

    (8) 

que es el conjunto   de alguna solución    de la ecuación (7). Para encontrar tal 

solución, se aplica     y las propiedades de  . 

derivando (8) 

  ( )   
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por la propiedad 2, se tiene  

 
  

 
  

  
 

 

 
 

donde se obtiene que 

  √   
 

 

 

  y        .
  

 
/ 

por las propiedades 3 y 4. 

  ( )   √   
 

 

 

    y     ( )  
( √  

 
 
 

 

)

 

 
 

se obtiene respectivamente 

 ( )   √ 
 

  
 

          y    ( )   
 ( √ 

 
) 

 
  

 

  

sustituyendo         en   de    , se tiene 

   
  

 
  (  )  

  

 
  ( )  

  

 
   

que es una solución particular de la ecuación diferencial (7). 

 la ecuación diferencial de tercer orden 

  

  
(    )  

  

 
           [

(   )
 

 
 

      

 
]    0      

     

 
1    ,     (  ) -    (      )    

  

 
         (9) 

Aplicando   , se obtiene la ecuación diferencial de primer orden  

        

cuya solución general es: 

 ( )   
 

   
      (10) 
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con      y derivando  (10) 

  ( )  
 

  
 

por la propiedad 2, se tiene  

 
  

 
 

 

  
 

donde se obtiene que 

  √ 
 

  

 
  y     √ 

 

  

 
 

i. Caso  

  √ 
 

  

 
  con   (    )      y       √ 

 

  

 
 

por las propiedades 3 y 4. 

  ( )   √ 
 

  

 
   y     ( )  

( √ 
 

  
 

)

 

 
 

se obtiene respectivamente 

 ( )    √  
 

           y   ( )   
 . √  

 
/

 

 
 . 

 

 
/
 

sustituyendo         en   de    , se tiene 

   
 

 
√     

 

que es una solución particular de la ecuación diferencial (9). 
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ii. Caso  

   √ 
 

  

 
  con   (    )      y       √ 

 

  

 
 

por las propiedades 3 y 4. 

  ( )   √ 
 

  

 
     y       ( )  

( √ 
 

  
 

)

 

 
 

se obtiene respectivamente 

 ( )    √  
 

           y     ( )   
 . √  

 
/

 

 
 . 

 

 
/
 

sustituyendo         en   de   ,  se tiene 

  
 

 
√     

 

que es otra solución particular de la ecuación diferencial (9). 

Sin embargo, para algunas ecuaciones diferenciales de tercer orden no es posible 

dar su solución por medio de la transformada  , por ejemplo, si en la ecuación 

diferencial  

 
  

 
,         (    )-     (    ) *       

  

 
    +    

Se aplica    , se obtiene la ecuación diferencial de primer orden  

       ( )    

Cuya solución es: 

 ( )  
 

 
 (   ( )  )      (11) 

Por lo tanto, no es posible determinar la solución a la ecuación diferencial de 

tercer orden, ya que, la primera derivada de (11) no es invertible.  
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Para encontrar soluciones particulares de ecuaciones diferenciales de orden tres, 

por medio de la transformada  , se debe tener presente las siguientes 

condiciones: 

   ( ) sea invertible. 

 La solución de la ecuación diferencial de orden tres exista. 

 La solución sea de clase   . 

 La tercera derivada de la solución sea invertible e diferenciable.    

 

4.2. Método de incremento de orden. 

Este método será abordado para dar soluciones particulares a ecuaciones 

diferenciales de orden tres que presenten una apariencia complicada, por medio 

de     y    , con la idea de obtener una ecuación diferencial de orden cinco sencilla 

de resolver.  

Mediante   , se forma una aplicación   del conjunto de ecuaciones diferenciales 

 (               )    al conjunto de ecuaciones diferenciales 

 (                      )         es la aplicación inversa de  .  

Del mismo modo,  se genera las aplicaciones   y     las cuales están definidas 

en el conjunto de soluciones de las ecuaciones diferenciales  (               )    

al conjunto de soluciones de las ecuaciones diferenciales 

 (                      )   ,     es la aplicación inversa de  . De manera 

general, se tiene:  

Ecuación diferencial 
  

 
Ecuación diferencial  

 (               )    
    

 
 (                      )    

 

 

  

Solución particular de  
  

 
Solución particular de 

 (               )    
    

 
 (                      )    
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Ejemplo: 

 En la ecuación diferencial de tercer orden 

(     )√(    )  
   √     

(   )  –   (   )      (12) 

Utilizando propiedades de   y sustituyendo         ,    y   por sus equivalentes en 

  , se obtiene la ecuación diferencial de quinto orden. 

          

con solución particular            

                 (13) 

derivando tres veces a (13). 

                                                 (14) 

por definición se tiene que:       , sustituyendo en (14) 

     

despejando   

                 ( ) 

sustituyendo en  ( ), se obtiene: 

 ( )       ( )  
 

 
(  ( ))  

 

 
(  ( ))  

que es una solución particular  de la ecuación diferencial (12). 
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4.3. Aplicación de   a algunas ecuaciones diferenciales de cuarto 

orden. 

En este apartado, se encontrarán algunas soluciones particulares de ecuaciones 

diferenciales de cuarto orden.  

   y    permiten encontrar soluciones de ecuaciones diferenciales de cuarto orden, 

por medio del método reducción de orden, definido como:  

Ecuación diferencial 
  

 
Ecuación diferencial  

 (                   )        

 

 (          )    

 

 

  

Solución particular de 
  

 
Solución particular de 

 (                   )        

 

 (          )    

 

Ejemplos: 

 En la ecuación diferencial de cuarto orden 

 (     )        
 

 
       (    )   

 
(   )         

 
  (15) 

Utilizando las propiedades de   y sustituyendo                  por sus equivalentes 

en   , se obtiene la ecuación diferencial de segundo orden. 

                  

con solución particular             

    ( )  
 

      (16) 
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que es el conjunto dual de alguna solución    de la ecuación (15). Para encontrar 

tal solución, se aplica    y las propiedades de  .   

derivando (16) 

  ( )   
 

   
 

por la propiedad 2, se tiene  

 
 

   
  

  

 
 

de lo cual  

   
√ 
 

 
   y    

√ 
 

 
 

por las propiedades 3 y 4 

  ( )   
√ 
 

 
              y         ( )  

( √ 
 

) 

    

se obtiene respectivamente 

 ( )   √  
 

   ( )    y   ( )   
( √ 

 
) 

  
 

 

sustituyendo         en   de   ,  se tiene: 

   
√ 
 

 
( 

  

 
)  

√  
 

 
  (

√ 
 

 
)    

(√ 
 

) 

 (
√ 
 

 
)

   
 

 (
√ 
 

 
)

  

    ( 
√ 
 

 
  (

√ 
 

 
)  

 

 (√ 
 

)
 ) 

que es una solución particular de la ecuación diferencial (15). 
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 En la ecuación diferencial de cuarto orden 

  

 
               

 

 
         

 

 
           

  

 
     (17) 

Utilizando las propiedades de   y sustituyendo                      por sus 

equivalentes en   , se obtiene la ecuación diferencial de segundo orden. 

             

Con las soluciones particulares            

 ( )      y   ( )       

 

i. Caso. 

  ( )                     (18) 

derivando (18) 

       ( )         

por la propiedad 2, se tiene  

        
  

 
 

 

de lo cual  

   √  
 

√     
  y     

 

 
  .

  

  
/ 

Por las propiedades 3 y 4 

  ( )   √  
 

√     
    y    ( )  

. √  
 √     

/
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se obtiene respectivamente 

 ( )  √  
 

       y    ( )   
. √  

 
/

 

 
     

sustituyendo         en   de   , se tiene 

    ( 
 

  
  (

  

  
)  

  

  
) 

que es solución particular de la ecuación diferencial (17). 

ii. Caso. 

         ( )                  (19) 

derivando (19) 

  ( )     

por la propiedad 2, se tiene  

    
  

 
  con    (    ). 

de lo cual  

   √  
 

√   
 y      . 

  

 
/ 

por las propiedades 3 y 4 

  ( )   √  
 

√   
    y    ( )  

. √  
 

√   
/

 

 
 

se obtiene respectivamente 

 ( )    √  
 

 
 

     y   ( )  
 . √  

 
/
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sustituyendo         en   de   ,  se tiene 

    (
 

 
  ( 

  

 
)  

  

  
) 

que es otra solución particular de la ecuación diferencial (17). 
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5. LA TRANSFORMADA DE LEGENDRE DE PRIMER GRADO EN 

CAMPOS ESCALARES. 

En el capítulo tres se estudió la transformada de Legendre para funciones 

reales de clase   ; ahora se estudiará la transformada de Legendre de primer 

grado a campos escalares, para esto, se da una definición de la Transformada de 

Legendre, también se analizará  el comportamiento de ciertos conjuntos de planos 

de    y se mostrarán algunos ejemplos de funciones escalares de clase    

teniendo presentes sus derivadas mixtas. 

5.1. Definición  

Sea   el conjunto de funciones escalares  , tal que: 

        

                                         (   )   (   )          

con        . 

  es un espacio vectorial sobre   con las operaciones: 

(   )(   )   (   )   (   ) 

(  )(   )     (   ) 

  (   )         y        

  es el conjunto de funciones escalares que depende de los parámetros  ,   y  .  

Esto permite inferir  que existe una correspondencia del espacio vectorial   y el 

espacio   . Esta correspondencia se define como Transformada de Legendre de 

primer grado en campos escalares, donde es una función biyectiva, con dominio 

el espacio vectorial   e imagen en el espacio vectorial   . Dicho de otra manera: 

        

                              (   )              (     ) 
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Sea (     ) un punto de    y   el subconjunto de   cuya gráfica es un plano, es 

decir:  

  *      (   )          con        +. 

esto permite definir una nueva correspondencia     , así: 

          

 (   )  (     )          

La ecuación cartesiana de un plano es de la forma             , con 

      y     y su vector normal es      (     ). Cuando     se expresa la 

variable   en función de las variables   y  . 

   
 

 
  

 

 
  

 

 
 

donde   . 
 

 
/,   . 

 

 
/ y   . 

 

 
/ obteniendo:  

 (   )          

Ejemplo: 

 Sea             la ecuación de un plano, donde se tiene: 

             

   
 

 
  

 

 
  

  

 
 

 (   )   
 

 
  

 

 
  

  

 
 

aplicando la transformada  ( (   )) se obtiene el punto . 
 

 
  

 

 
 
  

 
/    . 
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5.2. La transformada de Legendre de algunos conjuntos de planos. 

En este sección, se trabajará con algunos conjuntos de planos de    con 

ciertas características, como, los planos que pasan por un punto, los planos que 

contienen una recta, los planos paralelos; con el fin de aplicar la transformada de 

Legendre y establecer algunos comportamientos y propiedades.  

5.2.1.  Planos que pasan por un punto dado:  

Para este ítem, se realizará un estudio similar al de la tesis „transformada de 

Legendre aplicada a la solución de ecuaciones diferenciales de orden superior’, ya 

que toman un conjunto de rectas de    que pasan por un punto y su transformada 

es una recta en   ; partiendo de esta idea, se toma el conjunto de planos de    

que pasan por un punto.   

Sea el conjunto de planos              con     que pasan por el punto 

 .
 

 
   

 

 
/ 

se tiene: 

 (   )        . 
 

 
    

 

 
/ con       

aplicando la transformada   a  (   ), se tiene: 

 ( (   ))  (     
 

 
    

 

 
) 

expresando .     
 

 
    

 

 
/ como:  

(     
 

 
    

 

 
)  .     

 

 
/   (       )   (    

 

 
) 

(     
 

 
    

 

 
)   (     

 

 
)    (      )   (    

 

 
) 
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se genera un plano  : 

    ̂     ̂   (    
 

 
) 

donde  ̂  .     
 

 
/, ̂  (      ). 

La ecuación cartesiana del plano es: 
 

 
       

 

 
   con vector normal 

.
 

 
    /.  

gráficamente: 

Figura 3. Planos que pasan por un punto y su transformada. 

De manera general, se toma todos los planos de la forma               

con     que pasan por un punto arbitrario (     ). 

Sea   *    (     )      ( )+ es decir el conjunto de todos los planos de   

que pasan por el punto (     ).  

 (   )                            (1) 

como (     )      ( ), se tiene: 

          

luego:                                                      
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sustituyendo   en la ecuación (1): 

 (   )        (       ) 

aplicando la transformada   a  (   ):  

 ( (   ))  (           ) 

Es decir que  ( )  *(     )              +, donde  ( ) es un plano que 

tiene vector normal (     ). 

Por lo tanto. Para los planos que pasen por un punto y aplicando la transformada 

 , se genera un plano. 

5.2.2. Planos que contienen una recta dada: 

Sea la ecuación paramétrica de la recta  ( )        , donde   es un punto de 

la recta y    su vector director. 

  *      ( )      ( ) para todo    + 

sean   y    dos puntos que pertenecen a la recta. Los conjuntos de planos que 

contienen a tales puntos son: 

   *          ( )+  y    *          ( )+ 

para garantizar planos  (   ) que contienen la recta  ( ), basta con tomar el 

conjunto de las intersecciones de    y   . Esto se puede argumentar por el 

axioma de incidencia de la geometría absoluta, el cual indica que por cada par de 

puntos distinto   y   pasa una única recta que los contienen. Es decir  

        

como   es una función inyectiva  y  la imagen bajo la transformada   para cada 

conjunto de planos    y    es un plano de la forma            con vector 

normal (     ). Por  ende: 

(     )   (     )    (  )   (  )   ( ) 
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Entonces  (  )   (  ) es lo que se genera al aplicar la transformada   a planos 

que contienen una recta, tal intersección es una recta en el espacio   . 

Ejemplo: 

 Sea la recta  ( )  (     )   (      ) y los punto   (     ),                

  (     ) que pertenecen a  ( ). 

 

Figura 4. Recta  ( ). 

 Los conjuntos de planos que contienen a tales puntos, son: 

   *          ( )+  y    *          ( )+ 

al aplicar la transformada de Legendre se tiene: 

         (  )  es igual  a            y     (  ) igual a          ,  

por tanto  (  )   (  ) es una recta en el espacio   , cuya ecuación vectorial es 

 ( )  .
 

 
  

 

 
  /    . 

 

 
 
 

 
  /. 
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Gráficamente:           

 

Figura 5.  Planos que contienen una recta dada y su transformada . 

Para este ejemplo, los puntos   (     ) y   (     ) no pertenecen a la recta 

 ( )  .
 

 
  

 

 
  /    . 

 

 
 
 

 
  /.   

5.2.3. Planos Paralelos.  

Debido a los resultados obtenidos en los estudio de la „transformada de 

Legendre de segundo orden’ , se sabe que el conjunto de rectas paralelas en    

tiene como transformada una recta vertical en   , por esto, se estudiará la 

transformada de Legendre a conjuntos de planos paralelos de   .  

Sea el conjunto de todos los planos paralelos, a un plano           ,  

              donde        (2) 

despejando la variable     de la ecuación (2): 

 (   )   
 

 
  

 

 
  

 

  
 

aplicando la transformada   se tiene  

 ( (   ))  ( 
 

 
  

 

 
 

 

  
) 
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Ejemplo: 

 Sean  (   )   
 

 
  

 

 
  

 

 
 ,  (   )   

 

 
  

 

 
  

 

 
    y  (   )   

 

 
  

 

 
  

  

 
  ; un conjunto de planos paralelos. 

aplicando   a cada plano se obtiene los puntos:  

 ( (   ))  ( 
 

 
  

 

 
 
 

 
) 

 ( (   ))   ( 
 

 
  

 

 
 
 

 
) 

 ( (   ))  ( 
 

 
  

 

 
  

 

 
) 

los cuales pertenecen a      

Tales puntos en el espacio    describen una recta perpendicular al plano   . 

 

Figura 6. Planos paralelos y su transformada de Legendre 
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5.2.4. Planos con variación de sus coeficientes.  

Con los resultados del numeral anterior, los puntos de    obtenidos al aplicar 

la transformada de Legendre, tienen sus primeras componentes fijas, y la última 

variando. Es por ello que en este apartado se trabajará con funciones escalares 

donde varíen sus coeficientes.    

Sea el conjunto de funciones escalares de la forma  (   )          donde 

     y    . Además se establecerá dos coeficientes fijos y el otro variante. Es 

decir: 

  *         tiene     y   fijos,   variante con        + 

 

 Por ejemplo, sean: 

  
 

 
       

  
 

 
       

. 

. 

. 

  
 

 
       

aplicando   a cada función escalar, se obtiene los puntos .
 

 
    /,  .

 

 
    /,…, 

.
 

 
    / donde     .  

Se puede observar que el vector dirección    de la recta tiene igual dirección al 

vector unitario (     ). Por tanto, la ecuación vectorial de la recta es:  

  ( )  (
 

 
    )   (     ) 

 ( )  (
 

 
        ) 
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en este ejemplo se genera una recta perpendicular al plano   . 

Partiendo de lo anterior, se presente tres caso, de los cuales quedaran por 

desarrollar  dos casos: cuando   y   fijos,   variante con         , y cuando   y   

fijos,   variante. Es evidente al desarrollar estos dos casos que al aplicar la 

transformada  se obtiene una recta perpendicular al plano    y una recta 

perpendicular al plano    respectivamente. 

 

Figura 7. Recta perpendicular al plano    

 

Figura 8. Recta perpendicular al plano    

En las secciones anteriores,  se desarrolló el estudio de algunos conjuntos de  

planos bajo la transformada de Legendre. Tal estudio permite abarcar uno de los 
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objetivos, el cual es lograr caracterizar algunas funciones escalares por medio de 

sus planos tangentes. 

5.3. Aplicación de la transformada de Legendre para algunas funciones 

escalares por medio de sus planos tangentes. 

En esta sección, se trabajará con funciones escalares diferenciables de clase  

  , garantizando su plano tangente en un punto (        ) de la superficie, tal 

plano, no debe tener su vector normal contenido en el plano   . Para con ello, 

poder aplicar la transformada   de legendre a los planos tangentes de la 

superficie. 

Sea  (   )    una función escalar de clase   , la diferencial    se define como: 

   
  

  
   

  

  
   

la ecuación del plano tangente a la superficie     (   ) en el punto (        ) es: 

 (     )(   )  
  

  
(     )(    )  

  

  
(     )(    )     

aplicando la transformada  , se obtiene 

 . (     )(   )/  (     ) 

donde   
  

  
(     ),   

  

  
(     ) y      

  

  
(     )    

  

  
(     )   

Sea   {     
|    + se considera una función   del conjunto   al conjunto 

  entonces se tiene el siguiente diagrama: 
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Ejemplos: 

 Sea  (   )       , con dominio   ,   -  ,   -.  

derivando parcialmente a  (   ) se tiene: 

  

  
      y  

  

  
   

la ecuación del plano tangente en un punto (        ) de la superficie  (   ), es: 

 (     )(   )    (      )        (    ) 

aplicando  . 

 . (     )(   )/  (             (    )) 

se obtiene un conjunto de puntos en    que depende de    y   , con         y 

      .  

 Sea  (   )      . con dominio   ,   -  ,   -. 

derivando parcialmente a   (   ) se tiene: 

  

  
       y  

  

  
       

la ecuación del plano tangente en un punto (        ) de la superficie  (   ) es: 

 (     )(   )                                            

aplicando  : 

 . (     )(   )/  (                    (       )) 

genera un conjunto de puntos en    que depende de    y   . con        y 

      .  

 

 



 

53 
 

5.3.1. Campos escalares con derivadas mixtas nulas.  

En esta sección,  se realizará un tratamiento similar al capítulo 3 de este 

trabajo, en el cual, se busca que las derivadas parciales de una función escalar, 

sean invertibles. Si las derivadas parciales mixtas son nulas, se tiene que las 

derivadas parciales dependen de una sola variable, lo que permite hablar de 

inversibilidad.  

Ejemplos: 

 Sea 

 (   )  
  

    
  

       (2) 

derivando  (   ) se tiene: 

  

  
 

  

    y  
  

  
 

  

           (3) 

luego,   (   ) en el punto (     ) es: 

  (     )  
   

  
 ̂  

   

  
 ̂ 

el plano tangente a la superficie    (   ) en el punto (        ) es: 

 (     )(   )  
    

  
 

     

  
 

  
 

  
 

  
 

  
 

aplicando   se obtiene: 

 . (     )(   )/   (
   

  
 
   

   
  

  
 

  
 

  
 

  
) 

como la primera y segunda componente de  . (     )(   )/, dependen de una 

sola variable,  se realiza la siguiente sustitución:  

   
   

  
           ( ) 
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                ( ) 

 despejando    y    de (5) y (6) 

    
   

 
            ( ) 

    
   

 
            ( ) 

sustituyendo (7) y (8), en la tercera componente de  . (     )(   )/, se obtiene: 

    
    

 
 

    

 
 

Que es un paraboloide equivalente a la transformada de Legendre de  (   ). 

(Superficie de color azul).  

 

Figura 9. Paraboloide  (   ) y su transformada de Legendre. 
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Observemos el comportamiento del paraboloide elíptico y su transformada bajo 

una condición dada. 

Condición  (   )  (   ) 

      

Y 

      

 (   )  
  

  
 

  

  
 

 

 

 (   )   
    

 
 

    

 
 

 

 

En conclusión, al aplicar la transformada   a un  paraboloide elíptico, se obtendrá 

un paraboloide elíptico con signos contrarios al original,  es decir negativos. 

 Sea el paraboloide hiperbólico  

 

 
  

  

  
  

  

  
    (9) 

con  

  (     )  
    

  
 ̂  

    

  
 ̂ 

la ecuación del plano tangente a la superficie  (   ) en el punto (        ) es: 

 (     )(   )   
     

  
 

      

  
 

   
 

  
 

   
 

  
 

aplicando  , se obtiene: 

 . (     )(   )/  (
    

  
  

    

   
  

   
 

  
 

   
 

  
) 



 

56 
 

sustituyendo  

   
    

            (10) 

    
    

         (11) 

despejando    y    de (10) y (11), respectivamente se obtiene: 

    
   

  
    (12) 

     
   

  
   (13) 

sustituyendo (12) y (13) en la tercera componente de  . (     )(   )/, se tiene el 

hiperboloide: 

    
    

  
 

    

  
 

que es la transformada de  (   ). (Superficie de color rojo) 

 

Figura 10. Hiperboloide   (   ) y su transformada de Legendre 
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Hiperboloide y su transformada  , bajo una condición.  

Condición  (   )  (   ) 

      

Y 

      

Y  

      

 

 (   )

 
  

  

  
  

  

  
 

 

 

    
    

  
 

    

  
 

 

 

 

Se puede evidenciar que si se toma un hiperboloide y se aplica la 

transformada   se obtiene un Hiperboloide donde los signos cambian respecto al 

original. 

5.3.2. Campos escalares con derivadas mixtas no nulas. 

Para abordar el estudio de algunas superficies cuyas derivadas mixtas no son 

nulas, no se puede de la misma manera que se realizó en la sección anterior, ya 

que no se obtiene una forma explícita de la transformada   al ser aplicada a los 

planos tangentes de la superficie.  

Es por ello, que se aplica la transformada   por medio de cortes de planos 

horizontales     con la superficie. Es decir, se aplica la transformada   a los 

planos tangentes en los puntos (     ) que forman la traza de la gráfica en el 

plano    , donde   es una constante diferente de cero. 
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A continuación se muestran algunos ejemplos: 

 sea la superficie  

  

  
 

  

  
 

  

  
   

conocida como Elipsoide. Tomando        , se obtiene un caso particular: 

           

sea 

 (   )   √        

con 

  (     )  (  
  

√    
    

 
  

  

√    
    

 
) 

la ecuación del plano tangente a la superficie en el punto (        ) es: 

 (     )(   )      
  

√    
    

 
   

  

√    
    

 
  

  
 

√    
    

 

 
  

 

√    
    

 
 √    

    
  

aplicando la transformada   a  (     )(   ) se obtiene: 

 . (     )(   )/  (  
  

√    
    

 
   

  

√    
    

 
 

  
 

√    
    

 
 

  
 

√    
    

 

 √    
    

 ) 

como  (     )    , se tiene: 

 . (     )(   )/  . 
  

  
  

  

  
 

 

  
/ con      
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Como cada término de  . (     )(   )/ depende de tres variables, es por ello que 

se trabajará fijando la variable     y variando las demás variables respecto a un 

intervalo  .  

Para este caso, se utiliza el software Matlab (ver anexo1) para observar el 

comportamiento de  . (     )(   )/ respecto a  (   ). 

por ejemplo tomando   
 

 
 se tiene con ayuda del software lo siguiente 

 

Figura 11. Corte de la esfera con el plano    
 

 
 y su transformada   

La circunferencia de color rojo, es el conjunto de puntos (     ) que se obtiene al 

cortar la esfera con el plano   
 

 
 . Al aplicar la transformada    se genera la 

circunferencia de color negro sobre el plano     . 

Si la figura 11, se centra en el plano   , se observa que la circunferencia roja con 

centro en el origen, tiene como ecuación  

      (
√ 

 
)
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y la circunferencia negra generada al aplicar la transformada   , tiene ecuación  

      (√ )
 
 

Gráficamente: 

 

Figura 12. Circunferencias en el plano   .  

la transformada    aplicada a  (   )  √         es: 

 

Figura 13. (   )  √         y su transformada   
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Análogamente, se calcula y se gráfica la transformada   para  

 (   )   √        

 

Figura 14..  (   )   √        y su transformada   

Finalmente, realizando los mismos cálculos para infinitos valores de   y teniendo 

presente el intervalo de trabajo, se obtiene la transformada   aplicada a la esfera. 

 

Figura 15.Esfera y su transformada   

donde la figura negra equivale a la transformada   de la esfera de color rojo. 



 

62 
 

 De manera general 

 (   )   √   
  

  
   

  

  
   

donde     y   son las longitudes de los semiejes. 

i. caso: 

 (   )  √   
  

  
   

  

  
   

el plano tangente a la superficie en el punto (        ) es: 

 (     )(   )      
    

    
   

    

    
  

    
 

    
 

    
 

    
    

aplicando la transformada   a  (     )(   ) se obtiene: 

 . (     )(   )/  . 
    

    
  

    

    
 
  

  
/, con      

Utilizando  el software Matlab, (ver anexo 2) se evidencia  el comportamiento de 

 . (     )(   )/ respecto a  (   ). 

Sea    
 

 
 ,     ,        y      se tiene  

 

Figura 16.Corte del elipsoide con el plano  z= 
 

 
 y su transformada  . 
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La Elipse de color rojo, es el conjunto de puntos (     ) que se obtiene al cortar la 

superficie con el plano    
 

 
 . Al aplicar la transformada   se genera la elipse de 

color negro sobre el plano      . 

Si en la figura 16, nos centramos en el plano   , se observa que la elipse roja 

centrada en el origen, con eje principal el eje  , tiene como ecuación  

  

  
 

  

  
   

y la elipse negra generada al aplicar la transformada   , tiene eje principal el eje   

con ecuación  

  

(  ) 
 

  

.
  

 
/

    

Gráficamente. 

 

Figura 17. Elipses en el plano   . 
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Un detalle de las elipses mostradas en la figura 17, es que tienen la misma 

excentricidad. 

  
√ 

 
 

ii. caso. 

 (   )   √   
  

  
   

  

  
   

su transformada   es 

 . (     )(   )/  (
    

    
 
    

    
   

  

  
) 

Por último, teniendo en cuenta las condiciones iniciales del elipsoide es posible 

obtener con ayuda del software la transformada   de tal superficie, la cual se 

evidencia en la siguiente grafica. 

 

Figura.18. Elipsoide y su transformada  . 

la figura negra equivale a la transformada   del elipsoide. 
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6. COMPARACIÓN DE RESULTADOS 

En este capítulo, se realizará una comparación de los resultados obtenidos en 

este trabajo de grado con los resultados obtenidos en la tesis “transformada de 

Legendre aplicada a la  solución de ecuaciones diferenciales de orden superior”, 

con el fin de observar cuales de estos resultados son similares o fueron 

extendidos. 

6.1. Sobre La Transformada de Legendre de grado   de funciones 

reales 

En el trabajo mencionado, se da una definición de trasformada de Legendre 

de segundo grado, se establece como puede ser aplicada a funciones de clase   , 

se estudian propiedades y se logra encontrar la solución de algunas ecuaciones 

diferenciales de orden   y orden  ; en este trabajo se observa que al definir la 

transformada de Legendre de grado tres se pudo establecer como ser aplicada a 

funciones de clase   , se establecieron propiedades muy similares y se logro dar 

soluciones particulares de algunas ecuaciones diferenciales de orden   y  .  

El método de reducción de orden, empleado en estos dos trabajos, permite 

solucionar algunas ecuaciones diferenciales. En el trabajo mencionado, pasan de 

ecuaciones diferenciales de orden   a ecuaciones diferenciales de orden  , y en 

este trabajo se pasa de ecuaciones diferenciales de orden   a ecuaciones 

diferenciales de orden  .  De igual manera, se observó sin hacer mucho énfasis en 

los cálculos, que al definir la transformada de Legendre de cuarto grado y realizar 

el mismo tratamiento de la tesis mencionada y de este trabajo,   permite solucionar  

ecuaciones diferenciales de orden 4, reduciéndolas a ecuaciones diferenciales de 

orden  ; esto permite inferir,  sin entrar en detalles en los cálculos, que a 

ecuaciones diferenciales de orden   se reducen a  ecuaciones diferencial de orden 

 . 

El método de incremento de orden, empleado en la tesis mencionada  

incrementa ecuaciones diferenciales de orden   a orden  , para este trabajo 
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incrementa ecuaciones diferenciales de orden   a ecuaciones diferenciales de 

orden  . 

Por otro lado, se evidencia que algunas propiedades de la transformada de 

Legendre de grado   y  , están contenidas en las propiedades de este trabajo. Sin 

embargo, la propiedad generada a partir de la última componente de la 

transformada de Legendre de cada trabajo, son diferentes.     

Una condición que se observa en este trabajo, es que se pide que la función sea 

de clase    para realizar el polinomio de extensión, aumentando un grado con 

respecto al trabajo de grado mencionado.  

6.2. Sobre La Transformada de Legendre de grado   de funciones 

reales 

Aunque en este trabajo, no se estudió,  ni se definió la transformada de 

Legendre de grado   en detalle, pero teniendo en cuenta algunas condiciones, 

como que la función sea de clase   , se puede realizar un trabajo similar a estos 

dos trabajos. Un pequeño aporte es tomando las funciones polinomiales de grado 

  y definiendo la transformada de Legendre como: 

          

 (  )          
       

             (     (   )    
        ) 

De igual manera, se puede ampliar a funciones   de clase    con n-ésima 

derivada diferente de cero y con su aproximación por polinomios de Taylor en un 

punto (    (  )) de la gráfica de la función, obteniendo puntos en el espacio      

al aplicar la transformada de Legendre. 

La aproximación de Taylor de grado   para la función   ( ) en    es: 

  (  )( )     (  )   (  )    (  )(    )  
   (  )

  
(    )    

  (  )

  
(    )  
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aplicando la transformada   se tiene que:  

 (  (  )( ))  (     (   )    
        ) donde 

     (  ),  

   
  (   )(  )    (  )  , 

   
   (   )(  )   (   )(  )    

  (  )

  
  

   

   
   (   )(  )   (   )(  )   

 (   )(  )

  
  

 –
  (  )

  
  

   

  

  

  

     (  )     (  )   
    (  )

  
  

  
   (  )

  
  

    
  (  )

  
  

   

    (  )    (  )   
   (  )

  
  

  
    (  )

  
  

  
   (  )

  
  

    
  (  )

  
  

   

Por otro lado, se espera que las propiedades de la transformada de Legendre para 

funciones de clases    contengan algunas propiedades de funciones de clase 

    , ya que para las funciones de clases   , hay algunas propiedades que se 

encuentran contenidas en las propiedades de las funciones de clases   . Esto nos 

permite inferir que para las funciones de clase    con ciertas condiciones sus 

primeras propiedades son: 

1.  (   )( ) .
  

  
/   , supongamos que  (   )( )    se            

tiene:    
  

  
 

 

 (   )( )
. 

2. 
   

  
 

(  )   

  
  donde   es el grado de la función polinomial. 

3. 
   

  
 

 (   )

(   ) 
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Partiendo de lo anterior, se puede observar que muy seguramente se puede 

aplicar la transformada de Legendre para solucionar algunas ecuaciones 

diferenciales de orden  . 

6.3. Sobre La Transformada de Legendre de grado   a funciones 

escalares. 

Una comparación que se puede apreciar, es que la transformada de Legendre 

se puede extender a funciones escalares de primer grado, donde envía funciones 

cuya grafica es un plano de    a puntos del mismo espacio. Manteniendo una 

similitud con la transformada de Legendre de funciones reales de primer grado, 

debido a que, esta envía funciones cuya grafica es una recta en    a puntos del 

mismo espacio. Otra similitud, es cuando se  toma el conjunto de rectas de     que 

pasan por un punto y su transformada es una recta en   ; en nuestro trabajo el  

conjunto de planos de    que pasan por un punto, su transformada es un plano en 

el espacio   , esto quiere decir que a conjuntos de funciones reales y escalares 

de primer grado, al aplicarles la transformada de Legendre los resultados está en 

el mismo espacio con respecto al conjunto dado. 

Por limitaciones de tiempo, no se alcanzó a realizar un trabajo sobre ecuaciones 

diferenciales parciales. Ya que, en un primer momento se encontró un obstáculo a 

cerca de la inyectividad de campos escalares. Esto condiciono a trabajar con las 

derivadas parciales mixtas nulas, que en este caso, permite trabajar en términos 

de una sola variable. Por otro lado, cuando las derivadas mixtas no son nulas, se 

enfoca el estudio en el comportamiento de la transformada de Legendre por medio 

gráfico, en el caso del elipsoide y hiperboloide su transformada Legendre 

pertenece al mismo espacio, donde en el primero de estos, se observa el 

comportamiento de la transformada gráficamente  y en el segundo se observa de 

manera analítica y gráfica.  
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7. CONCLUSIONES Y REFLEXIONES  
 
7.1. Conclusiones sobre el estudio de la transformada de Legendre. 

 
 

1. La transformada    de Legendre de grado  , se puede aplicar a ecuaciones 

diferenciales ordinarias de orden superior que tenga como soluciones 

particulares funciones de clase   . 

2. Por medio de    y   , construidas a partir de las propiedades de la 

transformada de Legendre, permiten transformar una ecuación diferencial 

en otra ecuación de orden mayor o de orden menor, según el grado de la 

transformada que se utilice; si es de grado dos salta un orden, es decir 

pasamos de orden 2 a orden 1 y de orden  2 a orden 3;  si es de grado tres 

salta dos órdenes es decir de grado 3 a orden 1 y de orden 3 a orden 5 y en 

general la transformada de grado   , lleva orden   a orden 1 y orden   a 

    . 

3. La transformada   no siempre permite dar soluciones particulares de una 

ecuación diferencial de orden superior. 

4. Al aplicar la transformada   por medio de   , la primera derivada de la 

solución particular de una ecuación diferencial, obtenida al aplicar el 

método reducción de orden debe ser invertible. 

5. La definición de la transformada de Legendre de funciones reales, se puede 

ampliar a funciones escalares de primer orden. 

 

7.2. Reflexiones Sobre el trabajo Realizado. 
 

1. Este trabajo de grado permitió a los autores reforzar ciertos vacíos 

conceptuales que se tenían durante el transcurso de la carrera, ya que se 

estudió de manera constante conceptos matemáticos para la realización de 

este. 
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2. La elaboración de este trabajo de grado, nos permitió fortalecer algunas 

falencias en relación con la comprensión de lectura y escritura de 

documentos    . 

3. Al estudiar la transformada de Legendre de manera elemental, permitió 

establecer y comparar información obtenida  en trabajos anteriormente 

desarrollados. 

4. El estudio de la transformada de Legendre está relacionado a las  

ecuaciones diferenciales, las cuales se estudian  en cursos avanzados del  

cálculo. Sin embargo, es posible estudiar esta transformada en cursos 

básicos del cálculo, por medio de derivadas y gráficas.  
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ANEXOS 

Anexo 1.ESFERA 

function esfera(z) 
%UNTITLED Summary of this function goes here 
%   Detailed explanation goes here 

 
x_0=linspace(-sqrt(1-z^2),sqrt(1-z^2),100); %genera los puntos del eje x, 

en este caso son 100  
%w=zeros(1,length(x_0)); %vector de la transformada del eje y 
y_0=sqrt(abs(1-(z^2)-(x_0.^2))); %genera la coordenada en y  
z_0=z; %el valor de z (fibra) 
for i=1:length(x_0) 

 
%punto_orig=[x_0(i) y_0(i) z_0] 
w(i)=-y_0(i)/z_0; 
L=[-x_0(i)/z_0 -y_0(i)/z_0 1/z_0]; %transformada en cada punto de la 

parte positiva de la circunferencia 
plot3(L(1),L(2),L(3),'k'); %gráfica de la transformada 
hold on; 
plot3(x_0(i),y_0(i),z,'r');%gráfica original 
hold on; 
end 
y_1=-y_0; 
for j=1:length(x_0) 

 
%punto_orig=[x_0(j) y_0(j) z_0] 
L=[-x_0(j)/z_0 -y_1(j)/z_0 1/z_0];%transformada en cada punto de la parte 

negativa de la circunferencia 
plot3(L(1),L(2),L(3),'k');%gráfica de la transformada 
hold on; 
plot3(x_0(j),y_1(j),z,'r');%gráfica original 
hold on 
end 
%max(abs(w)); 
%max(abs(w))/max(y_0); 
grid on; 
axis square; 

 

 
    drawnow; 

 
%drawnow; 
end 

 

 

 

 



 

73 
 

Anexo 2. Elipsoide  

function [L] = elipsoide(z,a,b,c) 

%UNTITLED Summary of this function goes here 

%   Detailed explanation goes here 

x_0=linspace(-sqrt(a^2*(1-(z^2/c^2))),sqrt(a^2*(1-

(z^2/c^2))),100); %genera los puntos del eje x, en este caso son 

100  

%w=zeros(1,length(x_0)); %vector de la transformada del eje y 

y_0=sqrt(b^2*abs(1-(z^2/c^2)-(x_0.^2/a^2))); %genera la coordenada 

en y  

z_0=z; %el valor de z (fibra) 

for i=1:length(x_0) 

%w(i)=-y_0(i)/z_0; 

L=[-(c^2*x_0(i))/(a^2*z_0) -(c^2*y_0(i))/(b^2*z_0) c^2/z_0]; 

%transformada en cada punto de la parte positiva de la 

circunferencia 

plot3(L(1),L(2),L(3),'k'); %gráfica de la transformada 

%title(sprintf('%s , z=%0.2f L(z)=%0.2f','fibra del elipsoide 

con',z_0,c^2/z_0)) 

%hold on; 

plot3(x_0(i),y_0(i),z,'r');%gráfica original 

hold on; 

end 

y_1=-y_0; 

for i=1:length(x_0) 

L=[-(c^2*x_0(i))/(a^2*z_0) -(c^2*y_1(i))/(b^2*z_0) 

c^2/z_0];%transformada en cada punto de la parte negativa de la 

circunferencia 

plot3(L(1),L(2),L(3),'k');%gráfica de la transformada 

%title(sprintf('%s , z=%0.2f L(z)=%0.2f','fibra del elipsoide 

con',z_0,c^2/z_0)) 

hold on; 

plot3(x_0(i),y_1(i),z,'r');%gráfica original 

hold on 

end 

%max(abs(w)); 

%max(abs(w))/max(y_0);     

grid on; 

 

 

    drawnow; 

 

   %drawnow; 

end 

 

 

 


