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2.Descripcion

Este documento tiene como proposito realizar una reflexion sobre el papel que
desempefia la historia de las Mateméticas, particularmente la historia de la razéon y la
proporcion, en la formacion de un docente en Matematicas. Para ello se ha seleccionado
como tema de estudio la regla de Bradwardine, que consiste en una interpretacion sobre
la manera en que se relacionan la fuerza, la resistencia y la velocidad, de una manera
distinta a como lo propuso el fildsofo griego Aristoteles en el siglo IV a.C.

3.Fuentes

Las principales referencias bibliograficas de este trabajo de grado son:

1. Guacaneme, E. A. (2011). La Historia de las Mateméticas en la educacion de un
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2. Sylla, E. (2008). The origin and fate of Thomas Bradwardine’s de proportionibus
velocitatum in motibus in relation to the history of Mathematics. En Walter,R (Ed.).
& Sophie, R. (Ed.). Mechanics and Natural Philosophy Before the Scientific
Revolution, (pp. 67 — 119). Springer Netherlands.

3. Puertas, M. L. (1994). Euclides. Elementos Libros V-IX (Vol. 1l). Madrid. Ed.
Gredos S.A.

4.Contenidos

A continuacion se describen los contenidos presentes en cada capitulo de este trabajo
de grado:

Introduccidn: Se sintetizan aquellas teméaticas que se abordaran en el documento. Por




otra parte se hace una descripcion de los contenidos de cada capitulo del trabajo de
grado.

Capitulo 1: Se especifican los objetivos del trabajo de grado. Adicionalmente se incluye
la justificacion y metodologia del mismo.

Capitulo2: Se realiza una interpretacion de varias definiciones y proposiciones de los
libros V y VIl de Elementos de Euclides.

Capitulo 3: Se realiza una exploracion de la regla de Bradwardine a partir de diversos
documentos.

Capitulo4: Se reflexiona sobre algunos aportes que la historia de la razén y la
proporcion puede otorgar a un docente de Matematicas en formacion.

5.Metodologia

La metodologia de este trabajo de grado se puede resumir en tres momentos, el primero
de ellos explora las razones por las cuales la regla de Bradwardine constituye una teoria
importante para la historia de la razon y la proporcion. EI segundo momento interpreta
algunos aspectos de la teoria de la razén y la proporcion desde la obra Elementos de
Euclides para contrastarla con la teoria de Bradwardine. El Ultimo momento realiza una
reflexibn sobre los aportes que este trabajo de grado otorga a un docente de
Mateméticas en formacion.

6.Conclusiones

El significado de las definiciones y proposiciones de los libros V y VII de Elementos de
Euclides dependen de la interpretacion de sus términos indefinidos. Adicionalmente la
obra expresa verbalmente ideas matematicas.

vi




La ley de Bradwardine constituye un ejemplo del uso de las Matematicas como
instrumento argumentativo, pero a su vez demuestra que las Matematicas no son un
sistema de verdades absolutas.

Finalmente, el proyecto de grado ha permitido al maestro en formacion adquirir
diferentes significados e interpretaciones sobre razones y proporciones, y en
consecuencia comprender la importancia de considerar diferentes puntos de vista al
momento de expresar e interpretar ideas matematicas.
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INTRODUCCION

Este documento pretende explorar la propuesta del filésofo, tedlogo, fisico y
matematico inglés Thomas Bradwardine (1220 — 1349 d.C.) sobre la relacion de
las magnitudes fisicas fuerza, resistencia y velocidad, contemplada en su obra
Tractatus de proportionibus velocitatum, que a su vez se relaciona con el concepto
de razon y proporcion. Por otra parte, pretende interpretar varias definiciones y
proposiciones de la obra Elementos de Euclides (325 — 365 a.C), relacionadas con
razones y proporciones, en vista que Bradwardine la utilizO para dar un
fundamento matemético a su propuesta.

A partir del estudio planteado se desarrolla una reflexion sobre los aportes que la
historia de la razon y la proporcion puede otorgar a la formacion de un docente de
Mateméticas.

El documento se configura a través de cinco capitulos dispuestos de la siguiente
manera: En el primer capitulo se establecen varios aspectos generales del trabajo
de grado, tales como la justificacion, los objetivos principales y la metodologia.

El segundo capitulo es un analisis del concepto de razdon y proporcion en
Elementos de Euclides a partir de la interpretacion de varias definiciones y
proposiciones contempladas en los libros V y VII.

El tercer capitulo es un estudio de la regla de Bradwardine a partir de las
indagaciones realizadas por Sylla (2008) sobre los antecedentes y consecuencias
de dicha ley.

El cuarto capitulo es una reflexion sobre los aportes que el presente estudio puede
otorgar a un docente de Matematicas en formacion, esto teniendo en cuenta la
ponencia de Guacaneme (2011) sobre las razones e intenciones de la historia de
las Matematicas en la formacion de un docente.

El quinto capitulo incluye las conclusiones del trabajo de grado que se deducen a
partir del estudio de la obra Elementos de Euclides, libros V y VII, de la
exploracion de la regla de Bradwardine, y de la reflexion sobre los aportes que el



estudio de la historia de las Matematicas puede otorgar a un docente en
formacion.

Finalmente se incluye como anexo una traduccion no oficial del documento Sylla,
E. (2008) y las referencias del trabajo de grado.

De esta manera se espera que este trabajo de grado genere gran interés a los
estudiantes que se preparan como docentes en Matematicas que estén
interesados en la historia de la proporcionalidad.



Capitulo 1. ASPECTOS GENERALES

1.1 Justificacioén

La motivacion fundamental que promueve el desarrollo del proyecto aqui expuesto
se relaciona con el siguiente interés particular: identificar los aportes que el estudio
de la historia de la razén y la proporcion pueden otorgar a la formacién de un
docente en Matemaéticas.

En esta linea, el profesor Edgar Guacaneme ha desarrollado un avance y como
parte de este, se han reconocido varios hitos de la historia de la proporcionalidad:
la época de la escuela pitagérica, la época dorada de los griegos, la época del
surgimiento del &lgebra, la época del Renacimiento, la época de creacion del
Célculo y del Andlisis, y la época de la construcciébn de los numeros reales
(Guacaneme, 2012).

De estos hitos hemos decidido determinar un momento particular de la historia (el
Renacimiento), e investigar las concepciones de la proporcionalidad que en aquel
entonces eran aceptadas, para lo cual resulta pertinente el estudio de la regla de
Bradwardine, no solo por estar incluida en el marco histérico mencionado, sino
también por ser una teméatica poco conocida.

1.2 Asunto de estudio

Teniendo en cuenta la justificacion anterior, el asunto de estudio se puede
clasificar en tres partes: la primera es una exploracién de la regla de Bradwardine,
gque se relaciona estrechamente con razones Yy proporciones. Thomas
Bradwardine (1220 — 1349) utiliz6 la obra Elementos de Euclides (325 — 265 a.C.)
para fundamentar Mateméaticamente su obra, es por esto que el segundo asunto
de estudio es una interpretacion de algunas proposiciones y definiciones de los
libros V y VIl de Elementos que se relacionan con razones y proporciones.

El tercer asunto de estudio es considerar el articulo del profesor Guacaneme
(2011) considerando ciertas preguntas orientadoras para realizar una reflexion



sobre los aportes que el estudio de la historia de la razén y la proporcion puede
otorgar a un licenciado en Matematicas en formacion.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivos generales

e Explorar la regla de Bradwardine.

e Identificar la relacidbn que existe entre la regla de Bradwardine y la obra
Elementos de Euclides (325 — 265 a.C.).

¢ l|dentificar el aporte que el estudio de la historia de la razon y la proporcién
otorga a la formacion de un docente en Matematicas.

1.3.2 Objetivos especificos

e Estudiar, comprender y analizar la regla de Bradwardine.

e Estudiar definiciones y proposiciones de la obra Elementos de Euclides
(325 — 265 a.C.) que estén relacionadas con la proporcionalidad.

e Realizar una reflexion sobre los aportes que la historia de la razon y la
proporcién otorga a un docente en Matematicas.

1.4 Aspectos metodoldgicos

Las actividades realizadas para llevar a cabo el proyecto de grado se pueden
organizar en tres momentos distintos.

La primera actividad fue indagar por qué Thomas Bradwardine se considera un
personaje importante en la historia de la proporcionalidad. Para ello estudiamos
los documentos: Celeyrette (2008) y Sylla (2008) los cuales coinciden en afirmar
gue Thomas Bradwardine estudi6 la relacién entre las magnitudes fisicas fuerza,
resistencia y velocidad, estableciendo una ley involucrada con el concepto de
proporcion. Dicha ley se consideré novedosa al desafiar la validez del legado



aristotélico sobre la relacion entre dichas magnitudes fisicas, legado establecido
con mas de un milenio de anterioridad.

La segunda actividad fue investigar las teorias de la proporcién propuestas en los
siglos Il y IV antes de Cristo a partir de la obra Elementos de Euclides (325 — 265
a.C.), en vista de que esta obra tiene una gran influencia del legado aristotélico y
porque segun Sylla (2008, p.82), Thomas Bradwardine consideré Elementos para
fundamentar matematicamente su teoria. Particularmente se interpretan varias
definiciones y proposiciones de los libros V y VIl que se relacionan estrechamente
con los conceptos de razdn y proporcion.

La tercera actividad consisti6 en reflexionar sobre los aportes que este estudio
puede otorgar a la formacion de un docente en matematicas. Para ello se
consideraron los planteamientos de Guacaneme (2011), quien propone un
esquema sobre la racionalidad y la intencionalidad de la Historia de las
Matematicas en la educaciéon de un profesor de Matematicas, que permite
organizar las multiples y diversas respuestas generadas a partir de la reflexion.



Capitulo 2. LA RAZON Y LA PROPORCION EN ELEMENTOS DE
EUCLIDES

2.1 Elementos de Euclides.

Al intentar comprender la teoria de la proporcion propuesta por Aristételes (384 -
322 a.C.) tomamos la decision de estudiar la obra Elementos de Euclides (325 —
265 a.C.). Nuestro argumento es que Euclides y Aristételes fueron dos pensadores
griegos contemporaneos y que los libros V y VII de esta obra estan relacionados
directamente con el estudio de la proporcionalidad.

El primer contacto que tuvimos con Elementos de Euclides fue a través de una
traduccion al espafiol realizada por Puertas (1994). Al estudiar los libros V y VI
encontramos un aspecto muy interesante: ambos presentan una teoria muy
similar. La diferencia es que en el libro V Euclides estudia magnitudes geométricas
mientras que en el libro VII Euclides estudia nimeros. De este hecho surge un
cuestionamiento ¢por qué estudiar magnitudes y nuameros por aparte? La
respuesta la obtuvimos realizando algunas indagaciones en un trabajo de
pregrado de la Licenciatura en Mateméaticas de la Universidad Pedagodgica
Nacional, Parra, E. & Vargas, E. (2012). Las dos teorias tan similares son
consecuencia del problema de la inconmensurabilidad al que se enfrentaron los
pitagoricos, ocasionando una separacion entre la aritmética y la geometria. Para
enfrentar dicha dificultad, Euclides desarrolla una teoria en la cual se tendran en
cuenta Unicamente magnitudes geométricas sin asignarles medidas (libro V de
Elementos) y una teoria que considera los nuameros como el concepto
fundamental (libro VIl de Elementos).

En el siguiente apartado exploramos los libros V y VII de Elementos de Euclides
considerando aquellas proposiciones Yy definiciones que se relacionan
directamente con las razones y las proporciones.



2.2 Lateoriade larazén y la proporcion en el libro V de Elementos
de Euclides

En la version de Puertas (1994) El libro V de Elementos esta constituido por 18
definiciones, 25 proposiciones y 2 corolarios. Iniciemos con la presentacion de
algunas de las definiciones que podrian darnos un significado de proporcionalidad
de acuerdo con la propuesta de Euclides.

2.2.1 Definiciones del libro V de Euclides

Libro V, definicion 1: Una magnitud es parte de una magnitud, la
menor de la mayor, cuando mide la mayor. (Puertas, 1994, p. 9)

Para comprender esta definicion es necesario otorgarle un claro significado a la
expresion mide al ser ésta una nocion indefinida en la obra. Nuestra primera
interpretacion fue suponer que medir significa comparar dos magnitudes
considerando una de ellas como unidad de medida; sin embargo, nos inclinamos
por una interpretacion bastante aceptada: “una magnitud mide a otra cuando al
multiplicarlas llegan a coincidir’”. Por ejemplo, supongamos que el siguiente
segmento representa la magnitud 1:

Figura 1: Magnitud 1

Y este otro segmento la magnitud 2:

Figura 2: Magnitud 2

Al triplicar la magnitud 1 y al duplicar la magnitud 2 se obtienen dos segmentos

con la misma longitud:



Figura 3: Magnitud 1 triplicada y magnitud 2 duplicada

Podemos afirmar que, de acuerdo con nuestra interpretacion del término medir, la
magnitud 1 mide a la magnitud 2 (o viceversa).

Consideremos ahora la definicion de razon.

Libro V, definicion 3: Una razén es determinada relacion respecto
a su tamafo entre dos magnitudes homogéneas. (Puertas, 1994,

p. 9)

Teniendo en cuenta que Euclides estudia magnitudes geométricas, entendimos
por la expresién “homogéneas” que no es conveniente comparar el tamafio de un
segmento con el de una superficie, o con el de un volumen, o con la amplitud de
un angulo. Unicamente se permite comparar el tamafio de un segmento con el de
otro segmento, y ocurre lo mismo con las superficies, los volimenes y las
amplitudes angulares. Por otra parte, comparar dos tamafios es un proceso que
puede llevarse a cabo de diferentes maneras, por ejemplo, en algunas ocasiones
es sencillo determinar si una superficie es mayor que otra sobreponiéndola:

Superficie A Superficie B

Comparacién

Figura 4: Comparacion de dos superficies



En otros casos no es tan sencillo:

Superficie A Supericie B

Comparacion

Figura 5: Comparacion del tamafio de dos superficies

Considerando la figura 4 podemos afirmar que la superficie A es de mayor tamafo
que la superficie B. “Ser mayor” es entonces una posible relacion entre dichos
tamafios, por lo tanto, y ante la vaguedad de la definicion en cuestion, “ser mayor”
es una razon.

Ahora consideremos el concepto de guardar razén entre si, correspondiente a la
definicion 4.

Libro V, definicion 4: Se dice que las magnitudes guardan razon
entre si cuando, al multiplicarse, puedan exceder la una a la otra.
(Puertas, 1994, p. 10)

Considerando la figura 4, al aumentar el tamafio de la superficie B su tamafio
excede al de la superficie A, de manera que ambas superficies guardan razén
entre si.



Superficie B duplicada

Figura 6: Comparacion del tamafio de dos superficies

Por supuesto aquellas definiciones que mencionen el concepto de razén son de
nuestro interés en vista que pretendemos indagar el concepto de proporcion en
Elementos, de manera que consideramos interpretar la definicibn nimero 5.

Libro V, definicién 5: Se dice que una primera magnitud guarda
la misma raz6n con una segunda magnitud, que una tercera
magnitud con una cuarta magnitud, cuando cualquier
equimultiplo de la primera y la tercera exceden a la par, sean
iguales a la par o sean inferiores a la par, que cualquier
equimultiplo de la segunda y la cuarta, respectivamente y
cogidos en el orden correspondiente. (Puertas, 1994, p. 11)

Consideremos la siguiente figura:

10



Primera magnitud Tercera magnitud

Segunda magnitud Cuarta magnitud

Figura 7: Representacién de cuatro superficies

En esta interpretacion usaremos algunas figuras cerradas para representar
superficies que son magnitudes geométricas.

Se puede observar que la primera magnitud es de menor tamafio que la segunda
magnitud, y que la tercera magnitud es de menor tamafio que la cuarta magnitud,
es decir, la primera guarda razén con la segunda, y la tercera guarda razon con la
cuarta de acuerdo a nuestra interpretacion de la definicion 3. Pero es dificil afirmar
que al multiplicar la primera y tercera magnitudes seran iguales a la par,
superiores a la par, o inferiores a la par, que la segunda y tercera magnitudes.
Esto ocurre porque hemos utilizado algunas figuras planas cerradas convexas y
Nno convexas para representar las superficies.

Esta comparacion seria mas sencilla si utilizaramos figuras simples como
segmentos o cuadrados para representar las superficies y asi poder establecer
relaciones entre sus tamafnos. Observemos la figura 8 en donde se contemplan
magnitudes que tienen la misma razén:

11



Magnitud 3

[] .

Magnitud 2 Magnitud 4

Figura 8: Cuatro magnitudes con la misma razén, dos a dos

En la figura 8 se evidencia que la magnitud 2 equivale a cuatro veces la magnitud
1. De igual forma la magnitud 4 equivale a cuatro veces la magnitud 3.
Multipliquemos por dos las magnitudes 1y 3:

. Magnitud 3
Magnitud 1 dos veces
dos veces

Magnitud 4
Magnitud 2

Figura 9: Multiplicacién de superficies 1y 3

12



Se puede afirmar que al multiplicar por dos las magnitudes 1 y 3 estas resultan
inferiores a la par que las magnitudes 2 y 4. Si multiplicaramos por cuatro las
magnitudes 1 y 3, resultarian iguales a la par que las magnitudes 2 y 4.
Finalmente si se multiplican las magnitudes 1 y 3 por algin mdultiplo mayor a 4,
resultarian magnitudes superiores a la par a las magnitudes 2 y 4.

Ahora consideraremos una definicion fundamental para nuestros propdsitos sobre
comprender el concepto de proporcionalidad, precisamente, la definicion de
magnitudes proporcionales:

Libro V, definiciobn 6: Se llaman proporcionales las magnitudes
gue guardan la misma razon. (Puertas, 1994, p. 12)

A manera de ejemplo exponemos la figura 6:

Figura 10: Segmentos A, B, Cy D.

La figura 6 se ha construido utilizando segmentos para representar magnitudes. La
magnitud C equivale a 4 veces la magnitud A y la magnitud D equivale a cuatro
veces la magnitud B, de tal forma que son magnitudes que guardan la misma
razon y por lo tanto son proporcionales.

Ahora estudiaremos algunas proposiciones planteadas en el libro V que se
relacionan directamente con el concepto de proporcion, de tal forma que podamos
comprender cOmo se relacionan las magnitudes que se llaman proporcionales.

13



2.2.2 Proposiciones del libro V de Elementos Euclides:

El libro V de Elementos de Euclides consta de 25 proposiciones y 2 corolarios
mediante los cuales se sefialan propiedades entre magnitudes geométricas, varias
de ellas relacionadas explicitamente con la proporcionalidad. Al iniciar el estudio
de este libro pretendimos estudiar cada una de las 25 proposiciones, sin embargo,
se ha sefialado que un estudio particularizado del libro V de Euclides desbordaria
todas nuestras posibilidades temporales y estaria fuera del contexto de los
propésitos de este proyecto de grado. Por esta razén, hemos decidido considerar
el estudio realizado por Guacaneme (2012), en el cual se realiza una clasificacion
de las 25 proposiciones atendiendo a sus contenidos y a las relaciones
establecidas entre magnitudes y proporciones

Proposiciones gue relacionan magnitudes y magnitudes
Proposiciones que relacionan magnitudes y proporciones
Proposiciones que relacionan proporciones y magnitudes
Proposiciones que relacionan proporciones y proporciones
Proposiciones que no presentan estructura condicional

akrownbhE

Dicho estudio facilita un analisis de las proposiciones del libro V y permite
contemplar su estructura general. Los grupos son los siguientes:

2.2.2.1 Grupo 1: Proposiciones que relacionan magnitudes con magnitudes

A este grupo pertenecen las proposiciones 1, 2, 3, 5 y 6 las cuales hacen
referencia a las magnitudes y sus multiplos Unicamente. De esta manera,
podriamos enunciar que en un lenguaje moderno atienden a la propiedad
distributiva y a la asociativa del producto. A manera de ejemplo se presenta la
proposicién 3, la cual puede interpretarse como una proposicion que se refiere a la
ley asociativa del producto:

Libro V, proposicién 3: Si una primera magnitud es el mismo
multiplo de una segunda que una tercera lo es de una cuarta, y
se toman equimultiplos de la primera y la tercera, también por
igualdad cada una de las dos magnitudes tomadas seran
equimultiplos, respectivamente, una de la segunda y la otra de la
cuarta. (Puertas, 1994, p. 23)

14



Ejemplifiguemos esta proposicion:

Sea A la primera magnitud y B la segunda magnitud, de tal forma que A sea el
triplo de la magnitud B:

Figura 11 Segmentos Ay B

Sea C la tercera magnitud de tal forma que C sea el triplo de una cuarta magnitud
D:

Figura 12 Segmentos Cy D

Consideremos ahora el doble de la magnitud A y el doble de la magnitud C:

2C

2A

Figura 13: Segmentos Ay C duplicados

La proposicion afirma que en la misma forma en que la magnitud 2A equivale a 6
veces la magnitud B, asimismo la magnitud 2C equivale a 6 veces la magnitud D.

Consideremos ahora el siguiente grupo:
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2.2.2.2 Grupo 2: Proposiciones que relacionan magnitudes con proporciones

A este grupo pertenecen las proposiciones 7 y 8. En dichas proposiciones la
igualdad o desigualdad de las magnitudes se refleja o trasmite a algunas de las
razones en que ellas estan implicitas, Guacaneme (2012, p. 120). Consideremos
la proposicion 7 como un ejemplo:

Libro V, proposicion 7: Las magnitudes iguales guardan la misma
razon con una misma magnitud y la misma magnitud guarda la
misma razon con las magnitudes iguales. (Puertas, 1994, p. 30)

Expresamos esta proposicién considerando la simbologia usada por Guacaneme
(2012, p.119)":

SiX=Yentonces X:Z =Y:Z yZ:X :: Z:Y.

Consideremos el siguiente ejemplo que relacionamos mediante el uso de
segmentos:

Figura 14: Segmentos A,By C

Estamos partiendo del hecho que la magnitud A es igual a la magnitud B y hemos
incluido una magnitud C de diferente tamafio. La razén que hay entre la magnitud
Ay la magnitud C es la misma que hay entre la magnitud B y la magnitud C, es
decir:

! Recordamos que los simbolos : y :: se usan para denotar razones y proporciones

respectivamente.
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A:C :: B:C

Adicionalmente se cumple que la razén que hay entre la magnitud C y la magnitud
A es la misma que hay entre la magnitud C y la magnitud B, es decir:

C:A:C:B

Estas dos propiedades se cumplen sin importar si la magnitud C fuere mayor que
Ay B, si fueren iguales las tres, o si la magnitud C fuere de menor tamafio que las
magnitudes A y B.

A continuacién exponemos el siguiente grupo de proposiciones.

2.2.2.3 Grupo 3: Proposiciones que relacionan proporciones con magnitudes

A este grupo pertenecen proposiciones que determinan relaciones entre
magnitudes a partir de relaciones entre proporciones. En este grupo estan las
proposiciones 9, 10, 14, 20, 21y 25.

Estudiemos como ejemplo la proposicién 14.

Libro V, proposicion 14: Si una primera magnitud guarda con una
segunda la misma raz6n que una tercera con una cuarta y la
primera es mayor que la tercera, la segunda sera también mayor
gue la cuarta, y si es igual, sera igual, y si es menor, sera menor.
(Puertas, 1994, p. 40)

En esta proposicion se establece una condicion entre dos razones iguales, es
decir una proporcion, y a partir de alli se establece una relacién de orden entre las
magnitudes implicadas.

Observemos el siguiente dibujo:
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Figura 15: Segmentos A,B,CyD

Esta representacion se ha construido teniendo en cuenta que la magnitud A es
tres veces la magnitud B, y que la magnitud C es tres veces la magnitud D, pero
ademas se ha considerado la condicién de la proposicion donde se exige que la
magnitud A sea mayor que la magnitud C. Con esta condicion se obtiene como
consecuencia que la magnitud B es mayor que la magnitud D. Por supuesto
podrian darse otros dos casos donde la magnitud A y C sean iguales y por
consecuencia las magnitudes B y D también sean iguales, o que la magnitud A
sea menor que la magnitud C y por consecuencia la magnitud B sea menor que la
magnitud D.

Expresemos esta proposicibn considerando la simbologia propuesta en
Guacaneme (2012, P.120):

SIiW:X:=Y:ZyW >Y entonces X > Z
SIW:X::Y:ZyW =Y entonces X = 7
SIW:X=Y:ZyW <Y entonces X < Z

Consideremos ahora el siguiente grupo de proposiciones:
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2.2.24 Grupo 4: Proposiciones que relacionan proporciones con

proporciones

Este grupo esta conformado por las proposiciones 4, 11, 12, 13, 16, 17, 18, 19, 22,
23 y por los porismas de las proposiciones 7 y 19 del libro V de Elementos. Dichas
proposiciones se han seleccionado considerando que en ellas se enuncian
proporciones entre magnitudes y se concluyen de nuevo relaciones entre
proporciones. Por ejemplo consideremos la proposicion 13 que dice:

Libro V, proposicion 13: Si una primera magnitud guarda con una
segunda la misma razén que una tercera con una cuarta, y la
tercera guarda con la cuarta una razébn mayor que una quinta
con una sexta, la primera guardara también con la segunda una
razon mayor que la quinta con la sexta. (Puertas, 1994, p. 39)

De nuevo representamos mediante un dibujo la manera en que comprendemos
esta proposicion:

Figura 16: Representacion de la proposiciéon 13 libro V

Esta representacién ha sido construida considerando que la magnitud A equivale a
5 veces la mitad de la magnitud B, y de igual forma la magnitud C equivale a cinco

19



veces la mitad de la magnitud D, por lo cual las magnitudes son proporcionales.
Adicionalmente se han construido dos segmentos que representan las magnitudes
E y F de tal forma que la magnitud E equivale a 8 veces la séptima parte de la
magnitud F. A pesar que los segmentos E y F son de mayor tamafio que los otros
segmentos de la figura, la relacién de sus tamafios es menor pues son de hecho
casi del mismo tamafo. La proposicion establece que si la razdn entre las
magnitudes C y D es mayor que la razén entre las magnitudes E y F, entonces la
razon entre las magnitudes A y B también serd mayor que la razon entre las
magnitudes E y F . Esta proposicion puede representarse con la siguiente
simbologia, Guacaneme (2012, P.120):

SiU:VaW:XyW:X>Y:ZentoncesU:V >VY:Z.

2.2.2.5 Grupo 5: Proposicion que no presentan estructura condicional

Este grupo contiene Unicamente la proposicion 15, la cual no puede ubicarse en
alguno de los grupos anteriores:

Libro V, proposicion 15: Las partes guardan la misma razon entre
si que sus multiplos, tomados en el orden correspondiente.
(Puertas, 1994, p. 41)

La siguiente figura representa la proposicion 15:

Figura 17 : Representacion de la proposicion 15, libro V.

En este ejemplo se ha construido la magnitud B de tal forma que sea el doble de la
magnitud A y la magnitud D de tal forma que sea el doble de la magnitud C. De
esta manera, A es parte de B, y C es parte de D. Dadas estas condiciones la
proposicion manifiesta que:
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A:C ::B:D

Esta propiedad se cumple si en vez de usar el doble de las magnitudes Ay C se
utiliza el triple, cuadruple, o cualquier otro multiplo, y se comparan las razones en
el orden correspondiente tal como lo expresa el enunciado de la proposicion.

Esta proposicion puede expresarse de la siguiente manera, considerando a
Guacaneme (2012, p.121):

Sean Xy Y magnitudes geométricas y n un nimero natural:
XY unX:nY

De esta manera finalizamos nuestro estudio de definiciones y proposiciones del
libro V de Elementos de Euclides en relacidén con el concepto de proporcionalidad.
Ahora presentamos el estudio del libro VII de Elementos de Euclides para
posteriormente establecer diferencias y similitudes entre ambos libros.

2.3 La teoria de la razén y la proporcion en el libro VII de
Elementos de Euclides

El libro VII de Elementos de Euclides esta conformado por 22 definiciones y 39
proposiciones, las cuales han sido incluidas como anexo en el capitulo 6. Ya
hemos mencionado con anterioridad que existen bastantes similitudes entre las
teorias de los libros V y VII de Elementos, y que interpretaremos algunas
definiciones y proposiciones que estan relacionadas con razones y proporciones.

2.3.1 Definiciones en el libro VII de Euclides

Estas son algunas de las definiciones expuestas en el libro VIl de Elementos.
Presentamos nuestras interpretaciones de manera similar a como lo hicimos en el
estudio del libro V.
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Libro VII, definicién 1: Una unidad es aquello en virtud de la cual
cada una de las cosas que hay, se llama una. (Puertas, 1994, p.
111)

Libro VII, definicion 2: Un numero es una pluralidad compuesta
de unidades. (Puertas, 1994, p. 112)

Libro VII, definicion 3: Un ndmero es parte de un numero, el
menor del mayor, cuando mide al mayor. (Puertas, 1994, p. 113)

Libro VII, definicidon 4: Pero partes cuando no lo mide. (Puertas,
1994, p. 113)

Consideramos que las definiciones 1 y 2 no han sido afiadidas en Elementos para
ser utilizadas en alguna demostracion, en vez de ello, pareciera que se pretende
dar un contexto enmarcado por la unidad y la pluralidad de unidades, que son el
objeto de estudio del libro VII de Elementos. Por otra parte, las definiciones 3y 4
mencionan el proceso de “medir” un numero, algo que interpretamos de la
siguiente manera: un niumero mide a otro cuando es su submudltiplo, a lo cual se
denomina “parte”. Por ejemplo 3 mide a 9 por que 3 es la tercera parte de 9. De
igual forma 2 mide a 10 por que 2 es la quinta parte de 10. El término “partes” se
aplica a “multiplos de un submultiplo”. Consideremos los nimeros 4 y 6. Sabemos
que 4 no es un submudltiplo de 6, es decir, 4 no es una parte de 6. Sin embargo, 4
es dos veces la tercera parte de 6, por lo cual se dice que 4 es “partes” de 6, pues
se han tomado varias partes de 6 para constituir el nimero 4. En otras palabras,
se puede constituir el numero 4 con un “multiplo de un submultiplo” de 6, que es el
namero 2. De igual forma, al considerar los numeros 15 y 20 podemos afirmar que
15 es “partes” de 20 por que 15 es el triplo de la cuarta parte de 20. En otras
palabras se puede constituir el numero 15 con un “multiplo de un submultiplo” de
20, que es el numero 5.

Consideremos ahora las definiciones 17 y 18, en las que se menciona el concepto
de “lado”, el cual resulta involucrado en la definicion 21 que es la definicion de
ndmeros proporcionales:

Libro VII, definicion 17: Cuando dos numeros, al multiplicarse
entre si, hacen algin namero, el resultado se llama namero
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plano y sus lados son los numeros que se han multiplicado entre
si. (Puertas, 1994, p. 117)

Libro VII, definicion 18: Cuando tres numeros, al multiplicarse
entre si, hacen algun namero, el resultado es un numero solido y
sus lados son los niumeros que se han multiplicado entre si.
(Puertas, 1994, p. 118)

Estas dos definiciones son bastante sencillas, pues Unicamente le asigna la
palabra “lados” a lo que actualmente conocemos como “factores”, y por otra parte
asigna el nombre “numero plano” o “numero soélido” al producto de dichos numeros
dependiendo si son dos o tres factores respectivamente. Por ejemplo el nimero
42 es un nuamero plano y sus lados podrian ser los nimeros 7 y 6 o los numeros
21y 2 entre otros. El nimero 30 es un namero sdlido y sus lados podran ser 2, 3y
5.

Deseamos enfatizar que en este contexto se consideran Unicamente ndameros
naturales mayores que 1. Por otra, a pesar de expresiones como “numero plano” y
“numero solido” el estudio de este libro no hace referencia a objetos geométricos.
Estudiemos ahora la definicion 21 correspondiente a nimeros proporcionales:

Libro VII, definicibn 21. Unos numeros son proporcionales
cuando el primero es el mismo multiplo o la misma parte o las
mismas partes del segundo que el tercero del cuarto. (Puertas,
1994, p. 118)

A continuacibn mostramos algunos ejemplos de numeros proporcionales
atendiendo a las tres sub-definiciones de la definicion 21.

Unos nameros son proporcionales cuando el primero es el mismo mdltiplo del
segundo que el tercero del cuarto, luego por ejemplo 6, 3, 20 y 10 son numeros
proporcionales porque 6 es el segundo multiplo de 3 y 20 es el segundo mdltiplo
de 10.

También unos nameros son proporcionales cuando el primero es la misma parte
del segundo que el tercero de cuarto, asi por ejemplo los nimeros: 12, 4, 15y 5
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son proporcionales, porque la parte que 4 es de 12 es la misma parte que 5 es de
15.

Finalmente, la proposicion afirma que unos niameros son proporcionales cuando el
primero es las mismas “partes” del segundo, que el tercero del cuarto. Por
ejemplo, los numeros 8, 12, 4 y 6 son proporcionales por que las “partes” que 8 es
de 12 son las mismas “partes” que 4 de 6.

Ahora estudiamos la definicion 22 que se relaciona también con la
proporcionalidad:

Libro VII, definicibn 22: Numeros planos y sélidos semejantes
son los que tienen los lados proporcionales. (Puertas, 1994, p.
118)

La definicion de numeros planos y de niumeros solidos son las definiciones 17 y 18
del libro VIl respectivamente, De igual forma el significado de la palabra “lados” se
encuentra en las definiciones 17 y 18 del libro VII, y podemos relacionarla con el
concepto de “multiplo”.

A manera de ejemplo consideremos los numeros 12 y 108. Sabemos que ambos
nameros pueden descomponerse en varios factores, sin embargo, debemos
considerar aquellos factores con los cuales se pueda establecer una proporcion.
Es por ello que seleccionamos como lados del nimero 12 los niameros 3y 4,
mientras que los lados del nimero 108 son 9 y 12. Como:

3:4::9:12
Se puede afirmar que los nimeros 12 y 108 son planos semejantes.

Un ejemplo de numeros solidos semejantes son 729 y 3375, pues los lados del
namero 729 son 3, 9y 27. Los lados del numero 3375 son 5, 15 y 45. Como los
nameros 3,9, 27 y 5,15, 45 son proporcionales, entonces los numeros 729 y 3375
son solidos semejantes.
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A continuacion estudiamos algunas proposiciones planteadas en el libro VII que se
relacionan directamente con el concepto de proporcion, de tal forma que podamos
comprender cdmo se relacionan los numeros llamados proporcionales.

2.3.2 Proposiciones del libro VII de Euclides

Este apartado pretende estudiar algunas de las 39 proposiciones contenidas en el
libro VII de Elementos de Euclides. Consideramos a Guacaneme (2012, p.120)
para clasificar las proposiciones de libro V estudiadas con anterioridad. Las
proposiciones del libro VII se estudian porque ya conocemos la definicibn de
nameros proporcionales propuesta por Euclides, pero no conocemos la manera
en que dichos numeros se relacionan. Por otra parte, recalcamos que un estudio
particularizado de cada una de las proposiciones estaria fuera de los alcances
temporales de este trabajo de grado, razon por la cual a continuacion
ejemplificamos e interpretamos algunas proposiciones de los grupos propuestos.

2.3.2.1 Grupo 1: Proposiciones que relacionan numeros con numeros

Este grupo hace referencia a proposiciones que relacionan numeros, sin
considerar igualdades entre razones que los involucren. A este grupo pertenecen
las proposiciones 1, 15, 16, 24, 25, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 35, 37 y 38, que es el
grupo mas numeroso. Consideremos, por ejemplo, la siguiente proposicion:

Libro VII, proposicion 24: Si dos nUmeros son primos respecto a
otro numero, también el producto serd namero primo respecto al
mismo numero. (Puertas, 1994, p. 146)

Para ejemplificar esta proposicion es necesario conocer el concepto de nimero
primo propuesto por Euclides. Dicho concepto se contempla en la definicion 12 del
libro VII:

Libro VII, definicion 12: Un ndmero primo es aquél que sélo es
medido por la unidad. (Puertas, 1994, p. 116)

Para interpretar esta definicion recordamos el significado otorgado a la palabra
“‘medir’, que se interpreta como submultiplo en el contexto del libro VII de
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Elementos de Euclides. Interpretamos el significado de ndmeros primos como
aquellos nimeros cuyos submultiplos son Unicamente la unidad, esto excluyendo
la idea de que un namero pueda ser medido por si mismo. Por ejemplo el nUmero
5 es primo porque su Unico submultiplo es la unidad.

Consideremos ahora la definicibn de nUmeros primos entre si:

Libro VII, definicién 13: Numeros primos entre si son los medidos
por la sola unidad como medida comun. (Puertas, 1994, p. 116)

Podemos considerar los numeros 8 y 9, los cuales solo tienen por medida comun
a la unidad.

Regresando al estudio de la proposicion 24 nos disponemos a dar nuestra
interpretacion mediante un ejemplo: Consideremos los numeros 7, 8, 9. En la
pareja (7,9) los nimeros son primos relativos. De igual forma en la pareja (8,9) los
nameros son primos relativos. Y al tener en cuenta el producto de 7 y 8, que es
56, los numeros de la pareja (56,9) también resultan ser primos relativos, tal como
lo afirma la proposicion.

A continuacion exponemos el siguiente grupo de proposiciones

2.3.2.2 Grupo 2: Proposiciones gue relacionan niameros con proporciones

Este grupo esta conformado por las proposiciones 17, 18, 19 (parte 2) y 23,
haciendo referencia a proposiciones cuyos enunciados inician mencionando
relaciones entre nimeros y finalizan concluyendo “igualdad” entre las razones que
los involucran, es decir proporciones. Consideremos la proposicién 18:

Libro VII, proposicion 18: Si dos numeros, al multiplicar a un
namero cualquiera, hacen ciertos numeros, los resultantes
guardaran la misma razén que los multiplicados. (Puertas, 1994,
p. 140)

Tengamos en cuenta la pareja de numeros (3,4). El producto de esta pareja y el
namero 7 es la pareja (21, 28). La razén que hay entre 21 y 28 es la misma razon
gue hay entre 3 y 4. Usando una simbologia moderna podemos expresar esta idea
como:
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Y de forma generalizada:

a (b) ab
a\c ac
Siendo a, b, c nUmeros naturales mayores que 1.

Consideremos ahora el siguiente grupo de proposiciones que relaciona
proporciones y numeros.

2.3.2.3 Grupo 3: Proposiciones gue relacionan proporciones con nameros

Este grupo lo conforman las proposiciones 19 (partel), 21, 22, con la
caracteristica que sus enunciados mencionan numeros que guardan la misma
razén y concluyen alguna propiedad entre los mismos.

Consideramos importante resaltar un cuestionamiento que surgié a partir del
estudio de la proposicion 21.

Libro VII, proposicién 21: Los nameros primos entre si son los
menores de aquellos que guardan la misma razén que ellos.
(Puertas, 1994, p. 144)

La primera vez que estudiamos esta proposicion se plante6 el siguiente
cuestionamiento:

- ¢ Esta proposicién es una definicidbn de nimeros primos entre si?

La pregunta surgio en vista de que la proposicion contiene la palabra “son” que es
un verbo que se usa en muchas ocasiones para definir un grupo de varios
elementos. Sin embargo, explicamos que las definiciones no se demuestran, y
esta proposicion tiene una demostracion en el libro VII de Euclides por lo cual no
se considera una definicion.
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El segundo cuestionamiento fue:
- ¢La proposicion tiene una estructura de implicacion (si, entonces)?

Sugerimos examinar la demostracion de la proposicion:

Sean A, B numeros primos entre si.

Digo que A,B son los menores de aquellos que guardan la
misma razon que ellos.

Pues, si no, habra algunos numeros menores que A,B que
guarden la misma razon que A, B. Sean r, A.

Asi pues, como los nimeros menores de los que guardan la
misma razon miden a los que guardan la misma razon el mismo
namero de veces, el mayor al mayor y el menor al menor, es
decir, el antecedente al antecedente y el consecuente al
consecuente, entonces r mide a A el mismo numero de veces
que Ax B.

Pues cuantas veces r mide a A, tantas unidades habra en E. Por
tanto, A mide a B segun las unidades de E. Pero, puesto que r
mide a A segun las unidades de E, entonces E mide a A segun
las unidades de r. Luego, por lo mismo, E mide también a B
segun las unidades de A. Entonces E mide a A, Bque son primos
entre si. Lo cual es imposible. Luego no habra algunos nimeros
menores que A, B que guarden la misma razon con A, B.

Por consiguiente, A, B son los menores de aquellos que guardan
la misma razon que ellos. (Puertas, 1994, p. 144)

La expresion “pues si no” indica que la proposicion se demostrara por reduccién
al absurdo. La hipétesis es que “A, B son primos entre si”, y la tesis es que “A,B
son los menores de aquéllos que guardan la misma razén entre ellos”.
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Considerando que se trata de una demostracion por contradiccion, suponemos
que tiene la estructura si, entonces..., por lo cual hay que tener en cuenta la
negacion de una implicacion:

“(p-q e @PAq)

p = A, B son primos entre si.

q = A, B son los menores de aquellos que guardan la misma razon entre ellos.

—q = A,B no son los menores de aquellos que guardan la misma razon entre
ellos.

Estudiando esta proposicibn concluimos que no es necesario que las
proposiciones cuya estructura sea de la forma “si,... entonces” contengan de
manera explicita estas dos palabras en sus enunciados. Adicionalmente
deseamos enfatizar que para conocer la estructura de una proposicion es
pertinente considerar su demostracion.

A continuacion un ejemplo de nuestra interpretacion de la proposicion 21, libro VII
de Elementos:

Consideremos las parejas de numeros (16,30), (32,60), (24,45) que guardan la
misma razén entre ellos. Existe la pareja (8,15) que es la pareja compuesta por
dos numeros menores a los dados, de tal forma que se guarde la misma razon.
Por consiguiente los nameros 8 y 15 son primos entre si.

Ahora presentamos el siguiente grupo de proposiciones, el grupo 4:

2.3.2.4 Grupo 4: Proposiciones que relacionan proporciones con
proporciones

Este grupo esta conformado por proposiciones donde la hipdtesis y la tesis se
caracterizan por involucrar igualdad entre razones de numeros. El grupo lo
componen las proposiciones 5, 6, 7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 20. Estudiemos la
proposicién numero 9 para ejemplificar este grupo:
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Libro VII, proposicion 9 : Si un numero es parte de un nidmero y
otro numero es la misma parte de otro, también, por alternancia,
la parte o partes que el primero es del tercero, la misma parte o
partes sera el segundo del cuarto. (Puertas, 1994, p.131)

Consideremos la siguiente proporcion:
5:15::10:30

Es decir, la parte que 5 es de 15 es la misma parte que 10 es de 30. La
proposicion indica que a partir de este hecho se puede establecer la siguiente
proporcion:

5:10:: 15:30
Estudiemos ahora el ultimo grupo de proposiciones:

2.3.2.5 Grupo 5: Proposiciones que no presentan estructura condicional

Las proposiciones de este grupo se caracterizan por no tener una estructura
condicional de la forma “si,... entonces”, en vez de ello presentan proposiciones
problema, es decir, proposiciones que establecen un método para hallar un
namero relacionado con los conceptos de la teoria. Por ejemplo, un método para
hallar la medida comin maxima entre dos nimeros o el numero al que dichos
nameros miden. Las proposiciones que pertenecen al grupo 5 son: 2, 3, 4, 33, 34,
36, 39.

A continuacion consideremos la proposicion 4 para ejemplificar este grupo:

Libro VII, proposicion 4: Todo numero es parte o partes de todo
nuamero, el menor del mayor. (Puertas, 1994, p. 126)

Consideremos la demostracion de esta proposicion:

Sean dos numeros A, Br y sea el menor Br. Digo que Br es parte
o partes de A. Pues A, Br 0 son primos entre si 0 no lo son. En
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primer lugar sean primos entre si. Entonces, si se divide Br en
las unidades que hay en él, cada unidad de las que hay en Br
sera alguna parte de A; de modo que Br es partes de A.

Ahora no sean A, Br primos entre si; entonces Br o0 mide a A o
no (lo mide). Si en efecto Br mide a A, Br es parte de A. Pero, si
no, témese la medida comin maxima, A, de A, Br [VII, 2]y
dividase Br en los (nUmeros) BE, EZ, Zr iguales a A. Ahora bien,
como A mide a A4, A es parte de 4; pero A es igual a cada uno de
los numeros) BE, EZ, Zr; luego cada uno de los nimeros) BE,
EZ, Zr es también parte de A. De modo que Br es parte de A.

Por consiguiente, todo numero es parte o partes de todo numero,
el menor del mayor. Q.E.D. (Puertas, 1994, p. 126).

Esta demostracion esta dividida en tres casos:

1) Se asume que los niumeros A y Br son primos entre si concluyendo que Br
es partes de A. Por ejemplo podemos considerar los nUmeros 5y 6, pues
ambos son primos entre siy 5 es “partes” de 6.

2) Se asume que Ay Br no son primos entre si considerando que Br divide a
Ay se concluye que Br es parte de A. Por ejemplo los nimeros 6 y 12,
pues 6 y 12 no son primos entre si y 6 divide a 12.

3) Se asume que Ay Br no son primos entre si considerando que Br no
divide a A. Hallando el maximo comun divisor de A y Br se pueden
determinar las partes que Br es de A. Se concluye que Br es partes de A.
Por ejemplo los niumeros 6 y 8 que no son primos entre si y 6 no divide a 8.
El maximo comun divisor entre 6 y 8 es el nUmero 2. De esta manera
puede afirmarse que 6 es partes de 8 porque 6 es el triplo de la cuarta
parte de 8.

% Hace referencia a la proposicién 2 del libro VIl de Elementos.
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De esta manera finalizamos nuestro estudio de los libros V y VII de Elementos de
Euclides, el cual nos ha permitido adquirir algunas ideas relacionadas con
razones y proporciones.

2.4 Comparacion de los libros V y VIl de Elementos de Euclides en
relacion con razones y proporciones.

A continuacion pretendemos indagar algunas similitudes y diferencias establecidas
entre los libros V y VII de Elementos considerando definiciones, proposiciones y
demostraciones relacionadas con razones y proporciones.

2.4.1 Similitudes en las definiciones y proposiciones de los libros V y VIl de
Elementos

Una similitud la encontramos en la definicion de “parte” de una magnitud y “parte”
de un namero:

Libro V, definicion 1: Una magnitud es parte de una magnitud, la
menor de la mayor, cuando mide a la mayor. (Puertas, 1994, p.
10)

Libro VII, definicion 3: Un namero es parte de un numero, el
menor del mayor, cuando mide al mayor. (Puertas, 1994, p. 113)

Puertas (1994, p.9) incluye la siguiente nota al pie en la definicién 1 del libro V
haciendo referencia a la similitud en cuestioén:

Meéros ‘parte” se utiliza en los Elementos en dos sentidos: a) el mas
general de la nocién comun 5: “El todo es mayor que la parte”; b) como
aqui, con el significado mas restringido de lo que hoy Illamamos
“submultiplo” o “parte alicuota”. En este mismo sentido se utiliza en VII,
Def. 3, cuya unica diferencia con esta definicion es el uso de “numero” en
lugar de “magnitud”.
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Respecto a la relacion de medir que se menciona en las dos definciones
Puertas (1994, p.9) menciona que:

...La nocién de medida y la relacién de medir a (y ser medido por) quedan
indefinidas.

Es por ello que pueden otorgarse diferentes significados al concepto de medir
e interpretar las definiciones y proposiciones tal como lo hicimos al principio
de este capitulo, algo que hace mucho mas interesante el estudio de la obra
Elementos.

Otra similitud aparece en el concepto de mdltiplo:

Libro V, definicion 2: Y la mayor es multiplo de la menor cuando
es medida por la menor. (Puertas, 1994, p. 9)

Libro VII definicion 5: Y el mayor es multiplo del menor cuando
es medido por el menor. (Puertas, 1994, p. 113)

Estas dos definiciones presentan una evidente similitud. Sin embargo, el concepto
de “multiplo” del libro V es muy diferente al del libro VII, primero por la naturaleza
de los objetos de estudio (magnitudes geométricas y nimeros) y segundo por el
significado del término “medir”. Esta Ultima idea la expondremos con el siguiente
ejemplo:

Consideremos los segmentos 24 y 34 construidos a partir de un segmento A de
longitud arbitraria, los cuales representan tres magnitudes geométricas.

A

2A

3A

Figura 18: Representacion de tres magnitudes geométricas
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De acuerdo a la interpretacion de “medir” en la teoria del libro V, una magnitud
geométrica mide a otra cuando al multiplicarse llegan a coincidir. De esta manera
podemos afirmar que la magnitud 24 mide a la magnitud 34 porque al triplicar la
magnitud 24 y al duplicar la magnitud 34 ambas van a coincidir. La conclusion es
qgue la magnitud 34 es multiplo de la magnitud 24. Por su parte, en el libro VII, un
namero mide a otro cuando es su submultiplo, a lo cual se denomina “parte”.
Consideremos los numeros 2 y 3. Sabemos que 2 no es multiplo de 3, esto en
vista que 2 no es parte, sino partes de 3. La conclusion es que 2 no es multiplo de
3.

En resumen, la magnitud 24 es multiplo de la magnitud 34 pero 2 no es multiplo
de 3, una gran diferencia a pesar de la similitud de las definiciones de multiplo
establecidas en los libros V y VIl de Elementos.

Para finalizar esta seccion deseamos considerar la similitud que existe en la
proposicion 12 del libro V y la proposicion 12 del libro VIl de Elementos. Primero
estudiemos la proposicion 12 del libro V:

Libro V, proposicion 12: Si un nimero cualquiera de magnitudes
fueran proporcionales, como sea una de las antecedentes a una
de las consecuentes, asi lo seran todas las antecedentes a las
consecuentes. (Puertas, 1994, p. 37)

Esta proposicion puede ejemplificarse de la siguiente manera: Consideremos los
segmentos A,24,B,2B,C,2C , que representan 6 magnitudes geométricas
homogéneas:

2A 2B 2C

Figura 19: Representacién de 6 magnitudes geométricas homogéneas

Podemos establecer la siguiente proporcion:

A:2A :: B:2B :: C: 2C
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Al considerar la suma de los antecedentes 4, B,C y la suma de los consecuentes
24,2B,2C , y representar dichas sumas con segmentos, se obtiene®:

Figura 20: Representaciéon de la suma de las magnitudes A, B, C y de la suma de las magnitudes 2A,
2B, 2C

La proposicion 12 del libro V de Elementos indica que puede establecerse la
siguiente proporcion:

A:2A::B:2B :: C:2C :: (A+ B+ C): (2A+ 2B + 20)

Es importante resaltar que no importa la cantidad de magnitudes que se
consideren, por ello la expresiéon “Si un numero cualquiera...” en el enunciado de
la proposicion 12 del libro V de Elementos.

Ahora estudiemos la proposicién 12 del libro VII:

Libro VII, proposicion 12: Si unos numeros, tantos como se
quiera, fueran proporcionales, como uno de los antecedentes es
a uno de los consecuentes, de la misma forma todos los
antecedentes seran a todos los consecuentes. (Puertas, 1994, p.
134)

Puertas (1994, p.113) describe esta proposicion utilizando la siguiente expresion
algebraica:

Expresion algebraica: si a:a :: b:b" :: c:c ..., cada razén es igual a la
razon (a+b+c+ - ):(a+b +c ..).

® Utilizamos comas para referirnos a las sumas de las magnitudes tal como lo hace Euclides en
Elementos.
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Adicionalmente podemos ejemplificar esta proposicién considerando la siguiente
proporcion:

3:9:6:18::12:36
La proposicion indica que al sumar los antecedentes y los consecuentes:
3+6+12:9+ 18+ 36
Se obtiene una razon proporcional:
21:63

A partir de las interpretaciones anteriores podemos concluir que una diferencia
entre la proposicion 12 del libro V y la proposicion 12 del libro VII de Elementos
radica en el objeto de estudio, que en el primer caso son magnitudes geométricas,
y en el segundo caso son nameros. A pesar de ello, en términos generales son

definiciones muy similares al establecer una razon entre la suma de los
antecedentes y la suma de los consecuentes de una proporcion dada.

A continuacion describiremos algunas similitudes generales entre los libros V y VII
de Elementos.

2.4.2 Similitudes generales entre los libros V y VII de Elementos

En términos generales podemos enunciar las siguientes caracteristicas similares
entre los libros V y VIl de Elementos:

1) Ambos libros presentan una serie de definiciones que, en su mayoria, se
utilizan para demostrar la validez de diferentes proposiciones.

Esta es una caracteristica de las teorias que utilizan un método hipotético-
deductivo, pues primero se enuncian sus definiciones, axiomas o postulados de la
teoria, y luego se usan para validar los teoremas involucrados en dicha teoria.
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2) Ambos libros utilizan trazos para representar las demostraciones de las
diferentes proposiciones.

Debemos mencionar que algunos autores prefieren usar el término “trazos” en
lugar del término “segmentos”, pues este ultimo es un elemento geométrico y no
seria coherente usar segmentos para representar proposiciones de una teoria
(libro VII de Elementos) en la cual el objeto de estudio son numeros y no
magnitudes geométricas. De esta manera, Euclides utiliza los mismos trazos tanto
en el libro V como en el libro VII de Elementos. A continuacion presentamos un
ejemplo de los trazos en mencion utilizados en la proposicion 2 del libro V de
Elementos:

F o]
B PY)

Figura 21: Uso de trazos en Elementos, libro VII. Puertas (1994, p.152)

3) Todos los enunciados de las definiciones, las proposiciones y sus
respectivas demostraciones, se realizan de manera retorica, tanto en el
libro V como en el libro VIl de Elementos.

Esta caracteristica ocurre con cada definicion proposicion y demostracion
expuesta en los libros V y VII de Elementos. Es interesante observar cémo los
enunciados retdricos se reducen al utilizar una simbologia moderna, por ejemplo
en la proposicion 7 del libro V:

Enunciado retérico:

Libro V, proposicién 7: Las magnitudes iguales guardan la misma
razon con una misma magnitud y la misma magnitud guarda la
misma razon con las magnitudes iguales. (Puertas, 1994, p. 30)
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Enunciado simbdlico. Guacaneme (2012, p.119):

SiX=YentoncesX:Z=Y:Zy Z:X 2 Z:Y.

En ambas presentaciones se debe conocer claramente el significado de los
términos y los simbolos implicados, por ejemplo en el enunciado retoérico es
importante conocer el significado de los términos “razén” y “magnitud”. De igual

forma en el enunciado simbdlico debe conocerse el significado del simbolo “.” y del

“,
.o

simbolo “::”.

Ahora indagaremos algunas diferencias entre las definiciones y proposiciones de
los libros V y VIl de Elementos

2.4.3 Diferencias generales entre los libros V y VIl de Elementos de Euclides.

Iniciemos este apartado destacando la diferencia entre las definiciones de los
libros Vy VII:

1) El objeto de estudio del libro V es magnitudes geomeétricas mientras que el
objeto de estudio del libro VIl son nimeros

Esta es la principal diferencia entre el libro V y el libro VII. Este Gltimo hecho no es
explicito en alguno de los dos libros, debe deducirse a partir del estudio de las
definiciones y proposiciones de cada uno de ellos.

2) El libro VII de Elementos incluye una definicion de unidad, mientras que el
libro V no.

Es decir, no hay una definicibn analoga en el libro V que haga referencia a una
magnitud unitaria o algun término similar. Adicionalmente recordamos que los
pitagéricos no aceptaban la existencia del numero 1, razén por la cual muy
seguramente introdujeron una definicién para la unidad.

3) El libro VII incluye una definicion para su objeto de estudio mientras que el
libro V no.

38



El libro V no incluye alguna definicién alusiva a magnitudes geométricas, mientras
que el libro VIl incluye una definicion de “numero” a partir de la definicion de
unidad.

A continuacién comparamos la definicién de razon establecida en ambos libros, V
y VIl de Elementos.

2.4.4 Comparacion entre la definicion de razén establecida en los libros V y
VIl de Elementos.

Indagaremos algunas diferencias en la definicion de razén establecida en los libros
V y VII de Elementos. Iniciemos con la definicibn de razon del libro V de
Elementos:

Libro V, definicion 3: Una razon es determinada relacion con
respecto a su tamafio entre dos magnitudes homogéneas.
(Puertas, 1994, p.9)

Por su parte, en el libro VII de Elementos no hay alguna definicion de razén entre
nameros, de esta manera no podemos establecer una comparacion directa. Sin
embargo, intentaremos dar un significado al término “razén” considerando que
dicho término se menciona por primera ocasiéon en la proposicion 14, libro VII:

Proposicién 14, libro VII: Si hay unos numeros, tantos como se
quiera, y otros iguales a ellos en cantidad que, tomados de dos
en dos, guardan la misma razon, también, por igualdad,
guardaran la misma razén. (Puertas, 1994, p.136)

Examinemos la demostracion de esta proposicion para determinar el significado
de razoén, y asi compararlo con la definicion 3 del libro V de Elementos:

Sean 4, B, r tantos nUmeros como se quiera y A, E, Z otros iguales a ellos
en cantidad que, tomados de dos en dos, guardan la misma razon, (es
decirque) como AesaB,asiAesaE,ycomoBesar,asiEesalZ.
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r
L

-
r
1

Figura 22: Representacién de la proposicion 14, libro VII de Elementos. Puertas (1994, p.136)

Digo que también, por igualdad, como A es ar, asi A es a Z. Puesto que,
como A es a B, asi A a E, entonces, por alternancia, como A es a A, asi B
a E [VII, 13]*. Asi mismo, dado que como B es ar, asi E es a Z, entonces,
por alternancia, como B es a E, asir a Z [VII, 13]. Pero, como B es aE,
asi A a A; por tanto, como A es a A, asi también r a Z; luego, por
alternancia, como A es ar, asi A a Z [VIl, 13]. Q.E.D. Puertas (1994,
p.136)

Considerando la expresion “...(es decir que) como Aes a B...” concluimos que
para establecer una razon se necesitan dos niumeros. Por otra parte, al establecer
una razén resulta importante saber qué niamero es mayor, menor o igual, esto a
juzgar por los trazos de diferentes tamafos.

Ahora compararemos la definicion de proporcién establecida en los libros V y VII
de Elementos:

2.4.5 Comparacion entre la definicion de proporcion establecida en los libros
Vy Vil de Elementos.

En este apartado deseamos comparar la definicion de proporcidén establecida en
los libros V y VII de Elementos. Iniciemos con el libro V en el que se establece la
siguiente definicion de proporcion:

Libro V, definiciobn 6: Se llaman proporcionales las magnitudes
gue guardan la misma razon. (Puertas, 1994, p. 12)

* Hace referencia a la definicion 13 del libro VIl de Elementos.
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Esta definicion esta precedida por otras definiciones, un hecho que podemos
representar de la siguiente manera:

Se requiere para

"MEDIR"

[TERmNO mnemmoo}

Figura 23: Definiciones que anteceden a la definicion 6 del libro V de Elementos

En este mapa se observa la dependencia de la definicion de magnitudes
proporcionales con otras definiciones. Por otra parte se observa que cada
definicion del mapa conceptual depende del término indefinido “medir”.

Por otra parte en el libro VII se establece la siguiente definicion de proporcion:

Libro VII, definicibn 21: Unos numeros son proporcionales
cuando el primero es el mismo mdltiplo, o la misma parte o las
mismas partes del segundo que el tercero del cuarto. (Puertas,
1994, p. 118)

Esta definicion también esta precedida por otras definiciones, un hecho que
representaremos con el siguiente mapa conceptual:
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DEFINICION DE

"PARTE"
Se requiere para Precede a
TERMINO DEFINICION DE
INDEFINIDO Se requiere par. "PAlgTES" Precede a

"MEDIR"

Se requiere para Precede a

DEFINICION DE
"MULTIPLO"

Figura 24: Definiciones que anteceden a la definicion 21 del libro VII de Elementos

En este mapa se observa que la definicion de numeros proporcionales establecida
en el libro VII depende de tres definiciones simultaneamente, que son “parte”,
“partes” y “multiplo”. Adicionalmente todas las definiciones dependen del término
indefinido “medir”. Este ultimo hecho ocurre en la teoria de ambos libros, V y VII.
Por otra parte, la definicion de proporcion incluida en el libro V presenta una
diferencia con la definicion del libro VII en el cual, la definicibn de proporcion
depende de tres definiciones simultaneamente.

Presentamos a continuacién las conclusiones del capitulo 2 del presente trabajo
de grado.

2.5 Conclusiones del capitulo 2

En este apartado pretendemos establecer nuestras conclusiones después de
estudiar los libros V y VII de Elementos de Euclides:
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1. En los libros V y VII de Euclides se enuncian las definiciones y
proposiciones de manera retérica, a diferencia de la manera en que
actualmente se enuncian los teoremas, recurriendo a una simbologia
moderna y sintética.

Concluimos que al enunciar verbalmente una proposicion como al enunciarla
simbdlicamente se hace necesario esclarecer el significado de las palabras y los
simbolos implicados. El uso de simbolos reduce los enunciados de las
proposiciones, pero se corre el riesgo de desconocer sus significados. Por su
parte, los enunciados retéricos podrian ser asequibles para un estudiante que no
esté muy relacionado con simbolos mateméticos, sin embargo, no es simple
expresar una idea matemética verbalmente. En este sentido es interesante hacer
el ejercicio de tomar una definicion matematica que se exprese simbdlicamente e
intentar expresarla verbalmente.

2. Existen términos no definidos en la teoria tanto del libro V como del libro VII
de Elementos.

Este es el caso del término “razdén” que no se define en el libro VIl de Elementos.
También es el caso del término “medir” de la cual Puertas (1994, p.10) menciona:

La nocién de medida y la relacion de medir (y ser medido por) quedan
indefinidas.

Esta caracteristica enriguece el estudio de la obra, pues a partir del
significado que se otorgue a los términos indefinidos se pueden interpretar las
diferentes definiciones y proposiciones.

3. En los libros V y VII de Euclides se argumentan las proposiciones
recurriendo a un método hipotético—deductivo, partiendo de las definiciones
previamente establecidas para validar la deducibilidad de las proposiciones
enunciadas, considerando en términos generales una hipotesis y una tesis.

Cada una de las proposiciones establecidas tanto en el libro V como en el libro VIi
cuenta con una demostracion que se deduce a partir de definiciones y
proposiciones anteriores. Sin embargo, no todas las definiciones han sido
utilizadas con el propdsito de permitir la demostracién de una proposicion, en vez
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de ello, en algunos casos las definiciones establecen un contexto para los objetos
de estudio, como es el caso de las definiciones 1 y 2 del libro VII de Elementos.

4. Los libros V y VIl presentan varias similitudes en algunas definiciones vy
proposiciones, cuya diferencia radica en considerarlas en el contexto de las
magnitudes o en el contexto de los nimeros.

Esta caracteristica esta presente en varias definiciones y proposiciones que serian
idénticas al cambiar por ejemplo la palabra “numero” por la palabra “magnitud”,
como es el caso de la definicion 1 del libro V y la definicion 3 del libro VII, o el caso
de la gran similitud existente entre las proposicion 12 del libro V y la proposicion
12 del libro VII.

5. Euclides recurre con frecuencia al uso de trazos para representar
magnitudes y numeros.

Esta conclusién se evidencia en los dibujos incluidos en demostraciones de las
proposiciones de los libros V y VII de Elementos. Dichos trazos no deben
confundirse con segmentos, pues estos ultimos son objetos de la Geometria y la
teoria del libro VIl aborda como objeto de estudio nimeros.

A continuacién presentamos el capitulo 3 del presente trabajo de grado, el cual
aborda el estudio de la regla de Bradwardine y su relacién con la teoria de razones
y proporciones expuesta en Elementos de Euclides.
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Capitulo 3. LA REGLA DE BRADWARDINE

Este capitulo consiste en la exploracion de la regla de Bradwardine y su relacion
con la obra Elementos. Dicha exploracién la iniciamos con la busqueda de
documentos pertinentes para tal fin, donde destaca la falta de referencias escritas
en espafol tanto en bibliotecas publicas como en la red. Después de investigar
varios articulos escritos en otros idiomas, hemos seleccionado dos documentos
cuyas caracteristicas resultan pertinentes para las necesidades de este trabajo de
grado. El primero de ellos, Sylla (2008), menciona antecedentes de la propuesta
de Bradwardine, algunas caracteristicas de la regla en mencion, relaciones con la
obra Elementos de Euclides y las consecuencias de su existencia. El segundo,
una biografia de Thomas Bradwardine adquirida desde la pagina de la Universidad
de Arizona, articulo que mejor describe la regla en cuestion.

Considerando los anteriores comentarios, el presente capitulo esta dispuesto de la
siguiente manera:

1) Antecedentes de la regla de Bradwardine
2) Laregla de Bradwardine
3) Destino de la regla de Bradwardine

Iniciamos entonces con aquellos antecedentes que determinaron la existencia de
la regla en cuestion.

3.1 Antecedentes de laregla de Bradwardine

Aristoteles (384 - 322 a.C.), filésofo, logico y cientifico de la antigua Grecia,
estudio la manera en que se relacionan las magnitudes fisicas fuerza, resistencia y
velocidad. Segun Sylla (2008, p.76) su legado puede expresarse de la siguiente
manera al considerar un cuerpo en movimiento:

La velocidad depende de la proporcion de la fuerza a la resistencia, con la
condicion que la fuerza debe ser mayor a la resistencia, de lo contrario no
habra movimiento
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Nuestra interpretacion del legado aristotélico sobre la manera en que se
relacionan las magnitudes fisicas fuerza, resistencia y velocidad puede expresarse
mediante una terminologia moderna:

V_F
"R

Donde F representa la fuerza, V la velocidad y R la resistencia, con la condicion
que F > R.

De acuerdo al documento de Sylla (2008, p.82) Thomas Bradwardine utilizé los
Elementos de Euclides para fundamentar su teoria incluida en su obra Tractatus
de proportionibus velocitatum, compuesta en 1328. Dicha teoria pretende
establecer una version diferente del legado aristotélico sobre como se relacionan
las magnitudes fuerza resistencia y velocidad, mediante una ley mucho mas
compleja y expresada mediante la simbologia de su época. Sin embargo,
Bradwardine sabia que para otorgar un caracter muy formal a su obra y lograr una
buena aceptacion, debia fundamentar matematicamente su teoria, por lo cual
Elementos de Euclides adquiere gran importancia para consolidar su propuesta.

Segun Sylla (2008, p.91), una ventaja para Bradwardine fue que en el contexto
medieval las magnitudes fuerza, resistencia y velocidad son consideradas de la
misma naturaleza, pues para los pensadores de su época, y considerando que en
Elementos solo se establecen razones entre magnitudes de la misma naturaleza,
habria sido poco aceptado el hecho de considerar establecer razones entre la
distancia y el tiempo, tal como lo hacemos actualmente, por tratarse de
magnitudes fisicas de diferente naturaleza.

A pesar de su ventaja, una interesante dificultad se presentd al considerar el
significado de “componer razones”, un procedimiento que segun Sylla (2008, p.
71) Bradwardine utilizé para fundamentar su ley. La dificultad radica en que
algunas versiones de Elementos incluyen la definicion 5, libro VI sobre la
composicién de razones y otras no. Segun Sylla (2008, p.82), Bradwardine trabajo
con una version de Campanus (1220 — 1296 d.C.) que excluia dicha definicion, de
manera que su referente mas claro sobre el significado de componer razones lo
obtuvo en la proposicion 23 del libro VI, que dice:

46



Proposicion 23, libro VI: Los paralelogramos equiangulos
guardan entre si la razbn compuesta de las razones de sus
lados. (Puertas, 1994, p. 93)

A continuacién presentamos la demostracion de esta proposicion:

Sean AC, CF paralelogramos equiangulares, en los cuales los angulos
BCD y ECG son iguales.

Digo que el paralelogramo AC tiene la razon compuesta de las razones de
los lados con el paralelogramo CF.

Figura 25: Representacién de la Proposicion 23, libro VI

Ubiguemos a BC en una linea recta con CG. Entonces DC esta en una
linea recta con CE. Complétese el paralelogramo DC. Sea una linea recta
K de tal forma que:

BCesaCGcomoKesal
DCesaCEcomolLesaM (VI, 12)°

® Hace referencia al libro VI de Elementos, definicion 12.
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Entonces las razones de K a L y de L a M son las mismas razones de los
lados BCa CG,y DC a CE.

Pero la razéon de K a M esta compuesta de larazbn de K alL y de L a M;
Entonces K tiene también hacia M la raz6n compuesta de las razones de
los lados.

Ahora, como BC es a CG asi también el paralelogramo AC es al
paralelogramo CH. (VI, I).

Mientras que BC es a CG, asi también K es a L, por lo tanto, K es a
Lcomo AC es a CH. (V, 1l).

De nuevo, como DC es a CE, también el paralelogramo CH es a CF (VI, ),

Mientras que DC es a CD asi también L es a M, por lo tanto, como L es a
M también el paralelogramo CH es al paralelogramo CF. (V, Il)

Entonces se ha probado que como K es a L, también el paralelogramo AC
es al paralelogramo CH, y como L es a M, también el paralelogramo CH
es al paralelogramoCF, por lo tanto por ex aequali®, como K es a M,
también AC es al paralelogramo CF.

Pero K tiene hacia M la razon compuesta de las razones de los lados;
por lo tanto AC tiene hacia CF la razén compuesta de los lados.

Q.E.D. (Puertas, 1994, p. 94).

Segun Sylla (2008, p.70), si esta demostracion es el primer referente sobre el
significado de componer razones, debe considerarse la expresion: la razon de K a
M estd compuesta de la razobn de K aL y de L a M. Esto quiere decir que
componer razones consiste en considerar los términos de una serie, y la razon del
primer término al ultimo término esta “compuesta” de las razones entre términos

® En el articulo de Sylla (2008) traducen esta frase como “por igualdad”.
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intermedios. Por ejemplo la razon de A a E esta compuesta de la razén de A a B,
larazonde Ba C,larazonde C aD,ylarazonde D a E

Adicionalmente, Sylla (2008, p.71) identifica una operacion llamada ex aequali que
tiene gran afinidad con la interpretacion de componer razones, y que esta incluida
en el libro V de Elementos, definicion 17:

Libro V, definicion 17: Una razén por igualdad’ se da cuando,
habiendo diferentes magnitudes y otras iguales a las primeras en
namero que, tomadas de dos a dos, guardan la misma razon,
sucede que como la primera es a la Ultima -entre las primeras
magnitudes-, asi pues -entre las segundas magnitudes- la
primera es a la dltima; o dicho de otra forma, consiste en tomar
los extremos sin considerar los medios. Puertas (1994, p.16)

Nuestra interpretacion de esta definicion la expondremos mediante el siguiente
ejemplo: Consideremos las magnitudes geométricas A, B, C representadas por los
siguientes segmentos:

Figura 26: Magnitudes A,By C

Dichas magnitudes se han representado considerando que la magnitud C equivale
a 3 veces la magnitud B, que a su vez equivale a tres veces la magnitud A. Por

" Puertas (1994, p.16) traduce la expresion “ex aequali” como “por igualdad”,
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otra parte consideremos el siguiente conjunto de magnitudes construidas con el
mismo criterio:

Figura 27: Magnitudes E, Fy G.

Es decir la magnitud G equivale a 3 veces la magnitud F, que a su vez equivale a
tres veces la magnitud E. La definicion 17 del libro V de Elementos indica que la
magnitud A es a la magnitud € como la magnitud E es a la magnitud G.

Esta operacion tiene gran afinidad con lo que se ha considerado que significa
componer razones, es decir, se han considerado los términos de una serie, y la
razon del primer término al Ultimo término estad compuesta de las razones entre
términos intermedios.

Por fortuna, en la version Elementos de Euclides traducida por Puertas (1994,
p.56) estad incluida la controversial definicion 5 del libro VI, que define la
composicién de razones:

Libro VI, definicion 5: Se dice que una razén esta compuesta de
razones cuando los tamafos de las razones multiplicadas por si
mismas producen alguna razén. (Puertas, 1994, p. 56)

En dicha definicion se menciona la palabra “tamano”, que Sylla (2008, p.81)
interpreta de la siguiente manera:
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Basicamente, en términos modernos, "tamafo" de una razon es
simplemente el nimero o la fraccion que expresa su cantidad. El tamafio
de la proporciéon de 2 a 1 es 2. El tamafio de la proporcion de 3 a 2 es 1%.
En el enfoque Teonico, las proporciones se componen cuando sus
tamafios se multiplican entre si, o, si hay algan inconveniente, se pueden
multiplicar los numeradores, para formar el numerador de la razén
compuesta y multiplicar los denominadores para formar el denominador.

De esta manera se obtienen dos versiones distintas de lo que significa
componer razones, la primera de ellas a partir de la proposicién 23 del libro VI,
y la segunda a partir de la definicion 5 del libro VI, cuya genuinidad se ha
cuestionado y que ha sido excluida de algunas traducciones de Elementos de
Euclides. Sylla (2008, p.70) ha llamado la primera version como “pre-Teodnica”
y la segunda version como “Teodnica”, en vista que antes de la traduccion de
Elementos de Euclides realizada por Tedn (335 — 405 d.C.) la definicion 5 del
libro VI no estuvo incluida.

En nuestra opinion el enfoque pre-Tebénico que se ha fundado en la
proposicion 23 del libro VI de Elementos y cuya demostracion se realiza
utiizando magnitudes geométricas, presenta una gran relaciéon con la
definicion 5 del libro 7 de Elementos que involucra nimeros (tamafos de
razones). Dicha relacion la ejemplificamos de la siguiente manera, recordando
que en el enunciado de la proposicion 23 del libro VI de Elementos de
Euclides se tienen en cuenta paralelogramos equiangulos:

Consideremos dos rectangulos, de los cuales sabemos que son
paralelogramos equiangulos:
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Figura 28: Representacion de la composicion de razones

Sea A, el area del rectangulo determinado por los lados a 'y b, y sea A, el area del
rectdngulo determinado por los lados c y d. Es decir:

Al =aX b
AZ =c X d
Consideremos la razon entre A, y A,

A; axb
A, cxd

La proposicion 23 del libro V de Elementos establece que hay una “razoén
compuesta de las razones de sus lados”, y al interpretar la composicion como la
multiplicacion de dichas razones, esto segun la definicion 5 del libro VI, se obtiene:

a b
(E) X (E)

Recordemos de nuevo que Sylla (2008, p.81) aclara que si tenemos dos razones a
componer, Yy consideramos que componer es multiplicar, sencillamente
multiplicamos los numeradores y los denominadores de las razones, luego se
obtiene:
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axb
cXd

Este es el mismo resultado obtenido al establecer la razén entre las areas de los
dos rectangulos:

A; _axb
A, cxd

Y se concluye que los rectangulos guardan entre si la razon compuesta de las
razones de sus lados.

Para finalizar deseamos agregar que segun Sylla (2008, p.117) muy seguramente
Bradwardine conocia los enfoques pre-Teoénico y Teolnico de la composicién de
razones, procedimiento que hace parte de la fundamentacion de su ley. A pesar
de ello, Bradwardine eligi6 fundamentar su trabajo en el enfoque Pre- Tebnico
usando una version de Elementos de Euclides que excluia la definicion 5 del libro
VI. Asegura que es muy probable que Bradwardine haya tomado esta decision
como una estrategia para evadir los posibles cuestionamientos aritméticos que
podrian presentarse al respecto.

Hemos enunciado algunos de los antecedentes que Thomas Bradwardine enfrent6
al momento de establecer su regla sobre las magnitudes fuerza, resistencia y
velocidad. A continuacion exploramos, dentro de las posibilidades de los
documentos investigados, en qué consiste la regla de Bradwardine, con la
intencion de corroborar su relacion con la composicion de razones y establecer
posibles relaciones con la teoria sobre las razones proporciones expuesta por
Euclides en su obra Elementos.

3.3 Laregla de Bradwardine

Para explorar la regla de Bradwardine hemos seleccionado una biografia adquirida
desde la base de datos de la Universidad de Arizona, (Biography, 2011), que
describe aspectos fundamentales de esta ley incluida en su obra Tractatus de
proportionibus velocitatum in motibus. De acuerdo con la resefia biografica
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(Biography, 2011, pag. 391), la obra fue escrita en 1328, y trata sobre la relacién
entre las magnitudes fisicas fuerza, resistencia y velocidad. Segun Bradwardine es

inapropiado considerar la proporcion V ocg donde V representa la velocidad, F la

fuerza y R la resistencia, pues no se tiene en cuenta el postulado de la filosofia
natural Escolastica-Aristotélica segun la cual el movimiento de algun cuerpo
puede producirse so6lo cuando la fuerza motriz supera la capacidad de resistencia,
lo que en términos modernos puede expresarse como:

F>R

Dicho pensamiento fue establecido por Aristoteles en sus obras De caelo y La
Fisica, (Biography, 2011, pag. 391), pero el filésofo griego nunca tuvo por objetivo
establecer estas relaciones mediante un lenguaje matematico, a diferencia de
Bradwardine, quién argumenté que la expresion V ocg presenta serios

inconvenientes, pues si se considera una fuerza F; y una resistencia R; con la
condicién que F; > R,, y se comienza a duplicar la resistencia (es decir: R, =
2R, R; = 2R, etc.), manteniendo F; constante, en algin momento la resistencia
superara la magnitud de la fuerza, es decir:

R, > F

.. , F;
Con estas condiciones, la razén R—l genera valores entre 0 y 1, lo cual no puede
n

interpretarse como ausencia de velocidad como lo afirma Aristoteles.

Ante estos inconvenientes Bradwardine comienza a indagar la posibilidad de
utilizar otras expresiones propuestas en épocas anteriores. Por ejemplo considera
la expresion V « (F — R), con la cual tiene la ventaja de establecer una velocidad
finita en caso que la resistencia sea cero, obteniendo una velocidad equivalente a
la fuerza. Sin embargo, esta expresion presenta la dificultad que no corresponde
con el postulado aristotélico segun el cual cuando las proporciones entre las
fuerzas y las resistencias son iguales las velocidades seran iguales, Sylla (2008,
p.77). Esto se puede explicar mediante un ejemplo sencillo, supongamos que la
velocidad V; esta determinada por los valores F;, =8y R; = 4 y que la velocidad V,
estd determinada por los valores F, =12 Y R, =6 . De esta manera las
magnitudes de fuerza y resistencia son proporcionales por que conservan la
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misma razén y por tanto las velocidades V; y V, son iguales. Sin embargo al
sustituir los valores de fuerza y resistencia en la expresion V « (F — R) se obtienen
velocidades diferentes, V; =4 y V, = 6.

Finalmente, Bradwardine expresa su ultimo resultado verbalmente, cuya idea
fundamental puede resumirse asi: “las velocidades varian aritméticamente
mientras que las proporciones de las fuerzas y las resistencias que determinan
esas velocidades varian geométricamente”, (Biography, 2011, pag. 392).
Utilizando una simbologia moderna podemos expresar esta idea considerando la
serie:

) 1V, 2V, 3V,..nV

) ey

vV vV vV
n 3 1

) EF

La cual corresponde con la serie:
F 1 Fi Fi1 F_ F., F, F_
=y LT . 3) . 2! Y YAV IR
@ @5 E (DY @ EE)

Esta es la manera en que el documento (Biography, 2011) describe la regla de
Bradwardine. En nuestra exploracion de esta ley no logramos localizar un
documento que la describiera en detalle. La mayoria de documentos realizan
analisis historicos, como es el caso de Celeyrette (2007), o de Goldestein (2008).
Otro intento por adquirir informacion sobre la ley de Bradwardine fue mediante un
correo electronico enviado a la doctora Edith Sylla, a quién solicitamos nos
recomendara algun articulo sobre dicha ley, a lo que respondié:

La regla de Bradwardine es dificil de entender porque utiliza unas
matematicas de las razones que son diferentes a las modernas.
Recomiendo investigar el libro “Science in the Middle Ages” de David
Lindberg en el capitulo “The Science of Motion”, en el cual John Murdoch
y yo tratamos de explicarla claramente.

Lastimosamente no logramos adquirir el libro en mencién, razon por la cual no
logramos ampliar nuestro conocimiento sobre la regla de Bradwardine.
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Para finalizar consideramos a Sylla (2008) quien menciona el destino de la ley de
Bradwardine:

3.4 Destino de la ley de Bradwardine

Segun Sylla (2008, p.117), cuando nuevas ediciones y traducciones de Euclides y
otras obras griegas condujeron a un cambio en la interpretacién de proporciones o
razones, y cuando el concepto de nimero comenzo a extenderse mas alla de los
nameros enteros, los fundamentos matematicos que Bradwardine uso en su teoria
se debilitaron, y junto a ellos su regla, esto considerando los avances en Fisica
que se alejaron de la idea aristotélica que una fuerza es necesaria para el
movimiento, y la aparicion de las leyes de Newton posteriormente. Es asi como la
ley de Bradwardine desaparecio silenciosamente.

3.5 Conclusiones del capitulo 3

Hemos procurado en la medida de lo posible, mostrar algunos antecedentes de la
ley propuesta por Thomas Bradwardine, su relacion con Elementos de Euclides y
las situaciones que se presentaron al momento de usar esta obra para argumentar
su regla. Posteriormente, hemos realizado una presentacion de la misma
mostrando los aspectos de su propuesta, a pesar de la falta de fuentes de
informacion. Finalmente, hemos mencionado la manera en que esta regla fue
desapareciendo a medida que la interpretacion de las razones, proporciones, los
modelos fisicos y matematicos fueron evolucionando.

A partir de estas consideraciones podemos concluir que:

1) Fue necesario mas de un milenio para que las ideas aristotélicas sobre las
relaciones entre fuerza, resistencia y velocidad perdieran vigencia.

Esta consideracién la mencionamos teniendo en cuenta que las ideas aristotélicas
fueron estipuladas en el siglo Ill antes de Cristo, mientras que la regla de
Bradwardine, considerada como uno de los primeros intentos en cambiar dicho
legado, fue propuesta en el siglo XIV, en su obra Tractatus de proportionibus
velocitatum, compuesta en 1328.
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2) Las diferentes traducciones de Elementos de Euclides han generado
polémicas sobre la interpretacion de algunos conceptos relacionados con
razones y proporciones, como es el caso de la definicion 5 del libro VI de
Elementos.

Segun Sylla (2008, p.82) Bradwardine utiliz6 una version de Elementos que no
contenia la definicion 5 del libro VI. Por su parte Simpson considera que esta
definicion es inutil, absurda y nada geométrica, Puertas(1994, p56).

3) La evolucidén del concepto de razén y proporcion se ha dado a través de
diferentes medios de expresién tales como la retorica aristotélica, el
pensamiento axiomatico euclidiano, y el uso de la simbologia y notacion
matematica, como el caso de la regla de Bradwardine.

La obra Elementos tiene una caracteristica fundamental y es que sus definiciones,
proposiciones y demostraciones se exponen en su mayoria haciendo uso de
palabras, mas no de simbolos. Por su parte Bradwardine utiliza una simbologia
matematica para exponer sus ideas de una manera similar a como lo hacemos
actualmente. De esta manera, las razones y las proporciones se han estudiado
considerando diferentes medios de expresion para establecer sus propiedades,
medios que presentan ventajas y desventajas, por ejemplo las palabras hacen los
enunciados mucho més largos, y los simbolos implican una clara comprension del
significado de cada simbolo.

- Los intelectuales medievales conocian el inmenso poder de la argumentacion
matematica, a tal punto que la obra de Thomas Bradwardine logré aceptacion
a partir de sus fundamentos matematicos basados en Elementos de
Euclides, y no en la experimentacion Fisica Sylla (2008, p.117).

El comentario de Sylla (2008, p.117) puede reafirmarse con el hecho que la regla
de Bradwardine no es valida, y desaparecié cuando Isaac Newton estipul6 sus
leyes del movimiento en el siglo XVI. Esto significa que Bradwardine debi6
enfocarse en aspectos experimentales relacionados con fuerza resistencia y
velocidad por encima de la fundamentacion matematica de su regla.

El comentario de Sylla (2008, p.117) indica que las matematicas pueden
convertirse en un gran instrumento argumentativo por la manera en que
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Bradwardine obtuvo aceptacion en la propuesta de su ley a partir de su
fundamentacion matematica.

A continuacion presentamos el capitulo 4 del trabajo de grado, en el cual
mostramos los aportes que el estudio de varios articulos relacionados con la ley
de Bradwardine y el estudio de la concepcion de razon y proporcion en los libros V
y VIl de los elementos de Euclides, han generado para la formacion de un docente
de Matemaéticas.
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Capitulo 4. APORTES DE LA HISTORIA DE LAS MATEMATICAS A
LA FORMACION DE UN LICENCIADO EN MATEMATICAS

En este capitulo se realiza una reflexiébn sobre los aportes que el desarrollo del
presente proyecto de grado puede otorgar a un docente de matematicas en
formacion. Para realizar la reflexion se consideran los planteamientos presentados
en La historia de las Matematicas en la Educacién de un profesor: razones e
intenciones, Guacaneme (2011). Dichos planteamientos hacen referencia al papel
de la historia de las matematicas en la educacion de un profesor, y se organizan
en cinco categorias propuestas que son:

La racionalidad (los por qué),

Las intenciones (los para qué),

Al tipo de historia (los qué),

Las estrategias metodoldgicas (los c6mo)
Al momento adecuado (los cuando),

a N PRE

En el articulo se enfatizan Unicamente dos de estas categorias: la racionalidad y
las intenciones. Para el propoésito de la reflexibn de este capitulo deseamos
enfocarnos en la racionalidad, aspecto que el profesor Guacaneme aborda con la
siguiente pregunta:

¢ Por qué se plantea la apropiacion del conocimiento histérico de las matematicas
por parte de los profesores?

El profesor Guacaneme advierte que en varios de los documentos considerados
para responder este cuestionamiento se mezclan respuestas relacionadas con los
Jpor qué? y ¢para qué?, probablemente por las relaciones que se pueden
establecer entre las respuestas a ambas preguntas. Por otra parte identifica en la
argumentacion de dichas respuestas un aspecto en comun, en ellas se considera
la historia de las matematicas como una fuente de artefactos® que favorecen el

® En el sentido planteado por Verillon and Rabardel (1995), un artefacto llega a ser una herramienta
cuando los usuarios son capaces de emplearlo para sus propios propoésitos.
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conocimiento del profesor de matematicas, o que pueden usarse en el ejercicio
docente.

Dichos artefactos se organizan en las siguientes categorias:

1. Visiones de la actividad matematica: aqui, de manera particular, se alude a una
perspectiva de la actividad de creacidén, generalmente oculta en la formulacion
deductiva de los resultados, y de la actividad de comunicacion de los resultados
de la actividad matematica. Asimismo se reconoce que la actividad matematica ha
estado guiada por muy diversas razones (v.g., utilitarias, internas a las
matematicas, problemas de otras disciplinas, estéticas, curiosidad intelectual,
retos, placer, recreativas) y ha estado influida por factores sociales y culturales.
Igualmente, se ve a las matematicas como actividad humana exigente, que
incorpora errores, argumentos heuristicos, incertidumbre, dudas, argumentos
intuitivos, controversias y aproximaciones alternativas a los objetos matematicos,
mas que como sistema de verdades. Guacaneme (2011, p.4).

La segunda categoria es:

2- Visiones de los objetos mateméticos: en este sentido se afirma que la historia
de las matematicas permite reconocer preguntas, problemas, tratamientos,
acepciones, representaciones, formas de pensamiento, etc. sobre objetos
matematicos especificos. Igualmente, se sostiene que la Historiada cuenta de
interrelaciones entre dominios matematicos o de las mateméaticas con otras
disciplinas y que revela la interdependencia de meta conceptos (v.g.,
demostracion, rigor, evidencia, error) con el caracter evolutivo de los conceptos,
de la formas de representacion y del lenguaje. Guacaneme (2011, p.4).

Y la tercera categoria:

3- Competencias profesionales: a este respecto se aduce que el estudio de la
historia de las matematicas exige y promueve el desarrollo de competencias
personales y profesionales que van mas alla del conocimiento matematico (v.g.,
leer, escribir, escuchar, buscar fuentes, discutir, analizar y hablar sobre las
matematicas; sensibilidad, tolerancia y respeto hacia maneras no convencionales
de expresar ideas o resolver problemas; valoracion de la persistencia y el animo
ante la adversidad). Guacaneme (2011, p.4).
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Estas son las tres categorias que tendremos en cuenta para iniciar nuestra
reflexion. Examinemos entonces la primera de ellas en el contexto del presente
trabajo de grado. Aclaramos que la reflexion se redacta en primera persona en
vista que se considera el punto de vista del maestro en formacion:

Primera categoria: ¢El estudio realizado en este trabajo de grado cambié la vision
de la actividad matematica del maestro en formacion?

La respuesta es afirmativa, porque antes de realizar el trabajo de grado
consideraba que cualquier teoria que fuese fundamentada matematicamente era
correcta. Sin embargo, la regla de Bradwardine es un contraejemplo de esta
concepcion, porque esta ley estaba argumentada en los Elementos de Euclides, y
a pesar de ello, después de varios avances en fisica y matematicas perdié su
validez. En este sentido las matematicas las interpreto actualmente como un fuerte
instrumento argumentativo, cuyo uso no implica el hallazgo de verdades infalibles.

Por otra parte, antes de realizar el trabajo de grado tenia la sensacién que los
resultados actuales en matematicas, postulados, teoremas, conceptos y demas,
son los correctos, los apropiados, los que mejor pueden describir cualquier
fenémeno fisico, los que estan mejor fundamentados, en otras palabras son las
“matematicas verdaderas”. Sin embargo, al considerar que las ideas aristotélicas
sobre la relacion entre la velocidad, la resistencia y la fuerza fueron consideradas
COmo veraces en su momento, y que posteriormente perdieron su validez; que la
ley dinamica de Bradwardine fue considerada como veraz en el siglo XIV, y que
posteriormente perdié su vigencia, puedo considerar que los conocimientos
matematicos actuales pueden perder su validez con el paso del tiempo, tal vez
mucho tiempo después como en el caso aristotélico, tal vez en poco tiempo como
ocurrié con la regla de Bradwardine. De manera que actualmente no interpreto las
matematicas como un sistema de verdades absolutas, sino como un sistema de
conocimientos cuya veracidad se ratifica dependiendo del criterio vigente al
momento de evaluar los conceptos implicados, enfatizando por supuesto la
palabra “momento”, con la cual me refiero a la historia de las matematicas.

Esta dltima visibn de la actividad matematica puede relacionarse con la
concepcion de las matematicas escolares, en el sentido que muchos de los
conceptos matematicos que son objeto de ensefianza en determinados momentos
dejan de ser parte de los proyectos curriculares al ser reemplazados por otros. En
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ese sentido debe existir un criterio para determinar cuales conceptos deben hacer
parte de un curriculo matemético escolar y cuales no, por lo cual me planteo la
pregunta: ¢cual es mi criterio para determinar los conceptos matematicos que
deben integrar un curriculo?, pues bien, en un principio intente buscar argumentos
en la utilidad de los conceptos matematicos en un sentido practico, es decir, lograr
gue los conceptos matematicos a ensefiar sea utiles para la vida del estudiante.
Sin embargo debo confesar que en mi caso son muy pocas las ocasiones en las
gue las matematicas han resuelto dificultades en mi vida, es decir, no he resuelto
muchos de mis problemas usando integrales o derivadas, teorema de Pitdgoras o
cosas por el estilo, por lo cual este tipo de argumento tuvo muy poco peso. Esta
discusion hizo parte de varias asesorias con el profesor Guacaneme quién me
sugirié considerar los estandares basicos de competencias en Matematicas (MEN,
2006), en los cuales se contemplan cinco tipos diferentes de pensamiento
matematico: numérico, espacial, métrico, aleatorio o probabilistico y variacional.
De manera que un criterio para determinar si un concepto matematico debe hacer
parte de un proyecto curricular es considerar si desarrolla el pensamiento
matematico, y adquirir dicho criterio lo considero una ganancia del desarrollo de
este proyecto de grado.

Ahora consideramos la siguiente categoria sobre las visiones de los objetos
matematicos a partir de esta pregunta:

¢El estudio realizado en este trabajo de grado cambid la vision de los objetos
matematicos implicados en el mismo?

Este trabajo de grado est& relacionado con el concepto de razén y proporcion. Al
respecto, recuerdo muy bien mi concepcion de las proporciones las cuales definia
con la expresion “una proporcién es una igualdad entre dos razones” que pude
confirmar en algunos textos de Matematicas. Sin embargo, al estudiar la
proposicién 13 del libro V de los Elementos de Euclides que dice:

Proposicién 13: Si una primera magnitud guarda con una segunda la misma razén
que una tercera con una cuarta, y la tercera guarda con la cuarta una razén mayor
que una quinta con una sexta, la primera guardara también con la segunda una
razdn mayor que la quinta con la sexta.

La cual interpretamos en el capitulo 2 de este proyecto de grado, logré corroborar
que una proporcion puede establecerse considerando varias razones, no
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Unicamente dos. Esta misma situacion ocurrid con la definicion de la operacion
(exaequali):

Libro V, definicion 17: Una razon por igualdad (ex aequali) se da cuando, habiendo
diferentes magnitudes y otras iguales a las primeras en niumero que, tomadas de
dos a dos, guardan la misma razon, sucede que como la primera es a la ultima -
entre las primeras magnitudes-, asi pues -entre las segundas magnitudes- la
primera as a la ultima; o dicho de otra forma, consiste en tomar los extremos sin
considerar los medios.

De manera que esta indagacion historica sobre el concepto de proporcion en los
elementos de Euclides me permite corroborar que puede establecerse una
proporcion entre dos o mas razones, algo pertinente cuando tenga la oportunidad
de abordar esta teméatica en un aula de clases, desempefidndome como docente.

Consideremos ahora la ultima categoria relacionada con las competencias
profesionales que el desarrollo de este trabajo de grado ha otorgado al docente en
formacion:

¢El estudio realizado en este trabajo de grado ha promovido y desarrollado
competencias profesionales en el maestro en formacion?

Por supuesto que si. Estas competencias son:
1. Lectura de articulos redactados en otros idiomas:

Durante el desarrollo de esta tesis de pregrado tuve la necesidad de adquirir
informacion relacionada con la regla de Bradwardine. En principio procuré
adquirirla en la red de bibliotecas publicas, sin embargo no encontré alguna
informacion al respecto. Posteriormente inicié mi busqueda en internet y los
resultados obtenidos hacian referencia en su mayoria a biografias de Thomas
Bradwardine sin incluir informacién detallada sobre su regla. Con ayuda del
profesor Guacaneme obtuve los articulos tan anhelados para fundamentar este
proyecto de grado, los cuales estaban redactados la mayor parte de ellos inglés,
de esta manera tuve que traducirlos, comprenderlos y utilizarlos para los
propésitos establecidos en este proyecto.
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Ahora comprendo que gran parte de la informacion sobre tematicas relacionadas
con mi futura labor docente esta disponible en otros idiomas, por lo cual es
momento de sustituirla mania de acudir a documentos disponibles en espafiol y
considerar fuentes extranjeras.

2. Fuentes de busqueda

Con este proyecto de grado pude corroborar la importancia de realizar busquedas
exhaustivas de la informacion requerida, es decir, he aprendido a refinar mi criterio
de busqueda de informacién acudiendo a las bibliotecas de universidades
extranjeras, como es el caso de la universidad de Arizona de donde proviene uno
de los articulos utilizados en esta tesis de pregrado, o acudiendo directamente a
los redactores de los articulos que haya obtenido, esto lo menciono porque logré
establecer contacto via correo electronico con Edith Sylla, quién me sugirio la
lectura de un capitulo de uno de sus libros, en el cual procura explicar la regla de
Bradwardine. De manera que con perseverancia e indagando multiples fuentes de
informacion se pueden obtener los articulos necesarios sobre la tematica de
interés, esto considerando que no siempre es sencillo adquirir documentos
relacionados con historia de las matematicas.

3. Valoracioén de las diferentes interpretaciones.

En el estudio realizado en este proyecto de grado pude contemplar diferentes
interpretaciones del mismo concepto, que es la relacion entre la fuerza, la
resistencia y la velocidad, el primero de ellos otorgado por Aristoteles y el segundo
por Thomas Bradwardine. Ambas interpretaciones a pesar de ser distintas, fueron
el punto de partida para que otros intelectuales generaran nuevos conocimientos
en matematicas, incluso considerando que actualmente ninguno de los dos puntos
de vista tiene vigencia. De esta manera he comprendido la importancia de valorar
las interpretaciones que otras personas realizan sobre un concepto matematico en
vez de considerar Unicamente mis puntos de vista. Esto me resulta muy pertinente
sobre la necesidad de aprender a escuchar y analizar cada una de las
interpretaciones que mis estudiantes hagan sobre los conceptos de estudio, aln
cuando no sean los mas apropiados, pues a partir de ellos se pueden generar
nuevos conocimientos.

64



Capitulo 5. CONCLUSIONES

Thomas Bradwardine (1290 - 1349 d.C.) interpretd la manera en que se
relacionan las magnitudes fisicas fuerza, resistencia y velocidad a partir de una
regla que involucraba razones y proporciones. Esta regla fue fundamentada
matematicamente considerando la obra Elementos de Euclides logrando
aceptacion en poco tiempo. Sin embargo, esta ley no era valida y desaparecio
rapidamente a partir de los avances en Fisica y Matematicas y la aparicion de las
leyes de Newton.

En términos generales el estudio de la obra Elementos de Euclides nos ha
permitido conocer una manera diferente de expresar verbalmente ideas
matematicas. También comprender que el significado de las definiciones y
proposiciones de esta teoria dependen de la interpretacion de sus términos
indefinidos.

Por su parte, el estudio de la regla de Bradwardine nos permitié conocer el legado
de las ideas aristotélicas sobre la Fisica y el movimiento, las cuales tuvieron una
vigencia que perdurd por mas de un milenio. Debemos comentar que no logramos
adquirir una gran comprension sobre dicha regla a causa de la falta de
documentos que la describan de manera puntual.

Adicionalmente comprendimos que las Matematicas son un fuerte instrumento
argumentativo y que a pesar de ello no podemos considerarlas como un sistema
de verdades absolutas.

Finalmente, el proyecto de grado ha permitido al maestro en formacion adquirir
diferentes significados e interpretaciones sobre razones y proporciones, y en
consecuencia comprender la importancia de considerar diferentes puntos de vista
al momento de expresar e interpretar ideas matematicas.
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Capitulo 6. ANEXOS

Anexo No. 1 Traduccién®

“EL ORIGEN Y EL DESTINO DE THOMAS BRADWARDINE EN DE
PROPORTIONIBUS VELOCITATUM IN MOTIBUS EN RELACION A LA
HISTORIA DE LAS MATEMATICAS” DE EDITH DUDLEY SYLLA

En el Libelli sophistarum, publicado 11 veces entre 1497 y 1530 para el uso de los
estudiantes de Oxford o Cambridge, una version acortada del De proportionibus
velocitatum in motibus de Thomas Bradwardine fue incluida, junto con varias otras
obras cortas que abarcaron temas de ldgica. En este Tractatus de proportionibus,
que probablemente fue el trabajo abreviado de Bradwardine al menos un siglo
antes, todavia se pensaba que era una parte importante y relevante de la
educacion de pregrado en el siglo XVI, pues muestra a fondo como el enfoque de
Bradwardine a las proporciones de fuerzas, resistencias, y las velocidades de los
movimientos se habian asimilado en el plan de estudios escolar. De hecho, para
hacer frente a las proporciones en la via Bradwardiniana fue necesario, junto con
diversos métodos de la légica entre las herramientas de analisis, que cada
universitario de Oxford o Cambridge le fuera ensefiado incluso a principios del
siglo 16.

Sin embargo, en el siglo XX, la teoria de Bradwardine sobre las proporciones de
las velocidades en los movimientos se habian convertido en territorio alienigena.
De este modo, E. J. Dijksterhuis escribié acerca de la teoria de Bradwardine lo
siguiente:

® Traduccion del documento Sylla, E. (2008). The origin and fate of Thomas Bradwardine’s de
proportionibus velocitatum in motibus in relation to the history of Mathematics. En Walter,R. &
Sophie, R. (Eds.). Mechanics and Natural Philosophy Before the Scientific Revolution, (pp. 67 —
119). Springer Netherlands.

Esta traduccion se hace con fines netamente académicos y no comerciales en el marco del Trabajo
de grado. En tanto que no constituye una traduccién autorizada, se sugiere no citar esta traduccién
sino la fuente original.
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Bradwardine asume que aquello que realmente sucede es que la proporcion
en la cual cambia la velocidad 'sigue' la manera en que cambia la
proporcion entre la fuerza y la resistencia; al hacerlo, dice algo que a los
ojos de un lector actual es completamente indefinido. (Por ejemplo: “sigue”
significa dependencia) o coincide con la formulacion aristotélica. Su
intencion sin embargo no es ni lo primero, ni lo segundo, pero para aclarar
las cosas es necesario hablar sobre la terminologia de la teoria de la
proporcion medieval, que es muy extrafia y confusa comparada con los
modos de expresion actuales... (Posteriormente explica la manera en que
Bradwardine utiliza la composicion de proporciones). El modo de expresion
descrita persistio hasta el siglo XVIII y fue una fuente constante de
incomprension a los lectores mas adelante, que siempre estuvieron
desconcertados por el hecho de que el doble de 3 es 6, pero el doble de la
proporcién 3:1 es la relaciéon 9:1. . .

Después de describir la teoria de Bradwardine en términos de un algoritmo o
ecuacion exponencial, Dijksterhuis comenta:

Aungue se trata de una formulacion matematica sin fundamento de una ley
natural que no es valida, el argumento de Bradwardine de ninguna manera
carece de importancia historica, testifica una busqueda tentativa de una
expresion matematica sobre una supuesta relacion funcional en la
naturaleza, y para nosotros es instructivo como un sintoma de las grandes
dificultades que se tuvieron que superar antes que los fenémenos de la
naturaleza se pudieran describir en el lenguaje de las matematicas. Como
es evidente de lo anterior, estas dificultades no fueron so6lo en baso a
supuestos fisicos incorrectos; sino también fueron causados por las
peculiaridades y los defectos del lenguaje matematico. Al respecto se
deben considerar los elementos de Euclides, un modo de expresion
altamente especializado, generalmente rigido, que habia sido muy
refrenado por ciertas exigencias de exactitud debido a la influencia de
concepciones filoséficas. Asi, para elegir una instancia de la materia del
tema bajo consideracién, era imposible hablar de una velocidad como una
relacion entre la distancia y el tiempo. . . En matematicas euclidianas es
posible so6lo hablar de la relacién entre dos magnitudes del mismo tipo, es
decir, de dos magnitudes, donde cada una de ellas puede, al ser
multiplicada, superar a la otra.
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Continuando con Dijksterhuis, podemos tomar el trabajo de Bradwardine sobre las
proporciones de las velocidades en los movimientos como un paso de
‘“importancia histérica” en la busqueda de “una expresion matematica de
una...relacion funcional en la naturaleza”, incluso si ésta envuelve “una ley natural
que no es valida”. No obstante, me gustaria argumentar que la formulacion
matematica de Bradwardine no fue “infundada”, pero tenia una firme
fundamentacion en la teoria de las proporciones y de la composicion de las
mismas al ser encontradas en una versién pre-Teonina de los Elementos de
Euclides y en los trabajos matematicos de Arquimedes y Apolonio también.
Mientras esta matematica griega clasica era, como dice Dijksterhuis,
‘enormemente restringida por ciertas exigencias de exactitud”, como la exigencia
de que las proporciones siempre implican dos magnitudes de la misma naturaleza,
Thomas Bradwardine construyé sobre ella una teoria matematica de las
proporciones de las velocidades en el movimiento de una elegancia aun digna de
nuestro reconocimiento.

En el dltimo medio siglo, los historiadores no han sido capaces de ver claramente
las virtudes de la teoria de Bradwardine ya que entre su época y la nuestra se ha
producido una revolucion en la comprension de la razén o la proporcion (¢es lo
mismo?), por lo que las proporciones se identificaron con divisiones indicadas, con
lo que, en épocas anteriores, fueran llamadas sus "coeficientes", "cantidades",
"exponentes" o "tamafos". Antes del cambio moderno, Bradwardine, siguiendo
una tradicién griega clasica (pre-Teonina), traté proporciones como las relaciones
entre dos cantidades y no les aplicé las operaciones aritméticas normales tales
como suma, resta, multiplicacion o division.

COMPOSICION DE PROPORCIONES ANTES DE BRADWARDINE

En los elementos de Euclides hay dos concepciones distintas sobre lo que
significa “componer proporciones”, las cuales deben distinguirse para conocer el
destino y el origen de la regla de Bradwardine. Por otra parte, las he llamado la
primera y segunda tradicion de la composicion. Llamaré a la primera la mas
clasica y tedrica “tradicion pre-Teonica” de la composicidon de proporciones, y la
segunda, mas practica y calculadora, la “tradicion Teonica” de la composicion de
proporciones.
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Primera tradicion:
La primera tradicion (pre - Teonica) aparece en las ediciones modernas de los
Elementos como una operacion no definida previamente, encontrada en el libro VI,

Proposicion 23, que dice:

Los paralelogramos equiangulos guardan entre si la razén compuesta de
las razones de sus lados.

Lo que significa “; compuesto de?”, aquello que Euclides hace para componer dos
proporciones es tomar las dos proporciones de los lados de los paralelogramos
que quiere componer y equipararlos a dos proporciones continuas con cada una
(por ejemplo, tal que el antecedente de una proporcion es la misma que el
consecuente de la otra). El comenta:

Sitde una linea recta K, y arrégleselas para que,

BC seaa CG,comoKal,

y como DC sea a CE, como L a M.

Luego las proporciones de Ka L y de L a M son las mismas que las
proporciones de los lados, es decir, de BC a CG y de DC a CE.

Pero la razén de K a M se compone de la razén de K a L y de que de
L a M; de modo que K tiene también a M la razén compuesta de las
proporciones de los lados.

En el procedimiento en la proporcion 23 del Libro VI es tomado como la clave de la
definicion de “composicion” de proporciones, entonces es claro que la operacion
de composiciones consiste en tomar términos en una serie y argumentar que la
proporcion de la primera a la ultima estd compuesta de las proporciones entre
términos inmediatos, asi que, por ejemplo, la proporcién de A a E esta compuesta
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de la proporcién de C a D, y de la proporcion de D a E. Bajo esta comprension de
composicibn no se necesita demostracion mas es simplemente obvio
inspeccionar. La composicion continua de proporciones es cominmente afiadida a
lineas contiguas, es como si los puntos A, B, C, D, E, estuvieran marcados en una
regla y la distancia de A a E fuera igual a la distancia de A a B, mas la distancia de
B a C y asi sucesivamente hasta E.

Por esto, bajo esta comprension de composicion las proporciones son relaciones
entre entidades de la misma naturaleza, y como relaciones, son algo distinto de
los nimeros e incluso que las magnitudes geométricas. Por otra parte, en el libro
V, definicion 17, Euclides ha definido una operacion entre proporciones llamada ex
aequali (por igualdad), la cual tiene mucha afinidad con el concepto de
composicién de proporciones:

Libro V, definicion 17: Una razon por igualdad se da cuando, habiendo
diferentes magnitudes y otras iguales a las primeras en numero que,
tomadas de dos a dos, guardan la misma razon, sucede que como la
primera es a la Ultima -entre las primeras magnitudes-, asi pues -entre las
segundas magnitudes- la primera as a la Ultima; o dicho de otra forma,
consiste en tomar los extremos sin considerar los medios.

La operacion ex aequali provee las bases para la composicion de proporciones en
el sentido que la utilizara Bradwardine para la fundacion de su ley. Lo que se
necesita es tener en cuenta que los términos de las proporciones a componer
deben ser continuas (como la A, B, C, D, E antes mencionados) y monétonamente
creciente o decreciente. En este entendimiento de la composicién de proporciones
puede interpretarse como "Agregar”, como en la adicion de segmentos mas cortos
para hacer una linea mas larga. Esta comprension de la "adicion" de proporciones
es ejemplificada por los definiciones de Euclides 9y 10 del libro V:

Libro V, definicion 9: Cuando tres magnitudes son proporcionales, se dice
gue la primera guarda con la tercera una razén duplicada de la que guarda
con la segunda.

Libro V, definicion 10. Cuando cuatro magnitudes son proporcionales, se
dice que la primera guarda con la cuarta una razon triplicada de la que
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guarda con la segunda, y asi siempre, sucesivamente, sea cual sea la
proporcion.

Aqui, aunque la traduccion latina normalmente tiene duplicata y triplicata, en lugar
de “doble” o “triple”, algunos autores entienden los significados como si fueran lo
mismo, tomando la proporcién de la primera magnitud a la segunda como una
mitad o una tercera, etc., de la proporcion de la primera a la ultima magnitud.
Entonces estas mitades o terceras partes podrian ser afiadidas para hacer la
proporcion completa de extremos. La simplicidad de la funcién de Bradwardine es
mas aparente cuando una puede decir que como la proporcién de fuerza a
resistencia es duplicada o triplicada, asi es la velocidad, duplicada o triplicada, y
asi sucesivamente.

En la teoria de la musica o armonia antigua y medieval existia una fuerte tradicion
de “adicion” de proporciones conectadas a la suma de intervalos musicales, asi
cuando la quinta estrofa (correspondiente a la proporcion 3:2) era afiadida a la
octava (correspondiente a la proporcion 2:1) se producia el intervalo diapasén
diapente (correspondiente a la proporcion 3:1). Esta “adicién” de proporciones
habia aparecido ya en Los Fundamentos de la Musica de Boetio. Asi, en el Libro
I, proporcion 25, Boetio escribe:

Afirmo, pues, que la diapente consiste justamente del sesquialter, el
diatessaron de la razén sesquitertiana... Si restamos el diatessaron de la
consonancia de la diapente, el intervalo se mantiene, lo que se llama el
"tono", si tomamos una sesquitertiana lejos de una razén sesquialter, una
razon sesquioctava se termina. Se deduce, entonces, que el tono debe ser
asignado a la razon sesquioctava.

Lo que Boetio esta diciendo es que 4:3 sustraido de 3:2 deja 9:8. El no dice cémo
los trabajos matematicos, mas de los diagramas que aparecen en manuscritos de
su trabajo, aparece que €l estuvo pensando en una matriz de los nimeros 9 — 8 —
6 en una linea con ligaduras entre los numeros. Entonces, el diapente en la
proporcién de 3:2 corresponde a la razon de 9 y 6, los extremos de la linea;
mientras el diatesseron en la proporcién 4:3 corresponde a la razén de 8 y 6 en la
recta de la linea, la cual, cuando se aleja de la razon de 9 y 6, deja al resto del
intervalo de 9 a 8.
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Dependiendo del instrumento musical que sea tomado para ser la base de la
teoria armonica, la imagen de adicion musical de intervalos puede variar. Mas
tarde en Los Fundamentos de La Musica Boetio propone tomar una cadena y
amarrarla en 7 partes iguales. Si la cadena es dividida en tres partes de un lado y
cuatro partes del otro, y las dos partes de la cadena son jalados, la consonancia
que sera escuchada es la diatessaron correspondiente a la proporcion 4:3.
Similarmente, la cadena podria ser cortada en 5 partes y luego dividida en tres
partes en un lado y dos en el otro, cuando estas dos partes de la cadena sean
jalados simultaneamente uno después del otro, los tonos serian en la consonancia
diapente o 3:2. En un teclado, es facil visualizar como los intervalos entre notas
seleccionadas en una linea pueden ser adicionadas para hacer octavas y
similares. Las dos notas siempre permanecen juntas, incluso cuando sus razones
sean consideradas y la direccion de comparacion de nota baja a alta o viceversa
sea irrelevante.

Lo que Bradwardine hizo en su On the proportions of velocities in motions fue
tomar esta primera tradicion “pre-Teonina” de composicion de proporciones como
si fuera la Unica. Las conclusiones claves en el siglo XVI sobre la version corta del
trabajo de Bradwardine fueron:

La velocidad de movimiento sigue la proporcion geométrica del motor por
encima de la potencia de lo movido, lo cual significa que si hay dos
potencias y dos resistencias y la proporcion entre la primera potencia y su
resistencia es mayor que la proporcién entre la segunda potencia y su
resistencia, la primera potencia se movera mas rapidamente con su
resistencia que la segunda potencia con su resistencia, tal como una
proporcion es mayor que otra. . .

Segun esta opinidn, las siguientes conclusiones deben ser consideradas:
1 - Si una potencia esta en una proporcién doble a su resistencia, cuando la
potencia es doblada (duplata), manteniendo la resistencia constante, el

movimiento sera el doble (duplabitur). . .

2 - Si ninguna potencia se encuentra en una proporcion doble a su resistencia, esa
potencia es suficiente para mover con la mitad de esa resistencia el doble de
rapido (en duplo velocius) que como se mueve con la resistencia total. . .
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3 - Si una potencia es mas del doble proporcional a su resistencia, con la potencia
que se duplico y la resistencia constante, no se duplicara el movimiento. . .

4 - Si una potencia esta en una proporcion de mas del doble de su resistencia, esa
potencia no es suficiente para generar un movimiento dos veces mas rapido con la
mitad de la resistencia que como con toda. . .

5 - Si una potencia es en menos de una proporcion doble a su resistencia, la
potencia duplicada movera [la misma resistencia] mas de dos veces tan
rapidamente. . .

6 - Si una potencia es en menor que una proporcién doble a su resistencia, sera
suficiente para generar un movimiento mas de dos veces tan rapidamente como
con la mitad de la resistencia. . .

Aungue el sentido de la teoria de Bradwardine sobre la relacion de potencias,
fuerzas y resistencias es aqui expuesto en seis conclusiones, cada conclusion
parece simple y es consecuencia directa de las matematicas sobre las
proporciones que introducen su trabajo.

Los supuestos claves y las conclusiones de la seccion Matematica (como en la
abreviatura del siglo XVI) son:

[primera suposicion:] todas las proporciones son iguales cuyas
denominaciones (denominationes) son iguales.

La segunda suposicion es esto: si hay tres términos proporcionales y el
primero es mayor que el segundo y el segundo.

Las suposiciones y conclusiones del trabajo de Bradwardine en la seccion
matematica (tal como en la version resumida del siglo XVI) son:

Algunas suposiciones:

- Primera suposicion: Todas las proporciones son iguales a aquellas cuyas
denominaciones son iguales.

- La segunda suposicion es: si hay tres términos proporcionales y el primero es
mayor que el segundo y el segundo mayor que el tercero, la proporcion de los
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primeros al Ultimo est4 compuesta (componitur) de la proporcion de la primera
a la segunday la segunda a la tercera.

Tercera suposicion: cuando hay muchos términos y el primer término es mayor
gue el segundo y el segundo es mayor que el tercero y del mismo modo con
respecto a los demas términos hasta el ultimo término, manteniendo una
proporcion, entonces la proporcion de la primera hasta la ultima se compone
de la proporcién de la primera a la segunda y el de la segunda a la tercera, y
asi sucesivamente para los demas términos. . .

Sexta suposicion: cuando algo se compone de dos iguales, esa composicién
sera el doble (duplum) de cualquiera de los iguales; Si se compone de tres
iguales, serd triple a alguno de ellos. . .

Séptima suposicién: cuando algo se compone de dos desiguales, el algo es
mas del doble de la menor y menos del doble de la mayor. ..

A continuacion algunas conclusiones:

la primera conclusion probada a partir de estas suposiciones es: si hay una
proporcién de mayor desigualdad entre el primer y el segundo término y del
segundo al tercer término, entonces la proporcién del primer al tercer término
sera una proporcion doble (dupla) que la proporcion del primero al segundo y
del segundo al tercero. . .

La tercera conclusion es la siguiente: Si el primer término es mas del doble
gue el segundo, y el segundo término es exactamente el doble del tercero, la
proporcién del primero al tercero serd menos del doble de la proporcion del
primero al segundo. .

La Quinta conclusion es la siguiente: Si el primer término es menor que el
doble del segundo y el segundo es precisamente el doble que el tercero,
entonces la proporcion del primer término al ultimo sera mas del doble de la
proporcion del primero al segundo

Séptima conclusién: no hay ninguna proporcibn mayor o menor que una
proporcién de igualdad. Tampoco hay una proporcion de mayor desigualdad
mayor que una proporcion de igualdad. . .

De una comparacién de estas conclusiones matematicas y fisicas, es obvio que
las primeras y segundas conclusiones sobre movimientos son analogas a la
primera conclusion sobre las proporciones matemaéticas; la tercera conclusion
sobre movimientos se desprende de la tercera conclusion sobre las proporciones
y asi sucesivamente. En otras palabras, la ley de Bradwardine sobre el
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movimiento es consecuencia directa y simple de las matematicas de la
comparacién y composicion de proporciones, y no de la fisica como tal.

Asi que las proporciones de las velocidades y movimientos de Bradwardine
vinieron como un “paquete de negocios”. Las personas aprendieron a aceptar las
matematicas de proporciones segun la tradicion "pre-Teonica”, y luego las
matematicas de las relaciones de fuerzas, resistencias y velocidades se
presentaron como la recompensa por haber aceptado estas matematicas. Antes
de Bradwardine, el intento de traducir lo que Aristételes y Averroes habian dicho
acerca de las relaciones de fuerzas, resistencias y velocidades en las
mateméticas habia generado varias dificultades.

Una simple interpretacion matematica de Aristoteles podria decir que velocidad
depende de la proporcién de la fuerza para resistencia, con la condicion que la
fuerza es mayor que la resistencia, porque de lo contrario no habria ningun
movimiento.

Esto se ajusta con las declaraciones de Aristoteles sobre si una cierta fuerza
mueve con una velocidad determinada, luego el doble de la fuerza moveréa la
misma resistencia con el doble de la velocidad, o la misma fuerza movera a la
mitad la resistencia con el doble de la velocidad y asi sucesivamente.
Matematicamente, esta idea tiene una condicion inaceptable, porque implica que
habra una velocidad finita conforme la proporcién de la fuerza a la resistencia se
acerca a una proporcion de igualdad. Por otra parte, si se dice que no hay
ninguna velocidad cuando la fuerza sea igual o menor que la resistencia,
entonces habran algunas pequefias velocidades correspondientes a alguna
fraccion de fuerza y resistencia (ya que la proporcionalidad simple haria estas
velocidades pequefias corresponden a una fuerza menor que la resistencia).

La principal alternativa matematica para entender a Aristételes, lo que significa
gue las velocidades son proporcionales a la fuerza y la resistencia, fue decir que
velocidades corresponden a la diferencia entre la fuerza y la resistencia o F — R.
Esta formulacién tenia la ventaja que predice una velocidad finita cuando no hay
resistencia. Aristoteles habian utilizado su visidn para argumentar que un vacio es
imposible, ya que implicaria una proporcion de una fuerza finita a cero resistencia
y por lo tanto una velocidad infinita, una contradiccion logica. A principios del siglo
XIV, sin embargo, mayoria de los estudiosos acepta que Dios podria, por su
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poder absoluto, hacer que el vacio existiera, y asi las matematicas de movimiento
necesitan permitir una resistencia cero.

La formulacion F — R habia logrado este objetivo, pero tenia otros problemas
serios. Implicaba, por ejemplo, que si dos cuerpos en movimiento con la misma
velocidad fueran atados juntos se moverian mas rapidamente, puesto que las
diferencias entre las fuerzas combinadas y resistencias combinadas se sumarian.
Por otra parte, la formulacién de velocidad proporcional a F - R no "salvd" las
declaraciones de Aristoteles: cuando las proporciones de la fuerza y la resistencia
son iguales, las velocidades son iguales.

La matematica de las proporciones sobre las velocidades y movimientos que
Bradwardine propuso otorgé una nueva alternativa mateméatica que coincidio con
las proporciones de fuerza y resistencia hasta la velocidad cero, evitando los
problemas de valor limite de la interpretacion aristotélica estandar, y al mismo
tiempo, con un lustre plausible, salvaria la verdad de las declaraciones de
Aristételes. Por otra parte, Bradwardine argumentd su posicion refutando cuatro
posiciones alternativas, que dejaron a la teoria de Bradwardine como la Unica
alternativa.

Hubo otros argumentos en contra de la interpretacién aristotélica estandar y a
favor de la ley de Bradwardine basado en experiencia. Por ejemplo:

‘la actual teoria [Aristételes] debe ser refutada invocando la falsedad,
porque la experiencia nos ensefia lo contrario. Vemos, en efecto, si a un
solo hombre que esta moviendo algin peso de tal forma que apenas puede
moverse lentamente, un segundo hombre ayuda al primero, los dos
entonces moverdn mucho mas que dos veces mas rapido. EI mismo
principio es bastante manifiesto en el caso de un peso suspendido de un eje
rotatorio, que insensiblemente se mueve durante el curso hacia abajo
(como es el caso de relojes). Si se agrega un peso de reloj igual al primero,
el conjunto desciende y el eje o la rueda, se vuelve mucho mas que dos
veces mas rapido (como es suficientemente evidente a primera vista)”.

La quinta conclusién de Bradwardine sobre las proporciones de las velocidades,
citada anteriormente, explica por qué a medida que la potencia del movimiento se
incrementa partiendo de ser un poco mayor que la resistencia, la velocidad
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aumenta mucho més del doble cuando la potencia se duplica. Pero la estrategia
de Bradwardine defendiendo su punto de vista fue mas matemaética que fisica.

En el establecimiento de los preliminares mateméticos de su teoria, Bradwardine
explicé sistematicamente una vision de las proporciones y su composicion, sin
hablar de otros enfoques alternativos. Una vez que volvio a la fisica, no dio el
punto de vista aristotélico como tradicionalmente lo entendida — que velocidades
son proporcionales a las fuerzas e inversamente proporcionales a las resistencias
— él asumio implicitamente que las proporciones soélo pueden variar como lo
hacen en su propia ley.

Esto significa que la vision aristotélica tradicional tuvo que ser dividida en dos
partes, diciendo que la velocidad varia como la fuerza si la resistencia se
mantiene constante e inversamente con resistencia si la fuerza se mantiene
constante. Habiendo hecho esta divisién de la teoria de Aristételes para mantener
la pretension que las proporciones pueden variar sélo en la manera en que él lo
propuso, Bradwardine manifestd contra esta teoria que era insuficiente, sin decir
nada sobre el caso en que las fuerzas y las resistencias varian al mismo tiempo!
(al refutar la segunda posicion erronea, Bradwardine asumié su propia teoria de
proporciones, incluyendo la vision que ninguna proporcion es mayor 0 menor que
una proporcioén de igualdad. ¢ Qué significa?)

Igualmente argumento contra la teoria de que las velocidades son proporcionales
a (F, R): R en los terrenos que la teoria no podia calcular cualquier velocidad
mayor o menor que la velocidad que se produce cuando la fuerza es el doble de
la resistencia, porque entonces (F — R): R es la proporcién de R:R o 1:1 (la misma
pregunta, ¢qué significa?), y no hay ninguna proporcibn mayor o menor
proporcién de igualdad (su séptima conclusion sobre proporciones, citado
anteriormente).

Inmediatamente después de la aparicion de su obra On the proportions of
velocities in motions en 1328, la nueva regla de Bradwardine para la relacion de
fuerzas, resistencias y velocidades en movimientos fue ampliamente y casi
unanimemente aceptada. Creo que esto sucedid debido a la eficacia de los
fundamentos matematicos que se utilizaron, junto con el sorprendente avance de
su teoria sobre las alternativas consideradas previamente. Los principales
pensadores en Paris y Oxford, comenzaron a construir conocimientos sobre la
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base de Bradwardine. En Paris, Nicole Oresme y Alberto de Sajonia imitaban a
Bradwardine escribiendo sus propias obras (De proportionibus), libros que
incluyeron discusiones de su ley o regla.

En Oxford, Roger Swineshead, John Dumbleton y Richard Swineshead también
incluyen discusiones sobre la ley de Bradwardine en sus obras, aunque no imitan
su titulo. (De proportionibus). Alvaro Tomas de Lisboa, en Paris 1509, publico el
Gran Liber de triplici motu proportionibus annexis. . . philosophicas Suiseth
calculationes ex parte declarans, exponiendo en detalle las mateméticas y la
ciencia del movimiento que habia sido fundada por Bradwardine y avanzada por
Richard Swineshead. Doscientos afios después del trabajo de Bradwardine, Jean
Fernel lo defendi6 implicitamente en su obra De proportionibus libri duo en 1528.

Quienes se oponian a Bradwardine, por ejemplo Blasio de Parma, buscaron en
gran parte razones matematicas en lugar de fisicas. La queja mas comun era que
cuando una proporcion es duplicada (duplicata), no es necesariamente el doble,
porque un "doble" siempre es mas grande que la mitad, mientras que una
proporcién puede ser mas pequefia al ser duplicada (si es una proporcion de
menor desigualdad) o permanecer del mismo tamafio (si es una proporcion de
igualdad).

A finales del siglo XVI, en lugar de escribir obras sobre las proporciones de las
velocidades en movimientos como tal, los matematicos escribieron en contra de la
interpretacion de la composicion de proporciones que Bradwardine hizo en su
trabajo. En los siglos XVI y XVII, de hecho, una decision fue tomada a favor de
una segunda alternativa, el enfoque Teonico de la composicién de proporciones,
gue quita los fundamentos matematicos de la teoria de Bradwardine. La teoria
fue, por lo tanto, destinada a desaparecer junto con la formacion De
proportionibus de la sophistarum Libelli, cualquiera que sea el descubrimiento de
la ley de la inercia o de otros desarrollos en la fisica que derrocaron las
correlaciones aristotélicas sobre las velocidades y las potencias que las causaron
y las resistieron. Para entender el origen y el destino de la ley de Bradwardine, por
lo tanto, es importante ubicarla dentro de la historia de las matematicas y de la
fisica.
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LA HISTORIA DE LAS MATEMATICAS DE LA COMPOSICION DE
PROPORCIONES ANTES DE BRADWARDINE

Bradwardine no invent6 su enfoque sobre la composicidén de proporciones, pero la
selecciond entre tradiciones previas existentes. En los Ultimos afios se ha hecho
un trabajo muy importante en la historia de los cambios en las matematicas sobre
razones y proporciones antes de Eudoxo. Como un sitio arqueologico, el suelo de
los elementos de Euclides ha sido tamizado para detectar restos establecidos en
periodos histéricos. Segun una narrativa, los matematicos griegos tenian una
matematica de las proporciones basada en nimeros enteros.

Una vez los matematicos quedaron convencidos que algunas magnitudes son
inconmensurables, se desarrollé6 una teoria de las proporciones que funcionaria
para todas magnitudes, ya sean racionales o irracionales, conmensurables o
inconmensurables.

El ejemplo mas conocido de tal teoria es de Eudoxo, que se cree se encuentra en
el libro V de los elementos, pero otro ejemplo posible es la extensién del enfoque
de atipairesis, casos en los que las sustracciones repetidas de una magnitud
sobre otra nunca termina. En la version de los elementos en griego actualmente
conocida, editada por Theon de Alejandria en el siglo IV D. C, aparecen
incoherencias, incluyendo definiciones y teoremas, que parecen no encajar con el
resto del libro. Pedazos de una teoria de relaciones y proporciones que solo
funciona para los nimeros se encuentran en partes de la obra (en particular libros
V y VI) que se suponen gue se aplican a magnitudes geométricas (magnitudes en
general, asi como nuameros en el liboro V y para magnitudes geométricas
solamente en el libro VI). En particular, la definicién 5 del Libro VI asume que la
cantidad de una razén o proporcion puede ser expresada como un numero entero
o al menos como lo que llamariamos una fraccion o numero racional,
considerando que el libro VI es generalmente aceptado para aplicar la teoria
general de relaciones o proporciones desarrollada en el libro V a magnitudes
geomeétricas, incluyendo aquellas que son irracionales.

Ya en el siglo XVIII, Robert Simpson realizé un argumento convincente de que la
definicion de composicion de razones o proporciones en los elementos, libro VI
definicion 5, no era auténtica, lo que se atribuye a Tedn, la llamé "absurda y anti
geométrica". Esta definicién infame 5 del Libro VI (no aparece en la pagina de los
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elementos), interpolada en versiones "Teonicas" de los elementos de Euclides,
tan despreciadas por Robert Simpson, de acuerdo a una traduccién de Heath es:

Una razoén se llama compuesta de razones cuando los tamafos de las
razones multiplicadas entre si hacen alguna (razén o tamafo).

Esta definicion estuvo presente en muchos manuscritos de los elementos, y su
presencia da forma muchos pensamientos posteriores sobre la composicion de
proporciones, usualmente con el latin "denominatio” tomando el lugar de
"Tamafo" segun Heath — 0, en algunos casos con la palabra "cantidad”, o (en el
caso de John Wallis) "exponente”, traduccion del griego "ruyikons" (los simbolos
estan mal escritos).

Basicamente, en términos modernos, la "denominacion” de una proporcion es
simplemente el nimero o la fraccion que expresa su cantidad. La denominacion
de la proporcion de 2 a 1 es 2. La denominacion de la proporcién de 3 a 2 es 1%.
En el entendimiento del enfoque Teonico, las proporciones se componen cuando
se multiplican sus denominaciones, o si hay algin problema, se pueden
multiplicar los numeradores juntos para formar el numerador de la denominacion
de la proporcion compuesta y multiplicar los denominadores juntos para formar el
denominador de la denominacion.

Mientras que las traducciones de los elementos desde el griego a otros idiomas
incluyen en su mayoria la definicion 5 del libro VI, una de las dos traducciones
arabes principales, la de “H. ajj  aj”, no incluyd dicha definicion. La traduccion del
arabe al latin de los elementos perteneciente a la familia "Adelard", incluyendo la
version muy popular de Campanus, estan principalmente basada en la familia de
manuscritos arabes "H. ajj  aj" y ademas omite la definicién, aunque la
traduccion al latin de Gerard de Cremona, basado en la traduccion arabe "Ish. abit
“AQ-Th, la incluye como una adicién hecha por Th™ abit. Como se indicé
anteriormente, algunos estudiosos han argumentado que la version griega de los
elementos utilizada por los traductores de arabes contiene un texto anterior y por
lo tanto es mejor que la versién de Teodn. Edith Sylla cree que la version de los
elementos sin la definicion 5 del libro VI representa mejor el enfoque de Eudoxo
sobre la composicién de razones o proporciones la cual se aplica a todas las
magnitudes continuas y no solo a aquellas que pueden representarse como
numeros, tal como los griegos las habian comprendido.
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Por el siglo XIV en Europa, muchas versiones de los elementos de Euclides
estaban disponibles en latin, algunas incluyendo y otras sin incluir la definicion 5
del libro VI. En su De proportionibus velocitatum en motibus, sin embargo,
Thomas Bradwardine trabajé enteramente con de la version de Campanus de los
elementos, la version sin la definicion 5 del libro VI. Trabajar dentro de esta
tradicion le permitid6 poder establecer una comprensiéon de la composicion de
razones o proporciones que evita la aritmetizacion involucrada en esa definicion, y
por tanto su regla sobre las relaciones de proporciones de fuerza resistencia y
velocidad parece sumamente natural y simple. Asi Bradwardine establecio los
fundamentos mateméaticos para su teoria de las proporciones de las velocidades
de movimientos en un enfoque "pre-Theonico” de Euclides sin la definicion falsa
5 del libro VI. ¢ Bradwardine tomé simplemente la tradicion de la composicién con
la que estaba familiarizado para establecer las bases de su teoria de las
proporciones de las velocidades y movimientos? Aunque la edicion de Euclides
gue utiliza Bradwardine era de Campanus, que no incluyo la definicién falsa 5 del
libro VI, es dificil creer que Bradwardine nunca haya tenido contacto con algun
trabajo matematico derivado. La sensacion de Edith Sylla es que Bradwardine
puede haber evitado mencionar la composicién de proporciones multiplicando sus
denominaciones con propoésitos estratégicos. En Geometria speculativa de
Bradwardine hay una definicion analoga a la estipulada en el libro VI, definicién 5,
pero el término latino "denominatio”, correspondiente a la palabra griega
" muyikons ", traducido "tamafio” en la definicion falsa, es definida. Sin embargo,
en lugar de composicion por multiplicacion de denominaciones, Bradwardine tiene
esta conclusion:

La razon de los extremos estd compuesta por las razones de los medios.
Bradwardine explica esta conclusion de esta manera:

Digo que se la razdn de A a C estd compuesta de la razén de los medios
tomados entre A 'y C. Para que B sea un término medio entre Ay C, segun
la proporcionalidad continua y razones no similares vy desiguales. Se
establece que A es a C como B a C y tanto como A excede B. Por lo tanto A
excede C segun la relacion de los dos excesos recibidos. Por lo tanto ese
exceso contiene los otros dos excesos, por lo cual. . . la razdn contiene las
razones, y yo llamo a esto una raz6n compuesta de razones. También es
similar si hay varios medios, entonces la razén de los extremos se compone
de las razones de los medios entre ellos mismos y a los extremos. Y se
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manifiestan que cada razon puede resolverse en las razones de muchas
maneras. Un ejemplo sobre la razén doble, puede resolverse en dos
razones similares, y son irracionales. También puede resolverse en dos
racionales pero sin ser razones; por ejemplo, sesquidltero y sesquitercio
para 4 supera 2, es decir, segun el sesquialtero, que es de 3 a 2 y segun
sesquitercio que es de 4 a 3. Pero si usted toma el doble segun 6 y 3, usted
encontrara mas medios y mas razones y por lo tanto siempre ascendera a
un numero mayor.

Si la composicion de razones se realiza usando medios y extremos, uno podria
empujar a un lado o ignorar la definicion interpolada de composicién en términos
de multiplicacion.

Fuera de un contexto académico, en obras de aritmética comercial, la
multiplicacion fue utilizada a menudo para resolver problemas que involucran
proporciones. En obras con titulos como Liber abaci, el estudiante fue ensefiado a
manejar proporciones usando la regla de tres, pero también para calcular
cantidades absolutas. Esto es comprensible, porque en la compra y venta es
necesario saber el precio que se pagara en términos de dinero y no sélo un
articulo vale dos veces mas que otro. En esta tradicion aplicada, uno podria en
efecto componer proporciones multiplicando sus "tamafios” o denominaciones”,
en consonancia con la definicion mencionada, numero 5 del libro VI. Si, por
ejemplo, uno desea componer 5:6 con 3:4 uno simplemente multiplica las
fracciones 5:6 y 3:4 para obtener 15:24, o en términos simplificados 5:8. En esta
segunda tradicion, la composicién podria llegar a entenderse como multiplicacion,
y entonces el doble de la proporcion 3:1 puede ser entendido a ser 2 veces 3:/1 o
6:1, en lugar de 9:1 como en la primera tradicion.

Por otra parte, en diversas traducciones latinas de Euclides y en otros trabajos
relacionados, este enfoque alternativo fue arrastrado por ciertos trabajos tedricos.
En la traduccién de los elementos de Euclides que Busard y Folkerts llaman la
traduccién de "Robert de Chester (?), también llamada la version de “Adelard II”,
la definicion 5 del libro VI no aparece, pero en la prueba de la Proposicién VI. 24
(correspondiente a VI. 23 en Heiberg), la version latina de "Robert de Chester" de
los elementos utiliza las palabras "producitur”, "ex ductu" y "multiplices"” donde
uno normalmente espera "componitur” (es compuesto).

82



Anteriormente sugeri que el concepto de enfoque (pre-Teonico) de la composicién
de proporciones podria verse en la prueba de una proposicion (sobre los
paralelogramos). En la versibn de "Robert de Chester", a pesar de tener la
estrategia de seleccion de las lineas K, L y M en la proporcion determinada, la
regla que demuestra la conclusion es:

De todas las tres cantidades, la proporcién de la primera a la tercera surge
del producto de la proporcién de la primera a la segunda por (multiplicacion,
en inglés times) la proporcién de la segunda a la tercera. Por ejemplo,
consideremos los numeros 1, 2y 3. ¢Cuanto es 1 de 2? La mitad. ¢ Cuanto
es 2 de 3? Dos de tres partes, que, si multiplicas por un medio, una tercera
parte necesariamente emerge, es decir la proporcion que 1 tiene sobre 3. Y
del libro VI, Proposicion 1 y de libro V, Proposiciéon 11, del libro V,
Proposicion 22, derivan su resultado.

Asi, en esta version K:M equivale a K:L multiplicado por L:M, aunque no se ha
definido la operacion de multiplicar las proporciones. Las tres proposiciones
citadas en la justificacién son: en la traduccion de Heath:

VI. 1. Tridngulos y paralelogramos que estan bajo la misma altura son entre
si como sus bases.

V. 11. Razones que son iguales con la misma razén, son también las
mismas con la otra.

V. 22. Si hay cualquier nimero de magnitudes sea cual sea, y otros iguales
en cantidad, que tomados de dos en dos tienen la misma razoén, tendran
entonces la misma razon ex aequali.

Asi se podria decir que en la versidn de "Robert de Chester" de Euclides, los dos
enfoques para composicibn de proporciones coexistan de manera algo
incoherente, en el sentido que se dice que las proporciones se multiplican, pero la
justificacion es el teorema ex aequali, que no hace mencion de la multiplicacion.

De hecho, en la traduccion de Campanus de Euclides, publicada por Ratdolt en
1482, el final de VI. 24 dice:
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...y porque f a h es producido a partirde fag y g a h, como se ha dicho
al final de la exposicién del libro V, definicion 11, se concluye que ac a de
es producido del mismo modo; donde la proporcion continua.

De manera que Campanus, como "Robert de Chester", parecen entender la
composicién en el mismo sentido de que tomar un producto, y toma por referencia
el libro V, definicion 11. En su exposicion del libro V, definicion 11, que establece
gue si hay cuatro cantidades proporcionales, la proporcion de la primera a la
cuarta es la proporcion de la primera a la segunda (triplicata), Campanus habia
hecho uso del concepto de denominacién y habia comentado que no pueden
haber mas de cuatro términos en una proporcionalidad porque hay solo tres
dimensiones. En su comentario sobre la definicion 10, que dice que si hay tres
cantidades proporcionales, la proporcion de la primera a la tercera es la
proporcion de la primera a la segunda (duplicata), Campanus por su parte habia
explicado duplicata como significando multiplicado por si mismo (hoc est en se
multiplicata).

En la versidon de Euclides traducida por Gerard de Cremona, hay varias
caracteristicas muy interesantes. En el libro V, en las definiciones 10 y 11,
duplicata y triplicata se explican con la frase "cum iteratione". Después de la
definicibn 18 sobre la relacion de ex aequali, o en equalitas de términos de
Gerard, hay una interpolacién indicando que “Thabit Ibn Qurra” informa otra
interpretacion. Entonces en el libro VI, después de la definicion 2, hay otra
interpolacién sobre la "agregacion" de proporciones por multiplicacion y su
separacion (?) por division. Asi que aqui, en la traduccion de Gerard desde el
arabe, el enfoque alternativo para la composicion por multiplicacién aparece como
algo encontrado por “Thabit” en otro manuscrito. Luego en el libro VI, la
Proposicion 23, donde se utiliza la composicion, se utliza la palabra
aparentemente inadecuada "duplicata”, donde otras traducciones han usado la
palabra "multiplicata". Aunque me falta espacio aqui para ir a través de otras
versiones de Euclides disponibles antes de Bradwardine, vale la pena ver
brevemente De elementis arithmetice artis de Jordanus de Nemores's, una obra
gue también es utilizada por Bradwardine:

El libro V de De elementis arithmetice artis comienza con las definiciones:
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Se dice que cada proporcion afade algo sobre otra proporcion, la cual,
continda con la primera, componen algo.

Esa proporcion se llama la diferencia de una proporcién con respecto a otra,
gue es aquella que supera a la otra.

Asi que aqui tenemos otra palabra que se usa en relacién con la “composiciéon”
llamada “continuata” o "continua". Esto suena muy familiar a la tradicién pre-
Teonica de la composicion de proporciones.

La primera proposicién de Jordanus, libro V sigue en este sentido, habla de lo que
una proporcion agrega sobre otra, pero de una manera bastante enigmética,
diciendo que lo que la proporcién A:B agrega mas alla de la proporcion C:D es la
proporcion AD:BC o

A:B=C:D + AD:BC, en este sentido de addition ¢Qué es lo que esta sucediendo
aqui? ¢Por qué es esto cierto? De una manera que debe ser familiar para
nosotros, Jordanus define tres nuevos términos, E, F, G, donde es obvio desde la
inspeccion que se la proporcion E:G esta compuesta de las proporciones E:F y
F:G. él postula, por definicion, que E = DA, que F = BC y que G = DB. Luego F.G
= C:D, por la regla de que si el antecedente y el consecuente de una proporcién
se multiplican por la misma cantidad (en este caso B), la proporcion sigue sin
cambiar. Por la misma razon E:G = A:B (en este caso el multiplo comun es D). E
es mayor que F por la proposicion Il. 9. Puesto que la proporcion A:B es mayor
gue la proporcién C:D (por la asuncién que la proposicién A:B agrega algo a C:D),
se deduce que E es mayor que F. Asi, ya que la proporcion de E:G se compone
de la proporcion de E:F y de la proporcion F:G, sigue ex aequali que la proporcion
A:B se compone de la proporcion DA:BC y BC:DB, o, reduciendo la ultima
proporcion, de la proporciéon DA:BCy de C:D Q. E. D.

Si Jordanus habia pensado la "adicion" de proporciones simplemente como la
multiplicacion de sus denominaciones, el podria simplemente haber
inspeccionado las proporciones A:B y C:D y razonado que lo que se debe
multiplicar por C:D para producir A:Bb debe ser AD:BC. En su lugar él define los
nuevos términos E, F, G, donde la composicién de proporciones continuas es por
inspeccion obviamente, y muestra que principalmente trabaja en la tradicion de
pre-Teonica.
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Otra parte importante del contexto de Bradwardine es la obra Quadripartitum de
Richard de Wallingford, escrito antes de 1335 y muy sobre la hora de De
proportionibus de Bradwardine, una obra que continla esta extrafia convivencia
de dos enfoques sobre la composicibn. Comienza la segunda parte de
Quadripartitum, con definiciones que parecen volver a obras anteriores,
posiblemente arabes, De proportionibus, al tener una conexion con la definiciéon
interpolada 5 del libro VI, relacionada con la denominacion o el tamafio de una
proporcion:

1. Una razon es una relacion mutua entre dos cantidades del mismo tipo.

2. Cuando una de las dos cantidades del mismo tipo divide a la otra, lo que
resulta de la division se llama la denominacion de la razon del dividendo
al divisor.

3. Una razén [se dice que es] estd compuesta de razones cuando el
producto de las denominaciones da lugar a alguna denominacién.

4. Una relacion [se dice que es] es dividida por una razén cuando el
cociente de las denominaciones da lugar a alguna denominacion.

La mayoria de estas definiciones provienen de trabajos anteriores, donde se
encuentra entre las definiciones o suposiciones algo muy como el infame libro VI,
definicién 5 de Euclides. El propésito de estas obras es demostrar el teorema de
Menelao o el teorema transversal, siguiendo el precedente de Ametus Filius
Josephi y Thabit Ibn Qurra. Un trabajo similar se atribuye también al-Kindi, donde
se dice que se refieren al sector de la figure (¢), como explica John norte, lo que
estd en cuestidon es mostrar las 18 formas aceptables de permutacién de los
términos en la relacion:

Si esto se entiende como equivalente a la multiplicacion de fracciones vy si las
reglas de tales operaciones y conmutatividad se aceptan como se conoce,
entonces todo el procedimiento parece trivial y el punto de derivar las 17 otras
expresiones de la primera es innecesario. Se desprende de esta consideracion
gue el Teorema se aplica a la composicién de proporciones, entendidas como
algo diferente de fracciones, y que las denominaciones de proporciones se utilizan
s6lo a modo de prueba. Basicamente lo que se hace es (a) r de proporciones a
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simples numeros; (b) multiplicar los nimeros; y (c) tomar las proporciones de los
productos resultantes.

Asi comienzan los teoremas que son consecuencia de las definiciones de Richard
de Wallingford mencionadas:

II.1. Si la denominacién de una razon de cualquier extremo es multiplicada
por el otro extremo [el segundo], se obtiene el extremo.

Ya que la denominacién se produce dividiendo el numerador o antecedente por el
consecuente o denominador, esta claro que multiplicando la denominacion por el
consecuente se producira el antecedente otra vez.

El segundo teorema es:

Supongamos que haya dos extremos (a cada uno de los cuales el medio es
una razén) Entonces la razén de la primera a la tercera se compone de [las
razones de] la primera a la segunda y la segunda a la tercera.

En la teoria pre-Teonica de proporciones este teorema es evidente (Euclides lo
utilizé en VI. 23 sin explicacion), pero Richard y las fuentes en que se basa su
trabajo, toman sus propias bases para demostrar el Teorema, primeramente para
tres magnitudes homogéneas A, B, C. Sea (la denominacién) de A:B = D, sea B:C
=E yA:C=F. Entoncesporll.1,E-C=B;D-B=A;yF -C=A. Entonces F:E: : A:
B (porque A:B = FC:EC = F:E) y puesto que D es la denominacién de A:B también
es la denominacion de F:E. pero ya que D es la denominacion de F:E, entonces
D-E = F. Pero esta ultima expresion indica que la denominacion de A:C es el
producto de la denominacion de A:B por la denominacion de B:C, por tanto, por la
tercera definicién la proporcion A:C se compone de la proporcion de A:B y de la
proporcion de B.C. Por lo tanto, convirtiendo a las denominaciones, multiplicando,
y volviendo a las proporciones, se demuestra la regla para componer dos
proporciones continuas sin multiplicar proporciones como tal. Sobre esta base
Richard puede derivar los modos aceptables de la composicion de un modo
original.

Il. 5. Cuando, de seis cantidades, la relacion de la primera a la segunda
estd compuesta de las razones de la tercera a la cuarta y de la quinta a la
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sexta, hay 360 maneras de composicion, de las cuales 36 son de utilidad,
pero las 324 restantes son de ninguna utilidad.

Aqui, por "ninguna utilidad" segun Richard debe interpretarse que no sigue de la
primera relacién. He pasado por obras medievales para saber que tienen que decir
en la composicibn de proporciones para mostrar como la tradicion tedrica
euclidiana pre-Teonica y una segunda tradicion Teonica se relacionan con la
cuestionable definicion 5 del libro VI, y convivieron entremezcladas antes de De
proportionibus de Bradwardine en 1328. Parece pues que la exclusiébn que hizo
Bradwardine de la composicion del enfoque Teonico de proporciones mediante la
multiplicacion de denominaciones fue una estrategia consciente en la obra On the
ratios of velocities in motions y no algo accidental.

LA INTRODUCCION DE LA TEORIA DE BRADWARDINE SOBRE LAS
PROPORCIONES DE LOS MOVIMIENTOS

Incluso si Bradwardine estaba o no familiarizado con el método de composicién de
proporciones multiplicando sus denominaciones, eligi® no mencionar e ignorar
cualquier implicacién que podria tener para la naturaleza de la composicion en su
obra De proportionibus.

Confiando solamente en el enfoque de pre-Teonico sobre las composiciones, el
resta una proporcién de otra encontrando un medio entre los extremos y luego
agrega proporciones para buscar tres términos A, B, C, tales que la primera
proporcion es la misma que A:B y la segunda igual a B:C. De hecho, las
matematicas de las proporciones encontradas en los elementos de Euclides, libros
V 'y VI, proporcionaron una herramienta confeccionada para elevar
significativamente el nivel de las matematicas aplicadas al movimiento terrenal. Lo
que Bradwardine tuvo que hacer en De proportionibus debia convencer a sus
lectores de las ganancias que se tenia de seguir constantemente el enfoque
tedrico pre-Teonico. Una ventaja es que su regla dio al parecer una medida de
velocidad como con la causa en un instante. En el contexto medieval, la velocidad
no podria ser medida facilmente por la proporcién de la distancia recorrida a el
tiempo transcurrido, para los autores medievales no habia ninguna proporcién de
distancia a tiempo, porque proporciones existen sélo entre cantidades
homogéneas, mientras que la distancia es bastante diferente del tiempo. Esto
significaba que debian mantener la distancia o tiempo fijo: ellos dirian que las
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velocidades (constantes) son proporcionales a las distancias recorridas en el
mismo tiempo, o que las velocidades son inversamente proporcionales al tiempo
necesario para recorrer una distancia determinada.

Bradwardine, en cambio, propone medir la velocidad instantanea (como con la
causa) por la proporcién de la fuerza que actia sobre la resistencia, algo que era
posible porque tomo fuerza y resistencia como cantidades homogéneas (en caida
natural, por ejemplo, la gravedad de la tierra en un cuerpo mixto podria ser la
fuerza que causa el movimiento, mientras que la levedad de aire en el cuerpo
podria ser la resistencia). De manera semejante, la ley de Bradwardine podria
para ser (til en un contexto tedrico.

En filosofia natural o mecanica escolar esta limitacién a la tradicién pre-teonica de
la composicion de proporciones facilmente podria parecer tedricamente
justificada. Por un lado, la tradicibn pre-Teonca de la composicion de
proporciones se aplica a todas las magnitudes, conmensurables o
inconmensurables, considerando que la definicion interpolada 5 del libro VI de los
elementos asume que cada relacién tiene un tamafio o una denominacién
expresable en numeros o fracciones. Puesto que en la mecanica de las
cantidades podrian no tener ninguna medida comun, seria correcto no a asumir
que la multiplicaciébn por denominaciones fuese siempre posible. Por lo tanto,
evitar el uso de definicion 5 del libro VI tenia sentido.

El enfoque exclusivamente pre-Teonico de Bradwardine también tenia, para bien
0 para mal, consecuencias adicionales. En consecuencia, por ejemplo, no hay
comparacion entre proporciones de mayor desigualdad, proporciones de igualdad
y proporciones de menor desigualdad. Como la abreviacién del trabajo de
Bradwardine:

No hay ninguna proporcion mayor o0 menor que una proporcion de igualdad
porque [una] proporcion de igualdad es ni mas ni menos que la proporcion
[otra] igualdad, todas las proporciones de igualdad son iguales y por lo tanto
ninguna es superior a otra. Tampoco hay una proporcién de desigualdad
mayor que una proporcion de igualdad, porque si es asi, entonces una
proporcion de igualdad podria incrementarse hasta ser igual a la primera
(es decir, a una proporcion de mayor desigualdad). El consecuente es falso,
porque sin embargo por mucho que se aumente una proporcion de
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igualdad, seguird siendo siempre una proporcion de igualdad. En
consecuencia, sera ni mas ni menos que ahora.

Algunos eruditos pueden mostrar resistencia a esta afirmacion, por un sentimiento
de sentido comun, una proporcion, por ejemplo, de 2:1 es mas grande que una
proporcion de 1:1. Si los estudiantes debian aprender a utilizar la funcion de
Bradwardine, debian, en primer lugar, impartir sus presuposiciones matematicas
en la medida en que los estudiantes no estaban familiarizados. Tuvieron que
desarrollar el habito de componer proporciones para encontrar una serie de
términos crecientes o decrecientes, de tal manera que la proporcion de los
extremos se entenderia naturalmente como una proporcion mayor que las
proporciones entre los términos intermedios. El beneficio es que si la proporcion
F:R se entiende de esta manera, entonces decir que las velocidades son
proporcionales a las proporciones F:R no mas complicado que decir que las
velocidades son proporcionales a las distancias recorridas en un tiempo
determinado: cuando una se duplica, entonces la otra se duplica; Cuando una es
triplicada entonces la otra se triplica; Cuando una es dividida en dos la otra es
reducida a la mitad y asi sucesivamente en ambos casos.

John Dumbleton expresa asi la regla de Bradwardine:

La tercera opinion de Aristételes y el comendador, que se llevara a cabo, es
gue el movimiento sigue una proporcidn geométrica y se incrementa o
disminuye teniendo en cuenta que la proporcién es mayor o menor en
comparacion con la anterior. Asi un movimiento excede a otro de acuerdo a
como una proporcion estd relacionada con otra proporcion cuando se
producen los movimientos desiguales por esas proporciones.

Un poco mas tarde, Dumbleton explicé ademas:

El movimiento sigue una proporcién y lo primero es explicar usando
ejemplos de tal forma que quienes no son expertos en geometria puedan
acercarse a la verdad a través de ejemplos simples y perceptibles y puedan
Ver su causa. . .La cuarta suposicién [es] que la latitud de la proporciéon y el
movimiento son igualmente adquirido y perdido entre si [inter se]. Como si
un espacio fuera uniformemente adquirido en un dia, una gran parte del
movimiento es requerido, a partir del espacio precisamente adquirido y
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tanto tiempo transcurrido. De la misma manera, si la latitud de proporcion es
adquirida por un movimiento uniforme de intension, precisamente como
gran parte de la latitud de la proporcion sera adquirida (que es por asi
decirlo el espacio del movimiento de intension), como de la latitud del
movimiento le corresponde.

Cuanto se refiere a fisica, algunos podrian argumentar contra la regla de
Bradwardine que doble una fuerza debe causar doble velocidad y no una doble
proporcion de fuerza a la resistencia. De manera que Dumbleton respondié a la
discusion que 6 deberia producir dos veces como mucho en un cuerpo actuado
como 3:

A continuacién para resolver el argumento que es la base de la posicion
contraria, cuando se supone que 3 actla sobre un cuerpo que tiene un valor
de 2 y otro con valor de 3 luego actia sobre la misma resistencia 2
igualmente; y que se deduce que los dos agentes que actlan en conjunto
produciran dos veces tanto como uno produce por si mismo, puesto que
ningun agente se lo impide al otro. Por lo tanto, si los 3 primeros produce
una unidad de la latitud de alguna cualidad en 2, sigue que 6 producird dos
veces tanto como 3 produjo previamente. ambién 3 produce un cierto
movimiento local. Sea A movimiento y ese movimiento en medio de B igual
a 2. Se deduce que 6 produce dos veces el movimiento que es el
movimiento A, ya que ninguno se lo impide al otro.

[Respuesta:] Para estos y similares argumentos se debe suponer en cada
accion la accion total es la accién del agente total y de cualquiera de sus
partes con respecto a esa accion.

Asi, el argumento que agregar fisicamente dos fuerzas que no se impiden
mutuamente deben afadir sus efectos fue contrarrestado por el argumento de que
un agente actlia como un todo y no como la suma de sus partes. Podria tenerse
en cuenta que Dumbleton no propuso probar experimentalmente que teoria se
ajuste mejor a su observacion.

Asi la regla de Bradwardine para la relacion de fuerzas, resistencias y velocidades
rapidamente fue aceptada porque era elegante y correspondiente con los hechos
conocidos de movimiento local mucho mejor que el punto de vista estandar
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aristotélico, pero, ademas, De proportionibus probablemente se hizo parte del
plan de estudios en varias universidades porque proporcioné a los estudiantes un
atil instrumento de andlisis que podrian utilizar en una amplia gama de temas. Las
matematicas De proportionibus proporcionaron soluciones a las clases de
rompecabezas que se presentaron en la practica de discusiones de la Universidad
— soluciones que eran impresionantes y ayudaron a ganar argumentos. Desde
gue los tipicos estudiantes o profesores en las universidades medievales finales
no esperaban realmente para medir cualquier cosa o resolver problemas practicos
usando sus disciplinas, eran libres para estudiar De proportionibus velocitatum in
motibus por si mismos o para desarrollar habilidades de pensamiento critico. La
sub-disciplina medieval De proportionibus velocitatum in motibus, segun lo
representa, por ejemplo, Richard Swineshead Liber calculationum, tipicamente
aborda problemas espinosos que la aplicacion del enfoque Bradwardinine
resolvieron, en lugar de la adecuacion empirica de los resultados. Hacer frente a
estos problemas podria conducir a avances matematicos, por ejemplo avances en
meétodos de suma de series infinitas, mientras que pensaban experimentos tales
como ¢, qué pasaria si un objeto pesado se lanzaron a través de un tinel cavado a
través del centro de la tierra, conforme lo discutido por Swineshead in el Tratado
X1 de Liber calculationum.

LA RECEPCION DE LA OBRA DE BRADWARDINE DE PROPORTIONIBUS
VELOCITATUM IN MOTIBUS

Si no fue accidental pero estratégico para desarrollar el enfoque clasico pre-
Teonico sobre las proporciones, al suprimir el enfoque Teonico sobre multiplicar
denominaciones, sin embargo el acercamiento a la composicion de proporciones
gue adopté Bradwardine comenzaron a crear obras en las proporciones de las
velocidades de los movimientos de una manera muy natural. De hecho, Elzbieta
Jung ha argumentado que Richard Kilvington, en sus preguntas sobre la fisica de
Aristételes, tenia una "Funcion de Bradwardine” antes de Proportionibus de 1328.
La base de su cronologia es que Kilvington probablemente escribié sus preguntas
sobre la fisica antes que sus preguntas sobre la ética, que cita el trabajo anterior,
y que escribié dos de estas obras antes sus preguntas sobre las oraciones, que
cita las preguntas sobre la ética y la fisica, y que resulta probablemente de una
serie de conferencias sobre las oraciones en los afios 1333 - 1334.

Agregando a la fecha probable de conferencias de Kilvington sobre las oraciones,
los estatutos de Oxford sobre la longitud prescrita del estudio teoldgico (siete
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afos) y la opiniébn de James Weisheipl que "no ha demostrado que muchos
maestros, de haberlas estudiado, ensefiaron Artes mientras estudiaba teologia”,
Jung llega a la conclusién de que las lecturas sobre artes ocurrieron antes de
1327, es decir antes de la obra de Bradwardine On the ratios of velocities in
motions del1328.

Como evidencia contra la opinion de Weisheipl es solamente necesario observar,
sin embargo, que, como informa Jung, supone que Thomas Bradwardine pudo
haber leido las frases en Oxford entre 1332-1333, mientras que sabemos que su
obra On the ratios fue escrita en 1328, menos de siete afios antes. Parece mas
razonable, por lo tanto, asumir que Bradwardine y Kilvington han estado
trabajando en paralelo y que cada uno sabia el trabajo de los otros antes de
completar las versiones editadas de su propia obra. De hecho, en los reportes de
Jung aparece que Kilvington pueden haber rechazado la funcion de Bradwardine
en sus preguntas en De generatione, realizadas antes de las preguntas de
Physics, pero aceptado por el tiempo de Physics (¢). En sus preguntas On
generation and corruption, Kilvington sostiene que en el caso de las magnitudes
A, B, C, en proporcion continua, la proporcién de A C es de hecho duplicata a la
proporcion de A a B, pero no necesitan ser dupla o double. Esto ocurre porque las
tres magnitudes pueden ser iguales, en cuyo caso la proporcion de A a C es igual
la proporcién de A a B; o A puede ser la mas pequeia de las magnitudes y C la
mas grande, en cuyo caso la proporcién de A a C es menor que la de A a B y por
lo tanto es doble. De hecho, en varios de sus argumentos, Kilvington parece tratar
las proporciones como si fuera irrelevante hablar de la proporcion de Aa B o de B
a A, como podria ser el caso con armonias musicales. También parece estar
pensando en interacciones cualitativas en las que hay, por ejemplo, acciones
simultaneas y reacciones entre el fuego y el agua.

Si las preguntas de Kilvington del De generatione resultaron ser demostradas
antes de Bradwardine en De proportionibus, todavia se podria afirmar que, a
pesar de que él sabe sobre composicidn de proporciones en la forma pre-Teonica,
esto no prueba que el tenga la ley de Bradwardine, ya que las definiciones de
Euclides de una proporcion duplicada y triplicada habian existido mucho antes de
Bradwardine. Es, sin embargo, imposible negar que, dentro de sus preguntas
sobre la fisica, en la cuestion "Utrum en omni motu potentia motoris excedit
potentiam rei mote", Kilvington rechaza la opinion de que las velocidades son
proporcionales al exceso de la fuerza sobre la resistencia y sostiene la opinion de
gue las velocidades son proporcionales a la proporcion de la fuerza de resistencia
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entendida en el sentido Bradwardiniano, representado, por ejemplo, en la
afirmacién de que la proporcion de 9:1 es el doble de la proporcién de 3:1. Si el
trabajo se dio antes o después de 1328, es en todo caso significativo que
Kilvington asuma sin discusién que las proporciones son compuestas en el
sentido pre-Teonino o Bradwardiniano, y defienda una ley como las objeciones en
contra de Bradwardine lo que significa que lo que Aristételes dijo acerca de una
fuerza doble que conduce a duplicar la velocidad y cosas por el estilo es falso a
menos que el que reinterpreta el significado de su texto de acuerdo con la opinién
de los "Bradwardinianos" (que, de hecho, Kilvington hace, diciendo que por "la
mitad de los moviles", la parte del movil que tiene la proporcion necesaria para el
motor, etc. Una vez que Jung ha publicado las obras completas de Kilvington
deberia ser posible establecer el orden de los trabajos de Kilvington y de
Bradwardine mas firmemente.66

De obras que son sin duda después de Bradwardine De proportionibus, la mas
distribuida fue Alberto de la Sajonia De proportionibus velocitatum en motibus,
gue fue usado como texto universitario en varias universidades y fue impreso en
Padua en 1482 y 1484 y en Venecia en 1494. La obra de Albert es en un sentido
algo asi como una nueva y revisada ediciébn de la obra de Bradwardine. Se
propone la regla dinamica de Bradwardine sélo en los mismos términos que
Bradwardine habia defendido. En términos de Albert la norma de Bradwardine
establece que la proporciéon de las velocidades en los movimientos depende de la
proporcion de las proporciones de las fuerzas de movimiento sobre sus
resistencias. Esto es lo que suele ser dicho: que la proporcién de las velocidades
sigue una proporcibn geométrica.67 Cuando hay tres términos de
proporcionalidad continua, Albert llama a la proporcion de la primera a la tercera
"dupla"” la proporcién de la primera a la segunda, mas que "duplicada". En el caso
de los cuatro términos de proporcion constante él llama la proporcion de la
primera a la cuarta "tripla" la proporcién de la primera a la segunda.68 Antes de
probar los resultados a la regla de Bradwardine, Albert comienza con una
suposicién diciendo que cuando hay una serie de cantidades decrecientes de
forma continua, la proporcién de los extremos (teniendo la mas grande a la méas
pequefia) esta compuesta (0 compuestos) de la proporcion de los extremos a los
medios y de los medios entre si, si hay mas de un medio.69 Se debe recordar que
en las obras De proportionibus velocitatum en motibus tales como las de Albert,
las reglas son asumidas normalmente para aplicar s6lo cuando la proporcion de
los extremos es una de la desigualdad mas grande, la cual encaja con el hecho
de que, fisicamente, el movimiento se produce solo cuando la fuerza es mayor
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que la resistencia. Del mismo modo, se supone que los medios son mMas
pequefios que el extremo mas grande y mayor que el extremo menor, y para ser
repetitivo decreciente de la fuerza mas grande en un extremo a la menor
resistencia en el otro. Algunos autores se quejaron acerca de la definicion de
Composita si se aplicé a proporciones de menor desigualdad, de modo que la
proporcion de los extremos seria menor que la proporcion de los medios.70 En el
enfoque Bradwardiniano, sin embargo, se da por sentado que se esta tratando
con proporciones de mayor desigualdad y con términos medios que son menos
gue el extremo mas grande y mas que el mas pequefio.

Nicole Oresme De proportionibus proportionum extiende el enfoque
Bradwardinian porque su objetivo principal es el de refutar la practicidad de la
astrologia, mostrando que los movimientos planetarios son muy probablemente
inconmensurables entre si. Su interés, por lo tanto, es comparar una proporcion a
otro para ver la frecuencia relativa de los casos en los que hay una proporcion
racional de uno a otro como proporcién en comparacion con todas las posibles
relaciones entre una y otra proporcion. La estrategia de Oresme en De
proportionibus proportionum sélo funciona porque asume la verdad de la regla de
Bradwardine, porque, dada la regla de Bradwardine, las velocidades son
inconmensurables si las proporciones de proporciones, en el sentido
Bradwardinian especial, son irracionales. Por otra parte, sus definiciones de la
inconmensurabilidad de proporciones sélo se aplican, si la proporcién es, o las
proporciones son, en la manera Bradwardiniana.

En comparacion con Bradwardine de Albert y de las obras de Sajonia De
proportionibus, el trabajo de Oresme tiene varias caracteristicas notables mas alla
del hecho de que él se extiende la teoria que tienen en comun para mostrar que
las velocidades celestiales son probablemente inconmensurables. A diferencia de
Albert, Oresme utiliza duplicado en lugar de una proporcion dupla compuesta de
dos partes iguales, y triplicata para una parte compuesta de tres partes iguales.
71 Por otra parte, Oresme habla de la composicibn de proporciones como
"adicion” y de la toma de distancia de una proporcion de otros, como
"sustrayendo":

Para substraer [subtrahere] una razon de otra es necesario asignar una
media entre los términos de la razon mas grande de tal manera que cuando
la media esta relacionada con el término mas pequefio, o el término mas
grande esta relacionado a la media, se forma una razén que es igual a la
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razon que debe substraerse. Para agregar [addere] una razon a otra,
[primero] expresa una de ellas en términos [ponere in terminis] y luego
busca un tercer término que se relacione con el mayor término como la
razon que desea afadir, 0 encontrar un tercer término para el que el
término mas pequefio se relaciona como la razén que debe ser afadida.

De dos maneras, sin embargo, Oresme no sustenta la pretension Bradwardiniana
gue sus matematicas de proporciones es lo Unico. En primer lugar, €l admite que
hay otra forma de proporciones compuestas, es decir, multiplicando sus
denominaciones como en la ambigua definicion 5 del Libro VI de los Elementos de
Euclides. El llama a este enfoque "de arte":

No obstante, si usted desea agregar una razén de desigualdad mas grande
a otra por medio de algoritmos [per artem], es necesario multiplicar la
denominacion de una razén por la denominacion de la otra. Y si desea
restar una razén de otra, lo hara dividiendo la denominacion de una razon
por la denominacion de la otra. El [método] de buasqueda de
denominaciones se impartira después. La multiplicacion y la division de las
denominaciones son hechas por algoritmo [per algorismum].

Asi, el filosoéfico, por asi decirlo, el método de composicidén implica restar y sumar,
teniendo medios y extremos, mientras que al mismo tiempo hay un enfoque
practico o algoritmico calcular usando la division y la multiplicacion de
denominaciones. La decision de Bradwardine de escribir como si no existiera este
ultimo enfoque no limitan a Oresme, aunque en el resto de su discusion €l no
utilizé el enfoque algoritmico.

La segunda divergencia de Oresme sobre Bradwardine implica tratar de ampliar el
enfoque Bradwardiniano a composicién de proporciones de las proporciones de
mayor desigualdad a proporciones de menor desigualdad. Alli él enfrenta la
dificultad de que si, por ejemplo, se tiene en cuenta las proporciones de menor
desigualdad en la serie 1, 2, 4, entonces parece que la proporcion de los
extremos 1:4 se compone de las proporciones de 1:2 y 2:4, ambos de los cuales
son mas grandes que la proporcion de los extremos. En consecuencia, Oresme
intenta invertir los procedimientos utilizados para las proporciones de mayor
desigualdad, por lo que uno aumentaria (en lugar de disminuir) una proporcion de
menor desigualdad mediante la insercion de una media entre su extremos.74 Los

96



gue se opusieron al enfoque Bradwardiniano a proporciones tan a menudo lo
hicieron con el argumento de que no tiene sentido cuando se aplica a las
proporciones de la igualdad o de menor desigualdad. Quiz& habria sido mas sabio
para Oresme tratar proporciones de menor desigualdad como si fueran, en
realidad, lo mismo que las proporciones de mayor desigualdad, como fue el caso
de la armonia musical.

El mismo Oresme, al tratar de extender el enfoque Bradwardiniano, no esta de
acuerdo con la opinién intencionada de Bradwardine. El afirma, por ejemplo, que
la proporcion de proporciones no es la misma que la proporcion de sus
denominaciones, excepto en el caso de las razones 4:1 y 2:1.75 Por otro lado, al
intentar extender un enfoque Bradwardiniano a las razones de menor
desigualdad, Oresme aument6 su vulnerabilidad a los ojos de los mateméaticos
posteriores.

En su De proportione proportionum et proportionalitate, publicado junto con las
obras de Alberto de Sajonia, Themon Judeus y Juan Buridan en 1518, George
Lokert ratificO una interpretacion de la composicion de proporciones como de
Bradwardine. En cuanto a la proporcion de proporciones, de acuerdo con Oresme,
€l escribe que la proporcién de proporciones no siempre es la misma que la
proporcion de los nimeros denominando las proporciones - de hecho, casi nunca
sucede, excepto con la proporcion de dos a uno.76 Para la cuestion de si cada
parte es "proporcionable" para todos los demas, Lokert responde que solamente
las proporciones del mismo tipo, como las proporciones de mayor desigualdad
son proporcionables. Si una proporcion se compone de dos proporciones iguales,
es doble (dupla) cada uno de ellas, y si se esta compuesta de tres proporciones
iguales, es el triple (tripla) cada una de ellas. Asi, uno puede conocer las
proporciones de las proporciones.

Lokert no aplica sus mateméaticas de proporciones de las proporciones a la
dinamica, pero ha mantenido una concepcién de la proporcién de las
proporciones como el que expone Bradwardine.

Todavia en 1528, en su De proportionibus libri duo, Jean Fernel defendié la
matematica de la proporcionalidad que ha dado la base para el estudio en 1328
de Bradwardine en De proportionibus velocitatum in motibus 200 afios antes.
Aungue la obra de Fernel parece ser principalmente matematica, él la abrié con
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una declaracién de la importancia de las proporciones para comparar velocidades,
ya sea en los cielos o en la tierra, y otros efectos de los agentes naturales.78
Esbozando la obra de Euclides, Jordanus y Campanus, entre otros, Fernel hizo
hincapié en que existen proporciones sélo entre cosas del mismo tipo, de modo
gue, por ejemplo, no hay ninguna razon entre una velocidad y un numero. Aunque
las proporciones entre pesos o entre velocidades pueden estar denominadas por
numeros o magnitudes, dijo, la proporcion en si pertenece a la categoria de la
relacion e implica por lo menos dos cosas diferentes respecto a otras.81 Una
proporcién, dijo (en referencia a Campanus y Bradwardine), es una cierta relacién
(habitudo), pero esto no significa que sea conocido o cognoscible - puede haber
un numero infinito de proporciones irracionales.

Fernel divide su trabajo en dos libros, el primero sobre las proporciones y el
segundo sobre proporcionalidades. En el Libro |, define las diferentes especies de
proporciones de una manera Boeciana estandar, incluyendo las proporciones de
la igualdad y la desigualdad, multiple, superparticular, superparciente, racional,
irracional, y asi sucesivamente. En el camino él se detiene para hacer frente a la
comparacién de fracciones vulgares, diciendo que su discusion no serd completa
si sblo se refiere a la proporcibn de numeros enteros - y el dibujo no presta
atencion a la naturaleza matematica de las fracciones en lugar de las
proporciones.

En el libro Il, sobre proporcionalidades, a continuacion, abre con una declaraciéon
de la regla de Bradwardine que podria ser invisible para el lector no familiarizado
con su significado:

La idoneidad de las proporcionalidades esta en uso frecuente no sélo en los
calculos astronémicos o geométricos, sino también en las discusiones
filoséficas, ya que no es posible concebir que un solo movimiento es mas
rapido o mas lento que el otro sin él. Cuando se comparan las velocidades
de los movimientos entre si, que son como proporciones, para cada
velocidad depende la proporcidbn del agente a la resistencia, y la
comparacién de las velocidades no es otro que la comparacion o relacion
de proporciones que llamaremos proporcionalidad. La proporcionalidad es
por lo tanto una cierta relacion de mas de una proporcion, una a la otra.
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Aqui podemos ver cudn natural e incluso oculta la regla Bradwardiniana de la
dinamica podria ser cuando se suponia su comprension de proporciones y su
variacion — los lectores modernos no podrian haber sabido que la regla
Bradwardiniana estaba aqui en cuestion ellos no habian sido instruidos por
Anneliese Maier, Marshall Clagett, y otros después de sus pasos.

En ninguna parte en el libro Il Fernel apoya la regla de Bradwardine con
argumentos fisicos, sino que se esfuerza en refutar los autores Bassanus Politus
y Volumnio Roldulphus, quienes habian rechazado la comprension
Bradwardiniana de la proporcionalidad en el sentido de las proporciones de las
proporciones - un entendimiento que Fernel no atribuye a Bradwardine en
particular, sino mas bien a Euclides, Campanus, Jordano, y otros matematicos
distinguidos.

Para duplicar una proposicion, él dice, que no se multiplica por dos, sino mas bien
se multiplica por si mismo. Del mismo modo que triplicar una proporcion se
multiplica la proposicion por si misma tres veces, asi que triplicar una proporcién
de 3 a 1 es la proporcion de 27 a 1. En apoyo de este punto de vista, Fernel se
refiere al comentario de Campanus sobre Euclides, Libro V, definicion 11. El
también se refiere a esta comprension de la multiplicacion de las proporciones a
su discusion previa de la adicibn de las proporciones, segun la cual si la
proporcion de 3 a 1 se afiade a la proporcion de 3 a 1 el resultado es de 9 a 1, el
cual es el doble de la proporcion de 3 a 1. O, en referencia a Jordanus, De
Elementis arithmetice artis, libro Il, las definiciones, dice, uno puede decir que en
cada proporcion la proporcién de los extremos se compone de la proporcién de un
extremo a uno de los términos medios, de las proporciones de estos términos
medios entre si a cada uno, si hay mas de uno, y del ultimo término medio al otro
extremo.

Después de explicar la correcta comprension de las proporciones de las
proporciones, Fernel retorna a una refutacion de la falsa opinion respecto a las
proporcionalidades que habian sido propuestas por Bassanus Politus y Volumnio
Rodulphus. Estos autores tratan proporciones como cantidades, por lo que las
proporciones de las proporciones son las mismas que las proporciones de las
cantidades — lo cual ellos no podrian haber hecho ni prestado atencién a los
Elementos de Euclides, Libro V. Al decir que las proporciones de las proporciones
son las mismas que las proporciones de sus denominaciones, estos autores dicen
erroneamente que la proporcion octuple es el doble de la cuadruple, y el séxtuple
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el doble de la triple. Casi ningun teorema de Euclides sobre proporciones y
proporcionalidades es consistente con la teoria de la Bassanus Politus de acuerdo
a Fernel. El no habria creido necesario decir mas para refutar la discusion tenida
por Bassanus Politus en el De proportionum proportionibus de Volumnio
Rodulphus, pronunciado en una sesion publica en Roma (publicado en 1516), el
cual renové los mismos errores, caido en sus manos después de haber terminado
su libro.88 Fernel entiende que para agregar proporciones sus denominaciones
pueden ser multiplicadas juntas (0 mas exactamente sus numeradores
multiplicados para hacer el numerador del resultado y sus denominadores
multiplicados para hacer el denominador) Si una proporcion triple y una
proporcion cuadruple se "multiplica”" en el sentido impropio que sus numeradores
y denominadores son multiplicados, una proporcién de 12 a 1 se traducira, como
Euclides, Jordanus y otros matematicos célebres estarian de acuerdo, pero nunca
[lamarian a la proporcién de 12 a 1 triple una proporcion cuadruple, sino mas bien
decir que una proporcion de 12 a 1 se compone (consititui; componitur) a partir de
una triple y una quadruple.

En el resto de la discusion de Fernel, una de sus principales preocupaciones es
que la visién falsa de las proporciones de las proporciones presentadas por
Bassanus Politus y Volumnio Rodulphus conduce a resultados erréneos en
cuanto a las proporciones de las proporciones en el sentido de esta falle para ver
cuando estas proporciones de las proporciones son irracionales (el conocimiento
del cual habia sido uno de los mayores logros de Nicole Oresme en su De
proportionibus proportionum). Para mis propdsitos aqui, lo importante es que al
defender lo que él considera como el punto de vista de la composicion de las
proporciones en poder de Euclides, Jordanus y Campanus, Fernel estaba
defendiendo implicitamente las bases de la regla de Bradwardine para las
relaciones de las velocidades y las proporciones de fuerza a resistencia. El no dijo
nada acerca de lo que le sucede a las velocidades cuando las fuerzas o
resistencias aumentan o disminuyen, pero cuando el campo de Fernel perdi6 la
batalla sobre como las proporciones de las proporciones se ha de entender, como
iba a suceder en el préximo siglo, los fundamentos matematicos del enfoque
Bradwardiniano a las proporciones de velocidades en movimientos serian
socavados también.
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AUTORES QUE RECHAZARON LA LEY DE BRADWARDINE

Finalmente, ¢qué hay de los autores que rechazaron la regla de Bradwardine?
Uno de los primeros en hacerlo fue Blasius de Parma, que, en un comentario
sobre DE Proportionibus de Bradwardine, al parecer rechazo la comprension de la
composicion de proporciones y la regla. De hecho, hay dos versiones de las
preguntas de Blasius, una primera version que se encuentra en un manuscrito de
Milan, que pudo haber escrita mientras Blasius estaba en Paris probablemente
antes de 1382, y una version posterior (recientemente publicada por Joel Biard y
Sabine Rommevaux), agregando una larga  pregunta undécima, escrita
probablemente en relacién con la ensefianza de Blasius entre 1389 y 1407 en
distintas universidades en Italy. En adicién a Bradwardine, Blasius critica Albert de
Sajonia y Oresme sobre bases matematicas .

Irbnicamente, aunque Blasius es conocido por haber rechazado la ley de
Bradwardine, parece asumir su verdad en muchas secciones de la obra. Al
abordar la cuestion de la relacion de fuerzas, resistencias, y velocidades en
movimientos, Blasius concluye:

Tomando la velocidad de aceleracién [es decir, velocidad], generalmente en
cada movimiento la proporcion de las velocidades depende de la
proporcion de las denominaciones de las potencias de movimiento a las
resistencias.

Esta conclusién esta expresamente en contra de Bradwardine ya que se refiere a
las denominaciones de las proporciones en lugar de las proporciones como tal.
Antes, Blasius habia rechazado expresamente el putno de vista celebrada de
Bradwardine, Oresme y Albert de Sajonia:

Ahora sigue otra posicion sobre la proposicion, una que los modernos
sostienen comunmente como verdad. Ponen a esta conclusion: la
velocidad del movimiento sigue la proporcién de la potencia a la resistencia
, Y la proporcién de velocidades sigue la proporcion de la proporcién de las
potencias a las resistencias. Esto debe ser comprendido como proporcion
geométrica y no de otra manera. Esta posicién sobre todo parece ser del
maestro en su tratado De proportionibus. . . Aunque comuUnmente se
sostiene esta posicion, debe ser rechazada. . .

101



Las dos primeras razones que Blasius da para rechazar la posicion de
Bradwardine son fisicas. En primer lugar, como un agente de alteracion asimila
otro cuerpo, la resistencia del otro cuerpo se convierte cada vez menor, para que
la proporcion del agente a la resistencia llegaria a ser infinita y una latitud infinita
ser inducida. Y si algo como esto sucede, un agente finito produciria un efecto
infinito. Este es el Ultimo argumento de Blasius que sin embargo, es sorprendente:

Por altimo, en una cuestién en la que se le pregunt6 si dado cualquier dos
extremos y un medio interpuesto, la proporcién del primero al dltimo se
compone de la proporcion de la primera a la segunda, etc. , se dijo y se
concluyé que la proporcion de 9 a 1 es precisamente el doble a un
cuadruple con medio (dupla ad quadruplam cum dimidio). Pero la velocidad
gue surge de la proporcion de 9 a 1 no es precisamente el doble de la
velocidad que surge de una proporcion de un cuadruple y medio (una
cuadruple proportione cum dimidio). Por lo tanto la velocidad no es como la
proporcion de proporciones. El antecedente se establece debido a la
velocidad que surge de una proporcion (nonecupla) (ninefold) es
precisamente el doble es la velocidad que surge de una proporcion triple,
por lo tanto, etc.

Por lo tanto, en esta supuesta refutacion de punto de vista de Bradwardine,
Blasius rechaza su opinion sobre que es una media proporcion de 9 a 1, pero no
su punto de vista que una proporcion de 9 a 1 producira el doble de la velocidad
gue se produce por una proporcion de 3 a 1.

En la siguiente pregunta, ademas, Blasius abandona la posicion que acaba de
tomar y asume como verdad de la teoria de Bradwardine, sobre la base que esa
teoria es comunmente aceptada y también sus estudiantes quieren asumirla en
sus argumentos. De hecho, en la mayor parte de su comentario, él sigue
aprobando la opinién de Bradwardine en lugar de rechazarla. Solamente en una
seccién extendida se desarrolla una vision alternativa, segun la cual el producto
de proporciones debe ser entendido diferentemente de la composicion de
proporciones. Cualquier proporcibn de mayor o menor desigualdad puede
multiplicarse entre si para producir un producto, concluye. Solamente las
proporciones de mayor desigualdad, Mon6tonamente decreciente de un extremo
a otro pueden ser compuestas juntas de tal manera que el todo siempre es mayor
gue las partes.
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Pero ¢Que esta sucediendo aqui? ¢Blasius entendido el putno de vista de
Bradwardine? En su sexta pregunta, de hecho, Blasius da una descripcion clara
de la vision de Bradwardine sobre la composicion de proporciones bajo el titulo de
un punto de vista para ser rechazado. Como la verdad, presenta la opinion de que
si hay un nimero de medios entre dos extremos, la proporcioén de los extremos es
producida, pero no necesariamente compuesta, de las proporciones entre los
extremos y los medios. En defensa de sus conclusiones, hace uso de
denominaciones y sus multiplicaciones. Dice que componer una proporcion con el
otra es multiplicar sus denominaciones juntas, algo que suena como a la falsa
definicién 5, libro VI, de los elementos de Euclides, pero que él atribuye a
Euclides, libros V y VIl y al autor de De proportione et proportionalitate. La razon
de por qué la proporcion de los extremos no siempre se compone de las
proporciones entre los medios es que la proporcion de los extremos puede ser
menor que algunas de las proporciones entre los medios. Aunque para producir y
para componer son con frecuencia los mismos, no son siempre asi. Y es aqui
donde Blasius dice que Oresme, Bradwardine y Albert de Sajonia erran en su
trabajo sobre las proporciones. Al final de la pregunta 6, Blasius repite que la ley
de Bradwardine debe ser rechazada por esta raz6n matematica:

La dltima conclusion, irrelevante para nuestro trabajo aqui (impertinens
facto nostro): la proporcion de las velocidades en movimientos no sigue la
proporcion de las proporciones de las potencias a sus resistencias. Queda
demostrado: la velocidad de una proporcion de 9 a 1 es doble de la
velocidad derivada de una proporcion triple, y, como se ha demostrado, la
proporcion 9:1 (nonecupla) no es el doble de una proporcion triple. De
hecho, como se ha demostrado, la proporcion 9:1 es doble la proporcion
4%:1 (quadruplam sexquialteram). Y de esta raiz, muchas conclusiones con
respecto a las velocidades de movimientos se estan negando, pero en esto
una pregunta general se abordaran en su lugar, y yo se tratard mas aqui.

Poniendo todo esto junto, se llega a la conclusion que Blasius no rechaza ley de
Bradwardine, en cuanto a su significado fisico, pero él rechaza los fundamentos
matematicos que Bradwardine habia creado. Incluso en este caso no es
consistente. En respuesta a su pregunta 7, donde hay una proporcion mayor que
una proporcién de igualdad, por ejemplo, Blasius dice que cualquier respuesta a
la pregunta puede ser defendida y procede a dar los argumentos para cada lado.
Entonces pasa a dar reglas para sumar y restar proporciones racionales e
irracionales y concluye que sobre la base de sus reglas se pueden dibujar muchas
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conclusiones en el supuesto de que la velocidad sigue una proporcién. Por
ejemplo, si alguna potencia mueve algin movil con una cierta velocidad y la
potencia aumenta uniformemente mientras que la resistencia se mantiene igual,
entonces la velocidad no aumentara uniformemente.

La conclusion ineludible es que Blasio entiende y acepta, por lo menos en parte,
la ley de Bradwardine y sabe como sacar conclusiones de ella, a diferencia de
aquellas en Calculationes de Richard Swineshead. Al mismo tiempo dice que
debe ser rechazada (ipsa est reprobanda). Entonces, lo que ha hecho es rechazar
los fundamentos matematicos elegantes que Bradwardine habia creado para su
regla usando los elementos de Euclides libro V. Esto lo obligo, al igual que los
historiadores del siglo XX, a intentar lograr el mismo resultado por métodos
matematicos mas engorrosos. Sus motivos son mateméaticos y no son filosofia
natural: los argumentos fisicos que usa contra la el punto de Vvista de
Bradwardine van igualmente contra su propia punto de vista. Después de Blasius
de Parma, su estudiante John Marliani rechazé la ley de Bradwardine con motivos
similares. Curiosamente, Marliani escribe que cuando ensefiaba Bradwardine o
Albert de Sajonia sobre proporciones, el siempre se sorprendio de los argumentos
débiles que dieron a su teoria, pero asumio que tenian algunas razones que él
desconocia. Pero ahora ha concluido que tiene argumentos mas fuertes en
sentido contrario, y asi obtuvo la opinién contraria.

Otro autor que intentd socavar los cimientos de la regla de Bradwardine fue,
irbnicamente, Bassanus Politus, en su Tractatus proportionum introductorius ad
calculationes suisset publicado en Venecia en 1505, el mismo afio que la
publicacién de la traduccion de Zamberti de Lops elementos Euclides en griego.
Ya hemos visto que era Bassanus Politus quien, junto con Volumnius Rodophus,
habian estimulado a Jean Fernel en la defensa del enfoque Euclides - Campano
- Bradwardine en 1528. Politus no menciona la ley de Bradwardine, pero
extrafiamente en una obra que pretende ser una introduccion a Calculationes de
Swineshead, rechaza la terminologia de la composicion de proporciones que
soslayan la regla de Bradwardine. Asi, dice que a diferencia de lineas u otras
cantidades que son el doble de las mitades que ellos componen, las proporciones
no son el doble de las mitades de sus componentes, porque las proporciones se
son compuestas por multiplicaciones en lugar de sumas. Si las relaciones de
proporcion entre si se entienden de esta manera, la regla de Bradwardine ya no
puede expresarse simplemente como una proporcionalidad geométrica.
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Después Politus, Alessandro Achillini también rechaz6 el planteamiento de
Bradwardinine Igual de Blasius de Parma, argumenta que la proporcion de
proporciones es igual a la proporcion de las denominaciones de esas
proporciones, si bien reconoce que casi todos los modernos, incluyendo
Bradwardine, Swineshead y Oresme creen lo contrario. El titulo de su pregunta,
publicado en 1545, es "Si los matematicos mas recientes han descubierto que
Aristoteles estaba en un error de ensefianza de las reglas de proporcién por que
los movimientos se comparan entre si". Su punto es que producir algo por
multiplicacion no es lo mismo que producir algo por composicion, porque los
factores de una multiplicacion pueden ser mayores que el producto. Por esta
razon, lo que los modernos como Paul de Venecia, Albert de Sajonia, Thomas
Bradwardine y otros dicen, es un error.

No solo Achillini piensa que es un abuso hablar de composicién de proporciones
cuando el producto puede ser menor gque sus componentes, pero — el va mas alla
de Blasius — argumenta que en dinamica de las velocidades han de variar, no
como la proporcion de proporciones en el sentido Bradwardinine, sino como la
proporcién de denominaciones. Si, por ejemplo, una relacién de 3:1 produce una
cierta velocidad, entonces la relacion de 6:1 producira la velocidad doble, no la
relacién 9:1, o agentes como 8 produciran el doble del efecto de agentes como 4,
no agentes actuando como 16 a 1. Para ello que apela a experiencias naturales
(experientiae naturales), de una piedra que se movié en un barco en movimiento,
donde las velocidades de suman, o de grupos de hombres que trabajan en alguna
magquina (artificial), para concluir que ocho hombres, en igualdad de condiciones,
trabajaran dos veces tan rdpidamente como cuatro hombres. Por supuesto, uno
puede dudar si Achillini realmente a llevado a cabo experimentos en lugar de
simplemente apelar a lo que parecia plausible.

A principios del siglo XVII Christopher Clavius rechazé también el enfoque de
Bradwardine. En su edicion de 1611 de Euclides, Clavius incluye la definicion 5
del libro VI, en la traduccion de Zamberti, seguido de una larga explicacion
apoyando la composicion de proporciones por la multiplicacibn de las
denominaciones, citando a Teon, Eutocio, Apolonio y Witelo. El luego conecta las
pruebas de Teon, Eutocio, y Euclides, libro VI, Proposicién 23. Antes, comentando
el libro V, definicion 10, Clavius habia rechazado los que identificaron una ratio
duplicata con una ratio dupla, con lo que ha llegado a negar la regla de
Bradwardine. Si un agente con una fuerza de 10 podria lograr algun resultado,
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quién pensaria que un agente con una fuerza de 100, en lugar de una fuerza de
20 se requeriria para lograrlo dos veces como mucho?

En Clavius, la regla de Bradwardinian para las proporciones de las velocidades y
los movimientos fue rechazada por medio de rechazar su concepcion de las
relaciones de proporciones entre si, asi como por la referencia a ejemplos fisicos.

John Wallis, hacia el final del siglo XVII, representa un paso mas en esta
progresion. En su A Treatise of Algebra, both Historical and Practical de 1685,
John Wallis dedica un capitulo aparte sobre la "Composicion de proporciones y
otras operaciones relacionadas con ellas". Su propoésito es explicitamente
rechazar la interpretacion Bradwardinne de la composicion:

Habiendo dicho esto. . . que lo que alli se dice de las fracciones, debe
entenderse también de proporciones: este capitulo podria ser separado, no
habria sido necesario obviar algunos errores, que son aptos para
presentarse de diferente sentido en el que diversos escritores utilizar
algunas palabras relacionadas: Euclides en su definicion 5, libro. 6, nos ha
dado esta definicion de. . . Proporciébn compuesta. . . Se dice que una
proporcion estd compuesta de otras proporciones, cuando el exponente es
adquirido por la multiplicacion de los exponentes de estos, uno en otro. Asi
el Compound of the Treble and Double (cuyos exponentes son 3y 2) es el
Treble of the Double (cuyo exponente es el 3 x 2,) es decir, la séxtuple
(porque 3 x 2 = 6.) Que es manifiestamente un trabajo de multiplicacién.

Después de alguna explicacion adicional, prosigue: pero ahora porque Euclides
da el nombre de composicién, qué palabra se conoce para impartir muchas veces
una adicion;

(Como cuando decimos que la linea ABC esta compuesta de AB y BC;)
algunos de nuestros mas antiguos escritores han acertado en llamarlo
adicién de proporciones; y otros, siguiéndolos, han seguido esta forma de
expresion, que permanece (en escritores) incluso hasta el dia de hoy: Y la
disolucién de esta composicién la llaman subduccion de proporcion.
(Considerando que debe tener algo llamado division y multiplicacion). Y
luego pasar a las siguientes preguntas, ¢como puede ser, que una
proporcion puede, mediante la adicion de otra, hacer una menor?, y que
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¢una proporcion por la adicion de los dos puede ser menor que cualquiera
de ellas?. . . (confieso. . . es un gran indecencia: hace la parte mayor que el
todo). Considerando que ellos deben haberlo considerado, que composicion
en Euclides algunas veces significa Adicibn y que en otras significa
multiplicacion.

Lo que Euclides dice sobre la composicion de proporciones debe ser entendido
como composicién por multiplicacion:

Esto se basa, (y es facil de demostrar) en que si entre dos términos
propuestos (como la A, F,) nosotros nunca entremezclamos tantos términos
intermedios (como B, C, D, E), cualquiera sea (si todo mayor, 0 menos, o
algunos mas y algunos menos, que sea A o F,) la proporcion de los
extremos se compone de todos los intermedios, cada uno con su siguiente
consecuente:

Es decir:

X
| O
X
|t
I
SIS

S| >
X
Ol @
X
Sl

Para todos los términos intermedios que se encuentran por encima y por
debajo de la linea, ellos realizan una multiplicacion continua eliminadndose a

, . , . , , A
si mismos, e unico resultado que se obtendra sera =

Luego sigue la argumentacion de Euclides “ex aequo”

En la interpretacion de Wallis de la composicion de proporciones por
multiplicacion, las proporciones de proporciones son las mismas que las
proporciones de sus exponentes:

Las proporciones de una a otra estan en la misma proporciébn que son sus
exponentes [es decir, denominaciones]; Esa proporcién es mayor que la que tiene
el mayor exponente y menor que la que tiene el menor; y en tal proporcion mayor
0 menor estan los exponentes.
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En este contexto, Wallis distingue entre "doble" y "duplicata”, "triple" y "triplicata”,
por lo que resulta evidente que elevando al cuadrado o al cubo y multiplicar por 2
y por 3 es cuestion de proporciones. Asi al explicar el significado de Euclides
basandose en el libro VI, definicion 5, Wallis ayuddé a minar las bases
matematicas de la regla de Bradwardine.

CONCLUSION

En este trabajo he intentado mostrar como la introduccion y el destino de la regla
de Bradwardine fue entrelazada con la historia de las matematicas, en particular
con ideas sobre proporciones, proporcionalidades y razones. Mas tarde, Thomas
Bradwardine, quien probablemente conocia la definicion interpolada sobre la
composicion de proporciones a través de la multiplicacion de las denominaciones,
decidio excluirla para presentar una teoria matematica consistente en que parecié
matematicamente muy simple, derivada de la version pre-Teonica de los
elementos de Euclides traducida por Campanus. En la atmoésfera teérica de la
Universidad medieval, la elaboracion de una teoria tan elegante primaba sobre
cualquier cuestidon de mediciones reales o calculo de cantidades absolutas. Los
pocos individuos que rechazaron el punto de vista de Bradwardine doscientos
afos después de que se propuso, en su mayor parte, como Blasius de Parma,
rechazan sus fundamentos mateméaticos en el concepto pre-Teonico sobre la
composicion de proporciones, en lugar de encontrarla incompatible con
experiencia. (En cuanto a experiencia, muchos de los argumentos contra la
funcién de Bradwardine aplicada igualmente a la posicién aristotélica.)

Cuando los elementos de Euclides fue impreso por vez primera por Ratdolt en
1482, fue en la traduccion de Campanus. Pero la nueva traduccién del griego
publicada por Zamberti en 1505 fue basada en la version Teonica y asi incluy6 en
la definicion 5 del libro VI. Esto comenz6 a tener un efecto en aquellos que utilizan
la traducciéon de la Zamberti, aunque la perspectiva en cocientes compuestos
encontrados alli fue resistida por los que seguian prefiriendo la versibn Campanus.
La marea se convirtié finalmente por la traduccién de Commandino, publicada en
1572, quien trabaj6é a partir de un texto Teonico. La mayor parte del trabajo sobre
elementos se baso en el texto latino de Commandino o en un texto Teonico, hasta
que Francgois Peyrard encontrd lo que parecia ser un texto pre-Teonico griego a
principios del siglo XIX.
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El renacimiento y la revolucion moderna temprana en la comprension del concepto
de razon que se produjo en los siglos XVI y XVII tuvieron su origen en la creencia
de que texto de Commandino representaba el texto euclidiano "verdadero” y, en
consecuencia, esa definicion 5 del libro VI representaba el "verdadero" significado
euclidiano de la composicion de proporciones. Hasta hace poco los estudiosos no
han estudiado esta segunda revolucion en la misma forma en que han estudiado
la Revolucién griega porque, como herederos de la comprension de la concepcion
de proporcion que surgid de esta revolucion moderna temprana, toman la
comprension de razdén que surgio, involucrando la aritmetizacion de las
proporciones y la extension del concepto de numero racional y luego a los
nameros reales, como correcta o verdadera. Esto ha significado que, en
retrospectiva, la concepcion de Bradwardine sobre la composicion de proporciones
parece muy extrafia y confusa, esto usando las palabras de Dijksterhuis, citadas al
principio de este articulo. Recientemente hemos comenzado a estudiar esta
revoluciébn moderna temprana — por ejemplo, 1993 Euclides Reformatus de Enrico
Giusti es rica en informacion relevante, asi que ahora estamos en una mejor
posicion para entender la ley de Bradwardine.

Cuando nuevas ediciones y traducciones de Euclides y otras obras griegas
condujeron a un cambio en la interpretacion de proporciones o razones y el
concepto de nimero comenz6 a extenderse mas alla de los nUmeros enteros, los
fundamentos matematicos que Bradwardine uso en su teoria se debilitaron, y
junto a ellos su regla, todo en la separacién de los avances en fisica alejandose
de la idea aristotélica que una fuerza es necesaria para el movimiento, y hacia la
ley de la inercia, incluso hacia la segunda ley de Newton, que la fuerza es
proporcional a la aceleracion, pero la velocidad no lo es. Asi la ley de Bradwardine
desapareci6 silenciosamente, asi como gand aceptacién por sus matematicas que
por motivos fisicos.
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