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Resumen. Este estudio tiene como objetivo caracterizar los procesos de abstraccion de
estudiantes de secundaria en problemas de generalizacién de patrones lineales y
generar una explicacion considerando las fases de Participacion y Anticipacion. Los
resultados obtenidos nos han permitido identificar dos momentos en el proceso de
abstraccion: Proyeccion y Anticipacion Local.

Abstract. The goal of this study is characterize the secondary school students’
abstraction processes in generalization problems of linear patterns and provide an
explanation from the Participatory and Anticipatory stages. The findings suggest the
existence of two moments in the abstraction process: Projection and Local Anticipation.

INTRODUCCION

El estudio que presentamos en este articulo tiene como objetivo caracterizar los
procesos de abstraccion que tienen lugar durante la resolucion de problemas de
generalizacion. Este tipo de problemas se utilizan habitualmente para introducir la
generalizacion en el aula (Mason, 1996). Para resolver problemas de generalizacion el
estudiante debe identificar, analizar, y describir patrones y extraer generalizaciones
apropiadas a partir de ellos. De acuerdo con Zazquis y Liljedahl (2002) “al explorar
patrones lo estudiantes se dedican a detectar similitudes y diferencias, a clasificar y
etiquetar, a buscar algoritmos, a conjeturar y argumentar, a establecer relaciones
numeéricas entre componentes 0, mas en general, a generalizar sobre datos y relaciones
matematicas”. Estas habilidades son fundamentales para el aprendizaje de las
matematicas y, en particular, para el aprendizaje del &lgebra (English y Warren, 1995),
hasta tal punto que los problemas de generalizacion se han tomado como eje central de
la introduccion al algebra en muchos curriculos.

Los diferentes patrones que intervienen en este tipo de problemas son de tipo grafico y
numérico. Los patrones graficos se presentan como una sucesion de figuras y se espera
que el estudiante sea capaz de extender la sucesion, reproducir la figura correspondiente
a un término cualquiera de la sucesion o calcular el nimero de elementos que la
componen sin necesidad de reproducirla. Los patrones numéricos suelen presentarse
mediante una tabla o como una sucesién numérica. Los patrones lineales son aquellos
cuyo término n-ésimo puede expresarse como an+b.

Sea cual sea el contexto en el que se presenta el problema de generalizacién, el objetivo
es que el estudiante obtenga la regla que define el patrén dado. Para ello las tareas que
se le piden habitualmente son:

- Continuar la sucesion dibujando o escribiendo los términos siguientes a los dados.



- Calcular un término cercano que podria resolverse continuando la sucesion
dibujando o escribiendo los nudmeros hasta llegar al término pedido
(generalizacion cercana, Stacey, 1989)

- Calcular un término lejano para el que resulta demasiado dificil o pesado
continuar la sucesion con lo que se pretende que el estudiante busque una regla
general (generalizacion lejana, Stacey, 1989)

- Expresar verbalmente la regla que ha permitido el calculo de los diferentes
términos. Esto muchas veces se plantea como una explicacién a los compafieros
de forma que estos sean capaces de entenderlo (Pegg y Redden, 1990; Radfor,
2000)

- Expresar simbodlicamente la regla que permite encontrar el término n-ésimo de la
sucesion.

Las investigaciones realizadas hasta estos momentos han identificado relacionadas con
la resolucion de este tipo de problemas, han identificado diferentes estrategias y
dificultades que tienen los estudiantes de secundaria en la abstraccion de estos patrone
(Castro, 1995; Cafadas, Castro y Castro, 2007; Orton y Orton, 1999; English & Warren,
1998; Stacey & Macgregor, 2001; Zazkis & Lildeljahd, 2002). En este contexto, el
objetivo de nuestra investigacion es caracterizar el proceso de abstraccion de patrones
lineales y generar una explicacion considerando la Abstraccion Reflexiva (Piaget,
1977/2001) operativizada en las fases de Participacion y Anticipacion propuesta por
Tzur y Simon (2004).

MARCO TEORICO

Piaget (1977/2001) denomind Abstraccion Reflexiva al proceso por el cual se
desarrollan nuevas estructuras desde las previamente existentes a través de dos fases,
una fase de proyeccion en la que las acciones en un nivel llegan a ser objetos de
reflexion en el siguiente nivel y una fase de reflexion en la que tiene lugar una
reorganizacion del conocimiento. Desde esta perspectiva el proceso de abstraccion de
nuevas estructuras matematicas (como puede ser la identificacion de patrones lineales)
se considera un proceso de construccion cognitiva.

Partiendo de la Abstraccion Reflexiva, Tzur y Simon (2004) desarrollan el mecanismo
Reflexion sobre la Relacion Actividad-Efecto con el que explican de forma operativa el
proceso de desarrollo de nuevas estructuras matematicas a partir de las previamente
disponibles para el estudiante.

Dada una situacion problemaética, el objetivo del estudiante, las actividades que realiza
para conseguir su objetivo y los efectos de dichas actividades, son la base de este
mecanismo. Segun estos autores, la abstraccidn se deriva de los registros de experiencia
generados al realizar actividades y tiene forma una regularidad en la relacion entre la
actividad realizada y el efecto generado.

Tzur (2007) indica que en este proceso interviene dos tipos de comparaciones:

El mecanismo Reflexion sobre la Relacion Actividad-Efecto consiste en dos
tipos de comparaciones: entre el objetivo del estudiante y los efectos de la
actividad, lo que lleva a una clasificacién de los registros actividad-efecto;
y entre las diferentes situaciones que dan lugar a cada tipo de registros, lo



que lleva a abstraer una relacion actividad-efecto como una regularidad
anticipada y razonada. (p. 276).

Estas comparaciones y la informacion que se obtiene a partir de ellas son esenciales
para la abstraccion de regularidades. La abstraccion de regularidades en la relacién entre
las actividades y sus efectos permite al estudiante anticipar los efectos de nuevas
actividades sin necesidad de llevarlas a cabo. Tzur y Simon (2004) distinguen entre dos
tipos de anticipacion. Esta diferenciacion es la base de la distincion entre dos fases en el
proceso de abstraccion: la Fase de Participacion y la Fase de Anticipacion.

En la Fase de Participacion, el estudiante construye registros de la actividad cuya
comparacion le permite generar informacion. La coordinacién le lleva a inferir una
estructura. Esta estructura se usa para anticipar los efectos de nuevas actividades sin
Ilevarlas a cabo. Sin embargo, este conocimiento sélo esta disponible para el estudiante
en el contexto de la actividad en la que se generd. La estructura abstraida es provisional,
y en otros contextos, el estudiante no sera capaz de reconocer si la estructura esta
implicada. En la Fase de Anticipacion, el estudiante puede reconocer una estructura
implicada en la situacion y usarla, independientemente del contexto. Esto implica que se
ha establecido una relacion entre la estructura y un conjunto de situaciones en las que
puede estar implicado. La diferencia entre las dos fases se basa en la naturaleza de las
anticipaciones llevadas a cabo por el estudiante y por tanto, en cémo se usa la
regularidad abstraida.

METODOLOGIA
Participantes y problemas

511 estudiantes de 4° de educacién secundaria (15-16 afios) respondieron a 2 problemas
de generalizacidn de patrones. La figura 1 muestra uno de los problemas utilizados.

Para obtener mas informacion, 71 de los estudiantes fueron entrevistados. El objetivo de
las entrevistas era que los estudiantes verbalizasen los procesos de razonamiento
seguidos durante la resolucion de los problemas. Durante la entrevista, los estudiantes
disponian de su cuestionario previamente resuelto y de l&piz y papel por si les resultaba
necesario escribir.

Problema: LA SUCESION

En un documento antiguo se ha encontrado la siguiente representacion:
* * * * * *

* * * * * *

Continua la sucesion grafica hasta el término 5°.

Expresa con nimeros los cinco primero términos de esta sucesion.
¢Cual es el nimero que esta en la posicion 10%?

¢Cual es el nimero que esta en la posicion 252? ¢y en la 508?
¢Cual es el término que ocupa el lugar n?

Resuélvelo y explica cdmo lo has hecho.

Figura 1. Problema de generalizacién usado en la investigacion

Anélisis
Se realiz6 un analisis descriptivo de los procesos de resolucion llevados a cabo por los
estudiantes. En este analisis se tuvo en cuenta tanto la respuesta al cuestionario, como

los comentarios realizados durante la entrevista. El analisis se centr6 en como los
estudiantes coordinaban la informacion aportada por los casos particulares para abstraer



el patron. Usaremos los resultados del analisis en el problema “La sucesion” (figura 1)
para ejemplificar la manera en la que se presentan las fases de Participacion y
Anticipacion en el proceso de generalizacion de patrones lineales en el grupo de
estudiantes que fueron entrevistados.

RESULTADOS

La distincién tedrica entre fases propuesta por Simon y Tzur nos ha permitido
identificar diferentes comportamientos al resolver el problema. En esta seccion se
presentan las caracteristicas de las fases de Anticipacién y Participacién en el problema
“La sucesion”. Después, se detallaran diferentes caracteristicas de la Fase de
Participacion.

Fase de Anticipacion y Fase de Participacion

A pesar de que las diferentes tareas que componian el problema “La sucesion” guiaban
al estudiante en el proceso de construccion del patron, pudimos identificar a aquellos
estudiantes que lo habian construido previamente en Fase de Anticipacion. Estos
estudiantes reconocian la sucesiébn como una progresion aritmética de diferencia 2,
determinaban su férmula y la aplicaban para calcular los diferentes términos.
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Figura 2. Respuesta de E12 al problema “La sucesion”

El proceso de resolucién llevado a cabo por E12 es un ejemplo de este tipo de
comportamiento. Como se puede observar en la figura 2, E12 afirma que “Este
problema se puede resolver utilizando las formulas de las progresiones aritméticas™.
Da la formula an=al+(n-1)d y la aplica para calcular los diferentes términos. Los
calculos realizados muestran que usa de forma correcta los diferentes elementos de la
estructura previamente conocida a este patron en particular.

Otros estudiantes necesitaban realizar todas las tareas del problema para obtener el
patrén, construyendo la estructura implicada mientras realizaban la resolucion. Este
comportamiento se consider6 como un indicador de la Fase de Participacion. En esta
fase, los estudiantes comienzan la resolucion usando una estrategia recursiva. El
proceso de resolucion llevado a cabo por E34 es un ejemplo de este tipo de
comportamiento tal como se puede observar en el siguiente fragmento de entrevista:



E34:  Enlaposicién 10...21 [estrellas]
I: 21. ;Cémo lo has calculado?
E34:  Afadiendo 2. 9, 11... Si el quinto [termino] es 11 afiadiendo 2, mas 2, mas 2...

E34 empieza con el término 5°, calculado durante la resolucion del cuestionario, y va
afiadiendo continta afiadiendo dos hasta Ilegar al término 10°.

Esta distincion nos permitio clasificar las respuestas de los estudiantes de acuerdo con la
fase (Anticipacion o Participacion) evidenciada durante el proceso de resolucion. La
tabla 1 recoge los resultados obtenidos.

Frecuencia Porcentaje Porcentaje valido
Otros 3 4,2% 4,3%
Participacion 55 77,4% 78,6%
Anticipacion 12 16,9% 17,1%
Total 70 98,6% 100%
Perdidos 1 1,4%

Tabla 1. Porcentaje de respuestas en la fase de Anticipacion y Participacion

El 4.3% de los estudiantes present6 dificultades relacionadas con términos especificos
usados en el enunciado del problema. “Sucesion”, “Término”, “Posicion” son palabras a
las que estos tres estudiantes parecen no dar sentido en relacion con la representacion
grafica dada. Esto implica que no puedan realizar las tareas relacionadas con dibujar
nuevos términos y expresarlos numéricamente. Solo el 17,1% de los estudiantes
reconocieron la sucesion como una progresion aritmeética de diferencia 2 y aplicaron
esta estructura matematica como instrumento para la resolucién, mostrando que habia
sido construida previamente en Fase de Anticipacion. Finalmente, la mayoria de
estudiantes (78,6%) inicio el problema siguiendo una estrategia recursiva, lo que se
considerd una evidencia de la Fase de Participacion.

El proceso de abstraccion en Fase de Participacion

Cuando un estudiante no identificaba la progresién aritmética como instrumento para la
resolucion del problema, el proceso seguido mostraba diferentes momentos del proceso
de abstraccion por el que se llegaba a la anticipacién dependiente del contexto que
caracteriza la Fase de Participacion. Teniendo en cuenta las dos fases de la Abstraccién
Reflexiva (Proyeccion y Reflexion) descritas por Piaget (1977/2001), hemos
distinguidos dos momentos del proceso entendidos como subfases de la Fase de
Participacion.

- Proyeccién: se construyen diferentes términos de la sucesién sin que se
produzca la abstraccion del patron.

- Anticipacién Local: se abstrae el patrén y se usa para anticipar el valor de
nuevos términos de la sucesion.

La Proyeccidn tiene lugar cuando el estudiante realiza las tareas iniciales siguiendo una
estrategia recursiva. Para calcular los términos 25° y 50°, en esta subfase, el estudiante
continta con la estrategia recursiva y esto le impida construir el patron. EQ7 es un
ejemplo de este tipo de comportamiento.

EO07 necesita listar todos los términos de la sucesidn hasta el 50° para poder obtenerlo.
En la entrevista, en vista del uso de esta estrategia, la investigadora le propuso calcular
el término 1000°.
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Figura 3. Respuesta de EQ7 al problema “La sucesion”

Este fragmento de entrevista muestra como EOQ7 persiste en el uso de la estrategia
recursiva, proponiendo seguir con la lista para obtener el término requerido.

R: ¢ Qué nimero ocuparia la posiciéon 1000? ¢;Sabrias cémo hacerlo?
EO7:  Tendria que ir poniendo de dos en do, ¢no?

I: Irias poniendo... irias escribiendo.

E34: Claro

Aunque esta estrategia no es factible, EO7 no intenta obtener un patron que le permita
calcular un término lejanos sin conocer el anterior. Esta es una caracteristica de la
Proyeccion.

Tal y como sucede en el ejemplo anterior, algunos estudiantes no pudieron abstraer el
patron desde el conjunto de casos particulares generados. Sin embargo, hay estudiantes
que a partir de estos casos particulares son capaces de abstraer el patron y usarlo para el
calculo de nuevos términos. E34 nos proporciona un ejemplo de este salto cualitativo
que supone la abstraccion del patron. Tal y como se ha mostrado anteriormente, este



estudiante sigue una estrategia recursiva para calcular los primeros términos. En el
siguiente fragmento de entrevista, queda reflejado el momento en el que obtiene una
regularidad que inicialmente desconocia.

E34: Al principio estaba sumando [...] 3, 4, 5... 11. Este es el quinto [término], ¢no?

I: Si, este es el quinto [término]

E34:  El sexto [término], el sexto seria asi, el séptimo [término sera] asi...

I: Aja. Afiadiendo dos.

E34:  El octavo [término serd] asi, el noveno [término serd] asi y el [décimo]... asi. O sea,
gue he sumado 5 veces 2.

La nueva regularidad “sumar 5 veces 2” para calcular el término 10° se aplica para el
calculo de otros terminos. E34 pasa de sumar recursivamente 2, a multiplicar por 2. En
este caso la abstraccion viene motivada por el intento de abreviar la estrategia recursiva
inicial.

No es comudn poder observar el momento exacto en el que se produce el cambio de la
estrategia recursiva a una regla general. La manifestacion mas habitual por la que
podemos saber que la abstraccion se ha producido, consiste en que el estudiante haga
uso del patron para calcular los términos 25° y 50°. Este uso es una caracteristica de la
Anticipacion Local. En el siguiente fragmento de entrevista E34 usa el patron “sumar n-
5 veces 2 a 11” para el calculo del término n (n=50) que se apoya en el valor del
termino en la posicién 5°.

I ¢Como has calculado este 101? (que es el valor dado al termino de la sucesion que
ocupa el lugar 50) [...]

E34:  No se si esta bien. Estos 50 menos 5. Me daria 45.

I: 45,

E34:  Ahora, el 5 [5° término] ya se que son...

I Sabes que son 11.

E34:  Ahora, 45 por 2 me daria 90.

I: Ajéa.

E34: Y sumo 90 con 11y sale... 101

La tabla 2 muestra el porcentaje de estudiantes que inicialmente usaban estrategias
recursivas y que fueron capaces de abstraer el patrén (Anticipacion Local). En esta tabla
se indica que el 69,1% de los estudiantes en Fase de Participacion no construyeron un
patron adecuado que les permitiese calcular términos lejanos. Este dato muestra la
dificultad que tiene la abstraccion del patron desde el conjunto de casos particulares.

Frecuencia Porcentaje total (70) Fase de Participacion (55)
Proyeccion 38 54,3% 69,1%
Anticipacion Local 17 24,3% 30,9%
Total 55 78,6% 100%

Tabla 2: Porcentajes de respuestas en los momentos de Proyeccidn y Anticipacion Local

DISCUSION

Los resultados presentados ponen de manifiesto una clara distincion entre procesos de
resolucion propios de la Fase de Participacion y de la Fase de Anticipacion,
proporcionando nuevas evidencias empiricas de la distincion tedrica propuesta por Tzur
y Simon (2004). Ademas nuestro objetivo de caracterizar los procesos por los cuales los



estudiantes construyen y usan los patrones lineales nos ha llevado a detallar diferentes
momentos de la construccion del patron que se produce en la Fase de Participacion
dando lugar a la Proyeccion y la Anticipacion Local, entendidas como diferentes
momentos de la Fase de Participacion.

La caracterizacion del proceso de abstraccion resultante de este estudio es compatible
con la distincion de Niveles del proceso de generalizacion propuestos por Garcia-Cruz y
Martinon (1997 y 1998). El Nivel 3 (nivel de comprension conceptual o generalizacion
global en el que el estudiante generaliza una estrategia) corresponde a la Fase de
Anticipacion, mientras que el Nivel 1 y 2 (respectivamente: nivel de actividad de
procedimiento en el que se reconoce el caracter recursivo del patron lineal y nivel de
comprension de procedimiento o generalizacion local en el que se establece un
invariante desde las acciones realizadas) corresponden a la Proyeccion y Anticipacion
Local que articulan la fase de Participacion.

El mecanismo clave en el paso de la fase de Proyeccion a la fase de Anticipacion Local
es el cambio en el foco de atencion desde el conjunto de datos particulares de los
primeros términos hacia su estructura. Dorfler (2002) indica que este proceso viene
determinado por un cambio consciente que convierte el conjunto de datos en un item
cognitivo (la regularidad) con entidad propia.
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