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Resumen

B consilers ln posicion central que el coneepia de estriuciura ha alcanzado en
matemalicas, Se preseoian argmmenios istorieos vy epistemoloeieos epcaminmlos
aoesclarecer que e procesa de e formaeion de la poeido de grupo abstracto tuvo
tres raices: In teorin de scoaciones alzebraicas, I teoris de nimeros v la gecmetria,
poparthe de les cusles la nockén de estruetues matematica surgid de 1o foma de
conciencia de profumlos fendmenos de isomorfizmos,

Al estudiar Ia tendencia ereciente hacia la absiraceiin v la generalidad que
comdujo al enfogque estroctural del dlgebra, sestentado en s concepeion de
Dedekind, se plantes que uns vision conjuntista del dlgebrs se conligurd a partic
de o concepeidn conjuntista de los objetos matematicos, la aceptacion del infinito
actual, la visidn abstracta de grupo v el surgimiento de ls nocidn de aplicacidn,
preseites oo by olea de DedeRimd desde 1850, eomas rasgos kizicos correspondientes

noin eofoguee conjuntisia de la matematioa plra,
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1. El concepto de estructura y la unidad de las ma-

tematicas

El concepto de estructura ha aleanzado, en log dltimos tiempos, una posicidon central en
matemdticns, bagicamente debido al reconocimiento de la importancia de su estudio como
una nocion fundamental gue ha hecho pozible gue en matemiticas se llegue a plantear o
promover, cnlre olras cosas, un desarrollo unificado de esta disciplina,® logrando asf una
congiderable “economia de pensamiento™al evitar la repeticidn innecesaria de los razonn-
mientos en diversos contextos particulares, lo cual, en concordancia com el fin esencial
de la axiomatica, contribuye a alcanzar la “inteligibilidad profunda de las matemdticas”,
mediante el discernimiento y la puesta en evidencia de “las ideas comunes sepultadas bajo
el aparato exterior de los detalles propios de teorias consideradas [. . .|, en apariencia, muy
distintas” (Bourbaki 1962, pp. 39,43).

He ha generado entonees una tendencia de pensamiento en términos de estructuras,
fruto de lo cual, de manera consciente el grupo Bourbaki, para citar ¢f coso cinblemiition,
ha abordado el estudio de la matematicas como una jerarguia de estructuras utilizando, de
manera sistemdtica, la nocion de estructura para obtener “una exposicion unificada de to-
dlis las ramas beisieas de By matensitiea gue descansa soboe solides londasmentos"™ [Campos,
1994, pp. 561-562). Desde esta perspectiva, “Bourbaki considera ln matemidtica moderna
en 218 fundamenios para edificarla sobre bases axiomdaticas rigurosas segin el pensamien-
Lo e Hilbery: oodifica ¥ clarifica el |I|ﬂ1'|!_f|l_t:_|,_':|- matematioo Eracias a la lljgi:'.;l. [ormal Y A I
tearia de conjuntos (Cantor, Dedekind); unifica esta ciencia mediante el establecimiento

de estructuras comunes a sus diversas ramas” (Campos, 1994, p. 561).

Volina de las earacteristicas de la Matematica Bourbakista es su extraordinaria unidad; no hay apenas
dea en una Leorfa que no benga repercisiones nolable en mechas odras; seria abeurde v contrario al
eapHriLi mi=ne de nestea clencla guererla dividie en compartimentos rigidos, a la manera de la divisiin

tradicional en Algebsrn, Andilisis, Ceometria, ele, tolahnente eadoen hoy din® - [ Dicadonne, 1987



La tendencia a la unificacién, ligada al surgimiento v a la evolucion de las estructuras,
e= una de las caracteristicas de la matemitica moderna, que ha prevalecido basta la époea
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matemédticas podrian interpretarse como intentios de gestacion v manifestacion de dicha
corriente de pensamiento; tal es el caso del propdsito de la escuela pitagorica expresado
en su insignia fundamental “todas las cosas son mimera”™, Mas concretamente, Descartes
congiderd también que habia creado una ciencia (inica, al enlazar en la geometria analitica,
los métodos del dlzebra v la geometria, partiendo de la idea de elegir los segmentos co-
mo forma general de laz magnitudes geoméiricas, pensando en introducir las operaciones
aritiméticas en la geometria, con la particularidad de gue la multiplicaciim tendria la pro-
piedad clausurativa, mediante la intreduceion de un segmento considerado como unidad y
la construceidn de la cuarta magnitud proporcional. donde va se avizora, la operacion en
términos de lev de composicidn interna, lo que daria lugar a una prefiguracion implicita
de estructura algebraica entre los segmentos. Algo semejante haria Gauss, mas de un siglo
despuds, con la composicidn de formas cuadraticas. Es de destacar también el resultado
que, en esta tendencia, produjeron los lazos establecidos por Félix Klein entre la geometria
v la teoria de grupos, en el programa de Erlangen de 15872, con lo cual consiguid unifi-
car v “explicar en que consiste la geometria, mediante la estructura de grupo” (Campos,
1994, p. 5621 lo mismo gue s aplicaciones de esta teorfa al andlisis, hecha por Sophus
Lie, de cuva generalizacion surgieron las teorias de dlgebras y grupos de Lie, sin olvidar,
desde luego, los aportes de Lagrange, Abel, Galois, Cayley [...] “y una gran parte de las
investigaciones de la escuela alemana de la segunda mitad del siglo XIX” (Campos, 1994,

p. 562).



2. La formacién de la estructura de grupo en la teoria
de ecuaciones algebraicas

Loz problemas que impulsaron el desarrollo posterior del dlgebra, en el siglo XVIII,
tenfan gue ver con el tema de la teoria de ecnaciones algebraicas, la cual incluia la for-
macion de la teorfa general de ecuaciones v la acuwmualacion de procedimientos para su
resolucion. El trabajo cientifico alrededor de estos problemas condujo a la reestructura-
ciin de los flundamentos del dlgebra, ligada con la ampliacidn del conceplo de nimers, con
los procedimientos del cileulo aritmético, con la teoria de nidmeros v con ol perfecciona-
miento del aparato algebraico simbdlico-literal, A partir del desarrollo de estos aspectos,
que on esencia determinaban el contenide v el objeto del dlgebra de finales de dicho siglo,
ge requirid v o la ver fue posible avanzar hacia el tratamiento de problemas cualitativa-
mente nuevos, los cuales estarian relacionados con el surgimiento de la teoria de Galois
v la teoria de grupos. Dichos problemas, bajo la denominacion de aritmética universal o
general. eran los temas gque constituian una ciencia Gnica, que ocupd el centro de atencidn
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Universal de Newton, publicada en 1707. De esta manera ya se podia advertiv no silo el
commienze sino el resuliado v el estado de la formacion del dlgebra en el siglo XVIII, con-
virlicndose en la cencia de lag cenaciones algebraicas, en ln cual se incluia la elaboracion
del aparato simbalico-literal necesario para la resolucion de ecuaciones, Ignalmente, con-
servando en su composicion [os métodos numéricos, por una parte, el dlgebra interactuaba
con la aritmética de manera muy estrecha, v por otra, habia una interpretacion de los
meétodos v problemas alzgebraicos v de la teoria de nidmeros, basicamente en el dominio
relacionado con el andlisis diofintico.

Cabe resaltar ademis que, desde la perspectiva de la evolucion del contenido cientifico
del algebra v del proceso de creacion de las premisas para un nuevo periodo de su evolucidn

histarica, la generalidad del concepto de nidmere determing la generalidad v ¢l campo de



aplicaciones de los métodos alzebraico-literales,

Por su parte Lagrange, precisando los trabajos de Euler, introdujo v elabord I teoria
de las funciones invarianies o semejantes dnicamente para sustituciones de un mismo
grupo. En la teorfa de Lagrange se congideraba la semejanza de iinciones simétricas de
lag raices de lo ecuacion para el cazo en el que se diferenciaban entre s todos los 2k
valores que ellos pueden tomar, respecto a todas las permutaciones de las raices, Lagrange
demeatrd, con relacion a las unciones semejantes, que ésias se expresan, unag a (ravés
de las otraz, en forma racional, por medio de los coeficientes de la ecuacidn dada. Sin
embargo, en vista de que el inico camino que tenian los matemdticos para resolver las
ecuaciones de grado superior al cuarto eran los recursos algebraicos elementales de aquella
fpoca y el nico motive que guiaba los inmumerables esluerzos e intentos era una especie
de certeza o garantia intuitiva de la posibilidad de encontrar un algoritmo similar a los
de Ferrari o los de Tartaglia y Cardano, al menos para el caso de [as rajees reales, s
propuso entonces determinar las razones por las cuales resultabuun elicaces los mitodos
-:1|1|1:l|'fI-:|_|.--C Pard |1'=| '|'|-_-;.._;.||;|;-'i|;"q'| |‘|!' ]:_l,r-. i'l."ll.gl,-:"i-:a-'lll':-'\. ||_|!' [ercero vy cuarto grado, al igual que los
hechos o senales reveladoras y susceptibles de dar luces en la inwvestigacion de métodos
|_i,|,r'|'l.|i-i|r']| f'I-I!I.'i,I,I.'E"'."i rara e CHRED |‘|!' O CTOTES -:|_1,- |,_|TI':_|,I:|_-::- IEasor que Cuatro; para tal efecto
analizd rigurosamente los mencionados métodos, lo cual le reveld que las soluciones de
la ecuacion original se obtendrian en términos de laz soluciones de ciertas ecuaciones
auxiliares llamadas resolventes, estudio este que va habia iniciado Vandermonde hacia

1770.

3. Las fuentes del cambio de perspectiva y el proceso

de desontologizacion

Lagrange planted por primera vez la pregunta de por que funcionan las fdrmulas para

los cagos de segundo, tercero v cuarto grados v qué se escondia tras ello, Bused entonces las



razones del éxito aleanzado para dichos cases v las del [racaso en los de grados superiores.
Encontrd que el triunfo de los métados de Del Ferro, Tartaglia. Cardano v Ferrari, para
resclver eenaciones de tercero y euarto grados, residin en la existencia de ciertas funciones
no gimétricas de lag rafees, lag cuales poseian determinadas propiedades de invariancia
por permutaciones y que el problema de resolver ecuaciones de quinto grado o mayor
atin, estaba relacionadoe con clertas expresiones que, de algin modo, son invariantes con
respecto a las permutaciones de las raices.

Abel, en 1824, resolvid el problema al demostrar que no halia ese tipo de formualas
para el caso de las ecuaciones de grado igual o mayor que cinco, Con esta conclusion se
inauguraba una mieva era en la evolucidn del algebra, esto es, log comienzos de la teoria
de grupos y por consiguiente el estudio de las estructuras. Iniciando el siglo XIX, Galois
estudic clertas agrupaciones o grupos de permutaciones v las propiedades de determinados
Tsubgrupos” que permanecian imvariantes bajo ciertas transformaciones, con lo cual pudo
probar que era imposible resolver, por medio de radicales, las ecuaciones de grado mayor
que cuatre, El estudio de esos grupos de permutaciones de mimeros o simbolos se levo a
cabo durante todo el ::-Ei;._""]rl NI, pEro aclo al fingl de 1882 en los trabajos de van Dka7
Metto v Weber, se alcanzd a formular, en términos abstractos la estructura de tales grupos
v a proponer los axiomas mimimos que deberfan cuomplir esos sistemas de transformaciones.

Cauchy, para poder generalizar los resultados logrados por Huffini v Abel, presentd la
nocion de permutacion con un enfoque totalmente nuevo, mediante una ley que [lamd sus-
titucién.

En el siglo XIX se fijaron de manera definitiva los conceptos fundamentales v los
objetivos principales del dlgebra abstracta que trataba de las colecciones de objetos de
naturaleza a veces muv diferente a la de mimeros reales o complejos. Durante este siglo el
algebra se enrigquecit con creaciones tales como los vectores, los cuaterniones, las matrices,
lag formas cuadraiicas binariazs, log hipernimeros de diferentes clases, las transformaciones

y las sustituciones o permutaciones. Tales objetos se combinaron mediante operaciones y



leyves de composicidn para desarrollar los coneeptos algebraicos de base. Las investigaciones
sobre los niimeros algebraicos pusieron de presente diferentes variedades de algebras, que
ge distinguian por las propiedades de las operaciones definidas en ellas. A partir de los
notables trabajos de Galois se pudo establecer, de manera definitivi. la solucidn de lns
ecuaciones polindmicas en términos de operaciones algebraicas. Pero las ideas de Galois,
antes de fructificar debieron esperar otros resultados tales como la comprension clara del
principio de la permanencia de las formas asi como log fundamentos de una logica de los
nimera: complejos basada en laz propiedades de los mimeros reales y de otros conceptos
como los vectores y los cuaterniones.

La obra de Peacock tuvo el mérito de preparar el camino para desarrollos mas abstrace
tog del dlgebra v, ademids, junto con Gregory v De Morgan intentaron hacer del dlgebra
una ciencia independiente de lag propiedades de los mimeros reales y complejos. Para
tal efecto propusieron como postulado bisico que lag mismas propiedades fundamentales

fueran vilidas para cualguier clase de niimeros,

4. El aporte de la geometria

Otira fuente del cambio en la matemddtica, al pasar a la época moderna, comienza con
el advenimiento de lag geométricas no euclidianas hacia la tercera década del siglo X1.X.
Su importancia radica en su valor imtrinseco y en sy vinculacion con el método axiomédtico,
Las caracteristicas de la geometria euclidiana en relacion con dicho método estan plasma-
das, en los Elementos de Euclides, en los cuales, los postulados eran considerados como
verdades autoevidentes acerca del espacio fisico v por mis de veinte siglos constituidos
err el modelo ideal de explicacion racional de la realidad (121 problema de la autoeviden-
cig estd directamente relacionado con la coneepcidn ontologica de que el razonamiento
matemidation estaria siempre antecedido por la realidad del objeto del que se ocupa.

Las geometrias no euclidianas ejercieron una importante influencia y repercusion sobre



las ideas que habian de conducir a la matemdtica de hov, por enanto tavieron el mérito
de socavar los fundamentos de la geometria eaclidiana v de facilitar una nueva concepeidn
de la geometria, en la que s elimina toda referencia intuitiva al espacio fisico, guedando
aibsistente =olo la abstraccidn v el reconocimiento de la libre creacidn de los sistemas
mateindticos,

Utilizando el concepto de grupo de transformaciones, Felix Blein elabord una extra-
ordinaria sintesizs que tenia como principio unificador la idea de que una geometria es ol
estudio de las propiedades de un conjunto que permanecen invariantes cuando los ele-
mentos de dicho conjunto se someten a las transformaciones de un cierto grupo de las
mismas, estableciéndose una jerarguia entre todas agquellas geometriaz. Surgid entonees ¢
programa de Erlangen de 1872.

En los fundamentos de la geometria, David Hilbert se propuso formalizar rigurosamen-
te la geometria enclidiana v con tal fin considerd que era necesario no tener en cuenta la
naturaleza de los objetos geométricos basicos como puntos rectas v planos, sino dnicamen-
te las relaciones entre ellos. Esta tendencia hacia la desontologizacion no alteraba en lo
mas minimo la geometria resultante; lo que equivale a subravar el cardcter arbitrario del
nombre de los objetos que se convierten en entes abstractos definidos implicitamente por
los axiomas.

Fn consecuencia, en adelante e tendrian gue aceptar resultados no autoevidentes y al
mismo tiempo se pondria de presente un abandono inconsciente del control ontoldgico del
objeto matematico v en cambio se tendria en cuenta dnicamente la estructura logica del
sistema geométrico en su conjunto, El comprender la necesidad de la desontologizacion de
los objetos matematicos se considera uno de los resultados mias importantes v productivos
en el desarrollo de la axiomdtica v de la matematica moderna, cuya idea clave expresa
que lo que cuentan son las relaciones mutuas entre objetos indefimidos. Fsto comstituye la
tematizacion de la estructura como objeto de estudio, Posteriormente la obra de Hilbert

cambiaria ¢l panorama de modo sustancial.



5. Los aportes de Dedekind a la formaciéon de la no-
cion de estructura algebraica

Un factor importante para el surgimiento de las estructuras matenmiticas fue el len-
ouaje conjuntista gque, en prineipio, Dedekind no considero necesario presentarlo en forma
axiomitica. Como precursor de log enfogues estructurales de la matemdtica moderna, en
el curso de sus investigaciones se convencio del papel bdsico de los conjuntos en las ma-
tematicas v en 2 correspondencia con Cantor tomd parte en algunes de los capitulos del
nacimicento de la teoria de conjuntos.

En su libro ;Qué son vy para qué sirven log nimeros? propoma las bases de tods
una concepeion de la matematica pura. capaz de abarear la aritmética, el dlgebra v el
andlizgiz, utilizando qnicamente las nociones de aplicacidn v de conjunto. Sobre la base de la
nociom de ideal fundd la teorfa de mimeros algebraicos, Asi mismo contribuva a clarificar,
de manera esencial, las nociones de grupo, anillo, ideal, cuers. mddiele, v= decir, los
conjuntos dotados de una estructura. También formaron parte de su trabajo matematico,
log fundamentos de las matemdaticas, los nimeros reales, la teoria de Galoig, la teoria de
las funciones algebraicas, la topologia de conjuntos v los principios del andlisis, entre otros
temaz, Trabajé de manera sistematicn e independiente sobre los prerrequisitos de la teorin
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extensiones de cuerpos v presentd, por primera vez, e tema que en el lenguaje moderno
hace referencia a las relaciones entre los subcuerpos del cuerpo de descomposicion v los
subgrupos el grupoe de Galois de un pelinomio, adelantindose en una visién abstracta de
log grupos, unos treinta aios, a la comunidad matemidtica de su tiempo, Asi mismo Hlegd a
realizar también una prueba del teorema de homomorfismo. Pero, en particular, su trabajo
sobre la teoria de ideales ez de tal importancia que es considerado su obra maestra. Una
caracteristica relevante de su exposicion tiene que ver con su propuesta metodolagica en

la cual la teoria de conjuntos desempena un papel esencial. En efecto, el problema de la
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factorizacion de ideales 2e separa del enfogque basado dnicamente en términes de mimeros
al hacer su propuesta en términos de conjuntos, coherente con su enfoque conjuntista de
toda la matemdtica.

Loz cuerpos de mimeros algebraicos en los que existe una =ola degscomposicidn de los
entercs algebraicos en niimeros primoes son una excepeidn, Para restituir el teorema funda-
mental de la aritmética a los enteros de todos los cuerpos de niimeros algebraicos, Dedekind
revisd la divigibilidad de log enteroz racionales, Este fue ¢l paso critico gque condujo a la in-
venecion de los ideales. 2 Dedekind resolvid el problema bidsico de la factorizacidn de enteros
algebraicos definiendo las nociones de producto de ideales & ideal primo y, demostrando
que, dado un cuerpo cualguiera de niimeros algebraicos, todo ideal admite una dnica des-
compogicion como producto de ideales primos, De esta manera, la descompogicion de un
mimere entero algebraico, en producto de enteros algebraicos, se redujo a la descomposi-
ciom de un kdeal en prodocto de wdeales, siendo vilido entonces el teorema fundamental
de la aritmética, s decir, se reemplazan los enteres del cuerpo por sus correspondientes
ideales principales.

En términos generales, la clave del problema estaba en reemplazar la relacion de di-
visibilidad aritmética por la relacidn de pertenencia a una clase. Asi la invencion de los
ideales constituyd un ejemplo de la tendencia moderna de la metodologia de la generaliza-
cion por ampliacion para regularizar las excepciones, Una caracteristica del pensamiento
de Dedekind acerea del mimero era resolver en términes infinitos un problema estricta-
mente finito. El problema de los enteros algebraicos de la descomposicion tnica, Dedekind
lo resolvid por medio de clases infinitas particulares de los enteros algebraicos llamados
ideales. Esto recuerda el caso de las cortaduras.

Todas las tentativas sucesivas y el empeno para ampliar el concepto de nimero, desde

la perspectiva de las matemédticas como un todo v con la metodologia de la generalizacidn

2Un ideal es un conjunto de enteros cerrado para las operaciones de stmna v diferencia v también para

el producto de sus elementos por enteros del cuerpo correspondiente
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v de la abstraccion deliberadas, a la manera de Cantor, dio como resultado culminante
la estructura como nuevo objeto de la matemdtica moderna lundada en la concepeidn de

Dedekind.
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