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2. Descripcion

En este escrito se presenta el trabajo de grado motivado por el interés de las autoras, sobre
algunos cuestionamientos acerca de la ensefianza de la funcion logaritmica en las aulas, de
tal modo que se plantea como objetivo disefiar una secuencia didactica que responda a las
caracteristicas de dicho concepto e incorpore una visién apoyada en el enfoque
socioepistemologico.

La secuencia didactica va dirigida a los docentes, y se constituye una guia para la
ensefianza de dicho concepto, en la cual se plantean diferentes actividades situadas en
algunos momentos historicos en el desarrollo del concepto asociado a esta funcion. Cada

actividad estd acompafiada de un objetivo, una descripcion general y unas sugerencias a




tener en cuenta por parte de cada docente. Adicionalmente, cada actividad cuenta con un
material (tangible o en un entorno tecnoldgico) y un taller disefiado para los estudiantes.
Las actividades estan disefiadas para diferentes grados de escolaridad, teniendo en cuenta

su grado de complejidad y que cada actividad requiere de algunos conceptos previos.

3. Fuentes

Para la elaboracion de esta monografia se consultaron diferentes documentos entre los
cuales se encuentran cinco (5) tesis, de las cuales tres (3) son de maestria y dos (2) son
tesis de doctorado; ademas se revisaron catorce (14) articulos de revistas, ocho (8) libros
de Matemaéticas e Historia de las Matematicas, se tuvieron en cuenta dos (2) documentos
oficiales, ocho (8) articulos de Memorias de eventos referentes a Matematica Educativa,
por ultimo se consultaron tres (3) investigaciones académicas.

A continuacion, se presentan las principales fuentes bibliograficas:

Cantoral, R., Reyes-Gasperini, D., & Montiel, G. (2014). Socioepistemologia, matematica
y realidad. Revista Latinoamericana de Etnomatematica, 7(3), 91-116.

Carlson, M., Jacabs, S., Coe, E., Larsen, S., & Hsu, E. (2003). Razonamiento covariacional
aplicado a la modelacion de eventos dindmicos: Un marco conceptual y un estudio.
Revista EMA, 8(2), 121-156.

Ferrari, M. (2008). Una vision socioepistemoldgica. Estudio de la funcion logaritmo.
CINVESTAV-IPN, México. Obtenido de
http://www.clame.org.mx/documentos/tesis/rferrari.pdf

Ferrari, M. y Farfan, R. (2008). Un estudio socioepistemolégico de lo logaritmico: La
construccion de una red de modelos. Revista Latinoamericana de Investigacion en
Matematica Educativa, 11(3), 309-354.

Ferrari, M. y Farfan, R. (2010). Una socioepistemologia de lo logaritmico. Revista
Latinoamericana de Investigacion en Matematica Educativa, 13(4), 53-68.
Gacharna, O. (2012). Algunas consideraciones didacticas sobre el concepto de logaritmo

y de funcion logaritmica y sus posibilidades en la educacién béasica y media.

Universidad Nacional de Colombia, Bogota.




Gonzélez, M. y Vargas, J. (2007). Segmentos de la historia: La funcion logaritmica.

Educacion e Historia, 15(2), 129-144.

Hernandez, M. y Ferrari , M. (2005). Los logaritmos a partir de la covariacion de

sucesiones. (J. Lezama, M. Sanchez, y J. Molina, Edits.) Acta Latinoamericana de
Matmética Educativa, 18, 531-536.

Montiel, G. y Buendia, G. (2011). Propuesta metodoldgica para la investigacion

Socioepistemologica. Memoria de la XIV Escuela de Invierno en Matematica
Educativa, 443-454.

4. Contenidos

Este trabajo de grado consta de 5 capitulos, a saber:

Capitulo 1: Da a conocer la justificacion y los objetivos que orientan el presente
trabajo.

Capitulo 2: En él se presenta el desarrollo histérico de la funcion logaritmica y
aquellos aspectos de caracter matematico y didactico, que se consideran importantes
para la estructuracion y desarrollo de la propuesta didactica. En primer lugar, se
muestra el desarrollo histdrico de dicha funcion; seguidamente, se presenta el marco
matematico, teniendo en cuenta diferentes definiciones tomadas de algunos textos de
matematicas de uso universitario. Finalmente, se muestra el contenido didactico, que
aporta en el disefio de la secuencia de actividades, y que esencialmente hace referencia
al pensamiento variacional, al razonamiento covariacional, y la Teoria
Socioepistemolégica de la Educacion Matematica.

Capitulo 3: Se describe la metodologia que se asumio para el disefio del trabajo, la
cual esta basada en el enfoque socioepistemoldégico.

Capitulo 4: Se presenta la propuesta didactica, la cual cuenta con 8 actividades que
estan sustentadas en etapas histéricas de dicha funcién y que buscan resignificar el
concepto de funcion logaritmica en el aula. Cada actividad cuenta con una descripcion
guia para el docente y un taller dirigido a los estudiantes, y ademas estan acompariadas
de material tangible o en entorno tecnologico.

Capitulo 5: Se presentan las conclusiones del trabajo desarrollado.




5. Metodologia

La metodologia de este trabajo se enmarca en el enfoque socioepistemoldgico, se
consideran unas pautas y etapas que se deben tener en cuenta para el desarrollo de la
secuencia de actividades y acciones que se llevan a cabo en una propuesta de aula, y es en
ellas en las que se sustentan las actividades disefiadas. En este sentido, se parte de un
analisis y documentacion sobre el desarrollo historico, social y cultural de la funcion
logaritmica, se exponen las practicas que dieron origen a este concepto, se describe la
forma como es trabajado este concepto en algunos libros de texto; se propone la
resignificacion y algunos aspectos que pueden resultar relevantes en los procesos de
ensefianza de ese saber a través de las consideraciones anteriores, por medio de la

secuencia de actividades.

6. Conclusiones

A continuacion se presentan algunas de las conclusiones a las cuales se lleg6 durante el

desarrollo del trabajo:

» Es importante reconocer la naturaleza de cada funcién y particularizar la ensefianza
de las mismas, esto atendiendo a cada una de sus caracteristicas, pues en el caso de la
funcion logaritmica se evidencio que su forma de covariacion es diferente y es
esencial su comprensién para la modelacion de diversos fendmenos de la vida real.

» Reconocer y documentar aquellos aspectos histéricos, sociales y culturales que dieron
origen a la funcion logaritmica y a cualquier objeto matematico en general; da la
posibilidad de plantear otro tipo de propuestas, las cuales buscan reestructurar la
forma usual como se ensefian las matematicas en la actualidad.

» El analisis de textos de matematicas y de matematicas escolares, permitio evidenciar
que el tratamiento que se le da a la funcién logaritmica y a los logaritmos es limitado
y en general solo se proporciona una definicion formal, algunas propiedades, ejemplos
de notacién y en algunos textos se ejemplifican aplicaciones pero sin dar mayor
relevancia a estas.

» El desarrollo de este trabajo permitio un aprendizaje tanto didactico como matematico

de la funcion logaritmica, en donde se evidenciaron aspectos de la funcion logaritmica




que hasta hace poco nos eran desconocidos. particularmente, su evolucion historica

nos permitid identificar aspectos Utiles, que pueden cambiar la forma como se trabajan

estos conceptos en el aula.

El paso del trabajo con las progresiones geométricas y aritméticas, hacia incluir otros

valores numéricos a los cuales también se les queria calcular el logaritmo, es decir el

intentar dar un paso a la continuidad, siempre se torné como una dificultad para la

elaboracion de la secuencia de actividades.

Trabajar desde el desarrollo del razonamiento covariacional, atendiendo a la

covariacion entre una progresién geométrica y una aritmética, permite hacer una

aproximacion a los logaritmos que facilita la compresion de los mismos.

Elaborado por:

CANO VILLAMIL, Maria Inés
GARCIA CARO, Diana Carolina.

Revisado por:

Orlando Aya Corredor

Fecha de elaboracion del resumen:

25 10 2016




TABLA DE CONTENIDO

INTRODUGCCION ..ottt 1
1. ASPECTOS GENERALES.......ooo ettt 3
1.1, JUSTIFICACION ..ot es sttt 3
1.2, OBIETIVOS ...ttt bbbttt bbbt nneene s 5
1.2.1. ODJELIVO GENEIAL........iiiiiiieciicie et sre e ereesre e 5
1.2.2. ODbjetivos €SPECITICOS .....cuviiiriiieiiiee e 5
2. MARCO DE REFERENCIA ... .ottt 6
2.1, MARCO HISTORICO ....cooviiiriisieiee e 6
2.1.1.  EXploracion algoritmiCa .........cccveiieiieiieiieceese e 7
2110, ATQUIMEUES ..ottt 7
2.1.1.2.  Chuquety Stifel (Siglo XV Y XVI) ..o 8
2.1.1.3.  ProStaferesis .....cuciiieiiiiie st 11

2.1.2. NUMErICA ULHITAITA. ...cveviieieeie e 12
2.1.2. 1. JONN NAPIEE ..o 12
2.1.2.2. JODSE BUMGI.....eeieieiieiiiieie et 17

A O T o 1= 0] Y = o o TSSOSO 18

2.1.3.  GrafiCO-GEOMELIICA ... cveveieie e sieee e e ettt srenraeneas 20
2.1.3.1.  Gregory de SaINt-ViICeNt........ccceciiiiieii e 20
2.1.3.2.  IMAlTa AQNESE .eeuveeiieiiieie ettt 22

0 0 AN o 1 o] T =T SR 25

2 Ot R |V 1= s oo SRS SORSP 25
2.1.4.2. Desarrollo de los logaritmos como series de potencias..............cccueeveee. 26

2.1.5.  SIMBDOKIZACION ....ocuviiieiieiciee et sre s 27

2 O N o 0 1P 1 o SR 28

2.2. MARCO MATEMATICO ......oiieieeeeeeieeeieeeeseeesesseessesteses s, 28
2.2.1. Conceptos matematicos asociados a la funcion logaritmica .............c..c......... 29

2.2.2. Definiciones de logaritmo y funcion logaritmica...........ccecevererenencnnninnnns 30



2.3, MARCO DIDACTICO ..ottt

2.3.1.  Pensamiento VariaCional...........ccceiiieiieiieiie e
2.3.2.  Covaricion y razonamiento covariaCional ...........c.cccvevvervevierereseniesese s
2.3.3.  Socioepistemologia y funcion 10garitmica ...........cccceevrereiniicncineceee,
3. METODOLOGIA DE TRABAJIO ...ttt

4. PROPUESTA DIDACTICA “RESIGNIFICANDO LA FUNCION
LOGARITMICA UNA MIRADA DESDE LA COVARIACION Y EL

ENFOQUE SOCIOEPISTEMOLOGICO .....cooiviuiiiieeesteeeeeeeeeee e sas s enesesnnes
4.1. Actividad 1 (Transformaciones numéricas): Relacién entre las progresiones
ArItMELICAS Y GEOMEBLIICAS ... vevereetesieite ettt ettt

4.2. Actividad 2 (Transformaciones numéricas y objetos teoricos): Relacion
entre las progresiones aritméticas y geométricas y el concepto de logaritmo ................

4.3. Actividad 3 (Transformaciones numeéricas): Deduccion de la propiedad del
10garitmo de UN PrOQUCTO .........oiviiiieiieieieie et

4.4. Actividad 4 (Transformaciones numeéricas): Deduccion de la propiedad del
10garitmOo e UN COCIENTE .......oviiiiiiieieeieie et

4.5. Actividad 5 (Modelizadores): Situaciones que se modelan con el uso de
JOGANTIMOS ...t b bbbttt e e bbbt

4.6. Actividad 6 (Modelizadores): Aproximacion a la funcion logaritmica.................

4.7. Actividad 7 (Modelizadores): Hipérbola equilatera y su relacion con la
funcion 10garitmo NALUKAL..............cviiiiie e

4.8. Actividad 8 (ODjJet0S tEONICOS) .....ecviirieiiieieiieecte et
5. CONCLUSIONES. ... ..ottt e e s e e snre e e snae e e sntaeesnaeeans

5.1.  Conclusiones con respecto a la estructura global del trabajo y marco de

2] (=T =] 0 o - USSP

5.2.  Conclusiones con respecto a la propuesta de actividades............ccccoovevieeiieinnnnne,
6.  BIBLIOGRAFIA .....cocoiiieieeietee et

T. ANEXOS ...

7.1. Anexo 1: Taller actividad 1 ......cooooveeieiii
7.2. Anexo 2: Taller actividad 2 ......oooveveeie



7.3, ANEX0 3: TAller aCtiVIAAd 3 ..o 84

7.4, ANexo 4: Taller aCtividad 4 ...t 87
7.5, Anexo 5: Taller actividad 5 .......cccooveiiiiiiice e 90
7.6.  ANnexo 6: Taller aCtiVIidad B ..........cccoiieiiiieiieiiee e 92
7.7.  ANexo 7: Taller aCtiVIdad 7 ......cccoooveiieeiieciee e 96
7.8.  Anexo 8: Taller actividad 8 PArte @..........cceviirieiiieieiesesee e 99
7.9. Anexo 9: Taller actividad 8 parte b .........cccevevvevviieceec e 102
7.10. Anexo 10: Algunas evidencias de la aplicacion de actividades previamente

AISEAAUAS ...ttt ettt bbb 104

INDICE DE FIGURAS

Figura 1. Representacion del modelo mecanico de Napier .........ccocvvereiiiiiisinenecseen, 15
Figura 2. Hipérbola equilatera y relacion de Saint Vicent ...........cccccovevvevieiccicceecc e 22
Figura 3. Problema de DEeDEaUNE. ...........cceeiiei i 23
Figura 4. Construccion geométrica de Maria Agnesi ........cccovvererereneneine e 24
Figura 5. Justificacion de la construccion geométrica de Maria AgNesi.......cccceevvereereennn. 25
Figura 6. Aproximacion a algunos logaritmos mediante series de potencia.............c.......... 27
Figura 7. Unidad de analisis tomado de Montiel y Buendia (2011)........c.ccccoeiveirenerneennn. 44
Figura 8. Esquema Metodologico adaptado de Montiel y Buendia (2011)........ccccceevneneen. 44
Figura 9. Material: Fichas de doble entrada con progresion geométrica y aritmética.......... 47
Figura 10. Material: Secuencia de fichas hacia la izquierda ...............ccccoevveviiiciicce i, 48
Figura 11. Material: Secuencia de fichas hacia la derecha.............ccccccccovveviiiciicin e, 48
Figura 12. Material: Fichas de doble entrada para completar ............ccccceovieieienenininnnn. 48
Figura 13. Material: Fichas logaritmo en base 2 reescritas..........ccocvvvvvrieienenciencncsenn 50
Figura 14. Material: Fichas logaritmo en base 10 primera cara...........ccceeveviveevieesveesveesnn. 50
Figura 15. Material: Fichas logaritmo en base 10 segunda cara ...........ccceevevveerieesveenveennne. 51
Figura 16. Material: Nuevas fichas logaritmo en bases 10...........ccocoveririnienenene s 51
Figura 17. Material: Pares de fichas para deducir la propiedad ............cccccevereieneninnnnnnn. 53
Figura 18. Material: Pares de fichas para deducir la propiedad ............cccccevervieneiininnnn. 53

Figura 19. Material: Fichas logaritmo en base 2 para deducir la propiedad ........................ 54



Figura 20. Material: Pares de fichas para deducir la propiedad ............ccccoeveveiencninnnnnn. 56

Figura 21. Material: Pares de fichas para deducir la propiedad ............ccccoeveveienciininnnn. 56
Figura 22. Material: Fichas logaritmo en base 2 para deducir la propiedad ........................ 57
Figura 23. Vista de la aplicacion en GeoGebra actividad 6 ............ccccccevveveiieiieeneece e, 62
Figura 24. Vista de la aplicacion en GeoGebra actividad 7 ..........cccooeveiiiiiiinicneneinee, 65
Figura 25. Gréfica funcion &rea de la Hipérbola EQUIlAtera............ccocooiiiiiiiiiicniineen, 66

Figura 26. Vista de la aplicacion en GeoGebra actividad 8 parte ajError! Marcador no
definido.
Figura 27. Vista de la aplicacion en GeoGebra actividad 8 parte bjError! Marcador no
definido.



INDICE DE TABLAS

Tabla 1: Progresion geométrica y aritmética y regla de Arquimedes........c.cccevevereieieinannns 7
Tabla 2: Progresion geométrica y aritmética y regla de Arquimedes (Ejemplo) ................... 8
Tabla 3: Tabla de logaritmos de Stifel ...........cccooveiieii i 9
Tabla 4: Método de multiplicacion de Stifel ... 10
Tabla 5: Método de potenciacion de Stifel...........ccccoveieieiiie i 10
Tabla 6: Relacidn progresion geométrica y aritmética de BUrgi.........ccccooevvvevviveivecnennn, 18
Tabla 7: Comparacion progresion geométrica y aritmética de Briggs.......cccceevvevvevverirennnnn. 19
Tabla 8: Definiciones funcion logaritmica Spivak (1996) ..........ccoeverernieneieinenereesens 30
Tabla 9: Definiciones funcion logaritmica Apostol (2001).........ccoeevrrrneniennienenereeseens 31
Tabla 10: Definiciones funcion logaritmo Stewart, Redlin y Watson (2007) ...........ccc....... 32
Tabla 11: Definiciones funcion logaritmica Larson y Edwards (2010) ........cccccevevverieennene. 33
Tabla 12: Momentos y etapas de desarrollo de la funcidn logaritmica............ccccceevvvriennenn. 41
Tabla 13: ACHVIOAA L....couieeiiieceee ettt nte e e 47
Tabla 14: ACHVIAAA 2 .......oviiiiiiiieieee ettt 49
Tabla 15: ACHVIAAA 3 ....ceoiiiiieiee et 52
Tabla 16: ACLIVIUAA 4 ..ottt enreenneenee e 55
Tabla 17: ACHVIOAA 5. ..ot nee e 58
Tabla 18: ACHVIOAA 6 ....c.eeeeeeiieieee et esneenreenee e 61
Tabla 19: ACHVIAAA 7 ..o et 63
Tabla 20: ACtiVidad 8 PArtE @ .......cceiieiieiiiieie e 66
Tabla 21: Actividad 8 Parte D ........coeieiiiiii e 70



INTRODUCCION

El estudio y tratamiento de la funcidn en las aulas, se centra en un concepto global y muy
general que pretende recoger diversos modelos en una Unica definicion. Esto sin embargo no
permite analizar ciertos aspectos particulares y relevantes de ciertas funciones especificas;
un caso particular lo ofrece la funcion logaritmica, que por su forma de covariacion adquiere
importancia, pues desde sus origenes fue empleada para resolver algunos problemas de
calculos numéricos, y fue evolucionando conceptualmente hasta convertirse en una

herramienta importante en la modelacion de fendmenos.

De otra parte, se ha visto que la ensefianza de los logaritmos se realiza usualmente de manera
algoritmica y descontextualizada, esto en los casos en que en la escuela este tipo de funciones
alcanza a ser abordadas como objeto de estudio. Se ha encontrado que tradicionalmente se
parte de la definicion acompafiada de algunos ejemplos, seguidamente se exponen sus
propiedades, y finalmente se realizan algunos ejercicios, que se reducen al calculo de listas
exageradas de logaritmos (Abrate y Pochulo, 2007). Que usualmente podrian ser evaluados
con la ayuda de una calculadora o de una hoja que trabaje SAC (Sistema Algebraico

Computacional).

Asi surge, en la comunidad de educadores matematicos, la necesidad de establecer elementos
gue contribuyan a la elaboracién de una propuesta didactica util para abordar y resignificar la
funcion logaritmica, atendiendo a aspectos histdricos, didacticos y matematicos que aporten en
la compresion del concepto de logaritmo y de funcion logaritmica, lo cual se constituye el

centro de estudio del presente trabajo.

El documento de la propuesta se divide en cinco capitulos; en el primero se da a conocer la
justificacion y los objetivos de esta monografia; en el segundo, se exponen aquellos argumentos
tedricos que sustentan la secuencia de actividades. En este apartado se realiza una
documentacién y analisis del desarrollo histérico de la funcién logaritmica, el cual se presenta
en seis etapas que marcan la evolucion de esta funcion y sus representaciones; ademas se da a
conocer algunas de las definiciones sobre este concepto, las cuales son extraidas de diferentes

libros de texto, y se presentan algunas consideraciones sobre las mismas; finalmente se alude



a aspectos didacticos como el pensamiento variacional, la covariacion y el razonamiento

covariacional y el enfoque socioepistemoldgico en relacion con la funcion logaritmica.

En el tercer capitulo se presenta la metodologia que se sigui6 para el desarrollo del trabajo, la
cual esta sustentada en el enfoque socioepistemoldgico y recoge algunos de los aspectos
considerados en el capitulo anterior. En el siguiente capitulo, se da a conocer la propuesta
didactica dirigida a profesores de matematicas, la cual consiste en una secuencia de 8
actividades, las cuales se presentan con una descripcion general, un objetivo, la actividad
propiamente dicha, y unos aspectos a considerar por el docente en el momento de la aplicacion.
En el ultimo capitulo, se presentan las conclusiones obtenidas durante el desarrollo del trabajo,

y finalmente se incluye la bibliografia.



1. ASPECTOS GENERALES
1.1. JUSTIFICACION

Segun el MEN (2004), Del Castillo y Montiel (2007), Lopez y Sosa (2008), y Hecklein,
Engler, Vrancken y Mauller (2011), en el contexto escolar, la definicion de funcion que
prevalece, esaquella que hace referencia a una regla de correspondencia, en la cual subyace
un caracter estatico, algebraico y algoritmico; esta, sin embargo, ha sido cuestionada desde
hace varios afios por diversos investigadores en educacién matematica, ya que si se analiza
el desarrollo historico del concepto de funcion, asi como los analisis epistemoldgicos

realizados por diversos tedricos, se evidencia que el concepto ha sufrido cambios.

Inicialmente el concepto de funcion se asocid con un término que describe una idea de
caracter geométrico, sin embargo, con el paso del tiempo se cre6 una definicion mas formal,
que llevd a generar una idea estatica de la misma, ya que en este periodo se incorpord,
ademas, la representacion algebraica (Del Castillo y Montiel, 2007). Esta formalizacion
particular, que privilegia el status algebraico de la funcion, se ha reflejado en las précticas de
aula, pues es justo la representacién algebraica la mas utilizada, pero a su vez la que mas ha

generado una compresion restringida del concepto.

Del Castillo y Montiel (2007) sostienen que si bien el concepto de funcién es fundamental
en matematicas, puesto que mediante esta se puede modelar la realidad, no se ha privilegiado
este aspecto en el tratamiento en el aula de este concepto y este se hace de manera limitada,
y se restringe usualmente a las funciones polinomiales, dejando de lado, o descuidando, el
tratamiento de otro tipo de funciones que se requieren en la modelacion de diferentes

situaciones, como es el caso de la funcion logaritmica.

Ferrari y Farfan (2008) destacan la importancia de reconocer la naturaleza de cada funcion
y, contrario a lo que usualmente se hace en el aula, no abordar la nocion de funcién de manera
general, dado que el comportamiento de las mismas no es Unico. Para estas autoras, el querer

abordar el concepto de funcion de modo general impide reconocer las funciones desde sus



particularidades y ademas conlleva a que se promuevan argumentos que al ser apropiados
para algunas funciones se vuelven obstaculos para otras. En cuanto a la funcion logaritmica,
dadas sus caracteristicas y su forma particular de covariacion, su introduccion en el aula se
debe hacer con mayor detenimiento, atendiendo a aquellos aspectos que la identifican y la

diferencian de otras funciones.

Bocanegra, Galeano y Huérfano (2013), particularizan la situacion para el caso de la funcion
logaritmica, destacando que la inclusion de esta en el aula resulta ser de gran importancia,
dado que se ajusta a diferentes fendbmenos de la vida real, siendo util en disciplinas como la
economia, la fisica, la biologia, las artes, entre otras. Pese a ello, no se le da suficiente
relevancia en el curriculo de matematicas, lo que conlleva a una escasa comprension de este
concepto por parte de los estudiantes. Autores como Hernandez y Ferrari (2005) y Bocanegra
et al.(2013) observan que particularmente se ha venido presentando un problema en la
ensefianza de los logaritmos y sus propiedades, y citan que esto se da incluso desde los
mismos textos escolares de matematicas; y reportan que en ellos se trabaja una definicion
asociada con los términos exponente y base, se realizan algunas ejemplificaciones de
notacién, se dan conocer sus propiedades, se muestran algunas aplicaciones y se plantea una
serie de ejercicios de caracter algoritmico que conlleva, usualmente, a la perdida de

significado.

Farfan y Ferrari (2002) plantean la necesidad de modificar la forma en como se trata el
concepto de logaritmo en el contexto escolar, pues en el trabajo con este, usualmente se hace
énfasis en la parte axiomatica, lo cual impide que se establezca una conexién entre lo

aritmético y lo analitico.

Por lo expuesto anteriormente, surge la necesidad de disefiar una propuesta didactica, que
permita evidenciar las caracteristicas propias de los logaritmos y de la funcion logaritmica,
teniendo en cuenta el vinculo que se establece entre los logaritmos y las progresiones
geométricas y aritméticas, y tomando como referencia el desarrollo histérico general del

concepto. La propuesta se desarrolla a partir de la conexion de las diversas representaciones



de la funcién logaritmica, lo cual la dota de mayor significado y deja de lado el tratamiento

tradicional que se le suele dar en el aula de clase.

1.2. OBJETIVOS
1.2.1. Objetivo general

Disefiar una propuesta didactica que tenga como eje central estudiar las caracteristicas
propias de la funcion logaritmica, especialmente desde la covariacion entre progresiones, y

atendiendo al desarrollo histérico de esta.

1.2.2. Objetivos especificos

e Documentar el desarrollo histérico de la funcion logaritmica y aquellos aspectos
matematicos y didacticos que aporten en el desarrollo de la propuesta didactica.

e Plantear actividades secuenciales mediante el uso de diferentes recursos (Material
tangible, software de calculo simbdlico, y cuestionarios entre otros), que favorezcan la
comprension de la funcion logaritmica.

e Establecer algunos aspectos a considerar por parte del docente en el momento de

aplicacion de las actividades.



2. MARCO DE REFERENCIA

En este capitulo se presenta el desarrollo historico de la funcion logaritmica y aquellos
aspectos de caracter matematico y didactico, que se consideran importantes para el desarrollo
de la propuesta didactica. En primer lugar, se muestra la evolucion a través de la historia de
dicha funcion, teniendo en cuenta aquellos momentos y personas que aportaron en su
construccion y que mediante sus trabajos le dieron el estatus de funcion. Seguidamente, se
presenta el marco matematico; teniendo en cuenta diferentes definiciones, propiedades y
representaciones propuestas en algunos textos, y adicionalmente se presenta una postura
frente a la forma como este concepto es presentado. Finalmente, se describen aquellos
aspectos y herramientas didacticas, que aportan en el disefio de la secuencia de actividades,
esencialmente se hace referencia al pensamiento variacional, al razonamiento covariacional,
la teoria Socioepistemologica de la educacion matematica y los aportes de algunos autores

pertenecientes a este enfoque en cuanto a la ensefianza y aprendizaje de los logaritmos.

2.1. MARCO HISTORICO

Desde nuestra perspectiva, y en consonancia con la postura de muchos educadores
matematicos, es de vital importancia tener presente cual fue el desarrollo histérico de la
funcién logaritmica, de tal manera que se identifiquen aquellos momentos que son cruciales
para la formalizacidn de este concepto y la adquisicion de su estatus como funcion. Para esta
descripcidon nos basaremos en las etapas propuestas por Ferrari (2008, p. 12), a saber:
Exploracion algoritmica, numérica utilitaria, grafico-geométrica, analiticidad, simbolizacion
y formalismo. A continuacion se muestran los sucesos mas importantes en cada una de estas

etapas, mencionando aquellas personas que se destacaron en el desarrollo de este proceso.



2.1.1. Exploracion algoritmica

Este primer momento estd enmarcado por la relacion existente entre las progresiones
aritméticas y geométricas, y la necesidad de facilitar algunos célculos, es aqui en donde

empieza a aparecer la elaboracion de tablas (Ferrari, 2008).

2.1.1.1. Arquimedes

La idea de logaritmo surge de algunos de los trabajos realizados por Arquimedes (287-
212 a. C.), en los cuales se aborda el tratamiento con los “nameros gigantescos™ y se hace
alusién a que la suma de los 6rdenes de algunos nimeros (equivalentes a sus exponentes en
base 100.000.000), es correspondiente con el producto de dichos nimeros (Torija, 2003,
citado por Gonzalez y Vargas, 2007). Arquimedes es quien enuncia la regla que relaciona las

progresiones aritméticas con las geométricas, la cual dice que:

Para multiplicar entre si dos nimeros cualesquiera de la sucesién de abajo, debemos sumar
los dos nimeros de la sucesion de arriba situados encima de aquellos dos. Luego debe
buscarse en la misma sucesion de arriba dicha suma. EI nimero de la sucesion inferior

que le corresponda debajo seré el producto deseado (Tapia, 2003, p. 6).

Para comprender lo enunciado por la regla de Arquimedes, consideremos las sucesiones

presentadas en la Tabla 1, leida por filas:

Tabla 1: Progresion geométrica y aritmética y regla de Arquimedes

1 2 3 4 5 6 7 8

3 9 | 27 | 81 | 243|729 | 2187 | 6561

En la primera fila se encuentra ubicada una progresion aritmética con diferencia 1 y en la
segunda una progresion geométrica con razéon 3. Si deseamos multiplicar dos nimeros de la
segunda, por ejemplo el 9 y el 81, debemos sumar los dos nimeros que se ubican arriba de
estos, es decir el 2 y el 4, luego buscamos el resultado de la suma, esto es 6, en esta misma
fila, y el nimero de abajo sera el producto correspondiente a 9 por 81. Tal como se ilustra
en la Tabla 2.



Tabla 2: Progresion geométrica y aritmetica y regla de Arquimedes (Ejemplo)

1 3 4 5 7 8
3 27 | 81 | 243 2187 | 6561
2+4 =6,

9 x 81 =729.

El surgimiento de los logaritmos depende en gran parte de la regla de Arquimedes, pero su

construccion esta asociada a un trabajo de exploracion y rigurosidad de mayor profundidad.

2.1.1.2. Chuquet y Stifel (Siglo XV y XVI)

Entre el periodo de los siglos XV y XVII, vuelve a aparecer la idea de explorar la relacion
existente entre las progresiones geométricas y aritméticas. Los precursores de esta idea son
Nicolas Chuquet (1445-1500) y Michael Stifel (1487-1567), los cuales hacen alusion a los

exponentes como los términos pertenecientes a la progresion aritmética (Gacharna, 2012).

En cuanto al trabajo desarrollado por Chuquet, en el primer capitulo de su libro “Triparty en
la Science des Nombres (1484)”, se hace referencia a la relacién que existe entre las
progresiones geomeétricas y aritméticas, partiendo de una progresion geomeétrica de razon 2.
Chuquet, mediante lo expuesto en su libro, dio a conocer la regla de los exponentes que
empleaba exclusivamente para nimeros enteros y presentd una tabla que relacionaba una
progresion aritmética y una progresion geométrica. Esta relacion entre las progresiones
0,1,2,3...y 1,2,4,8,... fue retomada por Chuquet de los trabajos de Arquimedes, sin
embargo él no intento "llenar los vacios" en la serie geométrica, sugiriendo la imposibilidad
de esto, por lo que es dificil ver el "origen" de los logaritmos en su acercamiento a la relacién

de las dos progresiones (Gregg, Hay y Moss, 1995, citado por Gacharna, 2012).

Por otro lado, Stifel en su libro “Arithmetica Integra (1544)”, da a conocer la relacién entre

las progresiones geométricas y aritméticas, afirmando que la progresion geométrica:

2 .3 .4 .5
1,r,re,r°,r*r>, ..,



se corresponde con los términos de la progresién aritmética 0, 1, 2, 3,4, 5 ; la cual se forma
con los exponentes de la misma (Gonzalez y Vargas, 2007). Stifel realiza una exploracion
para calcular potencias con exponentes racionales y negativos, ampliando asi, el trabajo que
hasta el momento habia desarrollado Chuquet (Duran, 1996, citado por Gonzalez y Vargas,
2007). Adicionalmente, es él quien enuncia la regla de la multiplicacién a™ - a™ = a™*"
(siendo m y n numeros racionales), y da a conocer la primera tabla de logaritmos, la cual sin
embargo no es muy completa (Tapia, 2003). En la tabla se ubican los nimeros enteros de —3
a 6 incluidos y las correspondientes potencias de dos. En la Tabla 3 se presenta la

correspondiente tabla de logaritmos de Stifel:

Tabla 3: Tabla de logaritmos de Stifel

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

1 1

I
_
N
N
(o]

16 32 64

Asi, es Stifel quien logra establecer diferentes relaciones entre las dos progresiones; dando
los parametros para realizar multiplicaciones, divisiones, y trabajar la potenciacion y la

radicacion. En su libro realiza la siguiente afirmacion:

La adicion, en la sucesion aritmética, corresponde a la multiplicacion en la geométrica, lo
mismo que la sustraccién en aquélla corresponde a la divisién en ésta. La simple
multiplicacién en la sucesion aritmética, corresponde a la multiplicacion por si mismo,
potenciacion, en la geomeétrica; y la division en la primera corresponde a la extraccion de
la raiz en la segunda, algo asi como la division por dos, corresponde a la extraccion de la
raiz cuadrada (Stifel, 1544, citado por Tapia, 2003, p. 7).

A continuacion se ejemplifica como se realizan las distintas operaciones, a partir de los

planteamientos de Stifel:

a) Multiplicacion: Para multiplicar dos nimeros de la segunda fila, por ejemplo % y 16, se

realiza la suma de los dos nimeros que se ubican encima de estos, en este caso —1 y 4, se



ubica este resultado en la primera fila, y el nimero de abajo serd el producto

correspondiente, tal y como se ilustra en la Tabla 4.

Tabla 4: Método de multiplicacién de Stifel

-3 | -2 0 1 2 4 5 6
1 1
i 1 2 4 16 | 32 | 64
(-1)+4=3,
L 16=38
- X 16 = 8.
2

b) Division: Si se quiere dividir dos nimero de la segunda fila, se debe ubicar los dos
nameros correspondientes de la primera fila, sequidamente se resta del primero el
segundo y, analogamente a la multiplicacion, se busca el respectivo resultado en la tabla.

c) Potenciacién: Para hallar determinada potencia de un numero de la segunda fila, se
ubica el nimero que le corresponde de la primera fila, y se multiplica este numero por
la potencia que se desea hallar, se busca este resultado en la primera fila, y la potencia
correspondiente sera el nimero de abajo. Por ejemplo, si se quiere calcular 43 = (2%)3,
se multiplica 2 x 3 = 6, y se busca este resultado en la tabla, de donde se concluye que

43 = 64, tal y como se ilustra en la Tabla 5.

Tabla 5: Método de potenciacion de Stifel

-3 -2 -1 0 1

111 8 | 16 | 32 | 64

I
[EEY
N

d) Radicacion: Laradicacion de dos numeros de la primera fila es similar a la potenciacion,

la diferencia radica en dividir el nimero de la primera fila por la raiz que se desea hallar.
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Los resultados obtenidos por Stifel fueron de gran relevancia en su época, periodo
correspondiente al renacimiento; puesto que se realizaron aportes, al estudio de las leyes
naturales y de la variacion. Es asi como Stifel contribuye de una manera indirecta a la
Astronomia, que en esta época fue una ciencia en pleno desarrollo, la cual necesitaba en gran

parte del célculo de operaciones con nimeros grandes (Merzbach y Boyer, 1991).

2.1.1.3. Prostaféresis

En la Europa del siglo XVI, y como fruto del trabajo de los matematicos arabes, pero
también gracias a las invasiones se difundieron e hicieron populares diferentes identidades
trigonométricas, las cuales buscaban simplificar calculos astronémicos (Gonzélez y Vargas,
2007). Los astronomos de la época debian realizar muchos célculos, y el método mas comun
era hacer las cuentas en papel y lapiz, lo cual resultaba ser una labor dispendiosa, pues
pasaban la mayor parte de su tiempo desarrollando complejas operaciones. Es por ello que
se buscé un mecanismo sencillo, que permitiera realizar calculos exactos que redujeran

significativamente los tiempos empleados para ello.

La Prostaféresis es un método usado para aproximar multiplicaciones y divisiones de
nameros por medio de algunas identidades trigonométricas, a partir del uso de sumas y restas,
aplicando las propiedades de estas identidades. Este método se desarrolld antes de la
existencia de los logaritmos, y era apropiado para realizar los célculos necesarios de
productos, con un grado de exactitud aceptable y una gran rapidez, como lo afirma Pierce
(1997). La Prostaféresis se construye a partir de las necesidades de la época, especialmente
para orientarse en los mares a través de la navegacién astronémica, en donde para dar las
coordenadas, era indispensable la posicion y la direccion, de tal manera que los astrbnomos
daban la posicion de los astros a lo largo del tiempo. Para realizar los calculos de estas
posiciones se manejaba la trigonometria esférica, la cual se relaciona con los angulos y las
longitudes de arco de un triangulo esférico, asi las ubicaciones se podian determinar mediante

las siguientes relaciones:

e 2cosxcosy = cos(x +y) + cos(x — y).

e 2sinxsiny = cos(x —y) — cos(x + y).

11



Puesto que la medida de un angulo esta dada entre 0° y 180°, x e y son angulos que se

asocian a los valores numéricos grandes que se desean operar.

Los matemaéticos que construyeron este método fueron Ibn-Yunus (950-1009) y Johannes
Werner (1468-1522). La prostaféresis se consolido como una de las bases para la
construccion de los logaritmos, puesto que utilizaba la idea de convertir multiplicaciones y
divisiones en sumas Yy restas. Este instrumento conceptual fue utilizado por John Napier
(1550-1617), el cual termind sustituyéndolo por los logaritmos que permitieron realizar
cuentas con mas numeros, dejando ver que este método, aun cuando era funcional, terminaba

siendo obsoleto (Pierce, 1977).
2.1.2. Numérica utilitaria

A partir de los logros alcanzados en la primera etapa, surge un segundo momento, en el
cual se establece por primera vez una definicidn de los logaritmos, sin hacer alusién a una

base determinada (Ferrari, 2008).

2.1.2.1. John Napier

A finales del siglo XVI, Dinamarca se logré establecer como uno de los centros mas
importantes de estudio sobre situaciones asociadas a la navegacion; y en este momento se da
la necesidad de implementar algunas tablas trigonométricas para minimizar célculos. Estas
tablas, inspiraron el trabajo de John Napier, quien propuso un mecanismo mas sencillo para
multiplicar senos de &ngulos realizando sumas directamente (Tapia, 2003). La palabra
logaritmo es empleada por primera vez por John Napier, y proviene del griego logos (razén)
y arithmos (nimero), que significa nimero de la razoén, y describe el nimero de veces que la

razon aparece (Gonzalez y Vargas, 2007).

En 1614 se publica la obra de Napier “Mirifici logarithmorum canonis descriptio”
(Descripcion de la maravillosa regla de los logaritmos), en donde se hace una corta
descripcion de los logaritmos y se da algunas pautas para su calculo. Sin embargo es en
1619 cuando aparece una nueva publicacion denominada “Mirifici logarithmorum canonis
constructio” (Construccion de la maravillosa regla de los logaritmos), donde aparecen las

tablas de logaritmos y su proceso de construccion. Estas publicaciones fueron rapidamente
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aceptadas por astrbnomos y navegantes, ya que reducian el célculo de multiplicaciones y
divisiones a sumas y restas (Gonzélez y Vargas, 2007).

El trabajo de Napier fue mas completo que el que hasta el momento habia realizado Stifel;
uno de los aspectos que sobresalen de este, es el intento por completar aquellos espacios que
estaban presentes en las progresiones geométricas (Gacharna, 2012). En el intento por llenar
dichos vacios, Napier decide usar como razon un término proximo a la unidad, de tal manera
que las potencias enteras de un niumero dado fuesen cercanas entre si. EI nimero que utilizé
como razon fue 1 — 10~7 = 0,9999999, cuya eleccion se cree, viene del uso que se le daba
al término 107 en trigonometria esférica, en donde se exploraba en un circulo de radio 107
para evitar utilizar fracciones (Gonzélez y Vargas, 2007). Ademas, para no caer en la

necesidad de usar decimales, Napier multiplica cada una de las potencias por 107.
Partiendo de las consideraciones que previamente realiza Napier, se tiene que, si N =
107 (1 - %W)L entonces L seré el logaritmo de Napier del niUmero N, es decir:

N - logN = L.

Con base en la definicién planteada se cumplira que:

e El logaritmo de 107 sera 0.
. 7 _ i .
e Ellogaritmo de 10 (1 107) sera 1.
e A medida que N crece el logaritmo de N decrece, dado gque se estd tomando una base

que es menor a la unidad.

I L-L'
iN' =107 (1--L i ti N_(1-L - i

e SIiN'=10 (1 107) si tiene que 7 = (1 107) , por tanto la diferencia de los

logaritmos L y L' depende de la razén entre N y N’, de donde se deduce que si

Ny, N,, ..., N, es una progresion geometrica la sucesion de logaritmos serd una

progresion aritmética. La progresion geométrica para este caso es:

107(1 —1077)°,107(1 — 10~7)%,107(1 — 1077)2, ..., 107 (1 — 10~7)L.

13



Ademas, si se realiza el cociente de los nimeros y los logaritmos entre 107, se establece un

L
. . 1 - - 1
sistema de logaritmos de base = dado que la diferencia entre (1 - W) no es mucha en

n
comparacion con lim (1 - %) =§ (Boyer, 2003, citado por Gonzélez y Vargas, 2007).
n—-oo
Entonces, si se dividen tanto N y L por 107, se tendria que:

N log N L
e =
107 107 107

y esta relacion se asemeja a

pues
7 —
| ( )_ 10 log% (107)
%\107) = 107
N 197
logi (377
_ 5 (107)
107

reemplazando N en la expresion anterior

7
log (107(1 - 10-7)L)10
1
1 107

107 ’

log1((1 — 1077110’
e
107 ’

L -logi(1 —10"7)1’
e

107 '
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7
B L- log% (1 — %07)10
107 '

y partiendo de la idea inicial se tiene que:

L"Ogg(%) L
107 107

El trabajo desarrollado por Napier, busco ir mas alla de la exploracién algoritmica, tanto asi
que establecié un modelo mecanico, en donde relaciond concepciones de lo aditivo con lo
multiplicativo (Confrey y Smith, 1994, citado por Gonzélez y Vargas, 2007). Este modelo

mecénico se explica de la siguiente manera:

Sea el segmento AB y una semirrecta CDE (Figura 1). Sea un punto P que parte de Ay se
mueve a lo largo de AB con velocidad variable que decrece en proporcion a su distancia
B; supongamos que un punto Q parte al mismo tiempo de C y se mueve a lo largo de la
semirrecta CDE con velocidad uniforme igual a la velocidad inicial del punto P; entonces
Napier llama a la distancia variable CQ el logaritmo de la distancia PB (Boyer, 2003,

citado por Gonzélez y Vargas, 2007, p. 134).

¥

- — — — — @
A P B
® ® &

Y

- — — — — — — — — — — — — ®
C D Q E
* - ® e

Figura 1. Representacion del modelo mecanico de Napier
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Si y = log x, supongamos que AB = 107 y que la constante de proporcionalidad es 1,
entonces la velocidad inicial en A sera 107. Basados en el modelo de Napier, y utilizando la
notacién actual, se tendran las siguientes igualdades:

dx dy

—_— == — =107
dt xydt 0%,

por tanto

dx dx x
dt
dy _dx
-107  x’

e integrando a ambos lados de la igualdad

Y

107 = Inx + Inc,

despejando y
y = =107 In(cx),
bajo las condiciones iniciales, cuando x = 107 - y = 0, se tiene que

0=-10"1In(c107),

1 =107,
1
“ =107

entonces

y =—=10"In (%)
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Resultado que permite evidenciar la relacion existente entre el logaritmo natural y el

logaritmo de Napier.

Con la definicion de logaritmos en 1617, Napier desarrolla la “Napier’s bonds” 0 “Rejillas
de cdlculo de Napier” 0 simplemente los huesos, que es una maquina de calculo desarrollada
como un abaco con piezas sueltas, y que se usaba para realizar con rapidez los célculos de
productos y divisiones (Cervera, 2004). Con lo descrito anteriormente, €l intenté mecanizar
los calculos logaritmicos, lo cual puede verse como el antecedente a las modernas maquinas

de calcular.

2.1.2.2. Jobst Burgi

Jobst Birgi (1552-1632) fue un relojero y reparador de instrumentos astronémicos, que
trabajo como colaborador con Kepler (1571-1630), en el observatorio astronomico de Praga.
Antes que Napier, Blrgi trabajo ideas similares a las que este desarrolld, hay algunas
referencias que permiten ver que Birgi desarrollo su idea de logaritmo seis afios antes, sin
embargo sus logros solo fueron publicados hasta 1620, en la obra denominada “Aritmetishe
und geometrische Progress-Tabulen” (Gonzélez y Vargas, 2007). Su obra también estuvo
sustentada en el uso del método de Prostaféresis, el cual utilizd6 como herramienta para
realizar calculos astrondmicos (Gacharna, 2012). Sin embargo, las circunstancias de la época
y el contexto en el que él estaba inmerso, impidieron que sus ideas se dieran a conocer y se

difundieran de manera favorable para él.

Burgi, de manera analoga a Napier, empleo un término pequefio como razon de la progresion
. . - 1
geomeétrica, pero en su caso fue mayor a la unidad. El valor utilizado fue 1 + i 1,0001,

y para evitar encontrarse con fracciones decidid multiplicar cada término de la progresion
geométrica por 108 (Gonzalez y Vargas, 2007). Biirgi hace corresponder cada valor de la
progresion geomeétrica con la progresion aritmetica 0, 10, 20, 30, ... , como se muestra en la
Tabla 6.
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Tabla 6: Relacion progresién geométrica y aritmética de Burgi

108 108(1 + 10 [ 108(1 + 10792 [ 108(1 + 10~%)3

0 10 20 30

Los numeros de la primera progresion se imprimieron en tinta negra y fueron llamados
numeros negros, y los nimeros de la segunda progresion fueron impresos en tinta roja y se
denominaron numeros rojos (Gonzélez y Vargas, 2007). Los nimeros rojos son entonces los

logaritmos de los nimeros negros.

De la forma como son propuestas las tablas de Napier y las de Birgi, se ve que en las primeras
se cumple que si m > n entonces logm < logn, mientras que en las segundas se da que si
m > n entonces logm > logn. Ademas, las tablas de Napier, dada la cantidad de valores,

son mas completas y muestran un acercamiento a la nocion de continuidad (Gacharna, 2012).

2.1.2.3. Henry Briggs

El desarrollo de los logaritmos que hasta el momento habia realizado Napier, fue bien
aceptado y logré Ilamar la atencion de muchos en Europa. Henry Briggs (1561-1630), un
profesor de geometria de Oxford, fue uno de los atraidos por el trabajo de Napier (Tapia,
2003). En 1615 Briggs decidio visitar a Napier en Edimburgo, en donde ambos consideraron
crear un mejor sistema de logaritmos, el cual fuera mas féacil de usar y que partiera del uso
de la numeracién decimal, lo que dio origen a los logaritmos actuales (Dominguez, Forner y
Forner, 2012). Antes a este encuentro, Napier sugirié el uso de una nueva tabla en donde se
cumpliera que log1 =0 y log10 = 101°, de tal forma que no hubiera la necesidad de
utilizar fracciones, pero finalmente, durante su encuentro, se concluyé que el logaritmo de

uno debia ser cero y que el logaritmo de diez seria 1 (Gonzalez y Vargas, 2007).

En 1617 Briggs publico los “Logaritnmorun chilias prima ”, en donde estaban los logaritmos
de los nimeros del 1 al 1000, con catorce cifras decimales exactas (Tapia, 2003). En 1624

aparece “Arithmetica logarithmica”, en donde se encontraban los logaritmos del 1 al 20000
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y del 90000 al 100000, e igualmente tenian 14 cifras decimales (Dominguez et al., 2012).

Su trabajo se sustentd en comparar las progresiones que se muestran en la Tabla 7.

Tabla 7: Comparacion progresion geométrica y aritmética de Briggs

log =1L -2 -1 0 1 2
N 001 01 1 10 100
N 1072 1071 10° 10? 102

En esta tabla se deduce que:

e login1=0,
L 10g10 1010 = 10,
e N=10!o log; N =1L,

lo que es consistente con lo que conocemos de los logaritmos actuales.

Para la construccion de las tablas de logaritmos, Briggs parte de escribir una progresion
aritmética cualquiera y una geomeétrica de razon 10, y a partir de la extraccion de raices le

fue posible determinar la proximidad entre cada término.

Adicional al trabajo de Briggs, John Speidell, realiza algunos cambios a las tablas de Napier,
de tal forma que a partir de funciones trigonométricas introduce los logaritmos naturales,
resultados que son publicados en 1619 en la obra “New logarithmes”. Ademas, William
Oughtred (1574-1660), en 1650 crea las primeras regletas de célculo, y enuncia las siguientes
propiedades de los logaritmos:

e logmn =logm + logn,
o log%zlogm—logn,

e logx™ =nlogx.

19



2.1.3. Gréfico-Geométrica

Esta etapa se caracteriza por el interés de algunos matematicos en determinar graficas y
areas bajo diferentes curvas, especialmente se hace énfasis en el analisis de la hipérbola
equilatera (Ferrari, 2008). En el siglo XVII los problemas de cuadratura de una curva
cobraron gran interés, el proceso consistia en calcular areas bajo una curva plana, sin
embargo determinar la cuadratura correspondiente a la hipérbola equilatera inicialmente
presento dificultades, pero fue esto lo que dio paso a diferentes hallazgos con respecto a dicha

curva.

2.1.3.1. Gregory de Saint-Vicent

Entre los hallazgos de mas importancia con respecto a la hipérbola equilatera y la relacion
con los logaritmos, se encuentran los realizados por Gregory de Saint-Vicent (1584-1667),
quien en 1630 redacto su obra “Opus geometricorum quadrature circuli et sectionum coni ”,
en donde se exponia una supuesta respuesta al problema de la cuadratura del circulo y la
hipérbola equilatera, su publicacion solo se hizo en 1647, dejando ver errores en lo referente
a la cuadratura del circulo (Gonzélez y Vargas, 2007). Estos errores llevaron a que él perdiera
la credibilidad, lo cual impidi6 que sus hallazgos fueran tenidos en cuenta por un buen

periodo de tiempo.

Hacia 1629, Fermat (1601-1665) habia establecido la forma de obtener el area bajo la curva
y = x™, entre los valores x = 0y x = a. Segun Gonzélez y Vargas (2007), este resultado lo
hall6 dividiendo el intervalo [0, a] en una cantidad infinita de sub-intervalos, en donde se
tomd como abscisas los puntos de la progresion geométrica a, ak, aE?, ...,aE™, ..., para E
menor a 1, y los relaciono con las ordenadas correspondientes; aproximando el area con el
método de rectangulos circunscritos. Las areas de cada uno de estos rectangulos forman la
progresion geométrica a™(a — ak),a”E"(aE — aE?),...,a"E™ (aE™ — aE™*1), cuyo
m — ésimo término se puede expresar de la siguiente forma a™*1(1 — E)(E™*1)™, de tal

manera que su suma infinita corresponde a:

an+1(1 _ E)
1 — Ent1 ’
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y teniendo en cuenta lo siguiente

1 (1—E>_
1+E+E*+-+E"\1-E/

1-E
1—E+E—E2+E2—E3+ -+ En—En+1 ™

1—-F
1_En+1’

esta suma puede ser expresada de la siguiente manera

an+1(1 —E) an+1
1—Enl 14+ E+EZ+ .-+ EV

ahora, si los rectangulos se hacen cada vez méas pequefios, lo cual implica que E tiende ha 1,

el resultado se reduce a:

an+1

n+1

Fermat logra demostrar esta expresion para exponentes naturales, fraccionarios y negativos;
sin embargo no le fue posible para el valor n = —1, que precisamente es el caso de la
hipérbola equilatera (Gonzalez y Vargas, 2007). Fue exactamente el olvidado Gregory de
Saint-Vicent, quien dio solucion a dicho problema. El parte de la idea, que cuando se toman
abscisas en donde los intervalos que se forman crecen en progresion geométrica, si se
establecen las respectivas ordenadas y se determina el &rea bajo la curva de dos abscisas
consecutivas, dichas areas seran iguales. Es decir, si por ejemplo se toma la progresion
geométrica 1,2, ...,2™ y se ubican cada uno de estos términos sobre el eje x, al graficar las
ordenadas correspondientes y determinar el area bajo la curva para cada uno de estos

intervalos, se obtiene un valor constate (Figura 2).
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3 Ar = 0.69
2 A2 = 069
. As = 0.69
. | : .

Figura 2. Hipérbola equilatera y relacion de Saint Vicent

Con esta idea, se llega a que cuando las abscisas crecen en progresién geométrica, el area
bajo la curva crece en progresion aritmética, de donde se deduce que la relacion entre la
abscisa y el area es de tipo logaritmico. Es decir, el valor del &rea bajo la curva corresponde
al logaritmo de la abscisa. Sin embargo, la relacion explicita que hay entre los logaritmos y
la hipérbola equilatera, no es planteada por Gregrory Saint-Vicent, pues es Sarassa (1618-
1687), defensor de Saint-Vicent, quien hace alusion a que las areas hiperbdlicas pueden tener

relacion con los logaritmos (Dunham, 2000, citado por Gonzalez y Vargas, 2007).

El haber hallado la relacion entre la hipérbola equilatera y los logaritmos, generé una nueva
perspectiva alrededor de estos, ya no solo eran instrumentos facilitadores de célculos, con
este descubrimiento adquirieron un valor de tipo analitico, lo que dio paso a su desarrollo en
series, es decir se pasa de las exploraciones de tipo geométrico al campo analitico y esto dota

a los logaritmos de un nuevo caréacter.

2.1.3.2. Maria Agnesi

En 1637, Debeaune (1601-1652), propone a Descartes el siguiente problema: “Encontrar
una curva y(x) tal que para cada punto P la distancia entre V' y T, los puntos donde la vertical
y la linea tangente cortan al eje x, sean siempre iguales” (LOpez y Ferrari, 2005, p. 554)
(Figura 3).

22



Figura 3. Problema de Debeaune

En 1684 Leibniz, plantea la siguiente solucion: Dados los puntos x e y, para determinar la

curva, se debe incrementar x por pequefios incrementos de b, de tal forma que y incremente
b . . . .
por (1 + Z)’ si se repite el proceso se llegan a los siguientes valores, los cuales son obtenidos

a partir de la semejanza de triangulos:

Y, (1 + Z) Y, (1 + Z)z Y, (1 + 2)3 y, ..., que corresponden a las ordenadas y x,x + b, x +

2b,x + 3b, ..., que corresponden a las abscisas (Lopez y Ferrari, 2005).

Hacia 1748, Maria Agnesi (1718-1799) realiza una publicacion de un libro didactico que
aborda aspectos de la ensefianza del célculo, en el cual retoma el planteamiento anterior, para
asi dar solucion al problema de la hipérbola equilatera. Ella alude a que para este caso, se
necesita recurrir a dos métodos: En el primero se debe utilizar una curva llamada logaritmica

o logistica, y en el segundo se deben utilizar las series (Lopez y Ferrari, 2005).

23



Agnesi propone una construccion para este tipo de curva. Esta parte de trazar una recta

esto se traza una perpendicular a MH por K, sobre dicha perpendicular se toma un punto O y
se determina la recta MO. Después de esto, se traza una perpendicular a MH, por el punto I
y se determina su interseccion con la recta MO y se denota como C a este punto de

interseccion. Luego de esto, se traza la recta NC y una recta perpendicular por el punto A a

MH, a continuacién se determina la interseccion entre NC y la perpendicular. Al repetir el
proceso se establece que los puntos O, C, D, F, ... estardn sobre la curva logaritmica (Figura
4), pues en esa época al hacer alusion a una progresiobn geométrica y aritmética

inmediatamente se hablaba de una curva logaritmica (Lopez y Ferrari, 2005).

" K | A E H

T T

Figura 4. Construccion geométrica de Maria Agnesi

La construccién propuesta por Maria Agnesi se basa en la semejanza de triangulos y el uso
de diferenciales. Agnesi traza el segmento DT, asigna el valor de a al segmento MK y
denomina con dx a cada una de las divisiones que se determinaron en la recta MH; de ahi

que AE = dx, ademas establece que AD = yy TF = dy. A partir de lo anterior se cumple
que DT = AE = dxy BA = a, y por semejanza de triangulos se tiene que % = % (Figura b),

lo cual es una aproximacién a una expresion que modela la curva logaritmica.
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Figura 5. Justificacion de la construccion geométrica de Maria Agnesi

El anlisis de Maria Agensi, permite ver que no hay distincion entre la funcion logaritmica y
la exponencial, ella presenta la curva logaritmica como aquella en donde las abscisas se
encuentran en progresion aritmética y las ordenadas en progresion geometrica (Ferrari,
2008).

2.1.4. Analiticidad

La etapa de desarrollo geométrico, permitié extender la idea de logaritmo, de tal forma
que se buscé asociar un nimero con su respectivo logaritmo, esto se hizo mediante el trabajo
con las series de potencias, que conllevo a darle a los logaritmos el estatus de funcién y los
hizo susceptibles al analisis (Ferrari, 2008). Adicionalmente, en este momento se establecen
algunas aplicaciones y usos de los logaritmos, lo cual aumenta el interés de los matematicos

de la época por los mismos (Gacharnd, 2012).

2.1.4.1. Mengoli

Pietro Mengoli (1626-1685) decide apartarse de la definicién proporcionada por Napier y
de las concepciones geométricas propias de esa época, llegando a establecer que mediante la
suma de fracciones es posible construir nimeros que cumplen con propiedades logaritmicas
(Ferrari, 2008). En 1659 Mengoli realiza la publicacion del libro “Geometriae Speciosae

Elementa”, en donde hace un apartado dedicado a la relacion logaritmica teniendo en cuenta
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calculos con logaritmos y la hipérbola equilatera, ademéas, en 1670 publicé la obra
“Speculationi di musica” en donde se justifica la teoria auditiva por medio del uso de los
logaritmos, lo cual se convirtio en una de las primeras situaciones que se modelaron mediante

la relacion logaritmica (Gacharna, 2012).

2.1.4.2. Desarrollo de los logaritmos como series de potencias

La obtencion de logaritmos a partir de series infinitas, fue llevada a cabo por medio de
James Gregory (1638-1675), Lord Brouncker (1620-1684), Nicholas Mercator (1620-1687),
Wallis (1616-1703), Newton (1642-1727) y Edmond Halley (1656-1742) (Gonzalez y
Vargas, 2007). En 1668 Mercator publicé su obra “Logarithmotechnia”, en donde se
mencionan métodos de calculo de logaritmos que se basan en las ideas de Napier y Briggs,

ademas se establecen algunas formulas de aproximacion para calcular logaritmos, que se

basan en la idea que el area bajo la hipérbola y = ﬁ desde x = 0 hasta x = x es igual a

In(1 + x) (Gonzélez y Vargas, 2007). Teniendo en cuenta que y = :1}6 se corresponde con

la siguiente serie de potencias:

1
——=1—-x+x2—x3+ -+ (D" + -,
1+x

se establece que

* dx x x2  x3  xh
j =](1—X+X2—x3+---)dx=ln(1+x)= —_—t =t
0 0 2 3 4

1+ x

ol IR

lo cual se consolida como un método para calcular logaritmos (Figura 6).
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Figura 6. Aproximacion a algunos logaritmos mediante series de potencia

Mercator es quien decide denominar como natural, a la relacién logaritmica que se encuentra
en la hipérbola equilatera (Gaharna, 2012). Estos calculos que mostraban la relacion entre
los logaritmos y la hipérbola equilatera, son desarrollados de forma independiente por
Mercator y Newton, pero fue Mercator el primero en realizar la publicacion de su trabajo
(Dominguez et al., 2012).

2.1.5. Simbolizacién

En esta etapa se relaciona la funcion logaritmica con la exponencial, esto se da gracias a
los aportes de Euler (1707-1783), es asi como se establecen como funciones inversas, una de
la otra, y se asocian con el modelaje de situaciones presentes en la naturaleza (Ferrari, 2008).
En 1748 Euler escribio la obra “Introductio in analysin infinitorum”, en donde se estudian
las funciones, su clasificacion, propiedades, métodos de desarrollo de funciones en series y
productos infinitos, en fracciones continuas y en suma de fracciones simples, es asi como él

plantea la siguiente definicion de funcion exponencial “Potencia de la cantidad constante a,
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que tiene por exponente la variable z” (Gonzélez y Vargas, 2007, p. 141). Adicional a esto,
plantea lo siguiente: “Dado un valor afirmativo cualquiera de y vendra dado el valor de z
conveniente para que sea a” = y; este valor de z contemplado en cuanto funcion de y, se
llama LOGARITMO de y” (Gonzélez y Vargas, 2007, p. 141). Finalmente, es él quien
enuncia la regla para el cambio de base de los logaritmos, en donde conociendo log, y es

posible obtener log; y, mediante la expresion (Gonzélez y Vargas, 2007):

log, y
log, b’

logp,y =

En este momento se instauran los aspectos algoritmicos y simbélicos que permiten trabajar
con estas funciones de manera analitica, lo cual da la posibilidad de construir formas mas
sencillas de calcular logaritmos y de realizar tablas, ademas de que se les incorpora al campo
de las funciones analiticas, las cuales se pueden expresar con series de potencias y adquieren
status dentro de una teoria (Ferrari, 2008).

2.1.6. Formalismo

Finalmente, en el desarrollo histérico de la funcién logaritmica, se encuentra la etapa de
rigurosidad y formalismo, en donde es concebida como la antiderivada del reciproco de una
funcion y como aquella funciéon que cumple que f(xy) = f(x) + f(y), dandole asi un
enfoque mas analitico y estructural, que permite incorporarla definitivamente en la
matematica, lo cual convierte a esta funcidén en un objeto formalmente definido (Ferrari,
2008).

2.2. MARCO MATEMATICO

A continuacion se presentan aquellos conceptos que estan relacionados con la funcién
logaritmica, algunas definiciones del concepto de logaritmo y funcion logaritmica y sus
diferentes propiedades; todos estos conceptos se muestran desde las perspectivas expuestas
en diversos libros de matematicas; paso seguido se da a conocer una postura frente a la forma

como se plantean estos conceptos y su influencia en la ensefianza de los mismos.
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2.2.1. Conceptos matematicos asociados a la funcion logaritmica

Partiendo de la descripcion del desarrollo histérico de la funcién logaritmica, se
identificaron algunos conceptos que fueron de gran importancia en la consolidacion de dicha
funcién y que sirven como fundamento para la elaboracion de la propuesta didactica. A

continuacion se presentan las definiciones tomadas como referente.
Progresidn aritmética: Una progresion aritmética, se define como una progresion de la forma
a,a+d,a+ 2d,a+ 3d,a+ 4d, ...
El nimero a es el primer término, y d es la diferencia comin de la progresion.
El n-ésimo término de una progresion aritmética esta dado por:
a+ (n—1)d.

Progresién geométrica: Una progresion geométrica, se define como una progresion de la

forma
a,ar,ar?, ar3, ar?, ...

El nimero a es el primer término y r es la razén comun de la progresion. El n-ésimo término

de una progresion geométrica esta dado por:

ar™ 1,

Hipérbola: Segin Lehmann (1989) una hipérbola es el lugar geométrico de un punto que se
mueve en un plano de tal manera que el valor absoluto de la diferencia de sus distancias a
dos puntos fijos del plano, llamados focos, es siempre igual a una cantidad constante, positiva

y menor que la distancia entre los focos.

Hipérbola equilatera: Segun Quintanilla (1983) la hipérbola equilatera, es una hipérbola en

la cual los semiejes son de la misma medida. En particular se puede mostrar que la funcion
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1,. .y - . - . . X2
y = - tiene por representacion grafica una hipérbola equilatera de ecuacion estandar -~

2
2 2 2 2 2

2.2.2. Definiciones de logaritmo y funcién logaritmica
Haciendo la revision de diferentes libros de matematicas y de matematicas escolares se
encuentran diversas formas de presentar las definiciones sobre el concepto de logaritmo y la

funcion logaritmica, ademas de las propiedades de la misma. En la Tabla 8 se reporta la forma
en que es presentado por Spivak (1996).

Tabla 8: Definiciones funcién logaritmica Spivak (1996)

Calculo Infinitesimal segunda edicion (Spivak, 1996).

Definiciones

Inicia definiendo la funcion logaritmica asi: “Dada la funcion f(x) = 10%, esta funcion se supone definida
para todo x y que posee funcion inversa, definida para x positivo la cual es el logaritmo de base 10” (p.
465).

f7H(x) = logyo x.
Adicionalmente el autor define la funcion logaritmo de base 10 de la siguiente manera:

—1*ia
logox = afl t~1dt conx > 0,
Como « es un valor desconocido se reescribe la anterior expresion de la siguiente forma:
— (¥ 41
logx = fl t~1dt conx > 0,
asumiendo que la integral es el logaritmo en alguna base.

A partir de lo anterior se define la funcidén exponencial “exp” como log™! y se establece que e = exp(1), lo

cual es equivalente con la ecuacion:

€1
1=loge=j —dt,
. t

y se define que para todo ndmero x, e* = exp(x).

Propiedades
A continuacién se enuncian las propiedades planteadas:

Teorema 1: Si x,y > 0, entonces log(xy) = logx + logy.

Corolario 1: Sin esun nimeroy x > 0, entonces logx™ = nlogx.

Corolario 2: Si x,y > 0, entonces log (i) =logx —logy.
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Adicional a las propiedades anteriores se plantea y demuestra la veracidad de la siguiente expresion:

Observaciones

Se presenta la funcién logaritmica como la inversa de la funcién exponencial, a partir de esta definicion de
funcién logaritmica se introduce una nueva definicién que esta vinculada con la hipérbola equilatera a través
de la integral. Adicional a lo anterior, las propiedades son enunciadas en forma de teoremas y corolarios, los
cuales son demostrados partiendo de la derivada de la funcién logaritmica. Ademas, se evidencié que solo
se hace alusién directa a la funcion logaritmo en base 10 y lo que conocemos como logaritmo natural, las

demas se abordan desde la propiedad de cambio de base.

En la Tabla 9, se presenta la forma en que se es tratado por Apostol (2001).

Tabla 9: Definiciones funcién logaritmica Apostol (2001)

Célculo con funciones de una variable, con una introduccion al &lgebra lineal segunda edicion
(Apostol, 2001)
Definiciones
Apostol hace referencia a la definicién usual para logaritmo de base 10, la cual enuncia de la siguiente
manera: “Si x > 0, el logaritmo de x en base 10, indicado por log;, x €s un nimero real u tal que 10* = x”
(p- 277). Adicional a lo anterior, se plantea la posibilidad de tomar cualquier entero positivo diferente como
base de tal manera que se cumple la siguiente relacién:
u =log,x & x =b"
Por otro lado el autor muestra otra posibilidad para definir la funcion logaritmica, por medio de una integral,
partiendo de la idea que se quiere una funcién que satisfaga la siguiente condicidn:
f(xy) = f(x) + f(y) donde x, y, xy pertenecen al dominio de la funcién f.

Bajo esta condicién plantea lo siguiente: “Si x es un nimero real positivo, definimos el logaritmo natural de
x, designado provisionalmente por L(x), como la integral L(x) = ff%dt” (p. 281). Y se nombra como e al

namero que satisface que L(e) = 1.

Ahora, para hacer referencia a otras bases propone esta definicion: “Si b > 0,b # 1,y si x > 0, el logaritmo
de x en base b es el nimero log, x = :Z%, donde los logaritmos del segundo miembro son logaritmos
naturales” (p. 285).

Propiedades
Mediante la primera definicion que presenta se deduce la siguiente propiedad:

logyo(xy) =logiox + 10810,
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que de manera general se expresa asi:
log, (xy) = log, x + log, y.

A partir de la segunda definicion que expone el autor, se plantean las siguientes propiedades:

1. L(1) =o0.

2. L'(x) = % para todo x > 0.

3. L(ab) =L(a) + L(b) paratodoa > 0,b > 0.
Observaciones
Se muestra la dificultad que se desprende de plantear la definicién de la funcion logaritmica a partir de la
idea de exponente, dado el inconveniente que se presenta al definir b* siendo u un nimero irracional, a partir
de esto se busca definir la funcién logaritmica mediante el uso de la integral y de esta manera se presentan
las propiedades que cumple dicha funcién. Es de resaltar, que Apostol (2001) destaca la importancia para
facilitar calculos de tipo multiplicativo, de la propiedad que se deduce de la primera definicién, lo cual

rescata una de las principales razones que dio origen a los logaritmos.

A continuacion, en la Tabla 10, se analiza la forma en que los logaritmos son abordados en
uno de los textos universitarios mas utilizados en los primeros semestres universitarios y de

grado décimo y undécimo en Colombia, el Precalculo de Stewart, Redlin y Watson (2007).

Tabla 10: Definiciones funcion logaritmo Stewart, Redlin y Watson (2007)

Precalculo, matematicas para el calculo quinta edicién (Stewart, Redlin y Watson, 2007)

Definiciones
Los autores plantean la siguiente definicion de funcion logaritmica: “Sea a un nimero positivo con a # 1.
La funcién logaritmica con base a, denotada por log,, se define log, x =y & a¥ = x. Asi, log, x es el
exponente a que se debe elevar la base a para dar x” (p. 342).
Por otro lado, se presentan los logaritmos comunes como los logaritmos en base 10 e introduce una nueva
notacion logx = log,, x, y define el logaritmo natural como aquel cuya base es el nimero e dando su
notacion como In x = log, x.
Propiedades
Se enuncian las siguientes propiedades tal y como se muestra a continuacion:

1. log,1 = 0, se debe elevar a a la potencia 0 para obtener 1.

2. log,a =1, sedebe elevar a a la potencia 1 para obtener a.

3. log, a* = x, se debe elevar a a la potencia x para obtener a*.

4. a'°8a* = x log, x es la potencia a la cual se debe elevar a para obtener x.

Adicionalmente, plantea las mismas propiedades de modo particular para los logaritmos naturales.
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Aparte de las propiedades enunciadas anteriormente, se plantean las leyes de los logaritmos de la siguiente
manera:
Si a es un numero positivo diferente de 1 y A, B y C son nimeros reales cualesquiera con A > 0,B > 0
entonces,

1. log,(AB) =log, A + log, B.

2. log, (ﬁ) =log, A — log, B.
3. logg A¢ =C log, A.
Observaciones
La definicién que se presenta corresponde a la que se enuncia usualmente y que se relaciona con la inversa

de la funcién exponencial. Ademas, se muestran algunas demostraciones de las propiedades, las cuales se

realizan mediante la aplicacion de las propiedades de los exponentes.

Otro texto utilizado en los primeros cursos universitarios es el Calculo en una variable de

Larson y Edwards (2010), en la Tabla 11 se reporta lo encontrado en el mismo.

Tabla 11: Definiciones funcién logaritmica Larson y Edwards (2010)

Célculo 1 de una variable novena edicion (Larson y Edwards, 2010)

Definiciones
Larson y Edwards comienzan dando una definicion de la funcién logaritmo natural tal y como se enuncia a

. 1Y .7 . 1 .. -z
continuacion: “La funcién logaritmo natural se define como In x = flx? dt,x > 0. El dominio de la funcion

logaritmo natural es el conjunto de los nimeros reales positivos” (p. 324). Ademas, los autores hacen
referencia a algunas propiedades de la funcién logaritmo natural teniendo en cuenta el dominio y el rango y
aludiendo a que la funcion es continua, creciente e inyectiva.

Por otro lado, hacen referencia al nimero e como la base de los logaritmos naturales y propone la siguiente
definicion: “La letra e denota el nimero real positivo tal que Ine = ff%dt = 1" (p. 327).

Adicionalmente, presentan una definicién para la funcién logaritmica de base a, de la siguiente manera: “Si

a es un numero real positivo (a # 1) y x es cualquier namero real positivo, entonces la funcidn logaritmica

base a se denota log, x y se define como log, x = ﬁlnx ” (p. 363).

Propiedades
Partiendo de la definicidn propuesta, se enuncian algunas propiedades de los logaritmos naturales, las cuales

se demuestran teniendo en cuenta la misma definicion. A continuacién, se presentan las propiedades
propuestas por estos autores:
1. In1=0.

33



2. In(ab) =Ina+Inb

3. In(a") =nlna

4. (%) =ma-Inb

En donde a y b son nimeros positivos y n es un ndmero racional.

Las anteriores propiedades también son enunciadas para las funciones logaritmicas base a.

Observaciones

Se presenta la definicion de la funcién logaritmo natural mediante la integral, pero no se realiza una
demostracidn como en los otros textos donde se enuncia de esta misma forma. Larson y Edwards (2010), a
diferencia de otros autores no muestran la funcidn logaritmo natural como la inversa de la funcion

exponencial natural, sino que por el contrario usan la primera y definen la segunda como su inversa.

En las definiciones presentadas en los diferentes textos analizados, se evidencia que no se
hace referencia a la relacion que existe entre las progresiones geométricas y aritméticas, sino
que por el contrario siempre se muestra una definicion formal, se hacen algunas
demostraciones y aclaraciones con respecto a la misma, y se enuncian teoremas y
propiedades que en algunos casos se demuestran. Por otro lado, no se hace un énfasis
significativo en las aplicaciones que tiene dicha funcion, sino que su manejo y presentacion
se hace de modo formal y algoritmico. Desde nuestra perspectiva, es importante que se
reconozca la forma particular de covariacion de dicha funcién y como estd la hace tan
esencial en la modelacion de fendmenos de la vida real; lo cual es posible mediante la
inclusion de las progresiones geométricas y aritméticas, y la relacion entre estas y el concepto
de logaritmo. Cambiar el modo de presentacion de estos conceptos puede contribuir a que

los estudiantes les den un mayor significado e importancia.

2.3. MARCO DIDACTICO

En este apartado se muestran aquellos aspectos didacticos que son de importancia en la
justificacién del disefio de la propuesta didactica. Inicialmente se exponen aquellas ideas
relacionadas con las politicas educativas propuestas en Colombia, seguidamente se hace

referencia a la covariacion y el razonamiento covariacional, y se mencionan los componentes
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de mayor importancia de la teoria Socioepistemoldgica de la educacion matematica, asi como

su enfoque en el desarrollo de propuestas para abordar el concepto de logaritmo.

2.3.1. Pensamiento variacional

Desde los Lineamientos Curriculares de Matematicas, se propone como eje central de la
educacion matematica, favorecer el pensamiento matematico por medio de la vivencia en
espacios de aplicacion, tanto en la vida real y en las propias matematicas, especificamente se

resalta los aspectos asociados al estudio de la variacion (MEN, 2004).

El pensamiento variacional desde los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas
(MEN, 2006), es entendido como aquel que esta asociado con reconocer y caracterizar la
variacion y el cambio en diversos contextos, en donde ademas se incorpora la modelacién y
la representacion a partir de registros semidticos (Geométrico, verbal, iconico, tabular,
gréafico, y algebraico). Teniendo en cuenta lo anterior, segin el MEN (2004) El término
pensamiento variacional, surge con el objetivo de tratar mas a fondo los conceptos asociados

con las funciones y la modelacion, tanto desde el campo educativo como el matematico.

El MEN (2006) sefiala la importancia del desarrollo del pensamiento variacional, puesto que
se apoya en la resolucion de problemas, en donde se ve implicito el analisis de la variacién y
el cambio; y la modelacion en distintos contextos. Adicionalmente, el proceso de
implementacién del pensamiento variacional en el aula, conlleva a que el estudiante potencie
habilidades en relacion con otros aspectos de las matematicas. Para Vasco (2003) establecer
un cambio que permita pasar de la ensefianza de las matematicas puras a la promocion del
pensamiento variacional, de tal manera que se retome el uso de las matematicas dindmicas y
aplicadas, es la mejor decision que se debe considerar a la hora de disefiar el curriculo,

secuencias didacticas, materiales, textos, entre otros.

En este sentido, resulta apropiado cuestionarse sobre las metodologias y estrategias que se
implementan en las aulas para trabajar en torno a la variacion, buscando crear propuestas,
que permitan favorecer el aprendizaje de los estudiantes. Segun la propuesta presentada en
los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (MEN, 2006), se debe partir del

estudio de regularidades y patrones, los cuales estan presentes en el trabajo con nimeros y
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figuras geométricas, esto permitird dotar de significado a los sistemas algebraicos y su
simbolizacion. Por otro lado, analizar fendmenos de variacion a través de las distintas
representaciones, como el uso de tablas, graficos, expresiones algebraicas, y simulaciones; y
aspectos en los que esta involucrada la variacion, como magnitudes, el tratamiento de los
nameros reales y la funcion como dependencia, también es fundamental para promover el

pensamiento variacional en las aulas (MEN, 2004).

2.3.2. Covaricién y razonamiento covariacional

La covariacion en términos de una funcion, y en general en el contexto de las magnitudes
fisicas, se establece como la dependencia que existe entre dos variables y el cambio que se
genera al mismo tiempo entre ellas (Carlson et al., 2003). La importancia de la covariacion
en el presente trabajo radica en que el objeto matematico a tratar tiene dos variables que
poseen un comportamiento especial, puesto que la variacién de cada una de ellas se puede
describir por medio de progresiones de diferente tipo. Dadas las caracteristicas particulares
de la funcién logaritmica, es importante que los estudiantes entiendan y establezcan como
cambia una variable con respecto a la otra, esto es como se relacionan las variaciones
previamente establecidas, por esta razon nos apoyamos en el razonamiento covariacional,
que promueve y brinda herramientas para el desarrollo de la definicion de covariacion

anteriormente presentada.

En general Carlson et al. (2003), establecen el razonamiento covariacional como “las
actividades cognitivas implicadas en la coordinacion de dos cantidades que varian mientras
se atiende a las formas en que cada una de ellas cambia con respecto a la otra” (p. 124), y
exponen un referente tedrico que implica un conjunto de cinco acciones mentales y cinco
niveles, con los cuales se describe la manera como los estudiantes razonan cuando se

enfrentan a problemas de sucesos dinamicos (Villa-Ochoa, 2012).

Para ello, se incorporan diferentes factores, que son tenidos en cuenta cuando un estudiante
realiza una actividad que involucra covariacion; asi cada nivel se asocia con una de las
acciones mentales, de tal manera que justifican como llegar a dicho nivel y la forma en que

estos pueden ser alcanzados de manera progresiva (Carlson et al., 2003). Segun Tall (2009),
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la importancia del razonamiento covariacional, radica en que los procesos de variacion estan
involucrados con varios conceptos matematicos, en especial el concepto de funcion, y
ademas permite establecer el potencial de la modelacién. Tal es el caso de la funcion

logaritmica, pues con ella se modelan diferentes fendmenos de la vida real.

Para la creacion de las actividades en este trabajo, se tomo6 en cuenta el razonamiento
covariacional, entendido en los términos anteriormente presentados, y se vincula con el
constructo tedrico de visualizacion matematica, la cual se define como: “las imagenes
mentales que nos formamos sobre ideas matematicas y que involucran iconos, dibujos,
graficas, entre otros” (Carrasco, 2005, p. 14). Asi se busca que los estudiantes adquieran
diferentes nociones, que se han forjado de la funcion logaritmica a lo largo de la historia, a
través de actividades de visualizacién, en donde esta presente el movimiento y magnitudes

que covarian en diferentes contextos.

En este sentido, las representaciones cobran un papel relevante para que el estudiante logre
conceptualizar de mejor forma la funcion logaritmica, es por esto que se quiere que los
estudiantes realicen una traduccidon de un registro a otro en distintas representaciones (verbal,
iconica, tabular, gréfica, y algebraica) y eventualmente al interior de un mismo registro; que

pueden estar apoyadas del acompafiamiento de material fisico (concreto) y tecnoldgico.

Por Gltimo, nos referimos al razonamiento covariacional en la funcion logaritmica, como el
comprender la dependencia entre dos cantidades que varian al mismo tiempo, con una
caracteristica especial, en donde la covariacién se refleja en la relacion que existe entre la
progresion geométrica y aritmética (Ferrari y Farfan, 2008). A partir de la idea anterior, el
razonamiento covariacional permite potenciar la comprension de la funcién logaritmica y
dotarla de un nuevo significado. Finalmente, por medio del razonamiento covariacional se
busca que el estudiante de cuenta de las caracteristicas particulares de este objeto matematico,
es decir, que podra establecer las peculiaridades del crecimiento de la funcion, partiendo de
la hipotesis epistemologica que se menciona en el siguiente apartado y que es la base de las

actividades propuestas.
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2.3.3. Socioepistemologia y funcién logaritmica

La teoria socioepistemoldgica de la matemética educativa, se centra en la construccion
social del conocimiento matematico y el de su difusion institucional. Como lo afirma
Cantoral, Reyes-Gasperini y Montiel (2014), se da una interpretacion mas cercana a la
ensefianza, en donde se toma un conocimiento que se ha establecido desde el estudio de
diferentes autores en la sociedad, obteniendo un resultado especifico con el fin de llevarlo al
aula. Dicho conocimiento experimenta una serie de transformaciones que permiten modificar
diferentes caracteristicas del objeto a tratar, con el objetivo de crear vinculos y discusiones
entre el profesor y el estudiante. Para ello, se debe hacer un estudio detallado que permita
extraer algunas particularidades, que se necesitan para crear las propuestas de ensefianza,
dandole sentido a los objetos y dejando ver su potencial desde la historia de cada uno de

ellos.

El enfoque sociepistemoldgico a grandes rasgos debe tener en cuenta algunas nociones para
su desarrollo, Martinez (2005, citado por Crespo, 2007) describe estas nociones, que son

parte de la estructura de esta teoria, de la siguiente manera:

e Lanocion de la actividad humana, que describe el conocimiento como una construccién
propia de las personas, que surge de distintas necesidades que llevaron a crear
matematicas para resolver aquellos conflictos y facilitar la vida.

e La nocion de resignificacion, que se sustenta en presentar los conocimientos con una
esencia propia, es decir conocer su historia, porqué surgen en un contexto determinado
y que impulsa a los autores a crear estos objetos, y cual es la intensién al estudiarlos.

e La nocion de préctica social, que es el eje central de la socioepistemologia, esta hace
referencia a aquellas acciones intencionadas que realizan las comunidades con el fin de

transformar la realidad social y material.

La causa que produce la creacion de esta teoria, es el conflicto que se da en los estudiantes
para aprender un concepto, este enfoque permite ver diferentes alternativas desde las
practicas sociales, partiendo de caracteristicas culturales y sociales del saber matematico que

instauren una nueva perspectiva que contribuya al aprendizaje (Cantoral, 2013). Los
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elementos presentados anteriormente cobran sentido con la realidad que hay en la mayoria
de aulas en Colombia y es que las matematicas son adquiridas por un grupo selecto de
estudiantes que entiende de mejor manera, pero se realiza un gran interrogante ¢y los que no
entienden o no encuentran sentido a los objetos presentados?, en general se ve que el

conocimiento es exclusivo para unos pocos.

Cantoral, Reyes-Gasperini y Montiel (2014) dan a conocer que la teoria sociepistemologica
trata estas problematicas a traves de dar significado por medio de compartir el conocimiento,
siendo més concretos se refieren a lo que ellos denominan la democracia del conocimiento
(o democratizacién del conocimiento), lo cual tiene implicito que el aprender matematicas
no sea un dolor de cabeza para el estudiante, por el contrario se debe convertir en una
oportunidad para construir un conocimiento, por medio de actividades que permitan un

aprendizaje 6ptimo.

Dadas estas caracteristicas se establece que este enfoque permite que el objeto matematico,
en este caso la funcion logaritmica, tome un punto de vista diferente en relacion con la
ensefianza tradicional, puesto que este enfoque admite tomar varias concepciones que
aparecen desde su desarrollo histdrico; de tal manera que se privilegian aquellas que dotan
de significado a esta funcidn, pues son mas accesibles a los estudiantes y permiten crear una
secuencia de actividades que puede ser mas eficaz. Adicionalmente, debemos reconocer que
los objetos matematicos se desarrollaron en una época histérica, donde se dieron condiciones
de tipo social y cultural que condicionan la explicacion y el origen de dichos objetos
(Cantoral, 2001).

El presente trabajo hace uso de este enfoque por dos razones fundamentales; la primera, es
que al tomar la historia como referente, se atiende a la construccién social del conocimiento;
y la segunda razon, es que con ayuda de la historia se extraen elementos fundamentales que
permiten que los estudiantes comprendan mejor el objeto en cuestion, realizando ajustes a
las etapas historicas que se reportaron en el apartado 2.1. y estructurando la construccion de

actividades dentro de un entorno de exploracion.
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Sin embargo hay otra razon que nos impulsa a escoger este enfoque, y es que el tratamiento
de la funcién logaritmica en las aulas, se desarrolla de una manera netamente algoritmica y
no da cuenta de la potencialidad que tiene esta funcién para modelar fenGmenos y promover
el razonamiento covariacional. Segin Candela (citada por Carrasco, 2004) se busca que esta
construccion social, delimitada por procesos especificos, tenga en cuenta las formas de
comunicacion, la manera como se expresan las ideas, la argumentacion, la visualizacion, y

la declaracion; que establezca la veracidad del saber.

El enfoque socioepistemoldgico permite el tratamiento de la funcion logaritmica ya que la
aborda desde su desarrollo historico, el cual la dota de significado. Es por ello que Ferrari y
Farfan (2010) reconocen la importancia de la naturaleza de esta funcién, estableciendo la
teoria socioepistemoldgica como la méas apropiada para transformar y disefiar tareas en las
aulas; es asi como se toma como punto de partida la hipétesis epistemolégica mencionada
por las autoras que incorpora el desarrollo histérico de esta funcién:

lo logaritmico emerge al percibir la covariacion entre dos patrones de crecimiento
diferentes, uno regido por la multiplicacion y otro por la adicién, cercana a la definicion
primigenia de logaritmo alejado del ambiente escolar, y que nos incentivara a analizar

ciertas investigaciones sobre covariacion (Ferrari y Farfan, 2010 p. 55).

Bajo esta hipdtesis, se busca aplicar lo que plantea la socioepistemologia para llegar a la
construccion del concepto de la funcion logaritmica con un mayor significado. Cantoral y
Farfan (2004) sugieren un estudio a profundidad del conocimiento que se despliega en
diferentes contextos como el matematico, historico y social; en donde se da a conocer la
construccion de la funcién logaritmica, su necesidad de surgir como objeto matematico y

como una ayuda para resolver problemas especificos en el contexto social de la época.

Como lo afirma Ferrari y Farfan (2008), se establece que el verdadero sentido de la
covariacion de los logaritmos, en diferentes estudios, potencio la matematica y dio pie a otros

resultados en su exploracion.
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Ferrari (2008) da a conocer, desde el enfoque socioepistemoldgico, tres momentos

fundamentales en el desarrollo histérico de la funcion logaritmica, los cuales son parte

esencial en el disefio de la propuesta, a saber:

Logaritmos como transformacion numérica: Momento que se enmarca en los registros
numéricos, en donde se busca facilitar calculos numericos, a partir de la exploracién de
nuevas relaciones, tal es el caso del uso de las progresiones geométricas y aritméticas.
Logaritmos como modelizadores: En este momento se plantea una definicién de la
nocion de logaritmo, se dan algunas caracteristicas de la misma y se extiende esta idea a
otras representaciones y contextos. En este sentido, se presenta una curva con
subtangente constante, se da una construccion de su gréafica, se asocia con la cuadratura
de la hipérbola equilatera y se utiliza para modelar fendmenos de la vida real.
Logaritmos como objetos teodricos: Finalmente, bajo la idea de incorporarlos a la
estructura matematica, dotando estas ideas de rigor y abstraccion, los logaritmos pasan
aconvertirse en un objeto tedrico. Es asi como se plantea una definicion formal, en donde
se muestra como la funcién inversa de la funcién exponencial, y como aquella que

convierte productos en sumas.

Los momentos mencionados anteriormente, se relacionan con las seis etapas, que son

reportadas en la Tabla 12, y tomadas como referente para la elaboracién del marco histérico

presentado en la seccion 2.1.

Tabla 12: Momentos y etapas de desarrollo de la funcién logaritmica

Exploracion algoritmica

Logaritmos como transformacion numérica — I—
Numerica utilitaria

_ _ Grafico-geométrica
Logaritmos como modelizadores

Analiticidad

Simbolizacion

Logaritmos como objetos tedricos .
Formalismo

Partiendo de los anteriores momentos y de la idea de resignificar la naturaleza de la funcion

logaritmica, se busca que los estudiantes reconstruyan la esencia de dicha funcion, mediante

el disefio de actividades que sustentan dichos momentos.
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3. METODOLOGIA DE TRABAJO

Desde el enfoque socioepistemolégico y en particular en lo que concierne al campo
investigativo, se consideran unas pautas y etapas que se deben tener en cuenta para el
desarrollo de la secuencia de actividades y acciones que se llevan a cabo en una propuesta de
aula, y es en ellas en las que se sustentan las actividades disefiadas. A grandes rasgos este
enfoque surge con el objetivo de tratar el problema que se presenta en las aulas en torno al
significado de objetos matematicos; esto desde una vision que incorpore la cultura, la
sociedad y el desarrollo histérico, ademas de ampliar la cobertura, esto es lograr que un
mayor numero de estudiantes puedan acceder al aprendizaje de las matematicas (Cantoral,
Reyes-Gasperini y Montiel, 2014).

Montiel y Buendia (2011) dan a conocer un esquema metodoldgico que se fundamenta en la
socioepistemologia, y de manera general expone una ruta de investigacion que gira en torno
a la construccion del conocimiento en relacion con su desarrollo historico, social y cultural.
Desde este enfoque hay un proposito fundamental que es reconocer al objeto matematico, en
nuestro caso la funcién logaritmica, desarrollar un analisis alrededor de este y dar a conocer
su estatus en distintos escenarios de uso, centrados en la construccion y difusion

(transmision) del conocimiento.

Montiel y Buendia (2011) dan a conocer tres dimensiones de analisis, en las cuales la teoria
socioepistemoldgica ha problematizado el saber matematico y propuesto diversas
investigaciones, las cuales se enuncian a continuacion y se asocian con el estudio de la

funcién logaritmica:

e Su naturaleza epistemoldgica: Es un aspecto esencial en el estudio de la construccién
del saber, el cual da a conocer contextos y escenarios especificos, y se logra a través de
la interaccion de la epistemologia y los elementos sociales (Cordero, 2001), esta

dimensidn se desarrolla a profundidad en el marco histérico.
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e Suresignificacion: La problematizacion de la funcion logaritmica, surge del tratamiento
general del concepto de funcion, es por esto que se da un interés particular por conocer
el proceso evolutivo de este concepto; a través de unas etapas historicas, las dificultades
presentes en su desarrollo y sus aplicaciones (Montiel, 2005). Esta problemética
cuestiona la ensefianza y el tratamiento que se le da actualmente a la funcion logaritmica,
para ello se realizo dos analisis importantes:

» Comparacion de las definiciones presentadas sobre el objeto y algunas de sus

propiedades en libros de matematicas y textos escolares.

» Contraste de las definiciones con la hipotesis epistemologica.
Ahora, la resignificacion se debe entender como un proceso continuo que dota de
significado a los conceptos matematicos, por medio de su origen y el uso que se le da
(Montiel y Buendia, 2011), bajo esta idea se plantean actividades ligadas a su desarrollo
historico, con las cuales se busca cambiar la forma como son abordados estos conceptos
enel aula.

e Sus procesos de transmisién: Las actividades se enfocan en alguna etapa 0 momento
historico, descritos en capitulos anteriores, de tal forma que el estudiante pueda construir
algunas caracteristicas propias de la funcion logaritmica. Buscando que la transmisién
del conocimiento sea apropiada, la estructura de la secuencia didactica propuesta, esta
determinada por los siguientes parametros:

» Un objetivo.
Los recursos (Material concreto o tecnoldgico).
Una descripcion general de las actividades.

La secuencia propuesta de cada actividad, junto con algunas preguntas orientadoras.

YV V V V

Algunos aspectos a considerar por el docente dentro del desarrollo de cada
actividad.
» Talleres guia para uso del estudiante.

Bajo estas dimensiones se han planteado algunas unidades de analisis. En particular se
propone una unidad (Figura 7) en donde se busca analizar la actividad observable del ser

humano, la intencion que existe al momento de transmitir un conocimiento y el
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conocimiento matematico que esta asociado al escenario desde el cual se ensefia (Montiel y
Buendia, 2011).

ESCENARIO
Actividad

Conocimiento Transmisién
E3—g3

Figura 7. Unidad de analisis tomado de Montiel y Buendia (2011)

En este trabajo de grado se toma un escenario particular, las aulas escolares en Colombia,
dicho trabajo esta dirigido a la ensefianza de la funcion logaritmica, en donde la actividad
esta sujeta a las condiciones de estos espacios, y la transmision se enmarca en el uso que se
le da a este conocimiento, para lo cual se plantean una serie de actividades propuestas desde

la teoria de la socioepistemologia.

Bajo esta unidad de andlisis, se presenta el esquema metodoldgico, que en este caso parte de

la ensefianza de la funcion logaritmica (Figura 8).

Funcion
Revision del
logaritmica Rol de as
- practlcas

Analisis

Epistemologico

Secuencia de
actividades basadas en
desarrollo histérico

Etapas Historicas y
estatus matemadtico

Desarrollo intencional

de las practicas Consideraciones

del escenario

Construccion del
Conocimiento

Figura 8. Esquema Metodoldgico adaptado de Montiel y Buendia (2011)
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Dado que este trabajo de grado se fundamentd en el andlisis propuesto por la teoria de la
socioepistemologia, se realizé un estudio de las etapas historicas de la funcién logaritmica a
través de una revision documental, de tal manera que se intenta recopilar diferentes
momentos en el &mbito cultural y social, ademas de las causas que le dieron su origen y el
estatus que adquiri6 en cada época. Basados en este analisis se consideran las etapas para la
elaboracion y adaptacion de las actividades, donde se quiere mostrar a la funcién logaritmica
desde su naturaleza y evolucion que tuvo a través del tiempo, y en cuanto a la trasmisién del
conocimiento, se dota al profesor con una serie de recomendaciones que ayudaran a la
ensefianza de este objeto matematico en el aula y a sortear situaciones que se presenten

cuando se apliquen las mismas.

En resumen, este trabajo se ajusta a la metodologia propuesta desde el enfoque
socioepistemoldgico, puesto que da la posibilidad de plantear una ruta para la ensefianza de
una funcion con una naturaleza particular, como lo es la funcion logaritmica, teniendo en

cuenta el uso especifico de cada época y las practica que dieron origen a su desarrollo.

45



4. PROPUESTA DIDACTICA “RESIGNIFICANDO LA FUNCION
LOGARITMICA UNA MIRADA DESDE LA COVARIACION Y EL
ENFOQUE SOCIOEPISTEMOLOGICO”

La propuesta didactica se sustenta en los tres momentos propuestos por Ferrari (2008) y
el enfoque socioepistemoldgico, de tal manera que se brinda una alternativa a las
metodologias implementadas en la actualidad en las aulas, para la ensefianza de la funcion
logaritmica, y se da a conocer una nueva perspectiva sobre la manera como podrian ser
abordados los conceptos relacionados con esta. Es de resaltar que la propuesta va dirigida a
los docentes, y se constituye como una guia que puede ser utilizada en distintos niveles
escolares, que busca contribuir en la ensefianza de las matematicas, y que se espera sea

también un apoyo a los procesos de aprendizaje.

A continuacién se presenta la propuesta de actividades, haciendo referencia al momento en
el cual se ubican y dando a conocer el objetivo e importancia de cada una. Adicionalmente,
se realizan algunas observaciones que se deben tener en cuenta en el momento de aplicacion
de cada actividad. Es de aclarar, que algunas de las actividades presentadas son adaptadas de
las propuestas de Hernandez y Ferrari (2005) y Ferrari y Farfan (2008, 2010).
Adicionalmente, para cada una de las actividades se disefiaron talleres para los estudiantes,

los cuales estan ubicados en los anexos.

4.1. Actividad 1 (Transformaciones numeéricas): Relacion entre las progresiones

aritméticas y geométricas

En la Tabla 13 se presenta la primera actividad, su objetivo, los recursos, la descripcion
general, la secuencia propuesta y algunos aspectos a considerar dentro del desarrollo de la

misma.
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Tabla 13: Actividad 1

Objetivo

Establecer una relacion entre una progresion aritmética y una geométrica.

Recursos

Para el desarrollo de la actividad se hace uso de seis fichas de doble entrada, en las cuales se ubica una
progresién geométrica de razén dos en la parte superior y una progresién aritmética de diferencia uno en la
parte inferior (Figura 9). Adicionalmente, se tienen fichas, de doble entrada en blanco para complementar el

trabajo que se quiere desarrollar.

2 4 8 16 32 64

1 2 3 4 5 6

Figura 9. Material: Fichas de doble entrada con progresion geométrica y aritmética

Descripcion general de la actividad

La actividad esta orientada a determinar la relaciéon que existe entre una progresion geométrica y una
progresién aritmética, para esto se proporciona el material especificado anteriormente, en el cual se presentan
las dos progresiones de forma vinculada, da tal manera que sea mas facil ver la relacion entre las dos y

aproximar la nocién de logaritmo.

Secuencia a desarrollar

1. Inicialmente se debe proporcionar las seis primeras fichas a los estudiantes y hacer la solicitud de
ordenarlas como ellos crean pertinente, sin embargo se espera que dichas fichas sean ordenadas como
se muestra en la Figura 9. Ante cualquier orden presentado por los estudiantes, se debe indagar por la
forma como fueron ordenadas y el porqué de este orden.

2. Luego se proporcionan seis fichas en blanco para extender las progresiones o valores dados, el objetivo
es que se ubiquen tres fichas a la derecha y tres fichas a la izquierda, para esto, es importante cuestionar
a los estudiantes sobre el comportamiento de los valores de la primera fila y el de los de la segunda
fila, algunas preguntas que pueden orientar esta actividad son:

e ,COmo a partir del primer término obtengo el segundo?
e ;Cbmo a partir del segundo término obtengo el tercero?

e ,COmo a partir del tercer término obtengo el cuarto?
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e ;Qué relacién existe entre dos términos consecutivos de cada fila?

Es importante tener en cuenta que los valores hacia la izquierda deben ser proporcionados como
fraccion. A continuacién se muestra como se deben completar las fichas hacia la izquierda (Figura 10)

y hacia la derecha (Figura 11):

N =

1
4
—2 -1 0

Figura 10. Material: Secuencia de fichas hacia la izquierda

128 256 512

7 8 9

Figura 11. Material: Secuencia de fichas hacia la derecha

3. Se presentan a los estudiantes fichas que solo tienen un valor numérico y se les cuestiona sobre cual

es el otro valor y cémo se puede obtener, algunos ejemplos de estas fichas pueden ser:

i 1024 i
16 32

—6 12

Figura 12. Material: Fichas de doble entrada para completar

Aspectos a considerar

e El orden proporcionado por los estudiantes no siempre va ser el que se espera, es por esto que es
importante indagar sobre las razones que dan los estudiantes en su planteamiento y propiciar que se dé
el orden adecuado.

e Completar la secuencia de fichas hacia la izquierda requiere mayor atencion por parte del docente.
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4.2.Actividad 2 (Transformaciones numéricas y objetos tedricos): Relacion entre las

progresiones aritméticas y geométricas y el concepto de logaritmo
En la Tabla 14 se presenta la segunda actividad, su objetivo, la descripcion general, la
secuencia propuesta y algunos aspectos a considerar dentro del desarrollo de la misma.
Tabla 14: Actividad 2
Obijetivo

Establecer una relacion entre una progresion aritmética y una geométrica, y el concepto de logaritmo.

Descripcion general de la actividad

Establecida la relacion entre las progresiones geométricas y aritméticas dadas; se asociara este trabajo con
el concepto de logaritmo, de tal manera que se haga una aproximacion a la definicion del mismo, teniendo

en cuenta el término base.

Secuencia a desarrollar

1. Para dar inicio a la actividad se realizaran las siguientes preguntas, con las cuales se busca que la
relacion encontrada en la actividad anterior, se asocie con el concepto de logaritmo:
e ;A qué exponente debo elevar el 2 para obtener como resultado 2?

e (A qué exponente debo elevar el 2 para obtener como resultado 4?
e (A qué exponente debo elevar el 2 para obtener como resultado 8?
e ;A qué exponente debo elevar el 2 para obtener como resultado 16?
e (A qué exponente debo elevar el 2 para obtener como resultado 32?

2. A partir de los valores hallados anteriormente, se debe asociar la actividad de las fichas con estos, de
tal modo que se identifique como estan relacionados los valores de la parte superior con los valores de
la parte inferior de las fichas, esto en términos de exponentes y de la razén de la progresion geométrica.
Para esto, se deberd hacer la siguiente pregunta:

e Teniendo en cuenta los valores hallados anteriormente y las fichas dadas en la primera actividad
¢Cudl es la relacion que existe entre cada uno de los términos de la parte superior y los términos

de la parte inferior de cada ficha?

Se espera que los estudiantes aludan al término de la parte inferior de cada ficha, como el exponente

al que se debe elevar el nimero dos para obtener el correspondiente valor de la parte superior.
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3. Seintroduce la definicion de logaritmo teniendo en cuenta el trabajo desarrollado anteriormente, para
esto se deberan hacer algunos ejemplos haciendo referencia a que el exponente al que debo elevar el
nimero 2 para obtener determinado nimero, corresponde al logaritmo en base 2 de dicho nimero.

Finalmente, se propone reescribir las fichas en la parte de atras tal y como se muestra a continuacion:

1 5 1 5

— s — o 1 5

4 I 2 S =
I I I

-2 I —1 ! 0 o

Figura 13. Material: Fichas logaritmo en base 2 reescritas

4. Se propone a los estudiantes construir fichas para logaritmos en base 10, de tal modo que en la parte
superior ubiquen una progresion geométrica de razén diez, en la parte inferior una progresion
aritmética de diferencia uno, y en la parte trasera la respectiva notacion. En total se proporcionan ocho
fichas en blanco para que sean completadas por los estudiantes. Se recomienda que se construyan las
siguientes fichas, para asi garantizar que se tenga en cuenta una cantidad apropiada de nimeros
negativos y positivos en la parte inferior:

1 1

10000 1000 100 10
—4 _3 2 1
1 10 100 1000
0 1 2 3

Figura 14. Material: Fichas logaritmo en base 10 primera cara
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Figura 15. Material: Fichas logaritmo en base 10 segunda cara

Es importante que haciendo uso de recursos tecnolégicos, por ejemplo la calculadora, el docente de la
instruccion a los estudiantes de comprobar que efectivamente los valores dados en la segunda cara de las
fichas, efectivamente corresponden a los logaritmos, y asi facilitar el siguiente momento de la actividad.

5. Habiendo construido las fichas para logaritmo en base 10, se cuestionard a los estudiantes por la
posibilidad de introducir las siguientes fichas:

1 1
— — V10 3 T 5
5 2

Figura 16. Material: Nuevas fichas logaritmo en bases 10

De esta manera se espera que los estudiantes evidencien que es posible calcular el logaritmo en base
10 de otros nimeros, que no necesariamente hacen parte de la progresién geométrica y su logaritmo

no es un ndmero entero.

Aspectos a considerar

e Es importante que el docente sea precavido en el momento de introducir la notacién y el concepto de
logaritmo, para esto es necesario que realice varios ejemplos y que evidencie que realmente los
estudiantes comprendieron el significado de los logaritmos y la forma correcta de notacion. Esta tarea

es de una alta complejidad conceptual y por lo tanto deben darse diferentes momentos para introducir
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la definicion y la notacion. Una de las mayores dificultades y riesgos estan en el vinculo que se
establece entre el objeto y su representacion ya que se puede convertir en un simple juego simbdlico

carente de significado.

e En la dltima parte de la actividad el docente puede motivar a los estudiantes para usar recursos

tecnolégicos que permitan determinar si es posible dar solucién a esta actividad.

4.3. Actividad 3 (Transformaciones numeéricas): Deduccion de la propiedad del

logaritmo de un producto
En la Tabla 15 se presenta la tercera actividad, su objetivo, la descripcidn general, la
secuencia propuesta y algunos aspectos a considerar dentro de la misma.
Tabla 15: Actividad 3
Objetivo

Deducir la propiedad del logaritmo de un producto, a partir de la exploracién de las fichas construidas en

las actividades anteriores.

Descripcion general de la actividad

En esta actividad se abordara la propiedad del logaritmo de un producto, la cual se hara evidente mediante
el uso de las fichas trabajadas en las actividades anteriores. En este sentido, se comenzara realizando una
exploracién numérica, basada en la regla de Arquimedes y las observaciones de Stifel, y finalmente se

buscara llegar a una generalizacion de esta propiedad.

Secuencia a desarrollar

1. Del material que se ha elaborado en las actividades anteriores, se tomaran algunos pares de fichas y se
deberd solicitar a los estudiantes realizar el producto de los valores de la parte superior, cada vez que
se efectué la operacion, se debera buscar en el material, la ficha cuyo valor en la parte superior
corresponde a este producto y finalmente el docente debera indagar sobre la relacion que existe entre
los valores de la parte inferior de las tres fichas. El objetivo es establecer que el valor de la parte inferior
de la tercera ficha corresponde a la suma de los valores de los nimeros presentes en las partes inferiores
dos las primeras fichas, a continuacion se muestran las posibles parejas que se pueden proponer en la

actividad:
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2 R 4 = 8 4 & 8 = 32
1 2 3 2 3 5
1 — 1 =

— 8 8 = 4 - % 2 = 1
2 2

-1 3 2 -1 1 0

Figura 17. Material: Pares de fichas para deducir la propiedad

Cuando los estudiantes hayan comprobado que la relacidon se mantiene, es decir que la suma de los
valores de la parte inferior de las dos primeras fichas corresponde al valor de la parte inferior de la
tercera ficha, se debera proponer realizar productos con valores que presentan mayor complejidad, para
que asi los estudiantes encuentren la ficha que se corresponde con el producto haciendo uso de la
relacion hallada inicialmente. A continuacion se muestran los posibles pares de fichas que se pueden

utilizar:

512 98| 8 |==| 4096 s 98| 32 = 256
9 3 12 3 5 8
1 1 1 1 1
il 16 |=| 2 2 oeel D |mm
64 % = 7 32 2 = 64
—6 4 —2 _5 1 —6

Figura 18. Material: Pares de fichas para deducir la propiedad

A partir de la exploracion anterior y mediante la relacion encontrada, se buscard generalizar la
propiedad para logaritmo en base 2, para esto se hara uso de la segunda cara de las triplas de fichas
trabajadas anteriormente. Se deberd indicar a los estudiantes trabajar con las triplas de fichas

encontradas, pero en esta oportunidad el trabajo se realizara con la segunda cara, para esto es necesario

53



hacer el ejercicio con cada tripla e ir estableciendo la relacion

fichas que se deben usar en esta parte de la actividad:

. A continuacién se muestra las triplas de

5 5 =) =3 5 S
g o9 [ o g 4
i~ B3 m3 o] ) 0
(] =N o] s o= FJ
s ) [} [ % 9% wn
=3 —_ - =} —_
o =) 2 @ =3 )

b | b= E}q B ] E—"u F\Ju

— o] -9 e (] —
I [ [ Il I [
L W (%) AR - o
= — g — = =)

=] o9 =]
& 0B = a3 a9 5
4, B 3 ™ [} -
o s a] 2 4] ] E\"
I I I
1 " o Il I
0 W ot 2] @
=3 et =3 5 — —
oa L= =] (=]
" 0 & - o2 o

_— — — —

2= — 1 g~ Qi 2|~

e [ e e o
|I| il III 1 [ I
o B =] : .L r!h

Figura 19. Material: Fichas logaritmo en base 2 para deducir la propiedad

Para guiar la actividad, a medida que se toman las triplas de fichas, se deben realizar las siguientes preguntas,
que permitiran establecer la propiedad:

e Observe las tres fichas y diga ¢cual es la relacion entre los valores a los que se le calcula el logaritmo

en base dos de las dos primeras fichas con el valor al que se le calcula el logaritmo en base dos de la
tercera ficha?

Observe las tres fichas y diga ¢Cudl es la relacion entre los resultados de las dos primeras fichas y el
resultado de la tercera ficha?

Se espera que los estudiantes en la primera pregunta, establezcan que el producto entre el primer valor y el
segundo corresponde al tercero, ahora, en cuanto a la segunda pregunta, se espera que se establezca que la

suma entre el primer valor y el segundo corresponde al tercero. Teniendo en cuenta esto, se hara la solicitud
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a los estudiantes de plantear o proponer una propiedad para los logaritmos, con base en las exploraciones

anteriores.

Aspectos a considerar

e El docente debe recalcar a los estudiantes la importancia de expresar el resultado del producto como
una fraccion irreducible, para de este modo poder establecer el valor correspondiente.

e Esimportante que el docente extienda la propiedad a otras bases mediante algunos ejemplos numéricos.

4.4. Actividad 4 (Transformaciones numéricas): Deduccion de la propiedad del

logaritmo de un cociente

En la Tabla 16 se presenta la cuarta actividad, su objetivo, la descripcién general, la

secuencia propuesta y algunos aspectos a considerar dentro del desarrollo de la misma.

Tabla 16: Actividad 4

Objetivo

Deducir la propiedad del logaritmo de un cociente, a partir de la exploracion de las fichas construidas en

las actividades anteriores.

Descripcion general de la actividad

En esta actividad se trabajara la propiedad del logaritmo de un cociente, en este sentido, se comenzaré
realizando una exploracién numérica, basada en la regla de Arquimedes y las observaciones de Stifel, y

finalmente se buscara llegar a una generalizacion de esta propiedad.

Secuencia a desarrollar

1. Del material que se ha elaborado en las actividades anteriores, se tomaran algunos pares de fichas y se
debera solicitar a los estudiantes realizar el cociente de los valores de la parte superior, cada vez que
se efectué la operacion, se debera buscar en el material, la ficha cuyo valor en la parte superior
corresponde a este cociente y finalmente el docente debera indagar sobre la relacién que existe entre
los valores de la parte inferior de las tres fichas. El objetivo es establecer que el valor de la parte inferior
de la tercera ficha corresponde a la resta de los valores de las dos primeras fichas, a continuacion, se

muestran las posibles parejas que se pueden proponer en la actividad:
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32 [ 2 = 16 g = o = 4
5 1 4 3 1 2
1 = 4 = 1 1 +[ 1 = 2
4 16 2 4

—2 2 —4 -1 -2 1

Figura 20. Material: Pares de fichas para deducir la propiedad

Cuando los estudiantes hayan comprobado que la relacion se mantiene, es decir que la resta de los valores
de la parte inferior de las dos primeras fichas corresponde al valor de la parte inferior de la tercera ficha,
se debera proponer realizar cocientes con valores que presentan mayor complejidad, para que asi los
estudiantes encuentren la ficha que se corresponde con el cociente. A continuacién, se muestran los

posibles pares de fichas que se pueden utilizar:

1024 = 128 =| 8 4 & 256 = L
64

10 7 3 2 8 —6
16 4 1 = 510 1 ol 1 jmm 1
32 16 4 4

4 -5 9 —4 —2 —2

Figura 21. Material: Pares de fichas para deducir la propiedad

A partir de la exploracion anterior y mediante la relacion encontrada, se buscard generalizar la
propiedad para logaritmo en base 2, para esto se hara uso de la segunda cara de las triplas de fichas
trabajadas anteriormente. Se deberd indicar a los estudiantes trabajar con las triplas de fichas

encontradas, pero en esta oportunidad el trabajo se realizara con la segunda cara, para esto es necesario
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hacer el ejercicio con cada tripla e ir estableciendo la relacion. A continuacion, se muestra las triplas

de fichas que se deben usar en esta parte de la actividad:
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b 09 m s o s
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e e—
I I I [ Il ]
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5 o 2 ug = o
= w E,q' (=] — L
e o =3 — oy
I I | I I "
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= =~ o+ ]
—_— = =) =) =) =}
o = & o8 i oa
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Figura 22. Material: Fichas logaritmo en base 2 para deducir la propiedad
Para guiar la actividad, a medida que se toman las triplas de fichas, se deben realizar las siguientes preguntas,
que permitiran establecer la propiedad:

e Observe las tres fichas y diga ¢cual es la relacidn entre los valores a los que se le calcula el logaritmo
en base dos de las dos primeras fichas con el valor al que se le calcula el logaritmo en base 2 de la
tercera ficha?

e Observe las tres fichas y diga ¢Cudl es la relacion entre los resultados de las dos primeras fichas y el
de la tercera ficha?

Se espera que los estudiantes en la primera pregunta, establezcan que el cociente entre el primer valor y el

segundo corresponde al tercero, ahora, en cuanto a la segunda pregunta, se espera que se establezca que la
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resta entre el primer valor y el segundo corresponde al tercero. Teniendo en cuenta esto, se hard la solicitud
a los estudiantes de plantear o proponer una propiedad para los logaritmos, con base en las exploraciones

anteriores.

Aspectos a considerar

e El docente debe recalcar a los estudiantes la importancia de expresar el resultado del cociente como
una fraccion irreducible, para de este modo poder establecer el valor correspondiente.
e Esimportante que el docente extienda la propiedad a otras bases mediante algunos ejemplos numéricos.
e A partir del material elaborado para logaritmo en base 2 y logaritmo en base 10, el docente tiene la
posibilidad de trabajar otras propiedades, como lo son;
log, b™ = mlog, b
log,1=0
log,a=1

4.5. Actividad 5 (Modelizadores): Situaciones que se modelan con el uso de logaritmos

En la Tabla 17 se presenta la quinta actividad, su objetivo, la descripcion general, la

secuencia propuesta y algunos aspectos a considerar dentro del desarrollo de la misma.

Tabla 17: Actividad 5

Objetivo

Observar el uso y aplicacion de los logaritmos y de la funcién logaritmica, en la modelacion de algunas

situaciones problema.

Descripcion general de la actividad

Mediante esta actividad, se plantearan a los estudiantes dos situaciones, las cuales estan relacionadas con las
progresiones aritméticas y geométricas, y se modelan mediante la funcion logaritmica. A medida que
transcurre la actividad, se irdn planteando estas situaciones acompafiadas de algunas preguntas orientadoras,
para que mediante las mismas los estudiantes hagan uso de las actividades anteriores y del concepto de

logaritmo, buscando de esta forma dar solucién a los interrogantes que se plantean en estas situaciones.

Secuencia a desarrollar

1. Paradarinicio a la actividad se empezara planteando a los estudiantes una situacion problema, la cual se

modela a partir del uso de logaritmos en base dos y especificamente a partir de la funcion logaritmica en
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base dos. Dicha situacion sera presentada a partir de un ejemplo e ira acompafiada de algunas preguntas
orientadoras, a continuacion se presenta esta situacion:

Se tiene una bacteria que se divide cada hora, de tal manera que: Después de una hora se tienen dos
bacterias, después de dos horas estas dos bacterias se dividen obteniendo cuatro bacterias nuevas,
después de tres horas estas cuatro bacterias se dividen obteniendo ocho bacterias nuevas, y asi el proceso

puede continuar de forma indefinida. En la siguiente tabla se muestra el proceso de reproduccion de estas

bacterias:
Cantidad de
1 2 4 8 16 32
bacterias
Tiempo en
0 1 2 3 4 5
horas

Planteada la situacidn, el docente a cargo puede proponer a los estudiantes las siguientes preguntas guia,

de tal forma que ellos relacionen la situacién con el calculo de logaritmos en base dos:

Completa la tabla dada ¢ Como obtuviste los valores faltantes?

¢En qué hora se obtienen 2048 bacterias?

¢En qué hora se obtienen 32768 bacterias?

¢En qué hora se obtienen 536870912 bacterias?

Determina una férmula general para saber en qué instante se obtienen x bacterias.

Comprueba si la férmula dada es consistente con los valores dados en la tabla.
Seguidamente se propondra a los estudiantes una nueva situacion, pero en este caso esta sera modelada
mediante logaritmos en base 3 y la funcion logaritmica en base 3. La situacion debera ser presentada
de la siguiente manera:
A continuacion se muestra una serie de figuras, las cuales son construidas en diferentes momentos, a
partir de la primera figura. Observa la forma como se construye cada figura y la cantidad de tridngulos
negros obtenidos en cada momento.

Momento cero Momento 1
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Momento 2 Momento 3

Presentada la situacion a los estudiantes, el docente deberd plantear a los estudiantes las siguientes
preguntas, las cuales seran una guia para esta parte de la actividad:
e Dibuje la figura correspondiente al momento cuatro, ¢cuantos tridangulos negros tiene esta nueva

figura?

Momento 4

e ;En qué momento se obtendra una figura con 243 triangulos negros?

e ;Enqué momento se obtendra una figura con 19683 triangulos negros?

e Determine una férmula general para saber en qué momento se obtiene una figura con x triangulos
negros.

e Comprueba si la formula dada es consistente con la cantidad de triangulos negros obtenidos en cada

momento.

Aspectos a considerar

e Es posible que debido a factores de tiempo, se deba proporcionar al estudiante el momento cuatro
construido, o hacer la solicitud que lo elabore sobre el mismo momento 3, esto queda a criterio del

docente.

60



e Se puede dar la posibilidad de cuestionar a los estudiantes sobre la existencia de un nimero de
tridngulos que no sea potencia de 3, de tal modo que se tengan en cuenta otros valores numéricos para

la variable.

4.6. Actividad 6 (Modelizadores): Aproximacion a la funcion logaritmica
En la Tabla 18 se presenta la sexta actividad, su objetivo, la descripcion general, la
secuencia propuesta y algunos aspectos a considerar dentro del desarrollo de la misma.

Tabla 18: Actividad 6

Objetivo

Realizar una aproximacion a la funcién logaritmica, por medio de la exploracion con el software GeoGebra.

Descripcion general de la actividad

En esta actividad se hara una exploracion geométrica en el software educativo GeoGebra de tal forma que,
por medio de la presentacién de una aplicacion elaborada en el mismo, los estudiantes relacionen los
logaritmos con la funcién logaritmica, viendo que para cualquier valor positivo es posible determinar su

respectivo logaritmo, sin importar la base.

Secuencia a desarrollar

1. La actividad iniciara con la exploracion de una aplicacion elaborada en GeoGebra (Figura 23), por
medio de la cual los estudiantes deberan dar respuesta a las siguientes preguntas:
e ;Qué relacidn se puede establecer entre las coordenadas en x de cada uno de los puntos?
e ;Que relacidn se puede establecer entre las coordenadas en y de cada uno de los puntos?

e ;Qué relacion existe entre la coordenada en y con respecto a la coordenada en x de cada punto?
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Coordenadas en x xA =1 xB =2 xC = 4 xD = 8 xE = 16
6

Coordenadas en 1y yA =0 yB=1 yC =2 yD =3 yE = 4
5

Base2 .
4 *

D

3 L]
2 .C

Figura 23. Vista de la aplicacion en GeoGebra actividad 6

En la representacion grafica que se presente, se espera que los estudiantes determinen que las coordenadas
en x de cada punto son potencias de 2 o que cada valor es obtenido multiplicando el anterior por 2, en cuanto
a las coordenadas en y, se espera que se haga alusion a que cada valor es obtenido sumando al anterior 1.
Finalmente, se espera que determinen que la covariacion entre la coordenada en y con respecto a la
coordenada en x de cada punto, corresponde al logaritmo en base 2, es decir que las coordenadas en y son
los logaritmos en base 2 de las coordenadas en x :
log,x =y

conx,y €N.

2. Encontrada esta relacion, se pide a los estudiantes graficar con ayuda del software, puntos especificos

de la forma:
(%, log; x),

los cuales seran tomados estratégicamente, de tal forma que sean valores intermedios a los ya representados,

para que asi los estudiantes vean otros puntos de la curva logaritmica y comprendan que para cualquier

namero real positivo es posible determinar su logaritmo en base 2. Los valores dados serén los siguientes:

Coordenadas 1 1 37
= - V2 n 6 il
en X 16 2 3
Coordenadas 1 1 37
log, (—) log, (—) log, V2 log, ™ log, 6 |log, (—)
eny 16 2 3

3. Se les pedira a los estudiantes realizar en su cuaderno la respectiva representacion grafica, apoyados

en los puntos que hasta el momento han sido representados en el software. Por Gltimo, los estudiantes

determinaran la expresion algebraica correspondiente a la grafica y comprobaran mediante el uso del

software si su representacion grafica es consistente con la proporcionada por el software.

62



4. El ejercicio de exploracion se realizara para base 2, 3y 4.

Aspectos a considerar:

e Es importante que el docente enlace esta actividad con las realizadas anteriormente, recalcando la
relacion que hay entre las coordenadas de los puntos proporcionados por el software y los valores de
las fichas elaboradas previamente.

e Laaplicacion que se elaboré en GeoGebra debe tener una explicacién previa de algunas herramientas
de la misma, por ejemplo: Coémo graficar puntos, cdmo escribir la notacién y calcular logaritmos
dependiendo de la base, y como introducir algunos nimeros irracionales. Adicionalmente, se debe ser
cuidadoso en el hecho de que cualquier nimero irracional empleado en el software es en realidad una

aproximacién racional del mismo.

4.7. Actividad 7 (Modelizadores): Hipérbola equilatera y su relacion con la funcion
logaritmo natural

En la Tabla 19 se presenta la séptima actividad, su objetivo, la descripcion general, la

secuencia propuesta y algunos aspectos a considerar dentro del desarrollo de la misma.
Tabla 19: Actividad 7
Objetivo

Establecer una relacién entre la hipérbola equilatera y la funcién logaritmica, atendiendo a las progresiones
geométricas y aritméticas.

Descripcion general de la actividad

En esta actividad se trabajard con la hipérbola equilatera y su respectiva integral, de tal manera que los
estudiantes vean la relacion que existe entre el &rea bajo la curva para determinados intervalos, y las
progresiones geométricas y aritméticas. A partir de lo anterior, se retomara la funcion logaritmica desde
estas progresiones buscando que se comprenda que cuando se relaciona una progresion geométrica y

aritmética, la funcion logaritmica debe estar presente.

Secuencia a desarrollar

1. Laactividad iniciara dando a conocer a los estudiantes la siguiente expresion que modela la hipérbola

equilatera sujeta a una rotacion de 45°;
1
y= X

Seguidamente se propone a los estudiantes las siguientes preguntas:
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o Hallar el &rea bajo la curva en el intervalo [1, a].
Se espera que los estudiantes interpreten el area bajo la curva para ese intervalo, como la siguiente

integral definida:
a
1
f— dx =Inx|{ =Ina
X
1

o Determinar el intervalo [1, b], de forma que el &rea bajo la curva en dicho intervalo sea el doble del
area hallada en el punto anterior.

Se espera que los estudiantes definan una nueva integral que cumpla con la siguiente caracteristica:

b a
1 1
j— dx =2 j —dx
X X
1 1
o Determinar el intervalo [1, c] de forma que el area bajo la curva en dicho intervalo sea el triple del
area hallada en el primer punto.

E igualmente al ejercicio anterior, se espera que los estudiantes realicen el siguiente planteamiento:

c

a
1 1
f—dx=3f—dx
X x
1

1
o Determinar el intervalo [1, d] de forma que el &rea bajo la curva en dicho intervalo sea el cuddruple
de la primera area.

Para esta pregunta se espera que los estudiantes planteen la siguiente igualdad:

d a
1 1
—dx=4|—-dx
X X
1 1
e Habiendo determinado los valores para b, c y d que satisfacen los enunciados ¢Qué relacion se puede
establecer a partir de la secuencia obtenida y el valor de cada una de las respectivas areas?

En esta Gltima pregunta se debe buscar que los estudiantes lleguen a la siguiente relacion, la cual podra ser

organizada en una tabla, como se muestra a continuacién:

a a? ad a*

1 vez el &rea 2 veces el area 3 veces el area 4 veces el area

e  ;Qué relacion se puede establecer entre los términos de cada fila y como la clasificaria en términos de
progresiones?
Esta pregunta es disefiada con el fin de involucrar las progresiones geométricas y aritméticas en la

actividad.
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A continuacion se le presentara a los estudiantes una aplicacion en GeoGebra (Figura 24), en la cual
se muestra la grafica de la hipérbola equilatera, pero ademas se encuentran las areas bajo la curva para
algunos valores ubicados en el eje x, los cuales coinciden con una progresion geométrica, que depende
del valor de a. En este momento se hara la solicitud de variar la progresion geométrica y a partir de
esto determinar si la relacién encontrada inicialmente corresponde a la misma relacién que se encuentra

en la representacion grafica.

A; = 0.69
Ay = 0.69
A; = 0.69
As = 0.69

0 1 2 3 4 5 8 7 8 El 10 1 12 13 14 15 18

Figura 24. Vista de la aplicacion en GeoGebra actividad 7

Sobre la aplicacion presentada, se pedira a los estudiantes graficar los siguientes puntos y proponer una
funcion que se corresponda con dichos puntos:
(a,Ay)

(a?,24,)

(a3,34,)

(a* 44,)
Finalmente, a partir del software, se pedira a los estudiantes graficar la funcion area (Figura 22), para
un intervalo entre 1 y t, de tal forma que comprueben si la funcién propuesta es consistente con la

funcion érea, y se haré la solicitud de proponer una expresion para la funcion area.
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Aspectos a considerar:

Figura 25. Gréfica funcion area de la Hipérbola Equilatera

e Cuando los estudiantes hallan determinado los valores de b,c y d el docente podra socializar esta
actividad, para constatar que todos los estudiantes realizaron correctamente la actividad.

e En el momento de establecer la relacién entre las progresiones geométricas y aritméticas con los
logaritmos, el docente podra apoyarse en algunos ejemplos particulares, como los propuestos en las
fichas para logaritmo en base 2 y logaritmo en base 10. Esto para mostrar, que esta relacion esté ligada

a todas las funciones logaritmicas.

4.8. Actividad 8 (Objetos teoéricos)
En las Tablas 20 y 21 se presenta la octava actividad la cual se divide en dos partes; y viene
acompariada de su objetivo, la descripcion general, la secuencia propuesta y algunos aspectos

a considerar dentro del desarrollo de la misma.
Tabla 20: Actividad 8 parte a

Objetivo

Identificar el comportamiento de la razén de cambio de la funcién logaritmica.

Descripcion general de la actividad

A través de un aplicativo en GeoGebra se busca que los estudiantes identifiquen algunas propiedades de la

funcidn logaritmo a partir de explorar la razon de cambio instantanea en diferentes puntos de un intervalo
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de la funcién. La informacién que registraran los estudiantes corresponde a la coordenada x del punto y la
razén de cambio, vista esta como la pendiente m de la recta tangente en ese punto; al comparar los datos
obtenidos para el logaritmo de una determinada base se espera que los estudiantes deduzcan la siguiente

relacién:

m o« —

Alrededor de este resultado, se plantean preguntas con el objetivo de que los estudiantes identifiquen que la
funcién logaritmo es siempre creciente o siempre decreciente dependiendo de si la base es mayor o menor
a 1. Adicionalmente se puede describir la razén de cambio como positiva (o negativa dependiendo del caso)
pero que su valor absoluto siempre es decreciente, es decir que la funcion logaritmo disminuye su tasa de

crecimiento (o decrecimiento) pero esta nunca es cero.

Secuencia a desarrollar

Se les presenta a los estudiantes un aplicativo en GeoGebra (Figura 26) en el cual se encuentra la grafica de
la funcién logaritmo en una base a, la cual puede ser modificada con un deslizador. El punto P pertenece a
la gréfica de la funcion logaritmo, sobre este punto se puede usar el arrastre, ademéas anclado a este se
encuentra un tridngulo rectangulo cuya hipotenusa esta contenida en la recta tangente a la grafica y que
contiene a P, el lado del triangulo que es paralelo al eje x mide 1, esto con el fin de que el lado opuesto al
angulo que forma con la horizontal indique directamente la medida de la pendiente como se muestra en la

siguiente figura

| f(x) = logz(x)

P = (2,0.63)

Figura 26. Vista de la aplicacion en GeoGebra actividad 8 parte a
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Después de explicar al estudiante que la pendiente m es la razén de cambio instantanea en el punto P, se dan
las siguientes indicaciones.
1. Sin cambiar el deslizador a, use el arrastre sobre el punto P y complete la siguiente tabla (ejemplo

paraa = 3):

Coordenada x de P 2 3 4 5 6 7 8 9

Valor (aproximado) de
] ] 0.46 | 0.3 | 0.23|0.18 | 0.15 | 0.13 | 0.11 | 0.1
la razon de cambio

2. Después de haber completado la tabla de datos se proponen las siguientes preguntas:
a) Suponga que solamente conoce la razén de cambio de cambio para x = 3y x = 2. A partir de
esta informacidn responda las siguientes preguntas.
i ¢CAmo obtener la razén de cambio cuando la coordenada x de P es 4?
Se espera que los estudiantes dividan el valor de la razén de cambio para x = 2 entre dos.
ii. ¢Como obtener la razén de cambio cuando la coordenada x de P es 8?
Se espera que los estudiantes dividan el valor de la razén de cambio para x = 2 entre cuatro.
iii. ¢Como obtener la raz6n de cambio cuando la coordenada x de P es 6?
Se espera que los estudiantes dividan el valor de la razén de cambio para x = 3 entre dos
iv. ¢Como obtener la raz6n de cambio cuando la coordenada x de P es 9?

Se espera que los estudiantes dividan el valor de la razén de cambio para x = 3 entre tres.

b) Suponga ahora que solamente conoce la razén de cambio para x = 9 y x = 8. A partir de esta
informacion:
i. ¢Como obtener la razén de cambio para x = 3?
Se espera que los estudiantes multipliquen el valor de la razén de cambio para x = 9 por tres.
ii. ¢Como obtener la razén de cambio para x = 4?

Se espera que los estudiantes multipliquen el valor de la razén de cambio para x = 8 por dos.

iii.  ¢Como obtener la razén de cambio para x = 2?
Se espera que los estudiantes multipliquen el valor de la razon de cambio para x = 8 por cuatro.
c) ¢Como puede hallar la razén de cambio para x = 1? ¢Hay una Gnica forma?
Se espera que los estudiantes relacionen que para hallar la razén de cambio para x = 1 se debe
multiplicar por la coordenada.
d) Teniendo en cuenta las preguntas anteriores, si se desea conocer la razén de cambio para el punto
P cuando su coordenada x es 11, qué informacion necesita y qué procedimiento haria para

calcularla.
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El estudiante deberia conocer la razén de cambio de x = 1 y se puede obtener la razén de cambio
cuando x = 11 dividiendo por 11.

e) Suponga que la razén de cambio cuando x = 1 es k, proponga una expresién para calcular la
razén de cambio m para cualquier coordenada x del dominio de la funcion logaritmo en términos
de k.

m=-—
X

f) ¢paraalgln valor de x la razén de cambio instantanea es negativa? Explique por qué si o por qué
no.
En esta pregunta el estudiante debe realizar un analisis que relaciona la expresion anterior, en la
cual la razén de cambio disminuye a medida que aumenta x, pero nunca se hace 0 por lo cual es
positiva.
g) ¢paraalgun valor de x la razén de cambio instantanea es cero? Explique por qué si o por qué no.
En este caso la raz6n de cambio nunca se hace cero.
h) ¢Cdmo cambia la funcién logaritmo a medida que la coordenada x aumenta? ;Se cumple siempre
esta relacion? Justifique su respuesta usando los resultados anteriores.
Se espera que enuncien que la razén de cambio disminuye a medida que x aumenta y que esto se
cumple en todo el dominio de la funcién.
Cambiando el valor del deslizador, responda nuevamente las preguntas a) b) y ¢) y e). ¢Qué puede concluir
de sus resultados en relacién con la funcion logaritmo en diferentes bases?
De manera similar a las preguntas anteriores se espera que se cumpla dicha relacién, todo esto con el objetivo

que la razén de cambio es inversamente proporcional a x.

Aspectos a considerar:

e Se debe tener en cuenta que los estudiantes deben tener como conceptos previos la razén de cambio y
de proporcionalidad inversa para poder establecer las relaciones.

e De otra parte se debe enfatizar en que el valor suministrado por el software para la pendiente en un
punto realmente puede ser solo una excelente aproximacion al valor exacto de la misma. Si el docente
lo considera podria ilustrar esto con la opcion de redondeo.

e Porrazones de la exactitud, también se puede crear un aplicativo donde el punto (x, log, x) sea tal que
solo pueda ser ubicado en aquellos puntos cuya coordenada en x corresponda a potencias enteras de la

base. En el presente trabajo se sacrifica este aspecto de la exactitud por el de comprensién.
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Tabla 21: Actividad 8 parte b

Objetivo

Identificar la base natural a partir de la razén de cambio instantanea de la funcion logaritmo en x = 1 para
distintas bases.

Descripcion general de la actividad

Se asume que en la primera parte de la actividad los estudiantes han deducido que la relacién entre la razén
de cambio de la funcion logaritmica y el valor de la coordenada x es inversamente proporcional, ademas que
la constante de proporcionalidad k es el valor de la pendiente cuanto x = 1. Después se presenta otro
aplicativo en GeoGebra en el que la exploracion lleva a identificar la covariacién que existe entre la
pendiente en x = 1 y la correspondiente base del logaritmo; las preguntas proponen un camino para
determinar que esta covaracion también es una funcion logaritmica cuya base no se conoce pero que se
denotard como base e, es decir log, x. Finalmente se determina que la constante de proporcionalidad para

calcular la razén de cambio de una funcién logaritmo en base a es k = log, a.

A comparacion de la parte A de la actividad, el profesor asume un mayor protagonismo al introducir el

logaritmo natural.

Secuencia a desarrollar

En el aplicativo se presenta nuevamente la grafica de la funcion logaritmo en base a siendo este un deslizador
que toma valores enteros de 2 a 32, en este caso la razén de cambio solo se muestra para el punto cuando
x = 1; adicionalmente se muestra un punto @ en una segunda vista gréafica cuyas coordenadas son (a, 1/m),
es decir que la coordenada x es la base del logaritmo y la coordenada y es el inverso de la pendiente, esto es

1/k, (Figura 27), se activa el rastro del punto Q.
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Q = (32,3.4657)

.o
se*”
l"...
3 .-.i

20 25 30

-1

Figura 27.Vista de la aplicacion en GeoGebra actividad 8 parte b

El profesor explica las caracteristicas del aplicativo y el significado de la coordenada y del punto Q para
que los estudiantes usen el deslizador e identifiquen los datos que se solicitan.
1) A partir de las coordenadas del punto Q, complete la siguiente tabla (los valores en paréntesis son

espacios en blanco para los estudiantes):

Base del logaritmo o
2 4) 8 16 32
coordenada x
Coordenada y (0.6931) | (1.3863) | (2.0794) | (2.7726) | (3.4657)

2) Con la informacion de las tablas responda las siguientes preguntas:

a. ¢Qué relacién encuentra entre las coordenadas x de la tabla 1?
b. ¢Qué relacién encuentra entre las coordenadas y de la tabla 1?
c. ¢Como calcular la coordenada y si la coordenada x del punto Q es 64?

Anotacion: con estas preguntas se busca que los estudiantes centren la atencién en que los datos propuestos
siguen una progresion geométrica para el caso de las coordenadas x y una progresion aritmética para el caso
de las coordenadas y. Se eligen 4 cifras decimales con el fin de que sea mas facil para los estudiantes
identificar la progresién aritmética, pero el profesor debe intervenir y aclarar que el software hace
aproximaciones, esto es que el nimero mostrado en pantalla no es del todo correcto y que por tanto la
progresion si se cumple aunque parezca que sea de manera aproximada.

3) Complete la siguiente tabla:

Base del logaritmo o
3 9 27 81 243
coordenada x
Coordenada y (1.0986) | (2.1972) | (3.2958) | (4.3944) | (5.4930)
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4) Responda las siguientes preguntas

a. ¢Qué relacion existe entre las coordenadas x?

Se espera que identifiquen que estan en progresion geométrica de razon 2.

b. ¢Qué relacidn existe entre las coordenadas y?

Se espera que identifiquen que estan en progresion aritmética. Es posible que incluyan que la diferencia
comun es la coordenada y para x = 2.

5) A partir de la regularidad encontrada en las tablas 1 y 2 y tomando en cuenta el rastro que deja el punto
Q al cambiar el valor de a ¢Cual funcion modela la relacién que tienen las coordenadas x con las
coordenadas y del punto Q?

Por el trabajo realizado en actividades previas, se espera que identifiquen que los datos tienen un
comportamiento logaritmico, pero sin decir a cual base corresponde.
Anotacion: se usan las tablas de datos y el rastro para que los estudiantes tengan dos referencias de diferente
indole que los lleve a identificar la funcién logaritmo, aunque no se conozca la base. En este punto, a partir
de la idea de la funcién logaritmo de una base que no se conoce, el profesor hace una conexion de las
conclusiones y resultados de los estudiantes con la funcidn logaritmo natural, de tal manera que la conclusion
sea que y = log, x = In x. Resaltando que e es la base de esta funcion logaritmica.

6) Recordando que k es la raz6n de cambio instantanea en x = 1 de la funcion log, x ¢Cudl es el valor

de 1/k en términos de la base a?
Respuesta esperada: 1/k = Ina.

7) De manera general, exprese la razén de cambio instantdnea m de la funcién log, x en términos de la
base a.

Respuesta esperada: m = 1/Inax

Aspectos a considerar:

Uno de los principales aspectos a considerar es que el software que se esta manejando hace aproximaciones
de nameros irracionales y que por tanto la diferencia comdn en la progresion aritmética no es siempre la

misma, pero si es muy cercana.
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5. CONCLUSIONES

En esta seccion, se presentan las conclusiones obtenidas con el desarrollo del trabajo, las

cuales surgen a partir de aquellos aspectos que fundamentaron el marco de referencia que se

tuvo en cuenta para la elaboracion del mismo, y de la propuesta de actividades disefiada. En

este sentido, las conclusiones han sido divididas en dos categorias, las cuales se describen a

continuacion.

5.1. Conclusiones con respecto a la estructura global del trabajo y marco de referencia

Para la elaboracién del trabajo, se partié de algunas caracteristicas propias del enfoque

socioepistemoldgico, el cual se constituy6 como la base sobre la cual se fundamenté el

mismo, teniendo en cuenta esto, se concluye que:

>

Es importante reconocer la naturaleza de cada funcion y particularizar la ensefianza de
las mismas, esto atendiendo a cada una de sus caracteristicas, pues en el caso de la
funcién logaritmica se evidencié que su forma de covariacion es diferente y es esencial
su comprension para la modelacion de diversos fendmenos de la vida real.

Reconocer y documentar aquellos aspectos histéricos, sociales y culturales que dieron
origen a la funcién logaritmica y a cualquier objeto matematico en general; da la
posibilidad de plantear otro tipo de propuestas, las cuales buscan reestructurar la forma
usual se ensefian las matematicas en la actualidad.

El anélisis de textos de matematicas y de matematicas escolares, permitio evidenciar que
el tratamiento que se le da a la funcion logaritmica y a los logaritmos es limitado y que
en general solo se proporciona una definicién formal, algunas propiedades, ejemplos de
notacion y en algunos textos se ejemplifican aplicaciones pero sin dar mayor relevancia
a estas.

El desarrollo de este trabajo permitié un aprendizaje tanto didactico como matematico
de la funcién logaritmica, en donde se evidenciaron aspectos de la funcién logaritmica
gue hasta hace poco nos eran desconocidos. particularmente, su evolucion histérica nos
permitio identificar aspectos Utiles, que pueden cambiar la forma como se trabajan estos

conceptos en el aula.
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5.2. Conclusiones con respecto a la propuesta de actividades

En cuanto al disefio de la secuencia didéctica, con la cual se busca plantear otras
alternativas para la ensefianza de los logaritmos y de la funcién logaritmica, se concluye que:
» El paso del trabajo con las progresiones geométricas y aritméticas, hacia incluir otros
valores numeéricos a los cuales también se les queria calcular el logaritmo, es decir el
intentar dar un paso a la continuidad, siempre se torn6 como una dificultad para la
elaboracion de la secuencia de actividades.

» La aplicacion de algunas actividades, previamente disefiadas, permitio modificar y
reestructurar la propuesta de una forma mas adecuada, de tal modo que no solo se hizo
cambios en las actividades sino que se dio la posibilidad de realizar una serie de
sugerencias para sortear algunas situaciones que se pueden presentar en el aula.

» Trabajar desde el desarrollo del razonamiento covariacional, atendiendo a la covariacion
entre una progresion geomeétrica y una aritmética, permite hacer una aproximacion a los

logaritmos que facilita la compresion de los mismos.
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7. ANEXOS
7.1. Anexo 1: Taller actividad 1

1. Usando las fichas proporcionadas por el docente, en la siguiente plantilla ordénalas

como tu creas conveniente, y a continuacion responde las siguientes preguntas:

a) ¢Como ordenaste las fichas? ¢ Tuviste en cuenta alguna estrategia para ordenarlas?

2. A continuacidn, se presentan las fichas con un orden preestablecido, debes observar

la forma como estan ordenadas.

a) Ten en cuenta Unicamente los numeros de la parte superior de cada ficha y responde
las siguientes preguntas:

e ;COmo a partir del primer nimero obtengo el segundo nimero?

e ;COmMo a partir del segundo nimero obtengo el tercero?
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e ;COmo a partir del tercer nimero obtengo el cuarto?

e ;Qué relacion existe entre dos nimeros consecutivos de la parte superior?

b) Ten en cuenta Unicamente los numeros de la parte inferior de cada ficha y responde
las siguientes preguntas:

e ;COmo a partir del primer nimero obtengo el segundo nimero?

e (Como a partir del segundo nimero obtengo el tercero?

e COmo a partir del tercer nimero obtengo el cuarto?

o ;Qué relacidn existe entre dos numeros consecutivos de la parte inferior?

c) A partir de la relacion establecida completa las fichas que estan en blanco y
constrayelas con el material proporcionado por el docente.
3. A continuacion, se presentan fichas que solo tiene un valor numérico en una de las

casillas:

i 1024 L

16 32
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¢ Cémo puedes obtener el otro valor a partir del valor dado?:

a) Si el valor que necesito hallar debe ser ubicado en la parte superior.

b) Si el valor que necesito hallar debe ser ubicado en la parte inferior.

4. Completa las fichas usando las relaciones anteriores.

7.2. Anexo 2: Taller actividad 2

1. Responde las siguientes preguntas:

e ;A qué exponente debo elevar el 2 para obtener como resultado 2?

e ;A qué exponente debo elevar el 2 para obtener como resultado 4?

e (A qué exponente debo elevar el 2 para obtener como resultado 8?

e ;A qué exponente debo elevar el 2 para obtener como resultado 16?

e ;A qué exponente debo elevar el 2 para obtener como resultado 32?

2. Teniendo en cuenta los valores hallados anteriormente y las fichas dadas en la primera
actividad ¢cudl es la relacion que existe entre cada uno de los términos de la parte
superior y los respectivos términos de la parte inferior de cada ficha? Recuerda la que

las fichas dadas inicialmente son las siguientes:

2 4 8 16 32 64
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A continuacion, tu profesor te explicara la definicion de logaritmo y te dara a conocer
algunos ejemplos de notacion.

Reescribe todas las fichas en la parte de atras haciendo uso de la notacion de logaritmo,
observa los siguientes ejemplos :

1 fa—
2 : g g
o~ ey ey
Sl - B
Il Il Il
~1 | 0 s 1 -
=t

4. Construye ocho fichas para logaritmo en base 10, continuando desde la ficha que se
muestra a continuacion:

<)
0%
1000 |
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Usando tu calculadora comprueba los resultados que ubicaste en las fichas anteriores, tu

profesor te ensefiara como usarla de ser necesario.

5. De ser posible determina los valores de la parte inferior de las siguientes fichas:

83



Ul b=
ro |

Si es posible completar las fichas explica el procedimiento que utilizaste, sino lo es

explica por qué no es posible.

7.3. Anexo 3: Taller actividad 3

4. Realiza el producto de los valores de la parte superior de cada ficha, cada vez que
efectles la operacion, deberas buscar en el material la ficha cuyo valor en la parte

superior corresponde a este producto, y completar la ficha en blanco.

2 R 4 = 4 8 8 [=
1 2 2 3

1 = 1
. 4 8 |mm - 8 2 |=m
2 2
-1 3 -1 1

¢Que relacion existe entre los valores de la parte inferior de cada tripla de fichas?
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5. Teniendo en cuenta la relacién anterior y sin realizar el producto de los valores de la
parte superior, deberas buscar en el material la ficha cuyo valor en la parte superior

corresponde a este producto.

512 98| 8 |=| g 98 32 |=
9 3 3 5
1 1 -
il 16 |= — -
64” = 32” 2 T
_6 4 -5 -1

¢La relacion encontrada anteriormente se sigue cumpliendo para los nimeros de la

parte inferior de las fichas?

6. A continuacién se presentan las triplas de fichas trabajadas anteriormente, pero en
esta oportunidad estaran reescritas con la definicion de logaritmo, observa cada tripla

y responde las siguientes preguntas:
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- — — - — =
o =) 5] =) 5] P
('] i g i m b
L] B3 L] B B3 &)
P o= o - @ ot
I I I I i )
s ) [} b 7% o
=) —_ - 5 _
o =] o o =3 &)

T 5 ) I 9 S
— o -9 DA (%] —
I Il [ Il | I
1A W (%) AR - o
= — g — = 3
=] m =]
Ch ] = ag =] m
o : : ; % ;
g oo 2 a] ] E
I I I I I I
O ] = [ 7%

[X] [ ¥ ] [5]
=) | =3 -y — -
] Q =] o

o — — sy —

N = = B = B3] 2=

e m ™ T L

I|I i |l| [ I I
o ofa %] ! ,I_. clh

Observa cada tripla de fichas y responde ¢cual es la relacion entre los valores a los
que se le calcula el logaritmo en base dos de las dos primeras fichas con el valor al
que se le calcula el logaritmo en base dos de la tercera ficha?

Observa cada tripla de fichas y responde ¢Cudl es la relacion entre los resultados de
las dos primeras fichas y el resultado de la tercera ficha?
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7. Formula una propiedad que describa de manera general lo que encontraste en el punto

anterior.

7.4. Anexo 4: Taller actividad 4

32

SN

&

e

corresponde a este cociente, y completar la ficha en blanco.

1. Realiza el cociente de los valores de la parte superior, cada vez que efectles la

operacion, deberas buscar en el material la ficha cuyo valor en la parte superior

I — g ¥ 2 =
1 3 1
= 1+1‘=
2 4
E niE

¢ Qué relacidn existe entre los valores de la parte inferior de cada tripla de fichas?

superior corresponde a este cociente.

2. Teniendo en cuenta la relacion anterior y sin realizar el cociente de los valores de

la parte superior, deberas buscar en el material la ficha cuyo valor en la parte
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1024 128 = 4 | 256 =

10 7 2 8

16 1l |= L e 1 |em
32 16 1

4 -5 —4 —2

¢La relacion encontrada anteriormente se sigue cumpliendo para los nimeros de la
parte inferior de las fichas o cambio?

3. A continuacion se presentan las triplas de fichas trabajadas anteriormente, pero en

esta oportunidad estaran reescritas con la definicion de logaritmo, observa cada tripla
y responde las siguientes preguntas:
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e Observa cada tripla de fichas y responde ¢cudl es la relacion entre los valores a los
que se le calcula el logaritmo en base dos de las dos primeras fichas con el valor al

que se le calcula el logaritmo en base dos de la tercera ficha?

e Observa cada tripla de fichas y responde ¢Cudl es la relacion entre los resultados de
las dos primeras fichas y el resultado de la tercera ficha?
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8. Formula una propiedad que describa de manera general lo que encontraste en el punto

anterior.

7.5. Anexo 5: Taller actividad 5

1. Se tiene una bacteria que se divide cada hora, de tal manera que: Después de una hora
se tienen dos bacterias, después de dos horas estas dos bacterias se dividen obteniendo
cuatro bacterias nuevas, después de tres horas estas cuatro bacterias se dividen
obteniendo ocho bacterias nuevas, y asi el proceso puede continuar de forma indefinida.

En la siguiente tabla se muestra el proceso de reproduccion de estas bacterias:

Cantidad de
1 2 4 8 16 32
bacterias
Tiempo en
0 1 2 3 4 5
horas

Partiendo de lo anterior responde las siguientes preguntas:

e Completa la tabla dada ¢ Como obtuviste los valores faltantes?

e (En qué hora se obtienen 2048 bacterias?

e (En qué hora se obtienen 32768 bacterias?

e (En qué hora se obtienen 536870912 bacterias?
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e Determina una formula general para saber en qué instante se obtienen x bacterias.

e Comprueba si la formula dada es consistente con los valores dados en la tabla.
2. A continuacién se muestra una serie de figuras, las cuales son construidas en
diferentes momentos, a partir de la primera figura. Observa la forma como se

construye cada figura y la cantidad de tridngulos negros obtenidos en cada momento.

Momento cero Momento 1

Momento 2 Momento 3

A partir de lo anterior responda las siguientes preguntas:
e Dibuje la figura correspondiente al momento cuatro, ¢cuantos triangulos negros tiene

esta nueva figura?

91



Momento 4

e ;En qué momento se obtendra una figura con 243 triangulos negros?

e (En qué momento se obtendra una figura con 19683 triangulos negros?

e Determina una formula general para saber en qué momento se obtiene una figura con

x triangulos negros.

e Comprueba si la formula dada es consistente con la cantidad de tridngulos negros

obtenidos en cada momento.

7.6. Anexo 6: Taller actividad 6

1. Dirigete al archivo “Actividad 6.ggb” y abrelo con el programa GeoGebra. Al abrir el
archivo encontraras una casilla denominada base, el nmero que aparece frente a esta
indica la base sobre la cual se esta trabajando.

2. Observa cada uno de los puntos graficados y los valores de sus respectivas
coordenadas, los cuales también estan escritos en la parte superior del archivo, y
responde las siguientes preguntas:

e ;Qué relacion se puede establecer entre las coordenadas en x de cada uno de los

puntos?
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¢ Qué relacion se puede establecer entre las coordenadas en y de cada uno de los

puntos?

¢ Qué relacion existe entre la coordenada en y con respecto a la coordenada en x

de cada punto?

Con ayuda del programa grafique los siguientes puntos, teniendo en cuenta sus

coordenadas en x e y:

Coordenadas 1 1 37
_ — 'n..."E T 6 —
en x 16 2 3
Coordenadas 1 1 37
log, (—) log, (—) log, V2 log; m | log, 6 | log, (—)
en y 16 2 3

Con los puntos graficados hasta el momento, en tu cuaderno realiza la respectiva

representacion gréfica.

Determine una expresion algebraica que corresponda con la grafica que realizaste

en tu cuaderno.

Con ayuda del software grafique la expresion anteriormente proporcionada y

comprueba si su representacion grafica es consistente con la realizada en tu

cuaderno.
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3.

Introduce en la casilla base el nUmero 3 y responda las siguientes preguntas:
¢ Qué relacion se puede establecer entre las coordenadas en x de cada uno de los

puntos?

¢Qué relacion se puede establecer entre las coordenadas en y de cada uno de los

puntos?

e (Qué relacion existe entre la coordenada en y con respecto a la coordenada en x

de cada punto?

e Con ayuda del programa grafique los siguientes puntos, teniendo en cuenta sus

coordenadas en x e y:

Coordenadas 1 1 37
_ — V2 T B —
en x 16 2 3
Coordenadas 1 1 37
logs (—) logs (—) logz V2 | logs m | logs 6 logs (—)
en y 16 2 3

representacion grafica.

en tu cuaderno.

Con los puntos graficados hasta el momento, en tu cuaderno realiza la respectiva

Determine una expresion algebraica que corresponda con la gréfica que realizaste
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Con ayuda del software grafique la expresion anteriormente proporcionada y
comprueba si su representacion grafica es consistente con la realizada en tu

cuaderno.

4. Introduce en la casilla base el nimero 4 y responda las siguientes preguntas:

¢Qué relacion se puede establecer entre las coordenadas en x de cada uno de los

puntos?

¢ Qué relacion se puede establecer entre las coordenadas en y de cada uno de los

puntos?

¢ Qué relacion existe entre la coordenada en y con respecto a la coordenada en x

de cada punto?

Con ayuda del programa grafique los siguientes puntos, teniendo en cuenta sus

coordenadas en x e y:

Coordenadas 1 1 37
_ — V2 T ] —
en x 16 2 3
Coordenadas

1 1 37
log, (—) log, (—) log, V2 logym | logy 6 | log, (?)

eny 16 2

Con los puntos graficados hasta el momento, en tu cuaderno realiza la respectiva

representacion grafica.
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e Determine una expresion algebraica que corresponda con la grafica que realizaste

en tu cuaderno.

e Con ayuda del software grafique la expresion anteriormente proporcionada y
comprueba si su representacion grafica es consistente con la realizada en tu
cuaderno.

5. Anpartir de las tres graficas realizadas, determina los valores de x para los cuales existe

el valoren y.

7.7. Anexo 7: Taller actividad 7

La siguiente expresion algebraica modela la Hipérbola Equilatera

1

y=;

1. Halla el area bajo la curva en el intervalo [1, a].

2. Determina el intervalo [1, b], de forma que el &rea bajo la curva en dicho intervalo

sea el doble del area hallada en el punto anterior.

3. Determina el intervalo [1, c] de forma que el area bajo la curva en dicho intervalo sea

el triple del area hallada en el primer punto.
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4. Determina el intervalo [1, d] de forma que el area bajo la curva en dicho intervalo sea

el cuddruple de la primera area.

5. Habiendo determinado los valores para b, c y d que satisfacen los enunciados ¢Qué
relacion se puede establecer a partir de la secuencia obtenida y el valor de cada una

de las respectivas areas?

6. A partir de lo anterior completa la siguiente tabla:

Secuencia de
a b = c = b =
valores

Relacion con
las
respectivas

areas

7. ¢Queé relacion se puede establecer entre los valores de cada fila y como la clasificaria

en términos de progresiones?
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8. Dirigete al archivo “Actividad 7.ggb” y abrelo con ¢l programa GeoGebra. Al abrir el

archivo encontraras un deslizador para variar el valor de a, ademas se encuentran unos

valores para algunas areas bajo la Hipérbola Equilatera.

Para diferentes valores de a compruebe si la relacion con las areas se sigue
cumpliendo.
Sobre la aplicacion presentada grafica los siguiente puntos:

(a,41)

(a?,24,)

(a3,34,)

(a* 44,)

Propon la funcidn que creas se corresponde con los puntos graficados

Con ayuda del programa grafica esta funcion y comprueba si efectivamente esta
funcidn cruza por estos puntos.

Grafique la funcion area correspondiente a la hipérbola equilatera, para el intervalo
[1,]

Sugerencia:

++ Determine un deslizador para t que varié entre 2 'y 20.
% En la casilla de entrada introduzca la expresion
Integral [f(x), 1, t].

¢+ Haga uso del valor del area para realizar la gréafica de la funcion area.

¢ Cual es la expresion algebraica que modela la funcion area?
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7.8. Anexo 8: Taller actividad 8 parte a.
Dirigete al archivo “Actividad 8a.ggb” y abrelo con el programa GeoGebra. Al abrir el
archivo encontraras un deslizador para variar el valor de a, tu profesor te dard unas
indicaciones, luego responde las preguntas que se presentan a continuacion:
1. Sin cambiar el deslizador a, use el arrastre sobre el punto P y completa la siguiente
tabla (ejemplo para a = 3):

Coordenada x de P 2 3 4 5 6 7 8 9

Valor (aproximado)

de larazén de cambio

a) Suponga que solamente conoce la razén de cambio de cambio parax =3y x = 2.
A partir de esta informacion responde las siguientes preguntas.

i. ¢Como obtener la razon de cambio cuando la coordenada x de P es 4?

ii. ¢Como obtener la raz6n de cambio cuando la coordenada x de P es 8?

iii. (Como obtener la razén de cambio cuando la coordenada x de P es 67

iv. (Como obtener la razon de cambio cuando la coordenada x de P es 9?
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b) Suponga ahora que solamente conoce la razén de cambio parax =9y x = 8. A
partir de esta informacion:

i. ¢Como obtener la razén de cambio para x = 3?

ii. ¢COmo obtener la razén de cambio para x = 47?

iii. ¢Como obtener la razén de cambio para x = 2?

c) ¢Como puede hallar la razén de cambio para x = 1? ¢Hay una Gnica forma?

d) Teniendo en cuenta las preguntas anteriores, si se desea conocer la razén de cambio
para el punto P cuando su coordenada x es 11, qué informacidn necesita y qué

procedimiento haria para calcularla.

e) Suponga que la razén de cambio cuando x = 1 es k, proponga una expresion para
calcular la razon de cambio m para cualquier coordenada x del dominio de la

funcién logaritmo en términos de k.

f) ¢Paraalgln valor de x la razén de cambio instantanea es negativa? Explique por qué

si 0 por queé no.
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g) ¢paraalgun valor de x la razén de cambio instantanea es cero? Explique por qué si o

por qué no.

h) ¢Como cambia la funcién logaritmo a medida que la coordenada x aumenta? ¢;Se

cumple siempre esta relacion? Justifique su respuesta usando los resultados anteriores.

Cambiando el valor del deslizador, responda nuevamente las preguntas a) b) y c) y e).
¢Qué puede concluir de sus resultados en relacion con la funcién logaritmo en diferentes

bases?

a)

b)
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7.9. Anexo 9: Taller actividad 8 parte b
Dirigete al archivo “Actividad 8b.ggb” y abrelo con el programa GeoGebra. Al abrir el

archivo encontraras dos vistas graficas en la primera esta un deslizador para variar el valor
de a y en la segunda esta el punto Q, tu profesor te dard unas indicaciones y una
explicacion, luego responde las preguntas que se presentan a continuacion:

1) A partir de las coordenadas del punto Q, complete la siguiente tabla (los valores en

paréntesis son espacios en blanco para los estudiantes):

Base del logaritmo

2 4 8 16 32
o coordenada x

Coordenada y

2) Con la informacion de las tablas responda las siguientes preguntas:

a. ¢Qué relacion encuentra entre las coordenadas x de la tabla 1?

b. ¢Qué relacidn encuentra entre las coordenadas y de la tabla 1?

c. ¢Como calcular la coordenada vy si la coordenada x del punto Q es 64?

3) Complete la siguiente tabla:

Base del logaritmo o

3 9 27 81 243
coordenada x

Coordenada y

102



4) Responde las siguientes preguntas

a. ¢Qué relacion existe entre las coordenadas x?

b. ¢Qué relacion existe entre las coordenadas y?

5) A partir de la regularidad encontrada en las tablas 1 y 2 y tomando en cuenta el rastro
que deja el punto Q al cambiar el valor de a ¢Cual funcion modela la relacion que

tienen las coordenadas x con las coordenadas y del punto Q?

6) Recordando que k es la razon de cambio instantanea en x = 1 de la funcion log, x

¢Cudl es el valor de 1/k en términos de la base a?

7) De manera general, exprese la razon de cambio instantdnea m de la funcién log, x en

términos de la base a.
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7.10. Anexo 10: Algunas evidencias de la aplicacion de actividades previamente

disefiadas

A continuacion se muestran algunas evidencias de actividades que fueron disefiadas y
aplicadas durante el desarrollo del trabajo de grado, y las cuales se modificaron con base en
algunos resultados obtenidos y aspectos que fueron observados durante la aplicacion,
permitiendo de esta forma consolidar la propuesta didactica presentada. Es de aclarar que
estas actividades se aplicaron en el grado noveno del Colegio Integrado Eduardo Caballero
Calderdn, y en el curso de Calculo Integral 2016-1 de la Licenciatura en Matematicas de la

Universidad Pedagdgica Nacional.

Evidencia
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B 8 16 , ) 64 | V1.8 : |
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2 3 4 ’ > 7 -
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Observaciones

La mayoria de estudiantes completaron la tabla de manera correcta, sin embargo
extenderla hacia la izquierda presento gran dificultad, pues no se consideraba el nimero 1
como el valor que se debia ubicar antes del nimero 2, esto en lo que corresponde a la

progresion geométrica.

Evidencia
e ;A qué exponente debo elevar ¢l 2 para obtener como tesultado 47 €| Expone es L =4
» ;A qué exponente debo elevar el 2 para obtener como resultado 87 ) ExPoyente €5 3 P =
e /A qué exponente debo clevar ¢l 2 para obtener como resultado 167 €l € <Fonent § 4 27 =1¢
g ‘ > ~ . S 2
* ;A qué exponente debo elevar el 2 para obtener como resultado 327 €1 EX Foney j¢ €8 8 2

104



Observaciones

Al hacer referencia al término exponente no se presentd mayor dificultad, los estudiantes

comprendieron las preguntas y las contestaron de manera correcta.

Evidencia

Logaritmo en base 2

| N T [T T i — T 1 1 "d;‘—* il ;
L.,I‘ L | = 4 2, | O b | Di 64 ‘ (28 |2
9.4 [|093 ;\‘"1 )+ [\093 !ll-“v“ log. 4 109.% |log,© | log T llog I8 <
[ V20 | & | "2 : . o C - S o |
Logaritmo en base 10
: - : —
‘,(L' ‘ 'L 4 |0 10¢ 10y e i, [ 1 Y
X - | [ |
— m \' ' | | i =
' | ‘ \ : 1 X ) s A T - I | : 1 manoctly & 0
L’.‘_,‘ - "7'. = o 7 o0 ‘r “‘[C |_,Q 0 || g '* vy WD e ,],”:f)\] I(‘; - o
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Observaciones

Reescribir las fichas con la notacién de logaritmo presento dificultad, pues a los

estudiantes se les dificulto comprender la notacion y asociar el concepto de logaritmo con
el de exponente.

Evidencia
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Observaciones

El trabajo con las propiedades a partir de la exploracion con las fichas y tablas construidas,
permitio la construccion y verificacion de dichas propiedades. Sin embargo se evidencio
la necesidad de sacar un mayor provecho de las fichas, de tal modo que se permitiera a los

estudiantes explorar un poco mas con el material.

Evidencia

Observaciones

Es importante aclarar que en la aplicacion de estas actividades, los estudiantes de
bachillerato tenian conocimiento sobre que era una progresion geométrica y una
aritmética, por tanto hacian referencia a estos términos y ademas denominaban a la
diferencia o a la razon de la progresion, segun fuera el caso, como el valor fijo. Sin
embargo, se vio que no era necesario incluir los términos de progresion geométrica y
aritmética, para la elaboracion de la propuesta.

En este sentido, cuando se les presento la actividad en GeoGebra, en cuanto al
comportamiento de las coordenadas en y de los puntos, los estudiantes hicieron alusion a
que estos valores pertenecian a una progresion aritmética de diferencia 1. Ademas,
algunos identificaron que independientemente de la base, siempre se tendria la misma

progresion.

Evidencia
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Grafica Grifica 2 Griéfica 3 Grafica 4 Grafica 5

(Introduce en la casilla (Introduce en la casilla (Introduce en la casilla (Introduce en la casilla (Introduce en la casilla
base ¢l nimero 2 base el namero 5) base ¢l nimero 6) base ¢l numero 7) base el numero 9)

En cuanto a las coordenadas en x de cada uno de los puntos, los estudiantes identificaron

la progresion geomeétrica cuya razon correspondia a la base.

Evidencia
Gréfica | 4 Grafica 4 Gréfica 4
Inte ” wacill | (lnr (Introduce en la casilla (Introduce en la casilla
(Introduce en la casilia ba : 2 bian ol Blasitay
base el mimero ) 1 base ¢l nimero 7) MSC ¢ numero /)
i |
=5 )
l
1
!
1 3 H-’.ﬂh o = |
' -
|4 HoQ J
| ’i g |
Observaciones

En el momento de establecer la covariacion entre las coordenadas en x y las coordenadas
en y, se hizo referencia a los exponentes a los cuales debia ser elevada la base, en este

sentido, algunos estudiantes propusieron una expresion general para cada caso.

Evidencia
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Observaciones

En cuanto a la representacion gréfica de la funcion, en algunos casos se asumid que era
una parabola y por tanto intentaron completarla de esta forma, pero con ayuda del software
se evidencio que la curva era diferente.

Evidencia
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Los estudiantes relacionan el area bajo la curva como la integral definida en un intervalo,
lo cual les permite relacionar a la hipérbola equilatera con el logaritmo natural. También

se evidencia el uso de propiedades del logaritmo.

Evidencia

i

g y IR i Nes - 5 : : .- 2 =
; %9& S"—;‘—ixsziﬂlol = sosl <3 ad w ley Jasb qn

Observaciones

Este resultado es interesante, pues en cuanto a la forma como se plantea la pregunta, el
estudiante supone que las integrales deben ser iguales para que se obtenga el resultado
esperado ayudandose de las integrales y la relacion que establece en ambos lados de la
igualdad.

Evidencia

109




Observaciones

La relacion establecida en esta respuesta, con respecto al limite inferior y superior de cada
una de las integrales propuestas, se traduce en la relacion de las progresiones geométrica

y aritmética, tal como lo argumenta el estudiante.

Evidencia

B o b - _(’ELA?’,@;EQ*,,(Z‘;AA.) PO L

o 1o puscion Gue goZa ACOMY 20eSe A es p‘»‘"‘-‘/ Qasos 8§ |

e = Lalk) o fexy=s Lalx| o Foe) = 1+ Tx -3

M%e_af_c;h_&gﬁ Mu% (O = N
£ = Ln ) .

Observaciones

Al graficar los puntos, el estudiante sugiere que estos pueden pertenecer a la funcion In x
o a la funcion 1 + +/x. Posiblemente asocia la funcion v/x ya que su grafica es similar a la
de In x, puesto que ambas desde y = 0 tienen una razon de cambio que es positiva pero
siempre decreciente. Para que +/x contenga al punto (0,1) es necesario hacer un
desplazamiento en el sentido positivo del eje x, es posible que el estudiante haya propuesto

la expresion 1 + +/x en busca de dicho desplazamiento, aunque no aplica correctamente el

método.
Evidencia
‘-'}— LO/D O~»30\m ’/\&t “c (C}k“\(-nuw(\ 1 & o) \ Y3 goc
\f Y\Q") ~ e Uil |
~ Oomqrt)e o Ciewa tcw'meple Qo

e, WEEy loeqo S aeyo Qe 2o o\ x —

Observaciones

De manera similar al razonamiento anterior el estudiante asocia los puntos a la funcién

vx + 1, haciendo en este caso la transformacién correctamente. Pero a diferencia de lo

esperado desde la actividad, los estudiantes se guiaron Gnicamente de lo que visualizaron
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dejando de lado que las coordenadas se presentaban en forma de progresion, y por esto
muy pocos llegaron a la funcion correcta.
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