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2. Descripcion

Este trabajo de grado surge por iniciativa propia, debido a una ponencia del profesor Oscar Molina de la
Universidad Pedagogica Nacional, acerca de las figuras de ancho constante. A partir de alli, se indagé sobre
la relacidn que tienen estas figuras con las curvas de Zindler.

Por esto, se realiz6 una documentacidn sobre las curvas de Zindler y se encontré que estaban directamente
relacionadas con un problema escrito en el llamado “Libro Escocés”, por lo tanto, se decidié enfocar el
trabajo de grado, hacia la comprension del problema y las respuestas que se han encontrado hasta ahora,
como lo afirma Montejano (1998).

Se realiza un reporte, en el cual se presentan las respuestas encontradas en las fuentes, justificandolas a partir
de algunos elementos tedricos, sobre las figuras de ancho constante y su relacidn con las curvas de Zindler.

3. Fuentes

Montejano, L (1997). La cara oculta de las esferas. México D.F.: Fondo de Cultura Econémica.
Montejano, L. (1998). Cuerpos de ancho constante. México D.F.: Fondo de Cultura Econémica.

Gil, L. Orjuela, M (2012). Figuras de ancho constante un tema por explorar. (Tesis de pregrado).
Universidad Pedagdgica Nacional.

4. Contenidos

Se identifica los aspectos mas relevantes respecto a la elaboracidn del libro, en el cual se encuentra escrito
el problema de interés para este trabajo de grado y los autores de los problemas que se datan en dicho libro.
Continuando con la investigacion, fue necesario consultar los elementos de la teoria de los cuerpos de ancho
constante, figuras que flotan en equilibrio, curvas de Zindler y equilibrio de una figura que se encuentran en
los libros citados en las fuentes. Se explicd cada una de las respuestas contrastdndolo con todos los elementos
tedricos que sustentan y demuestran las soluciones hasta el momento encontradas en la investigacion de este
trabajo de grado. Se presentan las conclusiones que se obtienen a partir del estudio realizado, finalmente se
hizo una reflexion sobre el aporte de esta investigacion a nuestra formacién docente.

5. Metodologl’a

En primer lugar, se consultaron diferentes referentes tedricos sobre las curvas de Zindler y a partir de alli,
se formularon nuevas preguntas y objetivos, dandole un enfoque al trabajo de grado. Por tanto, se tuvo que
buscar nuevos referentes con relacion a los objetivos planteados y se realiz6 una seleccidn de la informacion
estudiada, clasificandola en dos categorias, tales como: contexto histérico y la parte matematica, que subyace
al problema planteado por Ulam.

Seguido a esto, se dio una explicacion a cada respuesta del prolema, comprendiendo definiciones, teoremas,
ilustraciones y demostraciones, que sirvieron para alcanzar los objetivos propuestos, finalmente se realizaron
las conclusiones, teniendo en cuenta los alcances, falencias y el desarrollo del trabajo de grado.




6. Conclusiones

Durante este trabajo de grado, hubo que consultar desde distintas fuentes todo lo relacionado con respecto a
las curvas de Zindler y los cuerpos de ancho constante, a partir de alli se encontré un matemético, que
escribid textos acerca de los temas de interés para este trabajo de grado y fue la base para la elaboracion del
mismo, encontrando en sus libros y conectando con la teoria las soluciones hasta el momento demostradas,
para el problema N° 19.

Se estudiaron diferentes figuras para dar respuesta al problema planteado por Ulam, sin embargo, a lo largo
de la historia, no se ha dado una respuesta total a este problema, para las figuras con densidad distinta de 0

. . , . - - 1 , .
y Y, para la densidad 0, se tiene como Unica respuesta a la esfera, mientras que para la densidad 2 las Unicas

figuras hasta el momento, que responden la primera pregunta del problema planteado por Ulam, son las
curvas de Zindler, en lo consultado y en el estudio que se hizo, ain queda la pregunta ;Existen diferentes
solidos que floten en equilibrio en cualquier posicion en que se le deje sin voltearse?

En la revisién del aspecto historico, se ha evidenciado como las matematicas surgen de préacticas sociales,
entendiendo una practica social como una interaccidén entre personas, es decir, las matematicas no se
construyen Unicamente en las universidades, ni en investigaciones, también se construyen por medio de
diélogos entre amigos, colegas o familiares, despertado por intereses diversos a los académicos, que nacen
de la curiosidad.

Para llegar a comprender las soluciones expuestas en el documento, fue necesario llevar a cabo un proceso,
iniciando con los conceptos previos y desde sus inicios, con el fin de lograr un camino favorable a ello, por
eso fue importante la consulta de varias fuentes y llegar a entender estas soluciones. Teniendo como gran
aporte, la teoria de figuras de ancho constante, la cual aporta significativamente a la solucién de la segunda
parte del problema.

Cetina Silva Oscar Javier

EElerEnb pers Triana Ramirez Sergio Alfonso

Revisado por: Maria Nubia Soler Alvarez
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INTRODUCCION

Este documento se refiere a una explicacion, mostrando todos los aspectos necesarios para
lograr entender las soluciones y los avances de un problema de tipo matematico, el cual fue
formulado por un matemaético llamado Stanislaw Ulam de origen polaco, en medio de algunas
discusiones que mantenia en un lugar bastante particular, junto con sus comparieros e incluso

profesores de universidad.

Dicha pregunta o problema tiene caracteristicas especiales, estd compuesta de dos partes, una
de ellas mas general gue la otra, pero ambas estan conectadas con los mismos elementos

tedricos que subyacen las respuestas o los avances, que se han obtenido bajo su estudio.

Como ha sido el caso de Luis Montejano un matematico que se ha interesado en estos
problemas y sobre quien este trabajo de grado se ha guiado debido a sus grandes avances e
investigaciones con respecto al problema en cuestion y a los elementos de una teoria que han

servido para su trabajo.

La situacion descrita anteriormente, fue de interés para este trabajo de grado puesto que
existen un tipo de curvas no muy conocidas y de especial construccion, estas curvas llevan
consigo el nombre de curvas de Zindler, al indagar sobre estas, se conocio el trabajo de
Montejano y mucho mas, que son o fueron utilizadas para dar una solucién al problema en
cuestion. De la misma manera, el contexto que lleva consigo el problema y quienes
participaron durante tanto su construccion, como solucion es de gran importancia para el

desarrollo y reconocimiento de las matematicas mismas.

Para llevar a cabo este trabajo de grado, se tuvo que indagar desde distintas fuentes para
corroborar y para maximizar todo lo que se escribid con respecto a la historia que rodea la
formulaciéon del problema y sus antecedentes que datan de una historia curiosa e interesante,
de manera anéloga se consulté para el desarrollo del problema especialmente dos libros como
lo son “Cuerpos de ancho constante” Yy “La cara oculta de las esferas” de Luis Montejano

Peimbert ambos libros.



En este documente se encontrard la justificacion del trabajo de grado, resaltando aspectos
importantes a grandes rasgos para el desarrollo y la elaboracion del mismo, incluyendo parte

de la historia del problema y cuestiones en cuanto a su solucion.

Seguido a ello se presentan los objetivos; diferenciando entre su objetivo general y los
objetivos especificos, que responden al desarrollo del documento y que estuvieron presentes
desde el inicio de su elaboracion.

El capitulo I consiste en incluir todos los antecedentes al problema y una parte importante de
la historia de este, que incluye su historia dentro de un cuaderno particular, con la
caracteristica de poseer mas problemas como este, escritos por Ulam y varios matematicos
contemporaneos, resaltando también sus aspectos mas importantes en la historia y sus

contribuciones a la humanidad.

Luego se presenta uno de los capitulos mas importantes del documento (Capitulo I1), puesto
que en este se consigna todo lo que se necesita para entender la solucién y los avances que

tienen que ver con todo lo que se ha realizado con respecto a dicho problema.

El capitulo 111 es fundamental para el desarrollo del documento, ya que tiene la explicacion
a las dos partes del problema, es decir, se encarga de la primera parte y de la segunda parte

gue componen al problema en general, esto con base a lo escrito en el marco tedrico.

Por ultimo, se encuentran las conclusiones que abarcan todo el desarrollo del trabajo de
grado, desde que se comenzd a documentarse, hasta la parte final del documento. Recogiendo
el argumento principal del documento, asi mismo se realiza una evaluacién de lo trabajado

en su elaboracion y desarrollo evidenciando sus limitaciones y alcances.



JUSTIFICACION

A lo largo de la historia, los problemas que han germinado y se han solucionado en el ambito
de las matematicas, han surgido en distintos contextos: bajo la luz del estudio de una teoria,
para estudiar comportamientos de la naturaleza, explicar fendmenos cientificos o

simplemente durante una reunién de amigos.

En alguna oportunidad se reunieron en la ciudad de Lvov Polonia algunos amigos después
de finalizar sus clases, los cuales se encontraban matematicos como Banach, Ulam, Steinhaus

y Mazur.

Poco antes de la segunda Guerra Mundial, en un café llamado Café Szkocka o Café Escoces,
se reunieron con el fin de plantearse problemas, quienes por iniciativa de Banach, decidieron

escribir los problemas que se planteaban.

A partir de de ello, escriben 193 problemas desde el 17 de julio de 1935, hasta el 31 de mayo
de 1941, momento en el que empieza la segunda Guerra Mundial, algunos de estos problemas
se encuentran con sus soluciones y otros no. Es asi como nace un cuadernillo, que tiene por

nombre “El libro Escocés”.

Uno de los 193 problemas, lo formula Ulam y es el problema de interés para este trabajo de
grado, debido a que a partir de este se ha desarrollado una teoria interesante en torno a las
denominadas curvas de Zindler.

El problema original se enuncia de esta manera:

Si un sélido de densidad uniforme tiene la propiedad de flotar en equilibrio-sin
voltearse-en cualquier posicion en la que se le deje, ¢debera ser eéste necesariamente
una esfera? En particular, cuando la densidad es cero: si un solido descansa en
equilibrio en cualquier posicion en la que se deje sobre una superficie plana

horizontal, ;debera ser este una esfera? (Montejano, 1989, cap 5).



Montejano (1998) en su libro “La cara oculta de las esferas” presenta la respuesta la segunda
parte del problema, cuando la densidad es cero, tanto en la version bidimensional del

problema como en la version original.

Después de su formulacion, se logré llegar a contestar la primera parte del problema en una
version bidimensional, es decir, mediante figuras en un plano y no sélidos, la respuesta que
se encontrd fue la de un solido llevado desde el espacio hacia el plano por medio de

proyecciones (ver figura 1).

Figura tomada de: Montejano. La cara oculta de las esferas. (1998)

Luego se deduce que el solido debe ser un cilindro, pues el cilindro se caracteriza porque
mientras su eje permanezca paralelo al nivel del agua, flota en equilibrio de acuerdo al
principio de Arguimedes, ahora bien basta con preguntarse si la base del cilindro es siempre
circular, y el problema se reduce solamente en hallar una figura (la base del cilindro) que
haga que el nuevo cilindro flote en equilibrio sin voltearse y sin importar la posicion en que

se coloque.

Ante el problema anterior, una respuesta que surgié fue gracias al matematico Auerbach

(1901 — 1942), fallecido durante la guerra en los campos de concentracion Nazi. Probé que



las curvas de Zindler son aquellas que flotan en equilibrio cuando la densidad es un medio.

Estas curvas se construyen a partir de la convexidad y las figuras de ancho constante.

Las curvas de Zindler tienen una propiedad particular, existe un segmento de linea que rota

dentro de la figura y que, en cada posicion, corta el area y el perimetro a la mitad.

Teniendo en cuenta el contexto y los elementos matematicos que se han tratado para contestar
a ese problema en especifico, Montejano (1998) considera que no es facil decidirse por un si
0 por un no como respuesta a la version original del problema propuesto por Ulam, teniendo
en cuenta los ejemplos que Auerbach mostré y ain después de mas de cincuenta afios "nadie
sabe la respuesta”, pues hasta el momento se tiene una respuesta particular y en una version

bidimensional no tridimensional como se formulé el problema original.

Lo planteado anteriormente nos da una idea de coémo se ha venido resolviendo este problema,
sin embargo, aln no sabemos por qué las curvas de Zindler responden al problema planteado
por Ulam y de qué manera. En ese sentido, el trabajo de grado nos permite comprender este
aspecto y también por qué la segunda parte del problema tiene solucidn y que se necesita

para comprender esta.
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OBJETIVOS

Objetivo General

1. Comprender, interpretar y describir las respuestas que corresponden al problema
planteado por Ulam, a partir de la teoria de las curvas de ancho constante.

Objetivos especificos

1. Describir la teoria de figuras de ancho constante que subyace a soluciones de la
primera y segunda parte del problema planteado por Ulam.

2. Reconocer relaciones entre las curvas de Zindler y las respuestas al problema
planteado por Ulam presentadas por Luis Montejano.

3. Identificar aspectos relevantes del contexto en el que se origino el “Libro Escocés”
del cual parte el problema de Ulam que se aborda en este trabajo de grado con el

proposito de reconocer la importancia de este en el contexto de las matematicas.

11



CAPITULO |

Historia

Todo problema matematico ha surgido tras, o lleva consigo, todo un contexto, las
matematicas muchas veces han sido de gran ayuda para resolverlos, 0 en muchas ocasiones
han tomado un papel importante en el desarrollo de un problema y se han convertido en el
eje central de la solucion, por esto es importante detallar los aspectos mas relevantes de un
problema, su origen, las formas en que se ha tratado de resolver, y la explicacion del
problema. Como es el caso en este trabajo de grado, se trata de un problema planteado por el
matematico Stanislaw Marcin Ulam (1909-1984), para el cual se han indagado aportes de
distintos autores, sobre todo el trabajo de un mateméatico mexicano Luis Montejano y en
articulos sobre la historia que rodea todo el contexto de la formulacion del problema,
haciendo énfasis en las soluciones del problema que llevan consigo elementos importantes
de una teoria matematica que pocos conocen, como lo es los cuerpos de ancho constante y

su relacién con las curvas de Zindler.

Ulam se encontraba estudiando en la universidad de Lvov, Polonia y fue alli donde conocid
a su mentor Stefan Banach, Ulam admiraba mucho a Banach entre otras cosas por tener titulo

de doctor sin haber presentado ninguin examen durante toda su carrera.

En la universidad de Lvov existia un grupo de investigacion Ilamado “"Sociedad Matematica
Polaca”, donde se reunian matematicos, como Banach, Mazur, Steinhaus, Ulam y Sierpinski,
Auerbach, entre otros. EI mayor interés en la sociedad era tratar temas como la teoria de
conjuntos y topologia (en la época estas areas eran nuevas) y analisis funcional. Esta sociedad
hizo descubrimientos e importantes desarrollos sobre a teoria de funciones de variable real y

de la idea de espacio de funciones.

La Sociedad Matematica Polaca

Antes de continuar haciendo referencia a la Sociedad Matematica Polaca, vamos a resefiar

un poco los aportes y la importancia de los miembros de esta sociedad. Ulam (1909/04/13 -
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1984/05/13) estudio matematicas desde los 14 afios por su cuenta y se doctord en 1933, en
1935 viajé a Estados Unidos donde trabajé como profesor de la Universidad de Harvard,
cerca del afio 1940 trabajé como profesor en la Universidad de Winsconsin. Jhon Neumman
lo invit6 a participar en un proyecto de guerra en Nuevo México y asi se unid al proyecto

Manhattan que estaba desarrollando la bomba atomica.

Otro integrante de esta sociedad es Stephan Banach (1892/03/30 - 1945/08/31), quien se
gradud el Instituto de Tecnologia en Lvov y fue profesor, como se habia mencionado, de
Ulam en el mismo instituto. En su tesis doctoral presento la definicion axiomatica de los
espacios que hoy llevan su nombre, contribuy6 con lo que hoy dia es conocido como el
analisis funcional moderno y la teoria de los espacios vectoriales topoldgicos, su obra mas
importante fue Theorie des operations lineaires (Teoria de Funcionamientos Lineales,
1932).

Uno de las personas mas allegadas a Banach fue WIladyslaw Hugo Dionizy Steinhaus
(1887/01/14 - 1972/02/25), ellos formularon el teorema de Banach - Steinhauss (1927). Este
ultimo matemaético fue uno de los fundadores de la escuela de matemaéticas de Lvov, termind
su tesis de doctorado en la Universidad de Gotinga, bajo la supervision de Hilbert, realizo6

mas de 170 obras en analisis matematico, teoria de probabilidades y estadisticas.

Otro matematico perteneciente a la Sociedad Matemaética fue Waclaw Sierpinski (1887/01/14
- 1972/02/25) quien es reconocido a nivel mundial por su obra maestra el triangulo de
Sierpinski, aport6 a la teoria de conjuntos, a la topologia y a la geometria fractal, en 1899
entro al Departamento de Matemaéticas y Fisica de la Universidad de Varsovia, en 1903 este
departamento ofrece un premio para el mejor ensayo de un estudiante en Voronoy’s
contribucion a la teoria de numeros, Sierpinski gand la medalla de oro en la competencia por

su tesis doctoral.
El otro integrante de la Sociedad fue Mazur, quien tuvo buenas relaciones con Banach, llegd

a la universidad de Lvov y se convirtio en un miembro importante de la sociedad polaca,

siendo la persona mas cercana a Banach, realizando muchos trabajos en conjunto. Mazur hizo

13



importantes contribuciones a los métodos geométricos en el analisis funcional lineal y no

lineal y al estudio de las &lgebras de Banach.

Uno de los personajes mas importantes de esta sociedad fue Herman Auerbach (26 de octubre
de 1901 - 17 de agosto de 1942) fue un matematico polaco y miembro de la escuela de Lvov
de matemaéticas. Auerbach era profesor en la Universidad de Lvov. Durante la segunda guerra
mundial, por tener ascendencia judia, fue encarcelado por los alemanes y asesinado en el

campo de exterminio de Belzec.

El Libro Escoceés

Retomando el relato de la Sociedad matematica polaca, una vez terminadas las discusiones
academicas en la universidad de Lvov, algunos integrantes de la Sociedad matemaética se
reunian en un sitio que estaba ubicado a pocas calles de la Universidad de Lvov, en el sitio
popularmente conocido como el “Café Roma”, este grupo de matematicos se reunian a tomar
desde un vaso de agua, hasta un trago de whisky. Alli pasaban hasta dias enteros,
especialmente los fines de mes que era cuando recibian su salario. Las discusiones en este
café variaban de temas, pues este sitio era frecuentado por fisicos y quimicos de la misma

universidad.

Tal era la confianza en este café por el reconocimiento de estos matematicos que les permitian
pagar la cuenta dias después. Cierto dia como era costumbre los matematicos iban saliendo
del café Roma y Banach se molestd con los empleados, pues se negaron a darle crédito; justo
al frente, a diez metros de distancia, se encontraba un distinguido lugar conocido como el
“Café Escoces”. Alli fue donde Banach decidi6 cambiar el sitio de reunidén con los amigos.
Como muchas de las discusiones y de los problemas de interés eran de tipo matematico, los
fisicos y los quimicos siguieron frecuentando el café Roma, caso contrario ocurrié con los

matematicos que decidieron seguir a Banach.

A partir de ese momento, el Café escocés se convirtio en el sitio de encuentro para la

discusion de los problemas matematicos. Este era generalmente frecuentado por Mazur,

14



Banach y Ulam. Una tarde Banach propuso llevar un registro de los problemas que se
planteaban y de las soluciones que se iban encontrando. EI 17 de Julio de 1935 se escribi6 el
primer problema en un cuaderno de pasta dura que Banach llevo. EI mesero de este lugar
guardaba el cuaderno cada vez que terminaban la reunion y de la misma manera cada vez

que Mazur, Ulam o cualquier otro pedian el libro, este se los entregaba.

A las personas que resolvian los problemas que eran planteados (en su mayoria por Mazur,
Banach y Ulam, por eso llevan su nombre), se les entregaba un premio. Este la mayoria de
veces lo decidia el autor de la solucion y en muchas ocasiones consistia en un café o un trago
de whisky. Pocos de estos problemas fueron resueltos inmediatamente, pero fue posible
abordarlos posteriormente pues quedo el registro de lo que sucedia en el llamado “Libro

Escocés™.

Mazur advirtid que era inminente una gran guerra, como se habian adelantado asuntos
interesantes y pensando en no perder estos adelantos, propuso que el libro se escondiera en
una caja en un lugar que fuera facil de recordar. Se le ocurrio la idea de enterrarlo cerca del

arco de una cancha de futbol.

Evidentemente lleg6 la Segunda Guerra Mundial razén por la cual el grupo se dividi6 durante
6 largos afios, dejando el dltimo problema escrito el 31 de mayo de 1941. Afortunadamente
el libro sobrevivio al holocausto, no se sabe de qué manera, lo cierto es que Banach en el
lecho de su muerte lo tuvo en la mano y su hijo Stephan Banach Jr lo encontrd y se lo cedi6

a Steinhaus, quien realizé un duplicado de este.
En 1956 Ulam recibi6 una copia por parte de Steinhaus, lo tradujo al inglés y realiz6 varias

copias. Esto con el fin de enviarlo a importantes universidades del mundo y a varios amigos

suyos. Es asi como el libro escocés llegd a tener un gran impacto en la comunidad académica.
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Algunos problemas del Libro Escocés

Uno de estos problemas que tiene que ver con la geometria, podemos encontrar el problema
numero 59 propuesto por uno de los asistentes al café Stanislaw Ruziewicz, dice: “;Se puede
descomponer un cuadrado en un numero finito de cuadrados mas pequefios todos ellos
diferentes?”. El problema como bien se puede leer es complejo, luego en 1978 se prob6 que
el nimero de cuadrados diferentes en los que se puede descomponer un cuadrado es 21.

Tomando por ejemplo uno de los problemas propuestos por Ulam, nos remitimos al problema

namero 101 del libro, el cual enuncia:

Un grupo U de permutaciones de la sucesion de enteros es llamado infinitamente
transitivo si tiene la siguiente propiedad: si Ay B son dos conjuntos de enteros,
ambos infinitos, asi como sus complementarios con respecto a todos los enteros,
entonces existe en el grupo U un elemento f (permutacion) tal que f(A) = B. ¢ Tiene
que ser un grupo infinitamente transitivo necesariamente idéntico al grupo de todas
las permutaciones? (Ulam, 1938).

La respuesta a este problema ya fue encontrada y su solucion es negativa.

Detrés de las soluciones de los problemas se pueden encontrar también un sinfin de historias,
como lo es la que esconde el problema nimero 153, propuesto por el también nombrado en
este documento Mazur el 6 de noviembre de 1936. Este ofrecia como recompensa un “oca
viva”, solo 36 anos mas tarde lo resolvid una persona llamada Enflo, como se prometio en su

momento, Mazur le entegd el premio con el cual hubo una soberbia comida.

Por otra parte, se encuentran todas las personas que corroboraron para la construccion de este
libro, pues hubo matematicos de la envergadura de Banach por nombrar uno de ellos y el
autor principal del problema Ulam, quien estuvo presente y participd en el proyecto
Manhattan, lo cual deja ver la importancia que tuvieron quienes escribieron el libro donde se

encuentra documentado el problema en importancia para este trabajo de grado.
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Gracias a la variedad de problemas encontrados en el libro escocés, tuvo este una variedad
de personas interesadas en él y particularmente en sus problemas, ya sea por interés personal
0 para estudio. Particularmente es del interés del trabajo de grado el siguiente problema

El problema nimero 19

Como ha sido mencionado el libro cuenta con 193 problemas, uno de estos problemas fue
planteado por Ulam, es importante hablar de este porque de todos los problemas el niUmero
19 es el que resultd de interés para este trabajo de grado. El enunciado del problema dice:
“Si un solido de densidad uniforme tiene la propiedad de flotar en equilibrio sin voltearse
en cualquier posicion en la que se le deje, ¢ deberd ser éste necesariamente una esfera? En
particular, cuando la densidad es cero: Si un sélido descansa en equilibrio en cualquier
posicion en la que se le deje sobre una superficie plana horizontal, ¢debera ser éste una
esfera?” (Montejano, 1989). Este problema tiene que ver o puede ser comprendido por
quienes conocen el principio de Arquimedes y sobre geometria, llevando consigo parte de
una teoria matematica, como lo son la teoria de la convexidad, la teoria de los cuerpos de
ancho constante, las curvas de Zindler (propiedades y construccién) y elementos importantes
de figuras en equilibrio.

A partir de ahi surgi6 un gran interés por algunos matematicos en intentar dar solucion a este
problema, por eso es conveniente dividir el problema en dos partes, la primera “En particular,
cuando la densidad es cero: Si un sélido descansa en equilibrio en cualquier posicion en la
que se le deje sobre una superficie plana horizontal, ;debera ser éste una esfera?”. Para
responder a esta pregunta es necesario explicar por qué la esfera es el inico sélido que cumple

estas condiciones.

La segunda parte del problema “Si un sélido de densidad uniforme tiene la propiedad de
flotar en equilibrio sin voltearse en cualquier posicién en la que se le deje, ¢ debera ser éste
necesariamente una esfera?”. A diferencia de la primera parte, esta pregunta tiene una
solucion parcial y para comprenderla, se explicara como las curvas de Zindler cumplen unas

propiedades que ayudan a responder esta pregunta.
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Este problema intereso para este trabajo de grado, puesto que es importante ver como un
problema planteado en un café por unos matematicos, desarrolla consigo y trae elementos de

una teoria, para poder darle solucion.

De la misma manera indagar sobre la historia y el contexto en el cual fue desarrollado y
elaborado el problema, dando la respectiva de los matematicos que tuvieron relacion en la

solucidén y planteamiento de este problema.
Por otra parte, comprender teorias matematicas que no se trabajan en la universidad, pues

como licenciados en matematicas es enriquecedor y nos da mas elementos para nuestra

formacion como investigadores.
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CAPITULO II

Para estudiar y responder de una manera parcial este problema (ya veremos porque parcial)
en los capitulos posteriores de este documento, se va a estudiar teoria sobre los cuerpos de
ancho constante. Se va a tener como base el trabajo de un matemaético mexicano llamado
Luis Montejano, quien se ha interesado por dicha teoria y por aportar a la solucion del

problema de Ulam.

Figuras convexas en el plano
Para iniciar trataremos todo lo necesario que concierne a nuestro problema, convexidad,

propiedades de la circunferencia, equilibrio de una figura en cualquier posicion, figuras de
ancho constante y figuras que flotan en equilibrio.

Convexidad

Figura convexa: Dados dos puntos Ay B de una figura ¢, si AB c ¢ entonces ¢ es
convexa, de no ser asi la figura no es convexa y se dice que es porgue esta tiene

“abolladuras”.

Figura 2.1. Ejemplos de figuras convexas.
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Figura 2.2. Ejemplo de figura no convexa.

Linea soporte de una figura: sea ¢ una figuray [l unarectatal que LN ¢ #= @. [l es recta

soporte de ¢ siy solo si ¢ c S§;, siendo S; un semiplano determinado por la recta .

Figura 2.3. Linea soporte de una figura
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Figura 2.4. Linea soporte de una figura

Definicion. Bola Abierta: Sea (X, d) un espacio métrico, se llama bola abierta de centro a €

X yradio € > 0 al conjunto B(a,¢) = {x € X:d(x,a) < €}

Puntos interiores: Sea ¢ una figuray X € ¢, X es un punto interior de ¢ si existe una una
bola abierta B con centro en X y radio ¢ tal que B c ¢.

Puntos exteriores: Sea ¢ una figuray X € ¢. X es un punto exterior de ¢ si existe una una
bola abierta B con centro en X y radio ¢ tal que B esta contenida en ¢¢.

Puntos frontera: Dada una figura ¢ y X un punto del plano. X es un punto frontera de ¢ si

para toda bola abierta B con centroen X yradioe, BN ¢ #@yB N ¢+ @

Figura 2.5. El punto A es un punto exterior de ¢, el punto B es un punto frontera de ¢ y el punto H es un punto interior de

¢.
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A partir de estas definiciones vamos a enlistar una serie de teoremas que las subyacen y que
nos servirdn para el desarrollo de la teoria y el entendimiento de esta, sin detenernos en

algunas demostraciones:

Teorema 1: Sea ¢ unafigura, lospuntos Ay E,siA € ¢ y E & ¢, entonces existe un punto

frontera P tal que P € AE.

La figura 2.6 presenta una ilustracion del teorema 1.

S
T— ——

Figura 2.6. En la figura se puede observar que entre un punto exterior de ¢ y un punto interior de ¢, existe un punto

frontera de ¢.

Teorema 2: Dada una figura convexa ¢, A y B puntos, si A y B son puntos interiores de ¢,

entonces los puntos X tales que A — X — B, son interiores de ¢ (ver ejemplo figura 2.7).
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Figura 2.7. En la figura se puede observar que entre dos puntos interiores Ay B de ¢, todos los puntos entre Ay B son

interiores de ¢.

Teorema 3: Dada una figura convexa ¢, A y B puntos, si A es punto interior de ¢ y B es un

punto frontera de ¢, entonces los puntos X tales que A — X — B, son interiores de ¢.

En la figura 2.8 se pude ver una ilustracion de este teorema.

I

¢

Figura 2.8. En la figura se puede observar que entre un punto interior A y un punto frontera B de ¢, todos los puntos entre

Ay B son interiores de ¢.

Teorema 4: Sea ¢ una figura, si A y B son puntos frontera de ¢, entonces todos los X tales

que A — X — B son puntos puntos interiores o son frontera de ¢.
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Figura 2.8. todos los puntos X tal que A — X — By, son puntos frontera de ¢; y todos los puntos X tal que A — X — B,, son

puntos interiores de ¢.

Definicion figura acotada: Sea una figura ¢, ¢ es una figura acotada, si y sélo si existe ©
tal que ¢ c ©.

Figura 2.9. ejemplos de figuras acotadas

a
E

7

Figura 2.10. La parabola no es una figura acotada, pues no existe una circunferencia tal que la parabola quede contenida

en la circunferencia.
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Teorema 5: Si una recta [ pasa por un punto interior A de una figura convexa acotada ¢

entonces [ corta a la frontera de ¢ en exactamente dos puntos (ver ejemplo en la figura 2.11).

¢

Figura 2.11. un sector circular es una figura convexa acotada, y cualquier recta que pase por un punto A de su interior,
cortard al sector circularen X; yen X,.

Teorema 6: Si ¢ es una figura convexa acotada, entonces tiene exactamente dos lineas
soporte en cada direccion.
En la figura 2.12 se puede observar la ilustracion de este teorema.

Figura 2.12. En la direccidn u, existen dos rectas soportes [ y I’ paralelas a u.

Definicidn casco convexo: La figura convexa mas pequefia que contiene a una figura ¢ es

Ilamada el casco convexo de ¢.
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A continuacion, se enunciardn mas propiedades que tienen que ver con figuras acotadas y/o

convexas.

Teorema 7: Dada una figura convexa ¢, A punto. Si A es un punto frontera de ¢, entonces

A pertenece a una linea soporte de ¢.

Teorema 8: Sea ¢ una figura, A punto frontera de ¢, si existe una linea soporte [ tal que A €

[, entonces ¢ es una figura convexa.

Teorema 9: Dada una figura ¢, [ una linea soporte de ¢, si L N ¢ = {A}, entonces ¢ es una

figura convexa (ver figura 2.13).

/ ’- ly
IIII'II
\'I

l3 + ﬁ|

\

\\Hh /

Figura 2.13.

Para cualquier linea soporte [;, la interseccion con la figura ¢ y una de las lineas soporte es un Unico punto.

Teorema 10: Sea ¢ una figura convexa, si A un punto tal que A & ¢, entonces existe [

recta, tal que A € S; .4, Siendo S; ., €l semiplano determinado por [ donde no esta ¢.
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En la ilustracion, se puede observar un ejemplo del teorema 10.

Figura 2.14. La recta [ deja en distintos semiplanos a la figura ¢ y al punto A.

Teorema 11: Sea ¢ una figura, A un punto exterior de ¢, si existe [ recta, tal que ¢ € S; .4,

entonces ¢ es una figura convexa.

Teorema 12: Sea ¢ una figura, Sy, S, S5 ... semiplanos que contienen a ¢, la interseccion de

los S; es exactamente ¢.

Figura 2.15.

Se puede observar en la figura, la interseccion de todos los semiplanos que contienen a una circunferencia.
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Circunferencia

Claramente y segun las definiciones que se han presentado, la circunferencia es una figura
convexa y también es una figura convexa acotada, por ende, vamos a mostrar un par de

propiedades que nos seran utiles.

Teorema 13. Sea C una circunferencia, con centro en X y radio r, si M es punto frontera de
C entonces existe [ recta, tal que [ es tangente a la circunferencia por M y XM L [ (ver la
figura 2.16).

Figura 2.16.

Teorema 14. Sea ¢ una figura acotada y K uno de sus puntos interiores y M un punto
frontera de ¢. Si [ recta soporte que pasa por M y KM 1 [, entoces entonces ¢ es una

circunferencia con centro en K.

Equilibrio de una figura en cualquier posicion

Para responder las preguntas por Ulam es necesario definir qué significa que una figura esté
en equilibrio, por lo tanto, vamos a exponer elementos de la teoria acerca del equilibrio de

una figura.
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Centro de masas de una figura o un sélido

@
T ]
o

Figura 2.17.
El centro de masa de un circulo, es precisamente su centro, mientras que el de un rectangulo, es la interseccion de las

mediatrices de sus lados.

Equilibrio de una figura con respecto a una linea soporte

Figura 2.18. La figura no esta en equilibrio.
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Figura 2.19. La figura no esté en equilibrio.

P e

Figura 2.20. La figura esta en equilibrio.

*K
L,

Figura 2.21. La figura esta en equilibrio.

Con base en las ilustraciones definimos cuando una figura esta en equilibrio.
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Definicion. Sea ¢ una figura, K su centro de masa, [ Linea soporte de ¢. Llamaremos L, al
punto que es la interseccion de [ con la perpendicular a [ que pasa por K.

Definicion equilibrio respecto a una linea soporte: Sea ¢ una figura, K su centro de
masa, [ Linea soporte de ¢ y L, € I. ¢ esta en equilibrio respecto a [ si cumple alguna de

las siguientes condiciones:

1. Si existen puntos de la frontera de ¢ a la derecha y a la izquierda de L.
2. L, pertenece a la frontera de ¢, y no hay puntos de ¢ a la izquierda ni a derecha de
Ly.

Figura en equilibrio

Una figura ¢ esta en equilibrio en cualquier posicién en la que se le deje, si esta en equilibrio

con respecto a cualquiera de sus lineas soporte.

Vamos a enunciar una serie de teoremas y definiciones que como se ha mencionado, seran
de gran ayuda para dar explicacion al problema que interesa en este trabajo de grado.
Vamos a iniciar con este teorema que hace parte de las figuras que flotan en equilibrio.

Teorema 15: Sea ¢ una figura en equilibrio en cualquier posicién en la que se le deje y [
linea soporte de ¢, entoncesl N ¢ = L.

A continuacion, un teorema que por medio de la ilustracién se puede observar.

Teorema 16: Sea ¢ una figura, Si ¢ esta en equilibrio en cualquier posicion en la que se le
deje, entonces ¢ es una circunferencia.

Demostracién: Para demostrar este teorema, partimos desde la afirmacion que la figura esta
en equilibrio, asi que por definicion se tiene que comprobar basicamente que, por cada punto
frontera M de la circunferencia pasa una linea soporte [ tal que KM L I, si esto sucede
estamos cumpliendo con la definicion dada anteriormente de equilibrio con respecto a una

linea soporte.
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Usando el teorema 14, podemos determinar que efectivamente la circunferencia es aquella
figura tal que, cualquiera de sus radios KM siendo K el centro de la circunferencia y M un
punto en cualquier parte de la circunferencia, tiene una perpendicular al Punto M Ilamada (.
La recta [ va a dejar la circunferencia contenida en un semiplano, por lo tanto, por definicion
[ sera linea soporte de la circunferencia y por el teorema 15, la interseccion entre [ y KM sera
el punto L. Con lo anterior, se concluye que la circunferencia va a estar en equilibrio con
respecto a cualquiera de sus lineas soporte y esto indica que va a estar en equilibrio en

cualquier posicion en la que se le deje.

La figura 2.22 muestra un ejemplo del teorema 16.

Figura 2.22.

En la figura se puede observar una circunferencia en equilibrio respecto a cualquier linea soporte.

Figuras de ancho constante

El circulo es una figura de ancho constante usada desde tiempos primitivos como ruedas o
como rodillos. Una de las caracteristicas que tiene es que, mientras gira, su eje permanece
siempre a la misma altura con el suelo; esa es la razon por la cual las ruedas son circulos.
Otra aplicacion es en los rodillos, pues si se tienen rodillos circulares se puede trasportar

algun objeto usando varios de estos para que se mantenga siempre a la misma altura del suelo,
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pero ¢es el circulo la Unica figura que cumple con esta propiedad? La respuesta a esta
pregunta es NO, pues se pueden usar rodillos cuyas “tapas” son figuras de ancho constante.

Vale la pena aclarar cuél es el ancho de una figura y presentar algunos ejemplos de estas.

Definicion Ancho de una figura. Dada una direccién d, ¢ una figura, L y I lineas soporte

de ¢ perpendiculares a d, el ancho de ¢ en la direccién d es la distanciaentre Ly I'.

Figura 2.23.

La ilustracion, muestra el ancho de una elipse en una direccion d.

Definicion figura de ancho constante. Las figuras que tienen el mismo ancho en cualquier

direccidn, son llamadas figuras de ancho constante.

Figura 2.24. La imagen muestra una figura de ancho constante, llamada El Triangulo de Relaux.
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Figura 2.25.
La imagen muestra otra figura de ancho constante (construida a partir de un cuadrado de diagonal 1).

Normales y Binormales.

A continuacién, vamos a exponer algunas definiciones y propiedades acerca de las cuerdas

presentes en la figura de ancho constante.

El diametro de una figura de ancho constante: son aquellos segmentos de la figura con

longitud maxima.

Teorema 17. La distancia entre cualquier par de puntos de una figura de ancho constante h

es siempre menor o igual a h.

Teorema 18. Si [ y I’ son lineas soporte paralelas de una figura de ancho constante ¢,
entonces tanto [ como [’ tienen con ¢ un solo punto de contacto A y B respectivamente y
AB Lly AB 11.

Teorema 19. Toda figura de ancho constante es una figura convexa.

Teorema 20. El diametro de una figura de ancho constante h, es h, pues no hay dos puntos
a distancia mayor que h, pero existen dos puntos — los de contacto entre dos lineas paralelas-

cuya distancia es h.

Teorema 21. En una figura de ancho constante h, los diametros son precisamente los

segmentos de la linea contenidos en la figura que tienen longitud h.
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Se presentan algunas propiedades que cumplen las figuras de ancho constante.

1.

5.

Toda figura de ancho constante igual a uno tiene didmetro uno.
Toda figura de ancho constante igual a uno, tiene perimetro 7.

Entre las figuras de ancho constante igual a uno, la de mas &rea es el circulo y la de

menor area es el triangulo de Relaux.

Elincirculoy el circumcirculo de una figura de ancho constante uno, son concéntricos

y la suma de sus radios es uno.

La unica figura de ancho constante radialmente simétrica es el circulo.

Hay unos segmentos particulares de las figuras que vamos a definir a continuacion.

Definicion de cuerda. Una cuerda de una figura ¢ es un segmento contenido en ¢, cuyos

extremos estan en la frontera de ¢ (ver figura 2.26).

Figura 2.26

La ilustracion muestra una cuerda AB de una figura ¢.

Definicién de normal. Una normal de una figura ¢ es una cuerda de ¢, con la propiedad de

que la recta perpendicular por uno de sus extremos es linea soporte de ¢ (ver figura 2.27).
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Figura 2.27.

La imagen muestra la normal AB de una figura ¢.

Definicion de Binormal. La binormal de una figura ¢ es una cuerda con la propiedad de que

las lineas perpendiculares por sus dos extremos, son lineas soporte de ¢ (ver figura 2.28).

Figura 2.28.

En la imagen se puede observar la binormal 4B de una figura ¢.

Para finalizar, vamos a presentar un par de teoremas y propiedades acerca de cémo

intervienen las cuerdas anteriormente definidas, en las figuras de ancho constante.

Teorema 22. Una figura de ancho constante ¢ posee una binormal en cada direccion.

Teorema 23. Si una figura ¢ posee una binormal en cada direccién, es porque ¢ es una

figura de ancho constante.
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Propiedades de las binormales de una figura de ancho constante

1. Cualesquiera dos binormales se intersecan en la figura.

2. Si dos binormales se intersecan en un punto frontera, entonces por este punto pasa
una multitud de lineas soporte y la parte de la frontera que se encuentra entre los otros
dos extremos es un arco de circulo h.

3. Si un segmento de arco de un circulo a de radio r pertenece a la frontera de la figura,
entonces r es menor o igual a h, el centro de « esta en la frontera de la figura y por
el pasa una multitud de lineas soporte. Si r es menor que h, el centro de « estéa en el
interior de la figura y el segmento de arco de radio h — r concéntrico a a pero
diametralmente opuesto, esta en la frontera de la figura.

Teorema 24. En una figura de ancho constante ¢ toda normal es binormal.

Teorema 25. Si en una figura ¢ toda normal es binormal es porque ¢ es de ancho constante.

Curvas de Zindler

Las curvas de Zindler, se obtienen a partir de las figuras de ancho constante, a continuacion,
se muestra el paso a paso de la curva de Zindler que se obtiene a partir del triangulo de Relaux
(ver figura 2.29).

Figura 2.29 Triangulo de Relaux.

En el arco opuesto a uno de los vértices (para este caso el vértice A) se ubica un punto (4,),

como se muestra en la figura 2.30.
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Figura 2.30. Tridngulo de Relaux.

. . . AA . . —_
Se traza una circunferencia con centro M y radio 71 siendo M punto medio de AA; como

se ilustra en la figura 2.31.

Figura 2.31.

Se traza una recta perpendicular a AA; por M,y se ubican los puntos de interseccion de esa

recta con la circunferencia (E y D como se muestra en la figura 2.32).
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Figura 2.32.

Se repite el mismo proceso con los demas arcos del triangulo de Relaux.
El lugar geométrico que trazan los puntos de interseccion de las rectas perpendiculares y las
circunferencias, cuando se mueven los puntos por los arcos del tridngulo de Relaux,

determinan una curva de Zindler (ver figura 2.33)

Figura 2.33. Ejemplo curva de Zindler.

Por supuesto que, para cada figura de ancho constante, existe una curva de Zindler. En la
figura 2.34 se observa otra curva de Zindler asociada a la figura de ancho constante de la
figura 2.25...
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Figura 2.27. Ejemplo de curva Zindler.

Cuerpos que flotan en equilibrio

En esta seccion vamos a tratar una de las partes mas importantes del problema planteado por
Ulam, para ello, es necesario tener claros unos conceptos para acercarnos a una de las

respuestas al problema.

n W

Figura 2.28.

En la figura 2.28 se puede observar que significa que un cuerpo flote en equilibrio.
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Sea ¢ una figura con &rea A, K su centro de masa, densidad uniforme p, 0 < p < 1, si la
dejamos flotar en el agua, el area de la parte sumergida sera pA, ahora tendremos dos centros

de masas, el centro de masa K, y K’ que es el centro de masa de la parte sumergida.

Criterio de equilibrio.

1. Una figura flota en equilibrio si KK’ es perpendicular al nivel del agua.
2. Una figura flota en equilibrio en cualquier posicion, si todo segmento KK' es

perpendicular al nivel del agua.

Convexidad en el espacio

Como se dijo en un principio, tratariamos sobre los cuerpos convexos, por tanto, vamos a
trabajar ahora con sélidos, todo lo afirmado en la seccidn sobre la convexidad para las figuras
es cierto para los sélidos. Pero vamos a diferenciar algunos términos necesarios para la

comprension de las propiedades y teoremas.
Definicion sélido convexo: Dados dos puntos Ay B de un sélido 6, si AB c 8 entonces 0
es convexo, de no ser asi el s6lido no es convexo y se dice que es porque este tiene

“abolladuras”.

Plano soporte de un solido: sea 6 un sélido y m un plano tal que 6 N # @. mes plano

soporte de 6 siy solosi 6 c S, siendo S, un semiespacio determinado por el plano .
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Puntos interiores: Sea 6 un solido y X € 6, X es un punto interior de 6 si existe una bola

abierta B con centroen X yradio e talque B c 6.

Puntos exteriores: Sea 6 un solidoy X ¢ 6. X es un punto exterior de 8 si existe una bola

abierta B con centro en X y radio ¢ tal que 6 esta contenidaen 6 €.

Puntos fronteras: Dado un sélido 8 y X un punto del plano. X es un punto frontera de 6 si

para toda bola abierta B con centroen X yradios, BNO #@yBn 6= 6.

Teorema 1. Sea 6 un solido si X un punto frontero de 8, entonces existe un plano soporte 7

tal que x € m.

Teorema 2. Sea 8 un sélido convexo, si A un punto tal que A & 8, entonces existe m plano,

tal que A € S -, Siendo S, -5 €l semiespacio determinado por m donde no esta 6.

Equilibrio de un sélido

Vamos a particularizar como se ha venido realizando, estas definiciones y teoremas para los

solidos y a realizar un indice con respecto a la notacion que usaremos con respecto a estos.

1. 6 Solido

2. k Centro de masas

3. 7 Planos soporte

4. ;. Punto de interseccion entre la recta que pasa por k y es perpendicular a
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Como lo realizamos anteriormente, vamos a definir esta vez cuando un sélido esta en
equilibrio, un solido 6 esta en equilibrio con respecto a un plano 7, si cualquier linea de 7

que pasa por 1, 0 bien toca a 6 o deja a puntos de 6 a ambos lados de ella.

Definicion Equilibrio respecto a un plano soporte 6 esta en equilibrio con respecto a un
plano 7, si cualquier subconjunto convexo de  que contenga a los puntos en los que 6 toca
a i, también contiene a ;. Es decir, si m;, esta en el casco convexo de la parte comun entre

myo.

Teorema 3. Sea 8 un solido, 6 esta en equilibrio en cualquier posicién en la que se le deje,

si esta en equilibrio con respecto a cualquiera de sus planos soporte 7.

De lo anterior, se deduce Yy tiene gran importancia para nuestro problema de interés y es

analogo a lo que sucede con las figuras.

Teorema 4. Dado 6 un sélido. Si 6 esta en equilibrio en cualquier posicién en que se le deje

sobre una superficie plana horizontal, entonces el solido 8 es una esfera.

Por supuesto, existen sélidos de ancho constante, se expondré de manera muy similar a las
figuras de ancho constante, definiciones, propiedades y teoremas, que ayudaran a dar la

respuesta al problema planteado por Ulam.

Sélidos de ancho constante

Para hablar de los s6lidos de ancho constante, es necesario mencionar unas definiciones.
Definicién de ancho de un solido: Sea 6 una figura, una direccion en el espacio, dos

planos soportes perpendiculares a la direccion que aprisionen a 6. La distancia entre estos

dos planos es el ancho de 6 en esa direccion.
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Definicion solido de ancho constante: Un sélido es de ancho constante si y sélo si su ancho

es igual en cualquier direccion.

Definicion de diametro. El diametro de un solido, es el segmento de longitud maxima en
una direccion dada.

A continuacion, se mencionan unas propiedades acerca de los sélidos de ancho constante.

Propiedades

1. En un sélido de ancho constante h, la distancia entre cualquier par de puntos que
pertenecen al s6lido, es menor o igual que h.

2. Si 'y ' son planos paralelos de un sélido 8 de ancho constante, entonces tanto
como 7’ tienen con 6 un solo punto de contacto y el segmento que une estos dos
puntos es perpendicular tanto a = como a 7’

3. Todo sélido de ancho constante h es un sélido convexo con diametro h

Teorema 5: Si todas las proyecciones de un sélido 8 son figuras de ancho constante h, es
porque el sélido 6 es un s6lido de ancho constante h y viceversa; las proyecciones de un
solido de ancho constante h son siempre figuras de ancho constante h.

Vamos a ver otras definiciones importantes en los solidos de ancho constante.

Definicion de cuerda.

La cuerda de un solido 8, es un segmento de linea contenido en 6 cuyos extremos estan en
la frontera de 6.

Definicién de Normal

La normal de un sélido 6, es una cuerda de 6, con la propiedad de que un plano perpendicular

a la cuerda por uno de sus extremos, es un plano soporte de la figura.

Definicién de Binormal
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Una binormal de un so6lido 6 es una cuerda con la propiedad de que los planos

perpendiculares por los extremos de la cuerda, son planos soporte de la figura 6.
Teorema 6. Si en un solido @ toda normal es binormal es porque 6 es de ancho contante.
Teorema 7. En un sélido 6 de ancho constante toda normal es binormal.

Teorema 8. Si toda seccion transversal de un solido 6 es una figura de ancho constante es

porque 6 es una esfera.

CAPITULO Il

En esta seccion del documento, se realizaran las explicaciones a las dos partes que componen
el problema, comenzando por la demostracion de la segunda parte del problema y finalizando

con la demostracion de la primera parte del problema.

Explicacidon segunda parte

Para este apartado se va a explicar la respuesta a la segunda parte del problema 19 formulado
por Ulam, que dice: En particular, cuando la densidad es cero: Si un solido descansa en
equilibrio en cualquier posicion en la que se le deje sobre una superficie plana horizontal,

Jdeberd ser éste una esfera?” (Montejano, 1989).
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Primera parte de la demostracion

Para determinar si este sélido debera ser una esfera, vamos a clarificar con respecto al marco

teorico si la esfera cumple con las propiedades para dar respuesta a la pregunta.

A partir del capitulo anterior ya se manifest cuando un sélido descansa en equilibrio, asi
podemos ver si la esfera es la que descansa en equilibrio con respecto a cualquiera de sus

planos soporte, cuando la densidad es cero.

La superficie plana horizontal la podemos notar como 7, puesto que la definicion de plano
soporte de un solido, nos permite ver que el sélido 6 se encuentra totalmente contenido en el

semi-espacio determinado por el plano soporte 7.
Por otra parte, se va a determinar si la esfera se encuentra en equilibrio con respecto a la
superficie; existen unas proyecciones de la esfera a planos, para las cuales se puede notar que

son circunferencias (ver figura: proyecciones de la esfera 1), podemos concluir que la

interseccion entre un plano y la esfera es una circunferencia.

proyecciones de la esfera 1
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Esta Gltima, es decir, la circunferencia como se ha mencionado es una figura de ancho
constante, por definicion de figura de ancho constante. Es evidente que la circunferencia tiene
el mismo didmetro en cualquier direccion que se tome, asi mismo, como se mostro en el
capitulo anterior la circunferencia esta en equilibrio con respecto a cualquiera de sus lineas

soporte, como se mostro en el teorema 16.

Siendo K el centro de masas de la circunferencia y a su vez es el mismo centro de la
circunferencia, el teorema 13 dice que existe un punto X que pertenece a la frontera de la
circunferencia, para lo cual siempre existe una rectal L XK y la interseccion entre esas dos

es un unico punto Ly. (ver figura: Figura 2.16, teorema 13).

Como bien ya se determiné para una de sus lineas soporte, siendo X cualquiera de sus puntos
en la frontera, podemos determinar que la figura esté& en equilibrio con respecto a cualquiera
de sus lineas soporte y evidentemente se confirma que es una circunferencia, bajo el teorema

16 citado en el apartado anterior.

Por las propiedades de la esfera al dejarla en la cualquier posicién, la interseccion con un
plano (plano soporte en cualquiera de los casos, cuando la densidad sea cero) va a ser una
circunferencia y esta, a su vez, ya se conoce que esta en equilibrio con respecto a cualquiera

de sus lineas soporte.

Segunda parte de la demostracion

Ahora se va a determinar si el solido esta en equilibrio con respecto al ya nombrado plano 7.
Esto con respecto a la definicion que se presentd en el capitulo anterior de equilibrio de un
solido con respecto a un plano soporte. Con base en la explicacion anterior se deduce que
(Punto de interseccion entre la recta que pasa por kcentro de masas y es perpendicular a )
pertenece a la interseccion entre el plano y la esfera. Por lo tanto, segun la definicion

presentada la esfera esta en equilibrio con respecto al plano soporte.
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Como queremos determinar el equilibrio de la esfera en cualquier posicion en la que se le
deje, no solamente con respecto a un plano soporte, vamos hacer uso del teorema 3 de la
parte en la que se caracterizan los solidos, que dice basicamente que si un sélido esta en
equilibrio con respecto a todos sus plano soporte, este va a estar en equilibrio en cualquier
posicién en la que se le deje, lo cual ya nos daria una gran respuesta al problema planteado
por Ulam, puesto que Unicamente nos faltaria por contestar que éste debe ser una esfera

necesariamente.

Anteriormente ya notamos que la esfera con respecto a cualquiera de sus planos soporte, deja
como interseccion un punto (que seria L en este caso) y que a partir de la explicacion esta
estaria en equilibrio con respecto a ese plano, luego ya cumplimos lo que dice el teorema

anterior, por tanto, la esfera esta en equilibrio en cualquier posicion en la que se le deje.

Por otra parte, para determinar la unicidad de la esfera, es necesario realizar un analisis.
Partimos desde el hecho que, si un sélido 8 esta en equilibrio en cualquier posicion en la que
se le deje, seguramente sus proyecciones a planos sin importar la direccion también, que fue
lo que se mostrd en la primera parte de la explicacién, sus proyecciones son circunferencias

y estas estan en equilibrio en cualquier posicion en la que se le deje.

Ahora, vamos a ver que si la proyeccién del sélido 6 no esta en equilibrio el s6lido tampoco

lo esté.

Suponemos la proyeccion i de un sélido 6 en una direccion llamada d a un plano 7, y la
proyeccion ¥ no se encuentra en equilibrio, posee también una recta soporte [ y un punto T

gue no esta en . (ver figura: no esta en equilibrio).

Entonces bajo la definicidn de equilibrio de una figura, los puntos de 1 estan Unicamente a
un lado del punto L, (recordemos que es la interseccion entre la figura y la linea soporte) y a
un lado de un punto T. Ahora, se construye un plano m paralelo a la direccion d y [; también

paralelo a esta direccion que intersecaa m, en T.
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Luego, se concluye que 7 es un plano soporte del sélido 8 y [, N 6 = @, asi podemos ver que
M, Se encuentra a un lado de los puntos en los que se intersecan el plano m y el sélido 9,
entonces bajo las anteriores premisas se puede concluir que el s6lido 6 no estéa en equilibrio

en cualquier direccion, con base en la definicion.

Figura tomada de: Montejano. La cara oculta de las esferas. (1998)

Con todo lo anterior, se puede concluir que si un sélido estd en equilibrio en cualquier
posicion en la que se le deje, entonces todas sus proyecciones son circunferencias y asi
podemos usar el Teorema 4 (en la parte de los sélidos) citado en el capitulo anterior, que nos
permite concluir que si un solido esta en equilibrio en cualquier posicién en la que se deje, o
bien en equilibrio con respecto a cualquiera de sus planos soporte, entonces dicho sélido es
una esfera, puesto que todas sus proyecciones como se mostré son circunferencias y estas
estan en equilibrio en cualquier posicion en la que se le deje, lo que responde a la segunda

parte del problema de Ulam.

Explicacion primera parte
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Como se explico en el capitulo anterior, se va a explicar la primera parte del problema
formulado por Ulam, citado en el libro “Cuerpos de ancho constante” por Montejano (1998).
“Si un so6lido de densidad uniforme tiene la propiedad de flotar en equilibrio - sin voltearse

0 moverse- en cualquier posicion en la que se le deje, ;debera ser éste una esfera?” (p. 93).

El problema mencionado anteriormente, tiene una solucion parcial, la cual fue propuesta por
Auerbach, quien formulé su respuesta en una version bidimensional, por lo tanto, se va a

trabajar con figuras planas y no con solidos como se formuld inicialmente el problema.

Como se menciona en (Montejano, 1998). Un cilindro de densidad uniforme, tiene la
propiedad de que mientras su eje transversal permanezca paralelo al suelo, flota sin voltearse,
en cualquier posicion en que se le deje. Auerbach, se dio cuenta que, cuando la densidad era

igual a un medio (*2), estos cilindros no eran necesariamente circulares.

Fue alli cuando demostr6 que unas curvas llamadas Curvas de Zindler, tienen la propiedad
de tener una cuerda que corta el area y el perimetro de la figura exactamente a la mitad (la
construccién de algunas de estas curvas ya se mostré en el marco teérico). Dichas curvas las

encontré un matematico llamado Zindler en el afio 1921 (Ver figura 2.29).

En la figura 2.29, se observa una curva de Zindler, la cuerda QP, corta el perimetro y el

area de la curva de Zindler a la mitad.
Q

Figura 2.29.
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Si se construyen cilindros, cuyas “tapas” no sean circunferencias, sino curvas de Zindler (ver
figura 2.29), estos nuevos cilindros son solucion al problema propuesto por Ulam, sin
embargo, para densidades diferentes de 0 y %2, o para dimension 3, el problema esta ain sin

resolverse.

Para determinar si las figuras de Zindler flotan en equilibrio, vamos hacer uso del capitulo I1

y del criterio en equilibrio citado en el mismo.

Por el criterio de flotar en equilibrio, se tiene que las curvas de Zindler tienen pA de Area
sumergida por el principio de Arquimedes, como para este caso la densidad es %, por la
definicién de curva de Zindler, se tiene que la cuerda que queda sobre el nivel del agua, es la
misma cuerda que divide el &rea y el perimetro a la mitad, es decir coinciden, pero como para
cada posicién de la curva de Zindler, existe una cuerda que divide al area y al perimetro a la
mitad, entonces esta figura flota en equilibrio en cualquier posicién, bajo la particularidad

claro esta de que la densidad sea igual a un medio.

A continuacion, se ilustrara un ejemplo de una figura que flota en cualquier posicion en que
se le deje.
Se iniciara con una curva de Zindler, para este caso la obtenida a partir del triangulo de

Relaux (ver figura mm).
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Figura 2.30.

En la figura 2.30 Se puede observar el cilindro formado con unas “tapas” de la curva de

Zindler.

Figura 2.30

En la figura 2.31 se observa que el cilindro formado por una curva de Zindler, flota en
equilibrio en cualquier posicion en que se le deje, el plano azul, simboliza el nivel del Agua,

y el segmento de color negro, simboliza la cuerda que corta el area y el perimetro de la figura

a la mitad.

Figura 2.31.
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Con esto altimo terminamos este capitulo, el cual tuvo la explicacion de las soluciones hasta
el momento encontradas, con relacion al problema que interesé para la elaboracion de este

trabajo de grado.
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CONCLUSIONES Y PROYECCIONES

El trabajo de grado, el escrito del documento, la consulta y el estudio de todo lo que se
necesitd documentarse para la elaboracion del mismo, permitié establecer las siguientes

conclusiones

Conclusiones

Durante este trabajo de grado, hubo que consultar desde distintas fuentes todo lo relacionado
con respecto a las curvas de Zindler y los cuerpos de ancho constante, a partir de alli se
encontré un matematico, que escribio textos acerca de los temas de interés para este trabajo
de grado y fue la base para la elaboracion del mismo, encontrando en sus libros y conectando

con la teoria las soluciones hasta el momento demostradas, para el problema N° 19.

Se estudiaron diferentes figuras, definiciones y teoremas para dar respuesta al problema
planteado por Ulam. Entre las cuales se encontraron dos respuestas, que corresponden a las

dos partes en las que se divide el problema: la primera corresponde a las curvas de Zindler
viendo desde una perspectiva bidimensional ye en particular cuando la densidad en > la

segunda solucidn que corresponde a una esfera cuando la densidad de la esfera es 0. Queda
aun el interrogante ¢ Existen diferentes solidos que floten en equilibrio en cualquier posicion

en que se le deje sin voltearse?

El conocimiento matematico no surge solamente en las instituciones educativas, surge
también en interacciones sociales fuera de las instituciones como de précticas sociales,
entendiendo una practica social como una interaccion entre personas, es decir, las
matematicas no se construyen Unicamente en las universidades, ni en investigaciones, sino
también se construyen por medio de didlogos entre amigos, colegas o familiares, despertado

por intereses diversos a los académicos, que nacen de la curiosidad.

La teoria de las figuras de ancho constante aporta a soluciones del problema planteado por
Ulam, bajo los elementos de esta teoria se demostré que la esfera es el Gnico sélido que es

respuesta a la segunda parte del problema. Asi mismo, a partir de las figuras de ancho
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constante se llego a las construcciones de las curvas de Zindler, las cuales son una solucion

parcial a la primera parte del problema.

Proyecciones

Aunque en los cursos que ofrece la Universidad Pedagogica Nacional, no se trataron las
teorias de los cuerpos de ancho constante o las construcciones de las curvas de Zindler y sus
propiedades, se pudo evidenciar que son unas teorias que se pueden llevar a la escuela o
pueden ser objeto de estudio para un curso, de esta manera se tuvo una participacion en la
Jornada del Educador Matematico, con un taller en el cual se mostro parte de la teoria sobre
las figuras de ancho constante y cémo identificar si dada una figura estas son de ancho
constante o no, asi mismo, se pueden establecer con geometria dindmica la construccion de
las Ilamadas curvas de Zindler y a través de la exploracién, identificar propiedades y depende

la dificultad del curso llegar a demostrarlas.

Por ultimo, es importante notar que este trabajo de grado esta basado en figuras en el plano,
podria ser de interés llevar todo lo aprendido en cuanto a las construcciones al espacio, es
decir con sdlidos e intentar generalizar la construccion de las curvas de Zindler con los
solidos, asi mismo, llegar a explorar las propiedades y ver la relacion de estas con las

construidas en el plano.
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