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2. Descripcion

Este trabajo de grado concluye con un catdlogo de propuestas en las que se hace uso de la historia
de la integral para la ensefianza de la misma. Para realizar este catdlogo primero debimos
identificar algunos aspectos del desarrollo histérico asociado al concepto de integral, a través de
los cuales logramos reconocer diferentes etapas 0 momentos que este concepto ha podido tener
hasta llegar a ser un objeto de estudio del Calculo. Teniendo en cuenta lo anterior, procedimos a
realizar una busqueda en la literatura especializada en la relacion “Historia de las Matematicas —
Educacion Matemadtica” en la cual logramos recopilar dichas propuestas, las cuales fueron
resumidas, analizadas y catalogadas; de esta manera generamos un catalogo que eventualmente
puede ser utilizado por profesores de Matematicas o maestros en formacion, para el disefio de
actividades que favorezcan el aprendizaje de la integral en la Educacién Media.




3. Fuentes

Para la realizacion de este trabajo se consultaron diversas fuentes en los cuales lograramos
identificar aspectos sobre el desarrollo historico de la integral y documentos especializados en la
relacion “Historia de las Matematicas — Educacion Matematica”. A continuacion mostramos
algunas de estas fuentes:

Bobadilla, M. L. (2012). Constitucion histérica de la teoria de la medida y la integral de
Lebesgue: Un transito entre lo geométrico y lo analitico. Tesis de doctorado. Universidad
del Valle, Santiago de Cali.

Escudero, M. (1997). Fermat y Arquimedes en la clase de integrales. SUMA, 24, 77-79.

Ferndndez, L. (2011). La Historia como herramienta diddctica : el concepto de integral. Tesis de
Maestria. Universidad de Cantabria, Espafia.

Flashman, M. E. (1996). Historical Motivation For A Calculus Course: Barrow’s Theorem. In R.
Calinger (Ed.) Vita Mathematica: Historical research and Integration with Teaching (pp.
309-316). Washington D. C: The Mathemetical Association of America..

Gellasch, A. Shell. (2011). Integration a la Fermat. In D. Jardine & A. S. Gellasch (Eds.),
Mathemtical Time Capsules (pp. 111-116). Washington D. C.: The Mathemetical
Association of America.

Haverhals, N., & Roscoe, M. (2010). The History of Mathematics as a Pedagogical tool: Teaching
the integral of the secant via Mercator’s projection. Montana Mathematics Enthusiast, 7(2-
3), 339-368.

Montilla Erazo, J. D. (2014). El problema del area: De la medida relativa a la medida abstracta.
Tesis de pregrado. Universidad del Valle, Santiago de Cali.

Prabhu, V., & Czarnocha, B. (2008). Los indivisibles en el célculo contemporaneo. Educacion
Matematica, 20(1), 53-88.

Sauerheber, R. D. (2010). Geometric Demonstration of the Fundamental Theorems of the

Calculus. International Journal of Mathematical Education in Science and Technology,
41(3), 397-403.

Sauerheber, R. D. (2012). Teaching the Calculus. International Journal of Mathematical
Education in Science and Technology, 43(1), 85-100.

4. Contenidos

El documento se organizé en cuatro capitulos, descritos a continuacion:

Capitulo 1: Se presenta la justificacion de estudio de las matematicas a través de la historia y en
particular de la integral a través de su desarrollo historico; también planteamos los objetivos y la
metodologia que direcciono el desarrollo del trabajo.

Capitulo 2: En este se plantea el desarrollo historico del concepto de integral sefialando algunos
momentos de la historia en los cuales aparece, lo que nos permitimos considerar como etapas 0
interpretaciones de la integral. Esta descripcion historica empieza con los antiguos griegos,




quienes al enfrentarse al problema de las cuadraturas permiten gestar, por algunos de sus mas
ilustres representantes, ideas geniales que a la postre fueron el alba del concepto de integral;
seguidamente se plantea el trabajo de Kepler, Cavalieri, Wallis, Newton y Leibniz, entre otros
personajes que abordaron el estudio de la integral.

Capitulo 3: Inicia el tercer capitulo con la presentacion de las revistas, libros y demas fuentes
bibliogréaficas que se consultaron en la busqueda de propuestas de ensefianza de la integral que
hicieran uso de la historia de desarrollo de la misma, las cuales se organizan en forma de tabla; a
continuacion y producto de tal revision, se presenta una nueva tabla en la que se presentan las
propuestas que consideramos hacen uso de algunos elementos de la historia de la integral para la
ensefianza de la misma y se finaliza tal capitulo con la descripcion de cada una de las propuestas y
su correspondiente analisis a la luz de las siguientes cuestiones: ;Qué se usé de la historia de las
matematicas? y (Como se uso la historia de las matematicas?

Capitulo 4: Se finaliza el cuerpo del documento con el analisis global de las propuestas estudiadas
y las conclusiones del trabajo frente a los aportes académicos, profesionales y personales que
producto de tal trabajo se obtuvieron.

5. Metodologia

Como primera etapa de la metodologia realizamos un trabajo de consulta y estudio de documentos
que abordaran el desarrollo histérico del concepto de la integral, describiendo los conceptos y
teorias que a través del tiempo han surgido en el marco del estudio de tal objeto matematico. En
segundo lugar se efectud la busqueda de diferentes propuestas para la ensefianza de la integral que
contemplaran como eje central el desarrollo histérico del concepto. Tercero, se recopilaron,
describieron y analizaron dichas propuestas teniendo en cuenta, qué y como fue usada la historia
de la integral en cada una de ellas, para finalmente organizar el presente documento que reporta el
trabajo realizado y que consideramos puede ser usado por profesores de Matematicas en ejercicio
o formacion, para el disefio de actividades que favorezcan el aprendizaje de la integral en la
Educacion Media e inicios de la Educacion Superior.

6. Conclusiones

A continuacién mostramos las conclusiones que se refieren a nuestra formacion profesional
después de la realizacién de este trabajo y que enunciamos como “conclusiones formativas”:

e Antes de realizar este trabajo, nuestro conocimiento en cuanto a la historia del Calculo y
en especifico la historia de la integral era escaso, percibiendo quizas que la integral fue
solamente una idea repentina asociada al estudio de unos muy pocos hombres y cuyos
legados son el inicio y el final de la historia; sin embargo durante el estudio del desarrollo
histérico, comprendimos que la historia de la integral no inicia con los descubrimientos de
los matematicos de los siglos XVII y encontramos que muchos investigadores coinciden




en que la historia de la integral se remonta muchos afios antes en la antigua Grecia en
donde los estudios sobre medicion, desencadenaron su evolucion y desarrollo, llevando el
concepto de integral hasta las concepciones de la actualidad, que ciertamente sigue
evolucionando debido a que este siempre tiene algo nuevo para ofrecer.

Luego de recapitular el desarrollo historico y estudiar las propuestas que se describen y
analizan en este trabajo, tenemos una postura mas definida acerca del uso de la Historia de
las Matematicas para mediar su ensefianza y las diversas formas para llevarla al aula de
clase. Consideramos que la historia nos ofrece diferentes interpretaciones de un concepto a
través del estudio de su evolucion, puesto que alli encontramos nociones intuitivas que se
han venido desarrollando hasta llegar a conceptos formales; lo que es similar a las
experiencias en las clases cuando los estudiantes inician sus primeros cursos de
matematicas. Cuando se lleva al aula las primeras nociones que puede tener un concepto,
también se llevan los primeros problemas a los que se enfrentd la humanidad, bien sea en
un contexto matematico o en uno en contexto real, haciendo posible mostrar los primeros
pasos para el surgimiento de tal concepto. Estamos de acuerdo con la reflexion de
Fernandez (2011), quien afirma que cuando se usan los diferentes razonamientos que se
han realizado a lo largo de la historia para dar respuesta a estos problemas, los estudiantes
pueden llegar a comprender la naturaleza del razonamiento matematico, el cual tal vez no
se prioriza en las aulas de clase debido a que los objetivos de ensefianza-aprendizaje estan
centrados en la memorizacion de definiciones y algoritmos.

Aunque la linea de investigacion “Historia de las Matematicas — Ensefianza de las
Matematicas” es aceptada en el ambito educativo, aun son muy escasos los trabajos
reportados sobre el uso de la historia de la integral en la ensefianza de la misma. Por lo
anterior se hace una invitacion a las personas que accedan a este trabajo, para que realicen
diferentes propuestas haciendo uso de la historia de la integral con el fin de favorecer el
aprendizaje del concepto, permitiendo que los estudiantes perciban la manera en que este
surgié a lo largo de la historia de la humanidad, las necesidades a las que en diferentes
momentos respondio y las diferentes perspectivas de acuerdo con su evolucion.

Elaborado por: Rodriguez Guzman, Adrian Fernando; Sandoval Galindo, Christian
Daniel.
Revisado por: Guacaneme Suérez, Edgar Alberto.
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INTRODUCCION

El presente trabajo de grado es producto de la investigacion, organizacion y analisis de
diversas propuestas didacticas enmarcadas en el campo de la Educacion Matematica, en las
cuales la Historia de las Matematicas ha sido eje fundamental para el desarrollo del
concepto de integral; trabajo conseguido a través del desarrollo de los siguientes objetivos
especificos:

o Decantar hitos fundamentales en el desarrollo historico del concepto de la integral,
desde sus origenes hasta las diferentes nociones en la actualidad.

e Identificar y analizar documentos que contengan propuestas didacticas en la cuales
la historia de la integral sea el fundamento u ocupe un lugar destacado.

e Catalogar las propuestas anteriormente identificadas.

Dentro de la metodologia de investigacion se realizé una consulta del desarrollo historico
del concepto de integral, seguido de una busqueda de las diferentes propuestas para su
ensefianza fundamentadas en el desarrollo histérico del concepto; también se recopilaron
dichas propuestas y se analizaron teniendo en cuenta, qué y como fue usada la historia de la
integral en cada una de ellas, para finalmente organizar el presente documento que reporta
el trabajo realizado y que consideramos puede ser usado por profesores de Matematicas en
ejercicio o formacion, para el disefio de actividades que favorezcan el aprendizaje de la
integral en la Educaciéon Media e inicios de la Educacion Superior.

Este documento se organizo en cuatro capitulos, empezando con la justificacion de estudio
de las matematicas a través de la historia y en particular de la integral a través de su
desarrollo historico; también planteamos los objetivos y la metodologia que direccioné el
desarrollo del trabajo. En el segundo capitulo, se presenta el desarrollo histérico del
concepto en el que se sefialan algunos momentos de la historia en los cuales aparece lo que
nos permitimos considerar como etapas o interpretaciones de la integral; este desarrollo
historico se realiza con base en una interpretacion protomatematica del concepto de Integral
y es por esto que no se aborda el trabajo de Riemann, quien hace del concepto de integral
un objeto de estudio dentro del marco de una teoria establecida. Esta descripcion historica
empieza con los antiguos griegos, quienes al enfrentarse al problema de las cuadraturas
permiten gestar, por algunos de sus mas ilustres representantes, ideas geniales que a la
postre fueron el alba del concepto de integral; seguidamente se plantea el trabajo
relacionado con los conceptos indivisible e infinitesimal y su relacion con el problema de
las cuadraturas, sefialando a Kepler, como uno de los precursores del concepto de
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infinitesimal y a Cavalieri quien es reconocido por su método de los indivisibles y quien en
la Geometria de los indivisibles, presenta un método utilizando procesos algebraicos para
calcular cuadraturas de regiones limitadas por curvas, evitando las limitaciones que
presentaba el método de exhaucion de los griegos; también retomamos a Wallis quien
continuando con los trabajos realizados por Descartes y Cavalieri, propone un método para
hallar la cuadratura de curvas por medio del método de “induccion incompleta”, en el cual
se aritmetiza la geometria de Cavalieri. Continuando con el recorrido historico, se da la
aparicion de dos de los méas importantes personajes en la historia de la integral, Newton y
Leibniz, quienes encuentran de manera independiente la relacion que existe entre el célculo
de cuadraturas y tangentes. Se finaliza tal capitulo mostrando como se va dando al concepto
de integral un estatus de nocién matematica propiamente dicho, puesto que se amplia el
dominio de las funciones integrables més all& de las funciones continuas, dejando de lado la
interpretacion de la integral como el calculo de anti-derivadas y mostrando como Cauchy a
través de una formalizacion de conceptos como el de limite, proporciona una definicion
analitica de la integral y termina por separar la derivada de la integral, definiendo esta
ultima como un limite de sumas.

Inicia el tercer capitulo con la presentacién de las revistas, libros y demas fuentes
bibliogréficas que se consultaron en la busqueda de propuestas de ensefianza de la integral
que hicieran uso de la historia de desarrollo de la misma, las cuales se organizan en forma
de tabla; a continuacion y producto de tal revision, se presenta una nueva tabla en la que se
presentan las propuestas que, consideramos hacen uso de algunos elementos de la historia
de la integral para la ensefianza de la misma y se finaliza tal capitulo con la descripcion de
cada una de las propuestas y su correspondiente analisis a la luz de las siguientes
cuestiones:

e ;Qué se uso de la historia de las matematicas?
e CoOmo se usO la historia de las matematicas?

Este “que se uso” esta estrechamente ligado al desarrollo historico planteado en el segundo
capitulo y a las interpretaciones que en él se lograron identificar; el “como se us6” se ve
orientado por un documento del profesor Edgar Alberto Guacaneme Suarez en el cual se
clasifica el uso de la historia en la ensefianza de las matematicas de la siguiente manera:

e Alusion a la historia de las matematicas
e Integracion de la historia de las matematicas
e Determinacion de la ensefianza a partir de la historia de las matematicas



Se finaliza el cuerpo del documento con el capitulo 4 en el que se encuentra un analisis
global de las propuestas estudiadas y las conclusiones del trabajo frente a los aportes
academicos, profesionales y personales que producto de tal trabajo se obtuvieron.



CAPITULO 1: GENERALIDADES DEL ESTUDIO

1.1 JUSTIFICACION

Existen diversas opiniones sobre si es 0 no conveniente ensefiar Matematicas con su
historia, por ejemplo Zapico (2006) manifiesta varias razones a favor de esta postura. Al
parecer, cuando se muestra la manera como las Matematicas se van generando Yy
evolucionando a través de los tiempos y se dan a conocer algunos de sus creadores o
mayores representantes, esta se muestra como un producto de la actividad humana que se
realizd a partir de diferentes intereses (como resolver problemas de la vida cotidiana —
problemas practicos— y necesidades intelectuales — teorizacion-). En su argumentacion este
autor cita a de Guzman (1992), quien afirma que los matematicos y los profesores de
Matematicas de cualquier nivel deberian tener conocimientos sobre la Historia de las
Matematicas, no solo con la intencion de usarlos como instrumento de su propia ensefianza,
sino porque la perspectiva historica conduce de una matematica casi exclusivamente
algoritmica, a una llena de grandes historias de hombres con distintas motivaciones y
distintas situaciones gque la ha ayudado a surgir y desarrollarse.

Por otra parte, tenemos un interés particular en el concepto de integral puesto que este es
parte fundamental en el desarrollo del Célculo y ha estado ligado a la solucion de diferentes
problemas a lo largo de la historia; el origen del concepto de integral se dio hace varios
siglos cuando se presentd la necesidad de resolver problemas de tipo geométrico
relacionados con hallar el area de figuras curvas hasta que nuevos problemas relacionados
con los fendmenos fisicos y los aportes de diferentes matematicos, propiciaron la evolucion
de la integral hasta las concepciones actuales. Adicionalmente se ha evidenciado segun
Azcarate, Bosch, Casadevall, & Casellas (1996) que en la educacion secundaria los
estudiantes poseen cierto nivel en cuanto a la manipulacion de los algoritmos cuando
realizan calculos de primitivas de funciones y sin embargo presentan dificultades frente a la
conceptualizacion de la integral. En su argumentacién estos autores citan a Orton (1980)
quien afirma que “muchos estudiantes demuestran saber lo que tienen que hacer pero
cuando se les pregunta acerca de su método no saben realmente por qué lo hacen de esta
manera”.

Teniendo en cuenta lo anterior, se realizé6 un estudio sobre el desarrollo historico o
evolucion del concepto de integral segun diferentes autores para reconocer, entre otros
asuntos, la manera en que este surgid, las necesidades a las que obedeci6, las diferentes
nociones o estados que le caracterizaron y le caracterizan.



Como parte central de nuestro trabajo, — bajo el entendido de que en la literatura
especializada en la relacion “Historia de las Matematicas — Educacion Matematica” existen
estrategias, propuestas y experiencias que involucran la historia de la integral en la
ensefianza de la misma, nos interesa recopilar estas, para analizarlas y catalogarlas de
acuerdo con los aspectos histéricos contemplados.

Se espera asi contar con un banco de propuestas a las que recurra el profesor y que al ser
llevadas al aula, le permitan a los estudiantes construir algunos aspectos del concepto de
integral, quiza de forma similar a como surgio en la historia de la humanidad y abordando
necesidades semejantes a las que en su momento atendio. Con ello se estaria ofreciendo al
estudiante la posibilidad de conocer las diferentes aspectos de la integral y los problemas a
los que daban solucidn cada una de estas; quiza de esta manera los estudiantes logren
identificar el concepto de integral como un objeto/proceso en continuo desarrollo; puesto
que segun Gonzalez-Urbaneja (2004) citando a Nolla (2001) los conceptos e ideas
matematicas que se tratan en la educacion secundaria son presentados a los estudiantes
como algo cerrado, acabado, ajeno y alejado de los diversos tipos de problemas practicos o
tedricos pertenecientes a otras disciplinas o a la propia matematica.

Suponemos entonces que la historia de la integral se convierte a través de tales propuestas y
tareas, en un agente activo en la ensefianza de la integral y evita la trivializacion de este
concepto Yy la pérdida de sus significados. Con respecto a esto podemos sefialar que a partir
de un estudio realizado en el curso “Tépicos de Historia de las Matematicas™ del programa
de licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional desarrollado en el
segundo semestre de 2014, hemos reconocido que ello puede suceder con otros conceptos
en la Educacion Bésica y Media, puesto gque se ha evidenciado que en el colegio se degrada
el Teorema de Pitagoras a un simple algoritmo que me permite hallar la longitud de uno de
los lados de un tridngulo rectangulo a partir de la longitudes de los otros dos lados, sin
dimensionar, por ejemplo, el hecho de que es el teorema que m&s y mas variadas
demostraciones tiene y es un teorema que tiene generalizaciones realmente interesantes.

Con base en lo anterior y siendo conscientes de la pertinencia del uso de la historia de las
matematicas en la ensefianza de las mismas, las propuestas aqui recopiladas serviran de
consulta para profesores de Matematicas en formacion o en ejercicio.

1.2 OBJETIVOS

Para la realizacion del presente trabajo planteamos inicialmente el objetivo general y los
especificos, en los cuales podemos distinguir cada una de las tareas especificas que
debemos realizar, como por ejemplo la consulta del desarrollo histérico del concepto de



integral y la busqueda de las propuestas fundamentadas en la historia, para asi lograr la
finalizacion y divulgacion del presente trabajo de grado.

1.2.1 Objetivo general

Investigar, analizar y catalogar diferentes propuestas didacticas en la cuales la historia de la
integral ha tenido un papel trascendental para el desarrollo de este concepto, generando a
partir de dicha indagacion un documento que eventualmente pueda ser usado por profesores
de Matematicas o maestros en formacion, para el disefio de actividades que favorezcan el
aprendizaje de la integral en la Educacion Media.

1.2.2 Objetivos especificos

e Decantar hitos fundamentales en el desarrollo histérico del concepto de integral,
desde sus origenes hasta las diferentes nociones en la actualidad.

e ldentificar y analizar documentos que contengan propuestas de ensefianza en la
cuales la historia de la integral sea el fundamento u ocupe un lugar destacado.

e Generar un documento que permita recopilar y catalogar las propuestas
anteriormente identificadas, que pueda ser objeto de consulta y trabajo por
profesores de Matematicas en formacion o en ejercicio.

1.3 METODOLOGIA

Como primera etapa de la metodologia realizamos un trabajo de consulta y estudio de
documentos que abordaran el desarrollo histérico del concepto de la integral, describiendo
los conceptos y teorias que a través del tiempo han surgido en el marco del estudio de tal
objeto matematico; en segundo lugar se efectud la basqueda de diferentes propuestas para
la ensefianza de la integral que contemplaran como eje central el desarrollo histérico del
concepto; tercero, se recopilaron, describieron y analizaron dichas propuestas teniendo en
cuenta, qué y como fue usada la historia de la integral en cada una de ellas, para finalmente
organizar el presente documento que reporta el trabajo realizado y que consideramos puede
ser usado por profesores de Matematicas en ejercicio o formacién, para el disefio de
actividades que favorezcan el aprendizaje de la integral en la Educacion Media e inicios de
la Educacion Superior.



CAPITULO 2: ELEMENTOS DE LA HISTORIA DE LA INTEGRAL

2.1 INTRODUCCION

En este capitulo encontramos el desarrollo histérico asociado al concepto de integral, en el
cual presentamos algunos hechos y personajes que realizaron numerosos trabajos en
diferentes épocas y culturas a través de la historia, los cuales aportaron a las diferentes
etapas en la constitucion del concepto de integral; sin embargo no se abordan los trabajos
de Riemann, puesto que en ellos el concepto de Integral es un objeto de estudio dentro del
marco de una teoria establecida y es de nuestro interés identificar las etapas
protomatematicas del concepto de Integral y en consecuencia las primeras versiones de
algunos teoremas fundamentales asociados a este concepto. Para la realizacion de este
capitulo se tomaron como referencias principales los trabajos de Bobadilla (2012) y
Montilla Erazo (2014), los cuales tienen como eje comun el analisis, desde una vision
historico-epistemoldgica, del problema de la medida de superficies, el cual esta
directamente relacionado con el desarrollo del concepto de integral. Estos autores presentan
los métodos y resultados de los matematicos mas representativos que trataron este
problema, desde los antiguos griegos hasta la modernidad. Algunas de las demostraciones,
que se presentan en este capitulo, fueron realizadas con base en los trabajos de diferentes
autores como los ya mencionados, sin embargo fue necesario agregar pasos intermedios
para lograr una mayor comprension.

Para realizar este capitulo se tuvo en cuenta los resultados de los matematicos desde la
antigua Grecia hasta los matematicos del siglo XIX, en este recorrido histdrico podremos
observar que con la aparicion de nuevos conceptos e ideas, fue necesario renovar algunas
teorias establecidas, para asi obtener nuevas posibilidades de estudios; un ejemplo de ello
es el caso de la aparicion del concepto de inconmensurabilidad, en la antigua Grecia, el cual
dio paso a nuevas teorias que lograron capturar este concepto con las cuales surgio
particularmente el método de exhaucion el cual fue pilar en el proceso de hallar la
cuadratura de una curva. También podremos encontrar que los trabajos presentados por
algunos matematicos no siempre fueron aceptados por la comunidad académica, aunque
algunos de estos fueron fundamentales para sus sucesores; es el caso del trabajo sobre los
indivisibles presentados por Cavalieri, el cual le valié a este fuertes criticas por parte de
otros matematicos, dado que ellos se fundamentaban en que toda magnitud geométrica es
homogénea, es decir que la suma de segmentos es un segmento y la suma de planos es un
plano y la idea de Cavalieri contradecia tales proposiciones. En general en este capitulo
encontraremos algunos de los trabajos que contribuyeron al desarrollo del concepto de
integral y se evidenciard como el problema de las cuadraturas pasé de ser un problema de
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tipo geométrico a uno de tipo analitico. El recorrido historico esté dividido en cuatro partes,
teniendo en cuenta la época histdrica y las diferentes acepciones que creemos tuvo el
concepto de integral a medida que evolucionaba histéricamente.

En la primera parte reunimos los trabajos de los griegos que mas se destacaron en la
busqueda de cuadraturas; entre ellos se encuentran: Hipocrates, el cual buscd la cuadratura
de las Iunulas en un intento de lograr la cuadratura del circulo; Eudoxo, quien encuentra
una salida a los problemas planteados por el infinito y lo inconmensurable por medio de
una nueva definicion de igualdad de razones, el axioma de continuidad y el método de
exhaucion y Arquimedes, quien retoma y potencializa las ideas del método de exhaucion de
Eudoxo, logrando calcular areas de figuras curvilineas, como es el caso del segmento de
pardbola; Arquimedes también usa para calcular area de figuras curvilineas el método
mecénico, el cual combina la Geometria con las leyes de la mecénica; estos dos métodos
originan las concepciones de los infinitesimales e indivisibles respectivamente.

En la segunda parte presentamos los conceptos de indivisibles e infinitesimales, los cuales
ofrecen diferentes perspectivas para abordar el problema de las cuadraturas. Entre los
matematicos que presentaron estos conceptos encontramos a: Kepler, quien sin duda es uno
de los precursores del concepto de infinitesimal; Cavalieri, quien es reconocido por su
método de los indivisibles y quien en la Geometria de los indivisibles, presenta un método
utilizando procesos algebraicos para calcular cuadraturas de regiones limitadas por curvas,
evitando las limitaciones que presentaba el método de exhaucion de los griegos; y Wallis,
quien continuando con los trabajos realizados por Descartes y Cavalieri, propone un
método para hallar la cuadratura de curvas por medio del método de “induccidén
incompleta”, en el cual observamos como se aritmetiza la Geometria de Cavalieri; es decir
que asocia numeros a los elementos indivisibles. Con Wallis se produce un gran salto
conceptual en cuanto a medir areas, puesto que establece el area de un rectangulo, como el
producto de la base por la altura y dado a este producto es la primera vez que a la superficie
se le asigna un nimero como su medida.

En la tercera parte observamos que debido a la buena aceptacion del trabajo de Descartes
por parte de otros matematicos, las expresiones algebraicas se impusieron frente a las
representaciones geométricas y se establecié una relacion entre la Geometria y el joven
Anadlisis. Debido a esto se amplié en gran consideracién el conjunto de curvas y en
consecuencia era necesario generar nuevos meétodos para encontrar la cuadratura de estas
curvas. Es en este contexto en el que hacen aparicion dos de los mas importantes personajes
en la historia de la integral, Newton y Leibniz, quienes encuentran de manera independiente
la relacion que existe entre el calculo de cuadraturas y tangentes. Newton y Leibniz



retomando las ideas y métodos de sus antecesores, crearon un método con el cual se podia
calcular la cuadratura de cualquier curva.

En la cuarta parte se muestra como se va dando al concepto de integral un estatus de nocion
matematica, puesto que se amplia el dominio de las funciones integrables més alla de las
funciones continuas, dejando de lado la interpretacion de la integral como el célculo de anti-
derivadas. La representacion de las funciones en series le da a la integral una nueva
perspectiva puesto que le permite abandonar, por lo menos momentaneamente, su
interpretacion geométrica; ademas se dedican grandes esfuerzos a establecer las
condiciones que debia cumplir una funcién para ser representada en series trigopnomeétricas,
siendo una de estas que la funcion fuera integrable en un intervalo dado. Enseguida se
muestra como Cauchy a través de una formalizacion de conceptos como el de limite,
proporciona una definicion analitica de la integral y termina por separar la derivada de la
integral y definiendo esta Ultima como un limite de sumas.

2.2 LABUSQUEDA DE CUADRATURASEN LA ANTIGUA GRECIA
2.2.1 Las lunulas de Hipocrates de Quios

En la antigua Grecia se era consciente que dos figuras bidimensionales aunque no sean
iguales pueden llegar a tener superficies equivalentes, por lo tanto se tenia la posibilidad de
medir una figura en comparacion con otra y de esta manera los griegos se enfocaron en
establecer los cuadrados de las diferentes figuras; es decir para los griegos el problema de
calcular el area consistia en hallar basicamente el cuadrado cuya superficie sea equivalente
a cualquier superficie plana y acotada.

En el siglo V a.C. Hipdcrates de Quios busca la cuadratura de ciertas figuras curvilineas
Ilamadas lunulas en un intento de lograr la cuadratura del circulo. Una lunula es una figura
limitada por dos arcos (ver Figura 1); las lanulas son construibles intersecando dos circulos
pero con la condicidn que ninguno sea subconjunto propio del otro.

Figura 1: Lanula

Para mostrar la cuadratura de la linula Hipdcrates usa la proposicion:
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Segmentos circulares semejantes estan entre si en la misma razon que los cuadrados
de sus bases'

' J

Figura 2: Proposicion de Hipdcrates
En la Figura 2 observamos segun la proposicion de Hipocrates que:
segmento circular AB: segmento circular CD :: AB%: CD?

Hipdcrates logra demostrar que la cuadratura de la lunula es equivalente a la cuadratura de
un tridngulo isésceles de la siguiente manera:?

Construyamos un cuadrado ABCD y con centro en la diagonal AC se traza el arco ABC y
con centro en D se traza el arco AC.

D C
Figura 3: Cuadratura de la linula

Los segmentos circulares AC y AB son semejantes entonces, estan en la misma razén que
los cuadrados de sus bases. Usando el teorema de Pitagoras verificamos que la razén entre
el cuadrado del segmento AB y el cuadrado de la diagonal AC, es del doble; es decir que el
cuadrado de la diagonal AC es el doble que el cuadrado del segmento AB, por lo tanto el
area del segmento de circulo AC es equivalente a la suma de las areas de los segmentos de
circulo AB y BC. Si del area del semicirculo ABC quitamos el area del segmento de circulo

! Tomado de Montilla Erazo (2014, p.22)

2 Descripcion basada en Montilla Erazo (2014, p.22)
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AC, obtenemos el area de la lanula y si del semicirculo ABC quitamos el area de los
segmentos de circulo AB y BC, obtenemos el area del tridngulo ABC; como en ambos casos
quitamos areas equivalentes podemos concluir que el area de la lunula es equivalente al

. -y . , AC
area del tridangulo ABC vy la cual es equivalente al area del cuadrado de lado — - De esta
manera Hipdcrates realiza la cuadratura de la lGnula.

2.2.2 El método de exhaucién de Eudoxo

Segun Gonzélez Urbaneja (2008) el concepto de numero de los pitagoricos no permitia
asignar a cualquier figura geométrica un valor que representara la medida de su area o
volumen, es por esto que los griegos debieron calcular con figuras que se podian medir.
Para realizar la cuadratura de una curva, Eudoxo debia encontrar su razén con otra figura
conocida, es por esto que desarrollo una teoria de magnitudes y proporciones la cual se
hacia necesaria por el descubrimiento de los inconmensurables.

Puesto que las magnitudes geométricas por su naturaleza continua no se consideraban
medibles con numeros, se dio la aparicién y reconocimiento de los inconmensurables por
parte de los griegos, exigiendo una renovacion a la matematica pitagorica. Eudoxo de
Cnido, matematico de la academia Platonica, introduce la idea: “tan pequefio como se
quiera”, idea comparable en la actualidad como el “paso al limite” segin Gonzélez
Urbaneja (2008), encuentra una salida a los problemas planteados por el infinito y lo
inconmensurable de la siguiente manera:

e Una definicion de proporcion
e Un axioma: axioma de Eudoxo-Arquimedes o axioma de continuidad
e Un método: el método de exhaucién

Como la razén entre dos magnitudes inconmensurables se consideraba inexpresable para
los griegos, Eudoxo elimina tal dificultad pasando de razones a proporciones, definiéndola
segun Gonzalez Urbaneja (2008) de la siguiente forma (Definicion V.5 de elementos de
Euclides):

Se dice que una primera magnitud guarda la misma razon con una segunda
magnitud, que una tercera magnitud con una cuarta magnitud, cuando cualesquiera
equimultiplos de la primera y la tercera exceden a la par, sean iguales a la par o
sean inferiores a la par, que cualesquiera equimultiplos de la segunda y la cuarta,
respectivamente y tomados en el orden correspondiente (p.113).
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En otras palabras, si a,b son dos magnitudes geométricas del mismo tipo y c,d son
también del mismo tipo (pero no necesariamente del mismo tipo de a, b), Eudoxo define:
a: b :: c:d cuando para cualquier par de enteros positivos n y m se tiene:

na>mbync>mdOna=mbync=mdOna<mbync<md

Observemos que no se menciona la naturaleza conmensurable o inconmensurable de las
magnitudes geométricas puesto que la definicion de Eudoxo aplica para ambas.

Eudoxo omite cualquier alusion al nimero irracional y opera con magnitudes que se pueden
hacer menores que otras prefijadas para lo que introduce segin Gonzélez Urbaneja (2008)
lo que hoy llamamos el “axioma de Eudoxo-Arquimedes” o “axioma de continuidad”
(Definicion V.4 de Elementos de Euclides): “Se dice que dos magnitudes tienen razén cuando
se puede multiplicar una de ellas de modo que supere a la otra”(p. 113).

Arquimedes considero esta definicion como un principio, postulado o axioma y de ahi el
nombre con el que ha pasado a la literatura matematica. Segun Gonzélez Urbaneja (2008)
Arquimedes lo enuncia en el postulado 5 del libro | de su obra Sobre la esfera y el cilindro:

Dadas dos lineas, dos superficies o dos solidos desiguales, la mayor de estas
figuras excede a la menor en una magnitud tal que, afiadida a si misma, es capaz de
exceder cualquier magnitud propuesta de las que decimos que guardan razén
(p.116).

El axioma de Eudoxo—Arquimedes o axioma de continuidad, es determinante en la teoria de
la proporcion de Eudoxo del libro V de Los Elementos de Euclides, en el estudio del
calculo con proporciones. La teoria de la proporcion forjada por Eudoxo permiti6 a la
matematica griega usar razones de magnitudes geométricas conmensurables o
inconmensurables, de la misma forma que la matematica actual opera con cualquier nimero
real. Este axioma de continuidad tiene como fin establecer magnitudes “tan grandes o tan
pequefias como se desee” (pero excluye las infinitamente grandes y los infinitamente
pequefos).

En la Geometria griega se consideraba que las figuras curvilineas como circulos o
segmentos de parabola tienen areas que son magnitudes geométricas del mismo tipo que las
figuras poligonales. Si se desea determinar el area de una figura curvilinea A, se debe
buscar una sucesion de poligonos {p;, p,, ..., Py, .. } que aproximen progresivamente el area
de A. Eudoxo y su método de exhaucion lleva a la idea de la magnitud de un area o
volumen de A como el “limite” de las areas de los poligonos {p;, Pz, ..., Pn,-- }; para ello se
intenta demostrar que se puede encontrar un poligono en la sucesion {p,, v, ..., Py, .. } CUya
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area difiera del area de la figura A en una cantidad menor que otra prefijada, en otros
términos que la diferencia sea “tan pequeiia como se quiera’:

Dada una cantidad infinitamente pequefia ¢, se debe encontrar un poligono p,, de tal
manera que la diferencia a(A) — (p,,) sea menor que c, para un n suficientemente grande.

Para encontrar p,, es necesario remitirnos a la proposicion X.1 de Elementos de Euclides y
la cual el mismo Euclides la demuestra usando el axioma Eudoxo—Arguimedes:

Dadas dos magnitudes desiguales, si de la mayor se quita una magnitud mayor que su mitad
y, de la que queda, una magnitud mayor que su mitad y asi sucesivamente, quedard una
magnitud que sera menor que la magnitud menor dada.

Sean R, y una cantidad infinitamente pequefia c, dos magnitudes dadas

Si {Ry,R,, R3,..} €s una sucesion de magnitudes de tal forma que:
Ry <>RoRy <SRy Ry <Ry, ..
Entonces se puede encontrar un natural n parael que R,, < ¢

Segun el axioma de Eudoxo — Arguimedes, podemos hallar un entero positivo N tal que
(N+1)c >R,

Entonces se tiene: R, < %RO < %(N + 1)c < Nc
Anélogamente R, < %Rl < %Nc < (N —-1)c

Y sucesivamente se llega en los N pasos a la desigualdad deseada: R,, < ¢

El enunciado de la proposicion X.1, que es conocido por algunos historiadores como
“principio de Eudoxo”, da inicio al método de exhaucion. Con el cual segin Gonzalez
Urbaneja (2008) Eudoxo demuestra rigurosamente los teoremas sobre el circulo, la
piramide y el cono, enunciados por Hipdcrates y Demdcrito y que aparecen en Elementos
de Euclides:

Proposicion 1l (libro XII): Los circulos son el uno al otro como los cuadrados de sus
didmetros.
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Proposicion VII (libro X11): Cualquier prisma que tenga como base un tridngulo se divide
en tres prismas iguales entre si que tienen tridngulos como base.

Proposicion X (libro XI1): Cualquier cono es la tercera parte del cilindro que tiene la misma
base y la misma altura.

Si inscribimos un cuadrado en un circulo, la diferencia entre ambos es menor que la mitad
del area del circulo, puesto que el cuadrado inscrito es la mitad del cuadrado circunscrito.

~— -

Figura 4: Inscripicion del cuadrado

Sobre cada lado del cuadrado se construye un triangulo is6sceles y obtenemos un octagono
regular inscrito en el circulo:

—— _ _— 7
RN

Figura 5: Exhaucion del Circulo

Se pude observar que la diferencia entre cada sector circular (determinado por el lado del
cuadrado vy el circulo) y el triangulo isésceles que determinan los lados del octagono, es
menor que la mitad del sector circular. Si reiteramos este proceso, se resta reiteradamente a
una cantidad otra cantidad superior a su mitad (primero, al circulo se le resta el cuadrado
inscrito, en segundo lugar, a los sectores circulares resultantes se les restan los triangulos
isdsceles que determinan el octdégono, y asi sucesivamente); aplicando el principio de
Eudoxo, alcanzaremos un poligono inscrito, cuya diferencia con el circulo “es tan pequeia
como se desee”.

De esta manera, se obtiene el “lema de exhaucidon del circulo”, que simbolicamente se
expresa en la forma:
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Dado un circulo € y una cantidad infinitamente pequefia e, se puede encontrar un
poligono regular P inscrito en e de tal modo que, si al area del circulo a(C) a < € le
restamos el &rea del poligono inscrito a(P), esta diferencia debe ser menor que e.

2.2.3 El método de exhaucion en los tiempos de Arquimedes

Arquimedes (287-212), al igual que sus antecesores, continla trabajando en calcular el
area de figuras curvilineas por medio de la comparacion de areas ya conocidas y estas
figuras; para el caso de calcular el area de un segmento parabolico, Arquimedes usa el
método de exhaucién de Eudoxo. Segin Bobadilla (2012) Arquimedes retoma vy
potencializa este método haciendo que el “limite” de las medidas de las areas de una
sucesion de poligonos inscritos y circunscritos en la circunferencia o en un segmento de
parabola, sea el area del circulo o del segmento de pardbola anteriormente mencionado.
Para comprender mejor cdmo concebia Arquimedes el método de exhaucién nos
permitimos mostrar una clasificacion que hace Bobadilla (2012), citando a Montesinos
(1992) quien cita a Dijksterhuis, y ubicar la forma de proceder de este magnifico
matematico en una de dichas clasificaciones:

e Aproximacion: en la que inscribimos una serie de poligonos regulares en la figura
curva de la cual gqueremos conocer su area y buscamos, haciendo aumentar el
namero de lados del poligono progresivamente, que la diferencia entre las areas de
los poligonos y la figura curva sea menor que cualquier cantidad dada.

e Comprension-Diferencia: en la que encerramos la figura curvilinea mediante
sucesiones de poligonos inscritos y circunscritos de tal manera que la diferencia
entre ellos sea menor que cualquier cantidad dada.

e Comprension- division: en la que nuevamente encerramos la figura curvilinea
mediante sucesiones de poligonos inscritos y circunscritos de tal manera que la
razén entre las areas de estos poligonos se aproxime a la unidad a medida que
aumentamos el namero de lados de los poligonos.

Dada esta clasificacion podemos deducir que Arquimedes propone el método de exhaucion
Comprensidn-diferencia por medio del cual pudo hacer grandes avances matematicos, para
la época, como encontrar una 6ptima aproximacion de .

En lo que respecta al célculo de areas de figuras curvilineas, Arquimedes usa el método de
exhaucion para hallar la cuadratura de un segmento de pardbola y demuestra segln
Bobadilla (2012) la proposicion 24 “El area del segmento parabdlico es igual al cuadruple
del tercio de la de un triangulo de la misma base y de la misma altura que el
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segmento”(p.36); para tal demostracion Arquimedes utiliza algunas proposiciones que se
encuentran en el libro sobre conicas de Euclides:

Proposicion 1: Dada una parabola y un punto P que pertenece a esta, si trazamos PV

tangente a la parabola, luego bﬁ | PV y secante a la pardbola, si en seguida
trazamos una recta paralela al eje de la parabola y que pase por P, entonces XR y
XQ son iguales siendo X el punto de interseccién entre la recta paralela al eje y

)3

Figura 6: Proposicion 1

1. Proposicion 3: si por un punto B de una parabola trazamos BE, que sea paralela al
eje 0 que contenga a este y si por otros dos puntos de la pardbola D y C trazamos
rectas paralelas a la recta tangente que pasa por B entonces BE : BF :: EC 2 : FG ?

Figura 7: Proposicion 3

2. Proposicion 19: Dado un segmento parabdlico, si P es el vértice de este, R un punto
en el mismo y RK Il PQ y tangente a la parabola, al trazar RM paralelo al eje siendo
M el punto de interseccion entre RM y QQ' entonces PV : RM : 4 : 3
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Figura 8: Proposicion 19

3. Proposicién 21: sea QQ' la base de un segmento parabélico QPQ’, y P el vértice de
dicho segmento. Sea R un punto en el segmento parabdlico en el cual la tangente es
paralela a PQ, entonces la medida de la superficie del triangulo QPQ’ es 8 veces la
del triangulo QRP

=]

NN
c / \\\ o
\

/Q' A M Q

Figura 9: Proposicion 21

4. Proposicién 23: Dada una sucesion finita de areas A,B,C,D -, Y,Z de las cuales A
es la mayor y cada una es cuatro veces la siguiente, entonces: A+ B+ C + D +--

1 4
Con estas proposiciones y el método de exhaucion vamos a demostrar de manera similar a
como realiz6 Arquimedes la siguiente proposicion:

Dado un segmento parabolico y un triangulo inscrito en este, la medida de la superficie de
la parabola es a la medida de la superficie del triAngulo como 4 es a 3
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R

Figura 10: Cuadratura de la parabola

Gracias a la proposicion 21 podemos afirmar que la superficie del triangulo PRQ es la
octava parte de la superficie del triangulo PQQ’ al igual que el area del triangulo PCQ’, por
cual podemos afirmar que la suma de las medidas de las superficies anteriormente
mencionadas es la cuarta parte del tridngulo PQQ' y continuando con el mismo proceso se
puede afirmar que:

PQQ'":8:: RQP:1
PQQ’':8: CPQ":1
PQQ’:4 :: CPQ' + RQP: 1
FPR:1:: PQQ’:8?
FPR + HRQ + EPC + GCQ' :: PQQ’: 4?

Asi que para hallar la superficie del segmento parabolico basta con sumar la superficie de
los tridngulos que van resultando al repetir el proceso de forma infinita®, por lo Arquimedes
se encuentra frente a una suma de la siguiente manera:

1 1
PQQ'+7PQQ’ + 75 PQQ" - + =5 PQQ’

4n—1

Dado que Arquimedes no contaba con las herramientas actuales del calculo para hallar el
resultado de tal suma, recurre a la proposicion 23 y obtiene lo siguiente:

’ 1 ’ 4 ’
PQQ" + 3 PQQ =3PQQ

! 1 ! 1 !
PQQ'+7PQQ' +7PQQ -~ + =

4n—1

3 cabe anotar que aqui se hace referencia a un infinito potencial y no a un infinito real o actual
18



Luego de haber obtenido el resultado de dicha suma Arquimedes demuestra que esta es
igual a la medida de la superficie del segmento de parabola de la siguiente manera:

Primero nombra la medida de la superficie como S y por medio de una reduccion al
absurdo llega al resultado deseado de la siguiente manera: S > %PQQ’ AS < %PQQ’

Si esto sucede es porque S: 1 :: 4PQQ": 3

Por demostrar que S > gPQQ’

, . . . . 4
y Arquimedes empieza con el siguiente razonamiento si S es mayor a EPQQ’ entonces en
algiin momento en el proceso anteriormente descrito encontraremos un poligono de m lados
. .. 4 )
tal que la medida de la superficie de este sea menos que s y mayor que EPQQ’ y ademas:

4
S >z PQQ'

4
3 A, A la medida de una superficie/A > gPQQ’

A< S

Dada la naturaleza de A se podria escribirla de la siguiente manera:

! 1 14 1 / 1 !
A=PQQ"+7PQQ" + 5 PQQ" - + 55 PQQ

Y haciendo uso de la proposicién 23 tendria:

4 1
FPQ' =A+3

=il

4 !
A< =PQQ
3
Lo cual conduce a una contradiccién.

. 4 ., . -y -
Ahora se demuestra que si S < gPQQ’ tambien se presenta una contradiccion, asi:
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Si S< gPQQ’ entonces gPQQ’ — S >0 y por tanto gPQQ’ —S=A4,, donde 4,, es la
medida de la superficie luego de la m-sima repeticion del proceso, siendo esta ademas el
resto que obtenemos al hacer la diferencia entre gPQQ’ y S, luego:

A
Am = 4m-1
1 A
_Am = §4m—1
A, >=A,
A 1 A
4m—1 > §4_m—1
Y por la proposicion 23 se concluye que:
1 4 4A A+ 4 +- 4+
34m-1 3 ( 4 4m‘1)

A
4m-1

A . -/ . . ;
Como (A + PRLER ) es una suma parcial de triangulos inscritos en la parébola no

puede ser mayor a la superficie de la parabola. Razén por la cual S deber ser igual a %PQQ’

2.3 LAREVOLUCION DE LOS INFINITESIMALES Y LOS INDIVISIBLES
2.3.1 Los infinitesimales de Kepler

Johannes Kepler (1571-1630), es sin duda alguna un precursor del concepto de
infinitesimales que como veremos més adelante resultd fundamental para el desarrollo del
Célculo Integral. Para Kepler el infinitesimal es un elemento muy pequefio que hace parte
de una figura cualquiera y como parte importante conserva la dimension de esta. En sus
trabajos de astronomia plantea que los planetas se mueven alrededor del Sol siguiendo
orbitas elipticas, situando el Sol en uno de los focos de estas y que las areas barridas por los
radios con extremos en el Sol y los planetas son proporcionales al tiempo empleado por
estos en recorrer su Orbita. Para llegar a estas conclusiones, segin Boyer (1987), Kepler

20



suponia que el area estaba formada por triangulos infinitamente pequefios con un veértice en
el Sol y los otros dos en puntos infinitamente proximos o cercanos a la orbita del planeta.

Segun Montilla Erazo (2014), Kepler en su trabajo La nova Stereometria sobre el célculo
de areas y volumenes, resuelve el antiguo problema de hallar el area del circulo usando sus
infinitesimales, considerando asi al circulo como un poligono regular con infinitos lados y
constituido por infinitos triangulos, cada uno de ellos con vértice en el origen y con alturas
aproximadamente iguales al radio de la circunferencia. Sean C y r la longitud de la
circunferencia y su radio respectivamente, si by, b, b, ..., b, son las longitudes de las bases
de los triangulos infinitesimales, entonces el &rea del circulo es:

Ao (byr + byr + -+ b,1)
2

1
A == Er(bl + bz + -+ le)

A—1 C
_Zr

Vemos que Kepler ofrece un método diferente al ofrecido por Arquimedes para abordar
problemas de areas y volumenes; sin embargo estos métodos estaban lejos de la rigurosidad
matematica de la época y segun Montilla Erazo (2014), Kepler era consciente de esto,
pero a pesar de ello sus trabajos fueron seguidos por varios matematicos.

2.3.2 Los indivisibles de Cavalieri

Como mencionamos anteriormente los infinitesimales tienen origen en el método de
exhaucion de los griegos y luego Kepler los defini6 como un elemento que compone la
figura y que tiene la misma dimension que esta. Un ejemplo de estos infinitesimales se
puede ver con el area del circulo la cual estd compuesta por infinitos tridngulos con vértice
en el centro del circulo y con una base extremadamente pequefia. Segin Bobadilla (2012)
en oposicion a esta nocion aparece la idea de los indivisibles de Bonaventura Cavalieri
(1591-1647), los cuales no son elementos infinitamente pequefios, pero si son infinitos y
poseen una dimensién menor de la figura que componen, la suma de todos estos infinitos
elementos constituyen el total de la figura.

Cavalieri fue segun Montilla Erazo (2014), el matematico mas destacado del siglo XVII,
por contribuir de manera significativa al calculo de areas y volimenes de ciertos objetos
geométricos, Cavalieri sin duda es reconocido por su método de los indivisibles, presentado
en una de sus obras mas importantes La Geometria de los indivisible. En este presenta un
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método para medir los objetos geométricos a través de sus indivisibles y de esta manera
evitar las limitaciones que presentaba el método de exhaucion de los griegos, pero
fundamentada en los procesos infinitesimales de Kepler, Bobadilla (2012) citando a
Brunschvicg (1929, p.192), plantea que:

Cavalieri sustituye la evaluacion de una suma infinita de elementos infinitamente
pequefios, que se hacia con el método de exhaucion, por la razén entre dos sumas
infinitas de elementos finitos, en ndmero ilimitado. Puesto que los elementos finitos
de los términos de la razén pueden ser representados, mientras que los elementos
infinitamente pequefios de la suma no podrian serlo (p.40).

Para Cavalieri los indivisibles en figuras planas son la coleccion de todas las lineas
contenidas en la figura y que son paralelas a otra llamada Regula. Observemos el segmento
parabolico ABC en el que el segmento AC es la regula:

B

Figura 11: Regula

Ahora observemos algunos elementos de la coleccion de todas las lineas que generan el
segmento parabdlico ABC y que son paralelas a la regula.

A/ c

Figura 12: Lineas paralelas

Sin embargo para obtener la totalidad de la figura y en efecto la coleccion de “todas las
lineas” debemos generar un plano movil que se desplazara entre la regula y su tangente
opuesta, de esta la interseccion entre el plano y la figura generara, como ya mencionamos,
la coleccion de “todas las lineas” de la figura.

Observemos que el segmento de pardbola ABC posee una dimension 2 y la coleccion de
todas las lineas paralelas a la regula (indivisibles) poseen dimension 1. Para figuras que
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poseen dimension 3, como es el caso de un paraboloide, la interseccion entre los planos y el
paraboloide constituyen los indivisibles.

Notese que para encontrar la coleccion de “todas las lineas” es necesario implementar el
movimiento de un plano entre dos tangentes opuestas y hasta el momento es una forma de
garantizar que no queden “huecos” en la figura al generarla. Se podria decir que la idea de
continuidad empezaba a hacerse necesaria en este tipo de problemas; es por esto que
precisamente su trabajo empieza a ser muy cuestionado entre la comunidad matematica y
filosofica debido al cuestionamiento sobre el uso del continuo.

En Montilla Erazo (2014) se realiza una contextualizacion sobre los pensamientos
filosoficos méas sobresalientes del siglo XVII, en los cuales se retomaban las ideas de
personajes de la talla de Demdcrito y Aristoteles. Demdcrito afirmaba que los cuerpos
fisicos, estan constituidos en Ultima instancia por atomos indivisibles; por el contrario
Aristoteles pensaba que lo continuo puede ser dividido ilimitadamente Unicamente en
elementos de la misma naturaleza y esto conlleva a que seria imposible dividirlo en
elementos indivisibles, por lo que desde el punto de vista de los aristotélicos, una linea no
puede estar constituido de puntos o que una superficie plana acotada esta constituido de lo
que Cavalieri llama “todas las lineas”. Aunque el pensamiento aristotélico fue mas acogido
entre los Ilamados estudiosos, las ideas atomistas de Demadcrito fueron adoptadas por
algunos matematicos como Arquimedes, Kepler y Galileo.

Aunque pareciera que Cavalieri se inclinara mas por el pensamiento atomista, debido a sus
indivisibles, al parecer tenia una posicion segun Montilla Erazo (2014), ambivalente, en la
que sostiene que los indivisibles no constituyen el continuo, también considera que son una
herramienta para realizar el calculo de las cuadraturas.

Un aspecto fundamental en la Geometria de los indivisibles es el Ilamado principio de
Cavalieri, que se enuncia en el libro VII de la Geometria, en el que se establece la relacion
entre los objetos volumétricos y sus indivisibles. Con base en la Figura 13 enunciemos la
version directa del principio de Cavalieri aplicado a rectas y superficies planas:
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Figura 13: Principio de Cavalieri*

Principio de Cavalieri (Versién 1): Sean las figurasF = BZV y G = CRT, que
tienen iguales alturas con respecto a la regula YH, y tal que las correspondientes
cuerdas (0 la suma de cuerdas) son iguales, es decir MN + OP = SX, entonces
F = G (4reade BZV igual al area de CRT). Enseguida Cavalieri plantea el resultado
cuando las cuerdas estdn en proporcion. Para el caso anterior se plantearia asi:
tomando [, = MN + OPy l, = SX, si §—1=k, entonces g=K. Tomado

Bobadilla (2012,p.42)

Sin embargo la version mas conocida del principio de Cavalieri es la que relaciona areas y
volimenes:

Principio de Cavalieri (Version 2): Si dos volimenes tienen igual altura, y si
secciones hechas por planos paralelos a las bases y a igual distancia de ellas estan
siempre en una razén fija, entonces los volimenes de los sélidos también estan en
esa misma razén. Tomado Bobadilla (2012,p.43)

Con estos principios Cavalieri logra calcular cuadraturas de figuras planas y volumenes de
solidos, comparando magnitudes geométricas, puesto que este era el lenguaje que se usaba
en este siglo y que se establecié desde los Elementos de Euclides. Es por esto que a las
areas y volimenes no se les asociaba un nimero, pero como veremos mas adelante con la
aparicion de nuevos estudiosos de las matematicas se desarrollaria esta concepcion.

En el libro 11 de la Geometria segin Bobadilla (2012), Cavalieri establecié lo que fueron
los primeros desarrollos de la teoria de los indivisibles, en el cual se muestra el denominado
método colectivo, con el cual resuelve el problema del célculo bajo el &rea de una curva
polindmica cuya equivalencia es la integral definida de una funcién polinémica.

* Tomado de Bobadilla (2012)
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Cavalieri halla la medida de una region plana acotada a partir de la suma de todas sus
lineas. Si cada linea tiene una longitud I, se designa como omnes linae I, lo que
simbolizamos como omn. (1).

al2

al2

A D
Figura 14: Medida de un cuadrado®

En el caso del cuadrado de lado a. omn.(a) = (cuadrado,). Trazando la diagonal del
cuadrado y designando con x la medida de cada una de las lineas paralelas al lado del
cuadrado en cualquiera de los tridngulos formados por la diagonal, tenemos que

drad . ., . .
omn. (x) = w de lo que se infiere que el tridngulo se considera la mitad del

cuadrado. Similarmente si tenemos que (cuadrado,) representa un cuadrado de lado a,
entonces Omn. (cuadrado,) s = (cubo,), es decir a partir del cuadrado de lado a se
obtiene el cubo de lado a.

En lo anterior se evidencia que en el libro Il, Cavalieri ha establecido que la suma de
indivisibles de dimension n resulta ser una figura geométrica de dimension n + 1.

En 1647 Cavalieri publica Exercitationes geometricae sex, esta obra consta de 6 libros de
los cuales Bobadilla (2012) afirma:

» Enel libro | Cavalieri presenta una version revisada del método colectivo y sugiere algunas
simplificaciones.

» Enellibro Il exhibe una nueva presentacion del método distributivo.

» El libro 111 consta de una defensa de su método ante la critica del suizo Paul Guldin en su
libro Centrobarytica, donde lo acusa de “trastocar la Geometria de los antiguos, en lugar de
haberla extendido”.

» En el libro IV presenta una generalizacion del método colectivo lo que le permite trabajar
con curvas algebraicas de grado mayor que 2.

» Enel libro V utiliza parcialmente el método de los indivisibles para determinar centros de
gravedad.

> Tomado de Bobadilla (2012)
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» Enellibro VI presenta una miscelanea de temas (p.44).
an+1

Y sobre todo hace referencia al libro IV puesto que Cavalieri obtiene que omn. (x™) = —

para los casos n = 3, 4, 5, 6 por verificacion directa. Para n = 9, asume los resultados de n =
10
7'y n = 8 y mediante induccion obtiene omn. (x%) = =—

10 °
Teniendo en cuenta que la obra Exercitationes se publica 10 afios después de conocerse la
Geometria de Descartes, se podria pensar que Cavalieri conocia algunos resultados sobre
las curvas geométricas de ecuacion x™ y por eso Cavalieri estd buscando la cuadratura de
estas curvas y con sus resultados queria generalizar el calculo de cuadraturas.

La introduccion de la nocion “todas las lineas” (omnes lineae) por parte de Cavalieri, le
valieron fuertes criticas por parte de otros matematicos, dado que se fundamentaban en que
toda magnitud geométrica es homogénea, es decir que la suma de segmentos es un
segmento y la suma de planos es un plano y la idea de Cavalieri contradecia estas teorias;
sin embargo segin Bobadilla (2012) los términos de Cavalieri fueron o estan
malinterpretados, puesto que en ningdn momento Cavalieri afirma que las figuras estan
compuestas de “todas las lineas”, solo afirma que en ellas pueden trazarse o las podemos
encontrar; Cavalieri no parte del punto, el segmento o el plano para llegar mediante una
adicién a el segmento, el plano y el sélido, por el contrario el parte del sélido, del plano y
del segmento, y a través de cortes llegar a los indivisibles. Aunque en la teoria de Cavalieri
los indivisibles son parte fundamental, no se evidencia en Geometria de los Indivisibles una
definicion explicita de estos; pese a estos, el concepto de indivisible influenciara a los
trabajos de los matematicos de su época a y futuros matematicos que buscaban una solucion
para el problema del célculo de cuadraturas.

2.3.3 Lacuadratura de la Hipérbola de Fermat

. - 1
Fermat presenta un meétodo para encontrar la cuadratura de la hipérbola y = = el cual

supera el problema de homogeneidad en el que los indivisibles dieron lugar a un objeto de
dimension mayor:
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Figura 15: Cuadratura de la Hipérbola por Fermat

Segln Moran Pizarro ( 2014) Fermat hizo uso del siguiente resultado de las progresiones
geométricas: “Dada una progresion geométrica cuyos términos decrecen indefinidamente,
la diferencia entre dos términos consecutivos es al mas pequefio de ellos, como el mayor es
a la suma de los términos restantes” (p. 37).

y empez0 su razonamiento de esta manera:

Sean los puntos de abscisas a, ar,ar?, a, ... con r > 1; ahora, sea S la suma de todos los
rectangulos sucesivos Ry, R,, R, ..., Inscritos; por tratarse de una progresion geométrica
decreciente se tiene que:

Ri—R, Ry
R, S—-R,
De donde:
1
S—R,=—=0A4A-A
a
y:

[...] si ahora afiadimos [a ambos miembros de esta igualdad] el rectangulo que a
causa de las infinitas subdivisiones, se desvanece y queda reducido a nada,
alcanzamos la conclusion, que podria ser facilmente confirmada por una mas
prolija prueba llevada a cabo a la manera de Arquimedes... No es dificil extender
esta idea a todas las hipérbolas definidas anteriormente, excepto la que ha sido
indicada [la hipérbola de Apolonio] Moran Pizarro ( 2014, p.38).

Retomando los puntos de abscisas a,ar,ar?,a,.. con r > 1, entonces el éarea de los
triangulos inscritos esta dada por:
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1 1 1 r—1 1 1
(ar —a) —= + (ar* —ar) ——= + (ar® —ar?) + - =—Z—=—

(ar)? (ar?)2 (ar3)? ar? Lurk ar
Y el area de los tridangulos circunscritos esta dada por:
1 r—1 1 r
ar—a)—+ (ar* —ar) —= + (ar® —ar? + = —=—
( ) a? ( ) (ar)? ( ) (ar?)?2 a L rk a

, . , 1
De tal manera que el area bajo la curva estara acotada por —ypor £ de modo que:

1 T
—<S<—-
ar a

Por lo tanto: S = %que coincide con el area del rectangulo OABa

A partir de lo anterior, es evidente que en el método de Fermat se encuentran aspectos de la
integral definida, a través de la inscripcion y circunscripcion de elementos infinitamente
pequefios.

2.3.4 La aritmética de los infinitesimales de Wallis

John Wallis (1616-1703), continuando con los trabajos realizados por Descartes y
Cavalieri, propone un método para hallar la cuadratura de curvas por medio del método de
“induccion incompleta” y con este establece una teoria para algunas familias de
cuadraturas. Gracias a que Descartes definié el producto entre segmentos como otro
segmento y la propiedad clausurativa de esta operacion, Wallis establece que el area de un

./ b-
triangulo es Ta en la que b representa la base y a la altura.

En Bobadilla (2012) mencionan que Wallis advierte que para el calculo de cuadraturas, las
sumas pueden realizarse aritméticamente y no por medio de razones trigonométricas; es por
eso que lo que Cavalieri llama “omnes linae”, a partir del cero son tratados como series
aritméticas o suma de sucesiones las cuales tienen un limite. Esta idea lleva a Wallis a
buscar la suma de las series de potencias. Para Wallis era necesario expresar en términos
aritméticos la Geometria, como se evidencia en Bobadilla (2012), citando a Stedall, el cual
afirma que:

En su intento de relacionar la Aritmética a la Geometria, Wallis incluso utiliz6 dos
vocabularios distintos pero paralelos: por ejemplo, primera potencia, segunda
potencia y tercera potencia en aritmética, y lado, cuadrado y cubo, en Geometria.
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Los verbos latinos multiplicare y dividere en aritmética, y ducere y applicare en
Geometria (p.48).

Con la idea de aritmetizacion de la Geometria, Wallis establece el area de un triangulo y un
paralelogramo, pero antes de lograr esto, Wallis establece la proposicion 1 de La Aritmética
de los Infinitesimales, la cual dice que:

Dada una serie, de cantidades en proporcién aritmética (0 como la sucesién de
nameros naturales) continuamente creciente, empezando en un punto o en 0 (esto es,
cero, 0 nada), tal como 0, 1, 2, 3, 4, etc., la cual se considera para investigar la razén
de la suma de todos ellos, con la suma de igual nimero de términos iguales al
mayor.°

. , 1 - s
Wallis establece que la razon buscada entre las sumas es > Para demostrar la proposicion 1

Wallis utiliza su método de induccion incompleta y a partir de estudiar seis casos, muestra
0+14+2+-+n

que nn+1)

1 . .y . ./ - ‘ .
== En la proposicion 2 muestra que si en la sucesion el primer téermino de

., P . .  l+1
la sucesion es 0 y el ultimo [, entonces la suma de estos términos sera Tl , en la que el
namero de términos es [ + 1. Pero si tomamos m como el nimero de términos, entonces
1
obtenemos Eml'

Ahora bien, después de demostrada la proposicion 1, Bobadilla (2012) citando Stedall
(2004) retoma el corolario de Wallis que plantea que: “un triangulo es a un paralelogramo
(de igual base ¢ igual altura) como 1 a 2” (p.48) y también que:

Si en un triangulo con altura A y base B, se inscriben paralelogramos, cada uno de los
. 1 1 . . , 1
cuales tiene altura SAy el aumento de anchura es =B, la altura inscrita serd oo x A

y, Yy la base no serd B, perosi B — éB (Bobadilla, 2012, p.49).

Segln Bobadilla (2012) si se realiza una interpretacién geométrica de lo que afirma Wallis
y valiéndonos de la proposicion 2 mencionada anteriormente, el nimero de términos m es
el nimero de rectangulos y | seria la altura del Gltimo rectangulo de la sucesion, entonces se

puede afirmar que m = (oo X ém) es la altura del triangulo, y [ =1 —él, la base y de

. , , . -z l
esta manera que Wallis estaria dando la formula del area del tridangulo %

® Citado por Bobadilla (2012)
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Figura 16: Area del triangulo’

Como “un triangulo es a un paralelogramo (de igual base e igual altura) como 1 a 2",
entonces el area del paralelogramo es m X [, lo cual se pude afirma de la proposicion 3
realizada por Wallis.

Es importante resaltar que con Wallis por primera vez en nuestro recorrido, le asignamos
un valor numérico a una cuadratura y no nos valemos de las razones para hacerlo; sobre
esto Recalde (2011) citado por Bobadilla (2012) plantea que: “esta presentacion contempla
un salto cualitativo profundo, pues asigna un valor numérico a cada cuadratura, lo que
modernamente corresponde la nocion de area”(p.50).

En la Aritmética de los Infinitos, Wallis esta estudiando las razones de sucesiones de la
siguiente naturaleza:

0F + 1K + 2% + ... + nk
n* +nk +nk 4+ ... 4+ nk

Como vimos en la proposicion 1, cuando k = 1 la razon encontrada entre las dos series es
1 . .
5 paran > 0; cuando k = 2 realiza célculos hastan = 6

0+1+4+9+16+ 26+ 36 917 13 1 1

36 +36+36+36+36+36+36 252 36 3 36

Y aplicando su método de induccién incompleta concluye que

02+12+22+ +(n—1)2+n2 1+1
n2 n? n2 n2 n2 3 6n

. .. , . 1 .
Dado que n aumenta indefinidamente, la razon entre las dos series es 3 Wallis usa este

resultado y muestra que la razon entre el cono y el cilindro o la pirdmide y el prisma es
como 1 a 3. Continuando con el mismo proceso y variando el valor de k, infiere que la

” Tomado de Bobadilla (2012)
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. . 1 . ;- - ,
razon entre las series es — Ilamada razon caracteristica en Montilla Erazo (2014). Segun
Bobadilla (2012), Wallis desea aritmetizar los indivisibles de Cavalieri pasando a los

, 1 . , , .
rectangulos de altura m—, los cuales son lineas cuando el nimero de rectangulos tiende a

infinito. De esta manera usando series en las que el numero términos tiende a infinito
Wallis obtenia cuadraturas. Wallis adopta el simbolo oo para referirse al infinito y haciendo
uso de tal concepto es quien estd mas cerca de la nocion de limite y la usa intuitivamente
encontrando la razén entre las sumas de sucesiones que tienden al infinito, al respecto
Bobadilla (2012) comenta que :

Vemos en Wallis una ruptura total con el rigor de la Geometria griega y la tradicion
aristotélica de evitar el infinito. Wallis incorpora el simbolo oo, para referirse al
innombrable de Aristételes, y mediante su método de induccion incompleta,
generaliza los resultados obtenidos para las sumas finitas a las series infinitas (uso
intuitivo del paso al limite) (p.48).

Segin Montilla Erazo (2014) Wallis asegura que algunas de las razones sobre cuadraturas
y volimenes pueden hallarse a partir de las razones caracteristicas y como ejemplo para
esto, toma el problema de hallar el area bajo la curva y = x* el cual es un caso particular
de la razdn caracteristica de la sucesion con indice k, Wallis afirma que esta cuadratura
puede hallarse al sumar un nimero infinito de lineas paralelas, lo cual se asemeja a las
ideas de Cavalieri y sus omnes linae.

Or---a---14

Figura 17: Cuadratura de la curva®

A partir de la Figura 17 observemos cémo Wallis procedié para obtener su cuadratura. Lo
que debemos hacer es establecer una razon entre la serie que corresponde a las lineas de la
figura OAB vy la serie correspondiente a las lineas del paralelogramo circunscrito OABC,

ahora si se divide el segmento OA = a en n partes de longitud h = % siendo n infinito,
entonces la region OAB estara formada por infinitas lineas paralelas al eje y con altura x*,

® Tomado de Montilla Erazo (2014)
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y el paralelogramo OABC estara formado por infinitas lineas de altura constante a*. Si
establecemos la razon de estas cuadraturas obtendremos:

Cuad.OAB (On_a)k + (%)k + -+ (T;l—a)k B n ik

Cuad.0ABC ~ ak +ak + -+ ak Cyn  nk

Donde Cuad.0AB y Cuad.OABC hacen referencias a las cuadraturas de las regiones OAB
y el paralelogramo OABC respectivamente.

Dado que n tiende a infinito, entonces obtenemos una razon caracteristica y podemos
inferir que:

Cuad.0AB _ Y7,i" 1

Cuad.0ABC ~ Y nk  k+1

Como el area del paralelogramo OABC inscrito tiene area a®*, entonces podemos afirmar
que:

Cuad.OAB B 1
ak+l T k+1

Lo que puede escribirse como:

Cuad.0AB = Cuad.[x*]§ =

Este resultado ya era conocido por el trabajo de Cavalieri en el libro 1V de Exercitationes

) an+1 }
geometricae sex, en el cual obtuvo que omn. (x™) = — bara algunos valores de n, sin

embargo resultaba importante llegar a la misma conclusién a partir de la aritmetizacion de
los indivisibles de Wallis, su método de induccion incompleta y sus razones caracteristicas.
Segun Montilla Erazo (2014) el mérito de Wallis fue extender su resultado para exponentes

. . p B,
racionales al observar que para las curvas del tipo y = ('(/E) = x4 , siguiendo un proceso
analogo al usado para determinar la cuadratura bajo la curva y = x*, se obtiene que la

P . ,
cuadratura de la region acotada por la curva y = x4, el eje x y la recta x = 1 esta dada por

pq! q
Cuad. [xq] =—
o btq

32



No conforme con esto Wallis generaliza para el caso de exponentes no racionales, pero sin
dar una argumentacion lo bastante sélida. Segin Bobadilla (2012) y Montilla Erazo
(2014), con Wallis se transforma el problema del calculo de cuadraturas en el problema de
hallar el area bajo la curva.

2.3.5 El resultado fundamental de Barrow

Segun (Suéarez, 2008), fue el conservador apego de Barrow a los métodos geomeétricos el
que le impidié a este terminar de revelar y de hacer uso de la relacion inversa entre
problemas de tangentes y de cuadraturas; relacion que es presentada en la Leccion X,
Proposicion 11 de las Lectiones Goemetricae, como:

Dadas las curvas y = f(x) e y = g(x). El segmento AD representa el eje de
abscisas donde toma valores x. La cantidad g(x) representa el valor del area bajo la
grafica de f comprendida entre el punto A y x. Dado un punto de abscisa D, se trata
de probar que la pendiente de la tangente a y = g(x) en el punto F, es decir en el
punto (d, g(D)), esigual a f(D) = DE (Suarez, 2008 p.31).

y=g)
F

Figura 18: Demostracion del Teorema de Barrow

Para la cual Barrow propone la siguiente demostracion®:

En la Figura 18, Se determina la linea recta FT por F que intersecaen T a la recta AD vy tal
que:

bE _ (D) = DE

pr —/P) =
Ahora se necesita probar que FT es la tangente a y = g(x) en el punto F. Para lo cual se
establece que la distancia horizontal KL, de cualquier punto L de la recta EF a la recta FT
es menor que la distancia IL, de dicho punto L a lacurvay = g(x).

® Demostracion tomada de (Suarez, 2008)
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Como:

FL DF

kL 1D PE

y:
area ADEZ = FD; area APGZ = Pl = LD, area PDEG = FD — LD = FL

ya que el &rea PDEG < rectangulo PDE G'entonces

FL
KL < PDEG' = DE > —
PD

Por lo que

FL > FL KL < PD =1L
R — Y =
KL PD
Se deduce que el unto K se ubica debajo de la curva y = g(x) y por tanto al lado de la

curva.

Para terminar la demostracion, se hace necesario tomar puntos a la derecha de EF y repetir
el razonamiento; probando asi que TF es tangente a y = g(x) en D y su pendiente es
DE = f(D). Prueba que en términos actuales es equivalente a:

d pe
= [ rwac=reo,

2.4 LAINTEGRAL COMO EL CALCULO DE ANTIDERIVADAS

Para el siglo XVII gracias a los avances realizados por algunos precursores del calculo de
cuadraturas (como Kepler y su idea de los infinitesimales, Cavalieri con su método de los
indivisibles y Wallis con su aritmetizacion de los infinitesimales, en las que nos muestra
como transitar entre dos ideas tan potentes como los indivisibles y los infinitesimales), se
tenian una serie de métodos para encontrar la cuadratura de curvas, estos métodos e ideas
fueron de gran innovacion y revolucionarias para su epoca, en los que se destacaba la
aritmetizacion de la Geometria y el primer tratamiento sobre el concepto de limite, esto con
el fin de generalizar las cuadraturas de las curvas; sin embargo estos métodos solo servian
para algunos casos concretos. Es por eso que personajes como Newton y Leibniz estaran
destinados a retomar las ideas y métodos de sus antecesores y crear uno en el cual, a partir
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de términos geométricos y no algebraicos, se pudiera calcular la cuadratura de cualquier
curva.

2.4.1 Newton

Isaac Newton (1642-1727), parte principalmente de los estudios de Wallis sobre
cuadraturas y es por esto que Newton reconoce los aportes de este a su huevo método:

Por la regla 59 del Arithmetica infinitorum publicada por el sefior Wallis en 1655, si

- - m . .
ponemos x para la abcisa de una curva y my n son ndmeros, y x /n la ordenada erigida en

, , . , n
angulo recto, entonces el area de la figura sera — xmn, 20

En su De analysi Newton empieza dando unas reglas para calcular cuadraturas y la regla 1
dice:

] m , an " ,
Siaxn =y, ser@ ——xm+n = drea ABD
n+m

m
En otras palabras esta regla afirma que si la ecuacion de una curva es de la forma y = axn
m+n

., na _
entonces la expresion —Xxn corresponde a su cuadratura. Aunque este resultado ya

habia sido enunciado por Wallis, de acuerdo con Bobadilla (2012), los procesos que usé
para demostrarlo son novedosos en los que se resalta el tratamiento para las cantidades
infinitesimales. Observemos un caso particular descrito por Newton sobre esta regla, en la
que hallaremos la expresion algebraica de una curva, cuya cuadratura esta dada**:

~
\.
\

O
N
T

R ettt ]

~N
<

Q

A B 8

Figura 19: Cuadratura de la curva AD§12

' Citado por Bobadilla (2012)
' Descripcion basada en Bobadilla (2012, p.56)
2 Tomado de Bobadilla (2012)
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De la Figura 19 tenemos que AB = x,BD =y, el a&rea ADB =z,Bf =0, BK =v y el
area del rectangulo BBSHK (ov) igual al area de la figura BB6D.

De las anteriores igualdades podemos afirmar que Af =x+o0 Yy ASB =z + ov. Si
. 2 %2, 2 1+2 1
asumimos que z=zxz0z=_——Xz, debemos demostrar que y = x2. Partamos de la

. 2 3 . 4
igualdad z = 3 x2 y elevando al cuadrado se tiene ;x3 = z?

Sustituyendo en esta igualdad a x + o por x y z + ov por z obtenemos
4
§(x + 0)3 = (z + ov)?

Resolviendo las potencias de los binomios resulta

4 4 4
§x3 + §3x20 + §3x02 + 503 = z% + 2zov + 0?v?

4 .
Dado que 5x3 = z2 se tiene que

4 4 4
§3x20 + §3x02 + 503 = 2z0v + 0%v?

Dividiendo a ambos lados de la igualdad por o obtenemos

Y322 + 2 30 + 202 = 220 + 0v?
9x 9x0 90— ZU T 0V

Si hacemos que la distancia entre § y B sea infinitamente pequefia de tal manera que v ey
coincidan, entonces los términos que son multiplicados por o desaparecen, tenemos que

%39(2 =2z2v0 %3x2 = 2zy

Sustituyendo el valor de z se tiene



Hemos demostrado para un caso particular que si conocemos la cuadratura de cierta curva,
podemos encontrar la ordenada de esta curva; en lenguaje actual podemos decir que la

. Sy 2 2 1
derivada de la funcion area z = SX2 esy = x2

m+n

Ahora en general si la expresion %x n corresponde a la cuadratura de cierta curva,
m
entonces y = ax= corresponde a la expresion de esta curva'®,

m+n

Partamos de la igualdad z = —=x"= y realizando los siguientes remplazos —— = ¢y
m +n = p obtenemos

33

cxX

I
N

Y elevando a la potencia n resulta
c"xP = z"
Si sustituimos x por x + o y z por z + ov ( z + oy) obtenemos
c"(x+0)? =(z+ ov)"

Resolviendo las potencias obtenemos

-1 -Dp-2 1
c"(xP + pxP~lo + Mx”'zoz + Mx”'zcﬁ ) =z"+nz"lov + Mz"'zozvz
1-2 2-3 1-2

_|_ e

Dado que c"xP = z™ entonces podemos inferir que
-1 -1 -2
c" <pxp—10 + %xl"zo2 + % 5 )(3p )xp‘203 )
nn-1
=nz"tov + %z"‘zozv + -

Dividiendo a ambos lados de la igualdad por o obtenemos

13 Descripcion basada en Bobadilla (2012, p.56)
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_ pp—1) __ pp-DP@-2) _
n p—1 p—2 p—2,2
C < + 1-2 X o+ 5.3 X o~ ...

nn—-1
= nz"_lv + %Z"_Zovz + .-

Ahora quitando los términos que se desvaneceran se tiene

cpxP~l = nz" 1y

Lo que es equivalente a
nz"y

c"pxP~l =

Sustituyendo z obtenemos

n(cen)

NonaP—1 —
c"px = p
cxn
Operando se tiene
nc"xPy
NoarD—1
c"px = ?
cxn
Dividiendo a ambos lados por c"xP obtenemos
ny
-1 _
px " =—%
cxn
Despejando ny se obtiene
p—n
pcx n =ny

Sustituyendo ﬁ =cy m+n= p Yy dividiendo por n a ambos lados de la igualdad

obtenemos
m

m m
n =yéy=ax7’l

ax

En esta demostracion se resalta la introduccion del elemento “0” el cual representa la
distancia entre § y B la cual resulta ser un infinitesimal, es decir una cantidad muy pequefia
pero diferente de cero. Con el procedimiento anterior Newton establece la operacion
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inversa de la cuadratura y elabora una serie de tablas de cuadraturas y anticuadraturas.
Aunque los métodos de Newton no eran totalmente aceptados, la regla 1 se volvera uno de
los aportes méas significantes al Célculo y en ella se establece la relacion inversa
fundamental entre el calculo de tangentes y el calculo de &reas.
Newton extiende sus estudios sobre los binomios para los casos en que los exponentes son
1
racionales, e intentando hallar la cuadratura del circulo y = (1 —x2)z a partir de las
cuadraturas de curvas analogas que ya eran conocidas; a saber:

La cuadraturade y = (1 —x2)%es x.
2
La cuadraturade y = (1 —x2)z esx — §x3.
_ 2y2 23,15
La cuadraturade y = (1 —x“)zesx — JX X
6
Lacuadraturade y = (1—x%)zesx — §x3 + %xf’ —=x

8 4 6 4 1
Lacuadraturade y = (1—x%)zesx — §x3 + Ex5 — ;x7 "‘5"9

Newton, observando estas curvas y sus cuadraturas, identificd una regularidad en ellas; por
ejemplo el primer término siempre es x, el denominador de cada término es igual al
exponente de la variable, los cuales son siempre impares apareciendo secuencialmente y el
numerador de cada término coincide con la secuencia de los términos del triangulo de

. . . f 1
Pascal. Siguiendo estas regularidades si el exponente es > entonces la cuadratura del

1
circuloy = (1 —x?)z es

i1 1 5

1
Invirtiendo el proceso se concluye que la expansion binomial de (1 — x2)z es:

1 1 1 5
1—— 2 _ L4 _ .6 __— .8
2 78Y T16* T 128"

Segun Bobadilla (2012) y Montilla Erazo (2014) En sus Principia Mathematica, Newton
representa el area bajo la curva como el espacio recorrido por un mavil, el cual se desplaza
a una velocidad constante k en un tiempo t; a medida que cambia el tiempo se esta
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recorriendo cierta superficie por lo que el a&rea A = Kt, pero tambien el area bajo una curva
se puede generar a partir del movimiento continuo de una recta de longitud k:

Figura 20: Area desde la perspectiva de Newton™*

Si transcurre un tiempo muy pequefio o mejor un infinitesimal de tiempo, (que en una
notacién moderna se representaria como dt), la ordenada se desplaza también una distancia
infinitesimal, por lo que también se generara un incremento infinitesimal del area denotado
como dA obtenido de la siguiente manera dA = dt - k; esto implica que la variacion del
area es directamente proporcional con la variacion del tiempo. La velocidad con la cual

. . . o : . ., dA
varia el area esta dada por el siguiente cociente “razéon de cambio” o

Enseguida Newton analiza el caso en el cual un movil se desplaza con velocidad

. 1 .
uniformemente acelerada A = Z—atz, entonces dA = at - dt, lo que se puede interpretar
mediante un modelo fisico-geométrico:

A E D

Figura 21: Variacion del area de un movimiento uniformemente acelerado™
Si el triangulo ABC de la

Figura 21, se genera a partir del desplazamiento uniforme de BC, entonces si la base AB
fluye uniformemente, esta va adquirir un aumento representado por BD = dty en general
el triangulo ABC adquiere un incremento BDEFC; de este incremento el triangulo EFC se
determina por la aceleracion del movimiento, no del movimiento de BC el cual fluye

* Tomado de Bobadilla (2012)
!> Tomado de Bobadilla (2012)
40



uniformemente. Si BD es infinitamente pequefio, entonces el aumento de la velocidad EF
también lo es y por lo tanto la variacion instantnea del tridngulo ABC esté& determinada por
el rectangulo BDEC.

Newton afirmaba que las cantidades mateméticas no estan constituidas por partes
infinitamente pequefias si no que eran generadas a partir del movimiento continuo. Las
fluentes son las cantidades que son generadas por movimientos y que fluyen continuamente
en el tiempo, por otra parte a las razones de cambio o velocidades de estas fluentes se les
dio el nombre de fluxiones y a partir del tratamiento geométrico de estas cantidades
Newton advierte la relacion inversa entre cuadratura y tangente.

Ahora observemos como Newton muestra la relacion inversa entre el calculo de cuadraturas
y el trazado de tangentes en la introduccion de la Cuadratura de las curvas citado por
Bobadilla (2012, p.59):

v Al E
I

En la

“

c
E

v Alf B b
Figura 22, Si desplazamos la ordenada BC hasta un nuevo punto bc, obtenemos un
paralelogramo BbEC; la recta VH es tangente a la curva en el punto C. El incremento de la
abscisa AB es Bb y el incremento de la ordenada BC es Ec. Cuando estos incrementos se
dan en un tiempo muy pequefio, los lados del tridngulo CET estdn en razon con los

'® Tomado de Bobadilla (2012)
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incrementos que se han dado, igual que las fluxiones de AB y BC por lo que pueden ser
representados por estos lados o por los lados del triangulo VBC el cual es semejante al
triangulo CET.

Trazando una recta k uniendo los puntos C y c, y retrocediendo la ordenada bc hasta BC,
cuando los puntos ¢ y C coincidan entonces la secante CK coincide con la tangente VH; se
puede decir que la tangente en un punto se pude considerar como la ultima razon de la
secante. Al respecto Waldeg citado por Bobadilla (2012) afirma:

Mediante estos argumentos, se puede visualizar facilmente que la derivacion y la
integracion son proceso inversos: al avanzar la ordenada BC con un movimiento
continuo, generamos el area ABC (integracion). Cuando retrocedemos la ordenada
BC hasta su posicion original, generamos la tangente en C (derivacion). Este
razonamiento nos permite ver el significado geométrico del Teorema Fundamental
(p.62).

Para Newton el area de una regién es una variable y por lo tanto se puede hablar de su
fluxion (razén de cambio o velocidad con que cambia) y operar con ella. Para Newton, las
curvas eran generadas por el movimiento de un punto arbitrario, lo que ocasiona que las
coordenadas x e y y la cuadratura z fluyeran con respecto al tiempo. Newton representa a
las fluxiones con un punto superior de las fluentes, por ejemplo si x,y,z representan
fluentes entonces xy, Z son sus fluxiones respectivamente. A Newton no le interesaban el

comportamiento individual de las fluxiones; él estudiaba las razones de las fluxiones 5 la

cual corresponde a la pendiente de la recta tangente; por lo tanto, dadas las fluxiones,
encontrar las fluentes es equivalente a encontrar la cuadratura de la curva.

Proposicién Il. Sea ABC una figura con que se ha de dar, BC la ordenada, aplicada en
angulo recto, y AB, la abcisa. Prolénguese CB hasta E y sea BE = 1, y complétese el
paralelogramo ABED: las fluxiones de las areas ABC, ABED seran como BC y BE.
AsUmase por tanto una ecuacion cualquiera que defina la relacion de las areas, y de
ahi dara la relacion de las ordenadas BC y BE, por la Prop. | Q.E.I. tomado de
Bobadilla (2012, p. 63).
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D E
Figura 23: Fluxiones y fluentes®’

Relacionando la proposicion anterior y la Figura 23, AB = x, BC = y, el area de la region
ABC =S, el area del paralelogramo ABED = x-1 y las variaciones de estas areas son

. , . ey das BE
dsy dx respectivamente, segin la proposicion, tenemos que —— = -~

— Que es igual a

as . ., 8 .
—- = ¥, entonces si conocemos la fluxion ~ =Y, encontrar la fluente S es equivalente a

encontrar el area bajo la curva determinada por la ordenada y.

Como ya habiamos mencionado para Newton las curvas son generadas a partir del
movimiento de un punto arbitrario, es por eso que para el estudio de las cuadraturas de las
curvas se involucra una idea de cinematica, la cual le permitia a Newton usar incrementos
infinitamente pequefios sin ninguna inconveniente, pues él pensaba que las nociones fisicas
estaban lo bastante justificadas; al usar cantidades evanescentes convenientemente las
criticas no se hicieron esperar, sin embargo Newton desarrollé procesos algoritmicos en los
que involucro cantidades evanescentes con resultados satisfactorios.

2.4.2 Leibniz

Segin Montilla Erazo (2014), para Gottfried Von Leibniz (1646-1716) la curva esta
formada por segmentos de longitud infinitesimal y el area bajo esta, es una suma infinita de
magnitudes infinitamente pequefias; estas magnitudes para Bobadilla (2012), son una
sucesion de ordenadas equidistantes, en la cual cuando la distancia entre las ordenadas es
infinitamente pequefia, se obtiene una aproximacion de la cuadratura lo suficientemente
exacta y la diferencia entre las ordenadas sucesivas seria la pendiente de la tangente.

Leibniz realiz6 estudios sobre sucesiones numéricas y las sucesiones de sus diferencias
numericas consecutivas; estos estudios sin duda fueron fundamentales para el desarrollo de
sus trabajos posteriores sobre el Célculo.

Leibniz se da cuenta que dada una sucesion ag,aq,a,,..,a, Yy la sucesion de sus
diferencias d,,d,,ds, ...,d, definidas como d; = a; —ay,d, =a, —aq, .., d, = a, —

Y Tomado de Bobadilla (2012)
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a,_1, Si sumamos las diferencias a; —ay, + a, —a; + a3 — ay, ..., a, — a,_, Se obtiene
a, — a, ; en la actualidad esta serie se conoce como telescépica. De estos estudios surge la
idea de que existe una relacion inversa entre la operacion de tomar diferencias y la de
realizar sumas de los elementos de una sucesion. Leibniz lleva esta idea al campo
geométrico y le permite observar la relacion que existe entre el calculo de cuadraturas y el
de tangentes:

Vi Vs
3
2

V1

ol1 11 1 1 1
Figura 24: Cuadraturas de Leibniz

En la Figura 24 se tiene una sucesion de ordenadas que definen una curva y cuya distancia
entre ellas es la unidad, entonces al sumar esta sucesion se obtiene una aproximacion de la
cuadratura de dicha curva, mientras que la diferencia entre dos ordenadas consecutivas nos
aproxima a la pendiente de la recta tangente en un punto de la curva; sin embargo, si la
diferencia entre las ordenadas es un infinitesimal, entonces la aproximacion seria exacta.
Similarmente como encuentra la relacion entre las operaciones de las sucesiones numeéricas,
Leibniz concluye gue el célculo de las cuadraturas y de tangentes son operaciones inversas.

Segin Montilla Erazo (2014) y Bobadilla (2012), Leibniz estudia el método del “tridAngulo
caracteristico” para determinar cuadraturas de curvas méas generales y el cual ya habia
utilizado Pascal para estudiar la cuadratura del circulo y para demostrar la proposicion | del
tratado de senos de un cuadrante de circulo: La suma de los senos (ordenadas) de un arco
de un cuadrante (de un circulo) es igual a la porcion de la base entre el seno extremo
multiplicado por el radio.*®

Segun (Suarez, 2008), los términos “abscisa” “ordenada” y “coordenada” 10s cuales son
muy utilizados en la Geometria analitica, nunca fueron usados por Descartes; por el
contrario son propios de Leibniz y mientras que en la actualidad se habla de “diferenciales”
¢l hablaba de “diferencias”.

'8 Citado por Bobadilla (2012, p. 65).
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dZ/
dy

ax

X

Figura 25: Triangulo Caracteristico'®

El tridngulo caracteristico o diferencial tiene lados infinitesimales ds, dy, dx y cumple con
la siguiente relacion (ds)? = (dx)? + (dy)?, el lado ds sobre la curva coincide con la

recta tangente a la curva en el punto (x,y), la pendiente de esta tangente esta dada por Z—f]

el cual es un cociente de diferenciales el cual fue llamado por Leibniz “cociente

. : : . : ds _ d
diferencial”. Por la semejanza de triangulos en la Figura 25, tenemos que f = 7x por lo

tanto yds = ndx lo cual nos lleva a que Y, yds = Y ndx o [ yds = [ ndx, lo que segin
Bobadilla (2012) es enunciado por Leibniz como “el momento de la curva dada alrededor
del eje x es igual al area bajo la segunda curva cuya ordenada es la normal n a la curva
dada” (p. 66).

. . ., . d dx
De la Figura 25 se obtiene por tridngulos semejantes que % =5 en la cual v es la

subnormal a la curva dada, por lo que tenemos ydy = vdx lo cual nos lleva a que
Y ydy = Y vdx o [ ydy = [ vdx; Leibniz afirma que si la curva pasa por el origen hasta la
coordenada (0, b), entonces obtenemos el area del triangulo cuya base y altura son iguales
ab

“lineas rectas que continuamente se incrementan desde cero, cuando cada una se

.. . ., 20
multiplica por su elemento de incremento, forman un triangulo”.

Gracias al triangulo caracteristico, Leibniz logra relacionar los problemas que Bobadilla
(2012) enuncia como “rectificacion y cuadratura de curvas”; asi la rectificacion de una
curva se simplifica al problema de calcular el area de la region comprendida entre el eje y y
una segunda curva en la que su abscisa es la tangente a la curva dada.

% Tomado de Bobadilla (2012)
2 Tomado de Bobadilla (2012, p.66)
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X
Figura 26: Rectificacion y Cuadratura®

De la Figura 26 se obtiene que % = %y, por lo que ads = tdy, de donde Y. ads = ) tdy 0

[ads = [ tdy. Estos resultados son resumidos por Leibniz y retomados por Bobadilla
(2012) como:

Asi, para encontrar el area de una figura dada, se busca otra figura tal que sus
subnormales sean respectivamente iguales a las ordenadas de la figura dada, y entonces
esta segunda figura es la cuadratiz de la dada; y asi, de esta extremadamente elegante
consideracion, obtenemos la reduccion de las areas de superficies descritas por
rotacion a cuadraturas planas, asi como la rectificacion de curvas; al mismo tiempo,
podemos reducir estas cuadraturas de figuras a un problema inverso de tangentes

(p.67).

Leibniz logro implementar el método de integracion por sustitucion; por ejemplo, de la
siguiente igualdad [vdx = [ydyenlaque v=1y (Z—Z), si se sustituye a v, se obtiene que

[y (%) dx = [ ydy.

El tridngulo caracteristico tiene un papel destacado en uno de los resultados mas
importantes obtenidos por Leibniz: el método de “transmutacion”, con el que es posible
obtener todos los resultados sobre cuadraturas conocidos hasta entonces y el cual usa otra
extension de los indivisibles de Cavalieri. EI método es el siguiente, si tenemos dos
regiones planas A y B y existe una correspondencia uno a uno entre los indivisibles de la
region A y los de la region B, es decir que los indivisibles correspondientes tengan igual
area, entonces la region B se deriva de la region A por “transmutacion” y se concluye que
las dos regiones tienen areas iguales; para el caso de figuras en el espacio, el método es
analogo.

Mediante el uso del triangulo caracteristico, [Leibniz] nos da una transformacion de la
cuadratura de una curva en la cuadratura de otra curva que esta relacionada con la
primera por medio de un proceso de trazado de tangentes. Esta transformacion puede

2! Tomado de Bobadilla (2012)
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ser util en todos aquellos casos en que ya se conoce la cuadratura de la curva nueva, o
bien esta en una relacién conocida con la cuadratura original 2

Ahora observemos cdmo funciona el método de “transmutacion” que presentamos con base
en lo planteado por Montilla Erazo (2014): Considerando la curva y = f(x) y el tridngulo
caracteristico en el punto P cuya coordenada es (x, y)

.-F’/

K .~ ¥=[f(x)
= —_F

PR .

£ ;

SA H

=40 1

: ,,,f;;’g(,,g

[ .»l B : c D
Figura 27: Método de Transmutacion®

Recordemos que el tridngulo caracteristico PKR es un triangulo infinitesimal cuyas
medidas de los lados son ds,dx y dy. Determinamos el segmento OL cuya longitud es
OL = p perpendicular a la recta LK, la cual es tangente a la curva y = f(x) por el punto
P, ahoradeterminamos el segmento PB perpendicular al eje x y en él ubicamos el punto F
de tal manera que MO = FB = z; por lo tanto FP = y — z. Dado que los tridngulos PKR,
MPF y OML son semejantes, se obtiene que:

2 = & por tanto pds = zdx
z ds

- d
Z=Zporloquez=y—x=
dx dy dx
Por lo anterior, se ha determinado para todo punto P de la curva y = f(x) un punto F cuya
coordenada es (x, z) y es por esto que obtenemos una nueva curva z = g(x), la cual es de
gran utilidad cuando conocemos su cuadratura, puesto que a partir de la cuadratura de esta

podemos encontrar la cuadratura de la curva y = f(x).

En la Figura 27, se pude observar la cuadratura del triangulo infinitesimal OPK:

22 Citado por Montilla Erazo (2014, p.64)
2 Tomado de Montilla Erazo (2014)
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p-ds

cuadratura (AOPK) = >

Y por laigualdad pds = zdx:

z-dx
2

Cuadratura (AOPK) =

Dado que la cuadratura de la region OGPE es equivalente a la suma de todos estos
triangulos infinitesimales, entonces:

1 b
cuadratura(region OGPE) = ff zdx

a

En la que a =0A, b =0D y z = g(x). La cuadratura de la region AGPED se puede
expresar de la siguiente manera:

cuad(region AGPED) = cuad(40DE) + cuad(regién OGPE) — cuad (40AG)

Lo cual es equivalente a

Factorizando obtenemos

b 1 b
L ydxzilb-f(b)—a-f(a)+f del

a

Y finalmente obtenemos:

b b
2] ydx = [xy]} +j zdx
a a

Esta formula es conocida como el “teorema de transmutacion” de Leibniz, en el cual se
puede percibir el Teorema fundamental del célculo.

Leibniz utiliza este resultado y con el determina la cuadratura del circulo unitario ** el cual
tiene centro en (1,0) y cuya ecuacion es y = vV2x — x2.

24 Descripcion basada en Montilla Erazo (2014, p.66)
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Figura 28: Cuadratura del Circulo®

De la figura anterior se pude inferir las siguientes igualdades:

dy 1-x
dx  ~2x —x2

- . d .
Utilizando la ecuacién z = y — xé se obtiene que

1—x x — x?
=y-—
y y

Z=y—x

Realizando la resta obtenemos

y% —x + x?

Sustituyendo a y obtenemos

2x — x% — x + x?

V2x — x2

N
Il

Operando:

V2x — x2

Factorizando:

% Tomado de Montilla Erazo (2014)
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X X
Z p— —_—
Jx(2=x) Vxv2-x
Y finalmente la expresion que es equivalente a

X

N
Z_g(x)_m_ 2 —x

De lo anterior se puede inferir que

272

x=h(z)=1+zz

Por lo anterior, se ha obtenido una curva z = g(x) la cual ayudara a calcular la cuadratura

de la region limitada por el eje x larecta x = 1 y la curva y = v2x — x2, esta region es
equivalente a la cuadratura de un cuarto de circunferencia determinado por la ecuacién
y? = 2x — x?; es decir que como el radio de esta circunferencia es 1, un cuarto de

cuadratura de esta debe ser igual a %

1 —

x = h(Z)

1

Figura 29: Funcion z = g(x)y x = h(z)26

Utilizando el teorema de transmutacién obtenemos:

1 1
E:J ydx=l[x\/2x—x2]1+lj zdx
0 2 0 0

4 2

De la Figura 29 se puede inferir que fol zdx es igual a 1 —folxdz, sustituyendo este
resultado en la ecuacion anterior obtenemos

%6 Tomado de Montilla Erazo (2014)
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4 1+ z2

1 1 9,2
EZJ. dezl[x\/Zx—x2]1+l<1—f 2z )
0 2 o 2 0

Evaluando los limites se tiene que

n_fld _1.1, flzﬁ
2= ), YT o 1+ 22

Expresion equivalente a

n—fld 1l zflzz
2= ), T2T2 o 1+ 22

Operando:

n—fl 1 J-1 72
4—0yx— o 1+ 22

1 . . L.
es equivalente a la serie geométrica 1 — z? + z* — z° + --- por tanto

1+z2

La expresion

T (1 1
—=fydle—f22(1—22+Z4—26+--~)
1 Jo 0

Multiplicando obtenemos

3

1 1
—=fydx=1—f22—24+26—28+--~
+ Jo 0

Integrando término a término tenemos

J-1 . ) [23 ZS+Z7 Z9+ ll
— ydx=1—-|——-=—+=>-"+...
B 3 5 0

N

7 9

Evaluando:

ﬂ_fld _ 1 C 1+1 1+ )
2= ), 7T T 37570
Y finalmente obteniendo que
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”—fld —1-iy i 1L
4= ) YT T3 7Ty

Segin Bobadilla (2012), parece que Leibniz no quedd lo suficientemente satisfecho con

este resultado, puesto que es necesario mas de cien mil términos de la serie % =1- 3T

1 1

1 . f . .
c—5tgt para obtener una mejor aproximacion de m, que la conseguida por

Arquimedes; pero a pesar de esto el método de “transmutacion” le da un lugar muy
importante como uno de los creadores del Calculo.

Anteriormente hemos recurrido a cierta simbologia para designar algunas operaciones
como sumas Y diferencias, simbologia comdnmente utilizada en el quehacer propio de las
matematicas; por ejemplo, simbolos como “d” y “[”, los cuales representan las operaciones
de diferenciacién y sumacion, son otro gran aporte de Leibniz al Célculo, puesto que
gracias a la asignacion de los simbolos a los conceptos que hoy conocemos como
integracion y derivacion, estos empiezan a ser formalizados en el naciente Calculo. En
1675, Leibniz a partir de la simbologia de Cavalieri como omnes linae o omn(l), con el fin
de obtener cuadraturas en términos mas generales, en las que a partir de las diferencias
infinitesimales entre ordenadas sucesivas, utilizaba el simbolo omn(l) para representar la
suma de estas diferencias y con las que generaban una region o area; al respecto Bobadilla
(2012) retoma un planteamiento de Leibniz acerca del uso de tal simbolo: “Seria
conveniente escribir "/ " en lugar de "omn" de tal manera que [1 represente omn(l), es
decir la suma de todas las 1” (p.76).

El simbolo [ esta dado por la primera letra de la palabra suma y el simbolo d esta dado por
la primera letra de la palabra diferenciacion.

Asi como se menciona en Bobadilla (2012), es importante resaltar que Newton y Leibniz
nunca definieron el termino integracion en sus trabajos, los dos estaban interesados mas que
en realizar definiciones, buscar procesos para hallar cuadraturas y generalizar este proceso
para una mayor cantidad de curvas, la integral en los trabajos de Newton y Leibniz aparece
0 surge como una herramienta que da solucidén a un problema y no como un concepto
formalizado. Mediante diferentes métodos Newton y Leibniz lograron una solucion para el
calculo de cuadraturas, problema que ya habia sido estudiado por grandes matematicos
como Cavalieri, Wallis, Descartes etc. y que sentaron las bases con conceptos y procesos
para que estos dos personajes de forma independiente crearan un Calculo, que aunque era
criticado por no estar dotado de total rigor, si lo estaba de bastante ingenio y sobretodo
solucionaba muchos de los problemas que habian planteado sus antecesores.
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25 LAINTEGRAL COMO OBJETO DE ESTUDIO MATEMATICO
2.5.1 Losinicios de un nuevo concepto de integral

Segln Moran Pizarro (2014), en el siglo XVII y gracias a problemas como el de la curva
IsGcrona aparecen ecuaciones como las siguientes:

dy+/b?y — a3=dxVa?

Cuya solucién hace parte de un nuevo concepto de integral, concepto que hace énfasis en la
integral como una herramienta que permite hallar una ecuacion que representara la solucion
de una ecuacién diferencial y deja un poco de lado su interpretacion geométrica. La
solucion de esta ecuacion la concluye Bernoulli diciendo que las integrales
correspondientes deben ser iguales a:

2b%y — 2a3 [y @ = &
T y—a’ =xya
Al parecer en estas instancias es que aparece por primera vez el término integral y aunque
su nombre se le atribuye a Johann Bernoulli, hay quienes afirman que deberia ser para su
hermano Jacob el cual hizo significativas contribuciones. Se resalta historicamente el hecho
que se le otorgue un nombre a la integral, puesto que, segin Moran Pizarro ( 2014) citando
a Recalde (2011) “con la incorporacion de un nombre para designar una operacion
especifica, se esta identificando una nociéon que amerita un tratamiento especial”. No por
ello podemos afirmar que en este momento de la historia el concepto de integral adquirid el
estatuto de nocion matematica, antes de que esto sucediera se necesitaba el reconocimiento
de la nocion de funcién como objeto del analisis matematico, lo cual no sucedera hasta
unos afos después.

Segn Moran Pizarro (2014), este enfoque de la integral permitié a los matematicos del
siglo XV11 solucionar una gran variedad de problemas, como por ejemplo el problema de la
catenaria :

Dada una cadena o una cuerda inextensible fijada por dos puntos determinar su forma.
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Figura 30: Forma Catenaria®’

Segun Moran Pizarro (2014), Johann Bernoulli resuelve este problema partiendo de los
siguientes supuestos:

1)
2)

3)

4)

5)

Es una cuerda inextensible no sufre ningun estiramiento a causa de su peso

Si se fija la catenaria a dos puntos Ay C, la fuerza necesaria en esos dos puntos es la
misma que soporta un punto D, que es igual al peso de la cuerda y esta situado en el
punto de encuentro de dos cadenas de ingravidez AD y CD y son tangentes

Si se fija otra cadena por otro punto, F, se puede eliminar la cadena, AF y la curva
no cambia, los puntos restantes quedan la misma posicion.

Si conservamos los supuestos anteriores, a continuacién, antes y después de la
fijacién de, F, la misma fuerza (es decir la fuerza original) a posiciones particulares
de la curva es la misma que si arrancara el trozo desde el punto F, esto no es si no
un corolario del nimero anterior. En consecuencia, como uno alarga o acorta la
cadena de BFA, es decir, alli donde uno elige el punto de fijacion F, la fuerza en
ella no aumenta ni disminuye pero siempre bajo la posicion B sigue siendo lo
mismo.

El peso P que es sostenido por dos cadenas situados arbitrariamente AB y CB ejerce
sus fuerzas en los puntos A y C en una relacion tal que la fuerza necesaria en A es la
fuerza necesaria en C (después de dibujar la linea vertical BG), como el seno del
angulo CBG es el seno del angulo ABG vy la fuerza del peso P es la fuerza en C,
como el seno de todo angulo ABC es el seno del angulo opuesto ABG. Esto se
demuestra en todas las teorias de la estatica

2" Tomado de Moran Pizarro (2014)
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Figura 31: Propiedades mecanicas de la Catenaria®®

Consideremos la siguiente figura

E

L

Figura 32: Relaciones en la Catenaria

De las relaciones de fuerza y los presupuestos anteriores se tiene que®:

s_dx
a dy

P
Fo
Donde s es igual a la longitud de la cadena desde A hasta B, y F, = a es una constante.
Luego

a dy

s dx

Que corresponde a la ecuacién diferencial a resolver.

Para poder eliminar el parametro s se procede de la siguiente manera

adx
V=T

28 Tomado de Moran Pizarro (2014)

2% Descripcion tomada de Moran Pizarro (2014, p.55)
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Pero por el teorema de Pitagoras
ds? = dx? + dy?

a’dx? dx?s? + a*dx?

ds? = dx? +

52 52
dxVs? + a?
ds = ——
S
Luego
sds
dx =

s2+a?

Integrando a ambos lados

\/:

X =
De esto se obtiene que
s =+/x%2 4+ a?
Y
xdx
ds = ———
Vx? + a?

Pero ds = \/dx? + dy?, luego:

Vx? + a?
Y simplificando tenemos
dy = adx
Y= 2 — a2



Segun Moran Pizarro (2014), Bernoulli dice:

Cabe sefialar, en primer lugar, que debido a que x = Vs? + a? y dado que x > s el
origen invariante de x estd mas alld del vértice B y de hecho a la distancia E, ya que
sis = 0, entonces x = a necesariamente. Por lo tanto si deseamos colocar el origen
de x en el veértice en si debemos establecer ax = x + a (p.57).

Teniendo en cuenta lo anterior.

adx

Vx?% + 2ax

Por tanto

B j adx
Y Vx?% + 2ax

Otro de los aspectos que aporta a esta hueva concepcion de la integral es la representacion
de las funciones en series, segun Bobadilla (2012), Euler, para tal fin en su Introductio an

analysis infinitorum (1748), define en primaria instancia que: ““‘Una funcion de una

cantidad variable es una expresion analitica compuesta de una manera arbitraria por esa
variable y por nimeros y cantidades constante” (p. 76).

Posteriormente y dado que para Euler las funciones representadas por expresiones
algebraicas, son aquellas funciones que reciben el nombre de funciones algebraicas y las
que se encuentran determinadas por expresiones trascendentes se nominan como funciones
trascendentes, estas Ultimas para Euler, segin Bobadilla (2012), “juegan un papel
primordial en la integracion”; razon por la cual y gracias a sus estudios realizados sobre la
cuerda vibrante, Euler se ve obligado a redefinir el concepto de funcién de la siguiente
manera:

Funcion de ciertas cantidades variables es una cantidad variable que depende de las
primeras, de manera que siempre que ellas cambien, la funcién experimenta también
un cambio: la funcion puede ser determinada por una ley cualquiera a partir de las
variables. Citado por Bobadilla (2012, p.76).

Gracias a esta definicion, Euler concluye que toda funcién es representable por series de
potencias y que la integracion esté estrechamente ligada con la representacion en series de
potencias.
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A partir de este prolifico matematico, desde el siglo XVIII y durante todo el siglo XIX, la
representacion de una funcion en series atrajo la atencion de los matematicos mas
prominentes; razon por la cual se dedicaron grandes esfuerzos a establecer las condiciones
que debia cumplir una funcién para ser representada en series trigonométricas. Uno de los
principales representantes de esta parte de la historia fue Jean Baptiste Joseph Fourier.

A finales del siglo XIX la integrabilidad de las funciones discontinuas fue considerada
independientemente, como un problema importante del analisis matematico, lo cual dio
cabida a la teoria de la integracion. En sus investigaciones de 1807, Fourier aborda la
transmision del calor en un cuerpo sélido y como solucion a la ecuacion diferencial de la
difusion obtiene la siguiente serie trigonometrica:

f(x)=ay+ Z(an cosnx + b, sinnx), conx € [0,2m]

n=1

Suponiendo que la integral de una suma infinita es igual a la suma de las integrales sin
preocuparse por las condiciones de convergencia, Fourier calcula los coeficientes mediante
integracién término a término, obteniendo asi las siguientes expresiones:

2w 2m 2m
ao=—| f()dx, a,=—] f(x)cosnxdx,b, =—| f(x)sinnxdx.
21 J, T, T,
Dada la integrabilidad de una funcion en un intervalo determinado, se puede obtener la
representacion de esta en series de Fourier. Este ilustre matematico estaba convencido de
que las funciones “arbitrarias” o discontinuas de Euler se podian representar en series
trigonométricas, pero estas funciones incluian un conjunto mas amplio y su definicion de
funcién que es presentada en su Theorie analytique de la chaleur, la cual hace énfasis en la
arbitrariedad de las ordenadas de la siguiente manera:

No estén sujetas a una ley comun a todas ellas; se suceden unas a otras de una manera
arbitraria, y cada una de ellas viene dada como si fuera una cantidad aislada. Fourier
(1822, art 147). Citado por Bobadilla (2012, p.77).

En el momento de la historia en el cual aparece la obra de Fourier se pensaba en una
funcién como en una expresion analitica, razon por la cual se concebia la integracion y la
diferenciacion al estilo ‘algebraico’, como operaciones sobre formulas. Al considerar la
integral simplemente como una antiderivada, el sentido de esta para funciones discontinuas
desaparecia.
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Dado que se ampli6 el dominio de las funciones mas alla de las funciones continuas, se hizo
necesario plantear un nuevo significado de la integral; sin embargo, este problema seria
tratado durante muchos afios como un problema que socorreria el problema central de la
representacion de una funcién en series trigonométricas.

Fourier planted que para calcular los coeficientes de la serie trigonométrica es suficiente tener
un area para la region bajo ¢ (x) sen nx; de esta manera plantea la necesidad de volver a la
interpretacion geométrica de la integral e identificar esta como el area bajo la curva:

[...]el &rea de la curva reducida tomada desde x = 0 a x = m da el valor exacto de los
coeficientes de senx; y cualquiera que sea la curva dada puede ser la que corresponde
a (x) ya sea que podamos asignarle una ecuacion analitica o que no dependa de ninguna
ley regular, es evidente que siempre sirva para reducir de cualquier manera la curva
trigonométrica, asi que el area de la curva reducida tiene, en todos los casos posibles, un
valor definido el cual es el valor de los coeficientes de senx en el desarrollo de la
funcion. El caso es el mismo con los coeficientes b 0 [ @(x) sen 2x dx (Fourier, 1822).
Citado por Bobadilla (2012, p. 78).

El movimiento de aritmetizacion del andlisis del siglo XIX, impone el abandono de la
intuicion geométrica, por lo cual se lleva a cabo una separacion de las nociones de la
Geometria intuitiva ligadas al movimiento fisico, y se hace énfasis en los conceptos de
funcién, variable, limite, con un caracter esencialmente aritmético y Idgico.

2.5.2 Formalizacion del Calculo por parte de Cauchy

Cauchy, en busca de dar una definicion exacta de integral, para asi poder abordar sus
caracteristicas y propiedades, comienza por conceptualizar las nociones de cantidad,
funcién, limite, continuidad y convergencia de series®® entre otras. Algunas de sus
definiciones las hacen de forma tal que una es la base de la definicion de la otra, por
ejemplo con base en su definicion de funcion, describe el concepto de limite y
posteriormente se refiere a la derivada y a la integral como un limite particular. En
principio para referirse a la medida absoluta de las magnitudes, Cauchy, emplea los
nameros en el sentido aritmético; los nimeros precedidos de signo serdn a lo que Cauchy
Ilame cantidad y una cantidad variable sera aquella que recibe sucesivamente varios
valores. En estas definiciones, Cauchy se desliga completamente de sus interpretaciones
geométricas al punto que no se remite a ellas ni siquiera con fines aclaratorios. Segun
Bobadilla (2012), con respecto al concepto de funcion Cauchy escribe:

%0 No en este orden especifico
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Cuando las cantidades variables estan de tal modo relacionadas entre si que, dado el
valor de una de ellas, es posible concluir los valores de todas las demas, expresamos
ordinariamente diversas cantidades por medio de una de ellas, la cual toma entonces el
nombre de variable independiente, y a las otras cantidades expresadas por medio de la
variable las I[lamamos funciones de esta variable (Cauchy, 1994, p.78).

Antes de Cauchy la idea de limite se encontraba estrechamente ligada a procesos infinitos
de aproximacion, pero, carecia de una definicion precisa que le permitiera ser una base
robusta para los conceptos fundamentales del Célculo asi como Cauchy queria que lo fuese
en su teoria; razon por la cual, segin Montilla Erazo (2014) le otorga la siguiente
definicion:

Cuando los valores sucesivos atribuidos a una misma variable se aproximan
indefinidamente a un valor fijo, de tal manera que acabara por diferir de este tan poco
como se quiera, este Ultimo se [lamara el limite de todos los demas. Asi por ejemplo un
namero irracional es el limite de diversas fracciones que dan valores cada vez mas
proximos de él. En Geometria, la superficie del circulo es el limite hacia el cual
convergen las superficies de los poligonos inscritos, mientras que el nimero de sus
lados crece cada vez més. (Cauchy, 1994, p.76).

Esta definicion anterior le permitird a Cauchy definir cantidades infinitamente pequefias y
cantidades infinitamente grandes, que segun Bobadilla (2012):

Cuando los valores numéricos sucesivos de una misma variable decrecen
indefinidamente, de manera que descienden por debajo de cualquier nimero dado, esta
variable deviene lo que suele llamarse un infinitamente pequefio o0 una cantidad
infinitamente pequefia.

Cuando los valores numéricos sucesivos de una misma variable crecen mas y mas, de
manera que ascienden por encima de cualquier nimero dado, se dice que esta variable
tiene por limite al infinito positivo [...] los infinitos positivos y negativos son
designados conjuntamente bajo el nombre de cantidades infinitas. (Cauchy 1994, p.76)

Ahora Cauchy siguiendo lo estricto de su andlisis define una funcién continua; lo cual
segun Bobadilla (2012), hace de la siguiente manera:

La funcion f(x) permanecera continua respecto de x entre los limites dados si, entre
esos limites, un incremento infinitamente pequefio de la variable produce siempre un

incremento infinitamente pequefio de la funcion. (Cauchy, 1994, p.90).

Todo lo anterior son las bases que le permiten a Cauchy dar una definicion formal de la
integral y lo hace de la siguiente manera segun Moran Pizarro ( 2014)
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Sea una funcion y = f(x) definida en el intervalo [x,, X] tomando la particion

Xo,X1, X2, - Xn—1,Xn, = X Se define la sucesion de diferencias, x; — xq, X, — X1, X —
Xn-1

Y lasuma: sp(x; — x)f(xo) + (xz — x (X)) + -+ + (Xn — Xn-1)f(Xp-1)

El valor de s, depende de n y de max{ x; — x¢, X, — X1, X — Xp_1,} = ||P||

En caso de que el limite s,, exista cuando n tiende a infinito y cuando ||P||

Tiende a cero entonces este limite se denomina

f Xf(x) dx
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CAPITULO 3: RESUMEN Y ANALISIS DE LAS PROPUESTAS DE ENSENANZA
DEL CONCEPTO DE INTEGRAL

3.1 INTRODUCCION

Luego de realizar el capitulo sobre algunos elementos del desarrollo histérico del concepto
de integral, realizamos la busqueda de aquellas propuestas, en las que se hiciera uso de la
historia de la integral para la ensefianza de la misma. Esta bdsqueda se realizé en diferentes
catalogos de revistas, libros, revistas, memorias, monografias etc. relacionados o no con la
linea de investigacion Historia de las Matematicas—Ensefianza de las Matematicas (HM-
EM); en esta busqueda aunque fue minuciosa, aclaramos que no todos los articulos, libros y
memorias fueron leidas a profundidad, solo se realizaba una revision para identificar cuales
de ellos tenian una relacion con la integral y su ensefianza. El siguiente cuadro nos permite
evidenciar detalladamente, la busqueda realizada para hallar las propuestas que seran
descritas y analizadas posteriormente:

Tabla 1 Revistas HM-EM

NUMERO DE ARTICULOS
REVISTA CONSULTADOS
Canadian Journal of Science, Mathematics and 5
Technology Education
Ensefianza de las Ciencias 8
Educacion Matematica 12
Ema. Investigacion e innovacion en Educacion 3
Matematicas
Epsilon 3
Educational Studies in Mathematics 36
For the Learning of Mathematics 86
International Journal of Computers for 1
Mathematical Learning
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International Journal of Mathematical Education in

Science and Technology 31

International Journal of Science and Mathematics 4
Education

Journal of Mathematical Behavior 3

Journal of Mathematics Teacher Education 7

Mathematics Education Research Journal 3

Mathematical Thinking and Learning 3

NUmeros 11

Pna: Revista de Investigacion en Didactica de las 4

Matematicas
Quipu: Revistg Lat_inoamericana de Historia de las 10
Ciencias y la Tecnologia
Recherches en Didactiques des Mathematiques 4
Revista Latinoamericana de Investigacion en 19
Matematica Educativa

Research in Mathematics Education 2

Suma 44

The Montana Mathematics Enthusiast 7

Unidn 31

Uno: Revista de Didactica de las Matematicas 8

ZDM : The International Journal on Mathematics 32
Education

The Mathematical Gazette 24
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Mathematics in School 27
Mathematics Teacher 24
Mediterranean journal for reseach in Mathematics
. 12
Education
Science & Education 13
Tabla 2 Libros HM-EM
LIBROS EDITORES

Topicos de historia da matematica para uso
em sala de aula

John k. Baumgart

Math Through the Ages

William P. Berlinghoff & Fernando Q.
Gouvea

Topicos de historia da matematica para uso
em sala de aula

Carl B. Boyer

Vita mathematica

Ronald Calinger

Topicos de historia da matematica para uso
em sala de aula

Howard Eves

History in mathematics education

John Fauvel & Jan van Maanen

Philosophical dimensions in mathematics
education

Karen Francois & Jean Paul van Bendegem

Topicos de hm para uso em sala de
aula_numeros e numerais

Gundlach Bernard

Mathematical time capsules

Dick Jardine & Amy Shell-Gelash

Handbook on the history of mathemtics
education

Alexander Karp & Gert Schubring
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https://www.google.com.co/search?biw=1366&bih=643&q=Mathematics+Teacher+revista&spell=1&sa=X&ved=0ahUKEwjg9dPr-LHKAhWM7iYKHd5tDegQvwUIFygA

Using history to teach mathematics. Victor katz

Historical topics for the classroom John K. Baumgart

Crossroads in the history of mathematics

) ) Bharat Sriraman
and mathematics education

Frank Swetz, John Fauvel, Otto Bekken,

Learn from the masters )
Bengt Johansson, Victor Katz

Tabla 3 Memorias de eventos HM-EM

MEMORIAS PONENCIAS

8" congress of European research in mathematics education 22

37" conference of International Group for the Psychology of Mathematics
education

Luego de realizar la consulta de los documentos anteriormente presentados, se identificaron
8 propuestas en las que consideramos que usan algunos elementos de la historia para la
ensefianza del concepto de integral. En algunas propuestas se encuentran elementos de la
historia del concepto de integral que inicialmente no se tuvieron en cuenta en la realizacion
del capitulo Il, principalmente los asociados a los trabajos de Fermat y Barrow, pero debido
a la naturaleza de las propuestas y teniendo en cuenta los aportes de estos matematicos para
el desarrollo del Célculo y en especial el desarrollo de la integral, se incluyeron estas
propuestas en el catalogo que se muestra a continuacion.

Tabla 4 Catalogo de propuestas

PROPUESTA DESCRIPCION

Sauerheber, R. D. (2010). Geometric Demonstration of the | A partir de la demostracion

Fundamental Theorems of the Calculus. International geomeétrica, se probaran
Journal of Mathematical Education in Science and algunas reglas generales de
Technology, 41(3), 397-403 integracion
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http://www.amazon.com/s/ref=dp_byline_sr_book_1?ie=UTF8&text=John+K.+Baumgart&search-alias=books&field-author=John+K.+Baumgart&sort=relevancerank

Se presenta la secuencia
historica de los métodos

Sauerheber, R. D. (2012). Teaching the Calculus. empleados por Newton en
International Journal of Mathematical Education in Science 55 aproxifnacién 2 los
and Technology, 43(1), 85-100. teoremas fundamentales del
Célculo.
A partir de la obra de Wallis

y

88.

intuicion de un estudiante

Prabhu, V., & Czarnocha, B. (2008). Los indivisiblesenel | formulan dos integrales: la
calculo contemporéneo. Educacion Matematica, 20(1), 53— integral de Cavalieri-Wallis

una nueva perspectiva de los

Cavalieri y con base en la
sobre los indivisibles, se
y la integral de Porter-

Wallis las cuales ofrecen
conceptos clasicos de

medida &rea e integral
definida.

Escudero, M. (1997). Fermat y Arquimedes en la clase de
integrales. SUMA, 24, 77-79.

Se llevan al aula los
procesos realizados por
Arquimedes y Fermat para
encontrar el area bajo la
curvay = x™ y el volumen
del paraboloide de
revolucion respectivamente.

Flashman, M. E. (1996). Historical Motivation For A
Calculus Course: Barrow’s Theorem. In R. Calinger (Ed.)
Vita Mathematica: Historical research and Integration with
Teaching (309-316). Washington D. C: The Mathemetical
Association of America.

Se presenta a los estudiantes
el teorema de Barrow con el
fin de que ellos estén
preparados para las etapas
posteriores del curso de
Calculo en el cual se
trataran el problema del
area, la tangente y la version
moderna del Teorema
Fundamental del Calculo.
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Luego de introducir la

Gellasch, A. shell. (2011). Integration & la Fermat. In D. integral de Riemann, se
Jardine & A. S. Gellasch (Eds.), Mathemtical Time puede ampliar la perspectiva
Capsules (111-116). Washington D. C:The del Calculo, puesto que el
Mathemetical Association of America. método de Fermat incorpora

otros métodos como sumas
de series, factorizacion,
limites e historia.

Esta propuesta se
fundamenta en el desarrollo

Fernandez, L. (2011). La Historia como herramienta | NIStorico gue desemboco en
didactica: el concepto de integral. Universidad de | €l Calculo Integral, teniendo
Cantabria, Espafia. en cuenta el orden historico,

avances y ciertas
consideraciones de la autora
para facilitar la comprension
del concepto.

Se hace uso de la historia

para la ensefianza y
Haverhals, N., & Roscoe, M. (2010). The History of aprendizaje del Calculo, en
Mathematics as a Pedagogical Tool: teaching the integral of
the secant via Mercator’s projection. Montana Mathematics
Enthusiast, 7(2000), 339-368.

especial se basaran en la
proyeccion de Mercator y su
conexion con la integral de
la funcion secante

Una vez encontradas estas propuestas, realizamos una lectura detallada de cada una de ellas
para asi elaborar una serie de resimenes, en los cuales lograramos destacar las ideas
principales de dichas propuestas y las consideraciones de los autores acerca del uso de la
historia de las matematicas para su ensefianza. Cada propuesta tiene un respectivo analisis,
en el cual tratamos de responder las siguientes preguntas:

e ;Qué se uso de la historia de la integral?
e ;CoOmo se uso la historia de la integral?

Para responder a la primera pregunta se tuvo en cuenta algunos de los trabajos de los
matematicos que desarrollamos en el Capitulo 11 y los trabajos de otros matematicos que en
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las mismas propuestas encontramos, como es el caso de los trabajos de Barrow y Fermat.
Para dar respuesta a la segunda cuestion se tuvo en cuenta la clasificacion recomendada por
Mora & Guacaneme (2014), quienes responden a tales cuestionamientos teniendo en cuenta
las siguientes formas de intervencion de la Historia de las Matematicas:

e Alusion a la Historia de las Matematicas: Se refiere al uso de la Historia de las
Matematicas para presentar anécdotas, hechos, fechas, épocas de interés, obras de
matematicos, ejemplos de problemas matematicos provenientes de la historia o
estudio de estrategias utilizadas para resolver ciertos problemas, bien para
introducir un tema o para motivar su estudio.

e Integracion de la Historia de las Matematicas: Tiene que ver con la ensefianza
efectiva de las Matematicas a través de la Historia de las Matematicas, el analisis
eficiente de los procesos cognitivos del aprendizaje y la comprensién, mediado por
la Historia y, la ensefianza de las Matematicas que incluye su Historia como parte
consustancial de las Matematicas

e Determinacion de la ensefianza a partir de la Historia de las Matematicas:
Corresponde al uso de la Historia de las Matematicas de una manera profunda; la
Historia de las Matematicas sustenta o fundamenta las acciones didacticas que se
realizan en el aula o la organizacion curricular en general.

A continuacion presentamos las propuestas encontradas, incluyendo en cada una de ellas
un resumen y su correspondiente analisis a la luz de las dos cuestiones mencionadas
anteriormente.

3.2 GEOMETRIC DEMONSTRATION OF THE FUNDAMENTAL THEOREMS OF
THE CALCULUS

3.2.1 Resumen

Sauerheber (2010) afirma, en el resumen de su articulo, que a partir de una sencilla y
profunda demostracion, empleando funciones geométricas simétricas, se describira la
validez de las reglas generales de integracion y diferenciacion. La diferenciacion y la
integracion se llegaran a ver como operaciones inversas obtenidas a partir del calculo de
pendientes y el area bajo una curva, sin usar limites o sumas algebraicas infinitas. Se
mostraran algunas aplicaciones del Calculo en matematicas, fisica y quimica.
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El Calculo es una parte central de las mateméticas que describe propiedades exactas de
curvas (como la pendiente en un punto dado o el &rea bajo una curva) y las cantidades que
varian lineal o no linealmente. Para cualquier ecuacion que calcula el &rea bajo una curva,
la formula para las pendientes de esta ecuacion, es la ecuacion de la curva bajo la cual se
determind el area. Cualquier funcion y = ax™ tiene pendiente dada por y = nax™"! y area
entre dos extremos dada por ax™*1/(n + 1). La simple Geometria confirma algunas de las
reglas generales del Célculo para un infinito nimeros de funciones, por ejemplo cualquier
ecuacion de la forma y = ax cuando se integra se llega a y = ax?/2, porque el area de un

-/ . . , 1 .
triangulo bajo la linea esta dado por Ebase - altura con base x y altura ax; para cualquier

linea horizontal y = b el area rectangular bajo esta, es bx, con base x y altura b. Estas
integrales usando la notacién de Leibniz serian [ bx°dx =bx°*1 y [x'dx = x**1/2 .
Aunque parezca increible, esta progresion continia como una serie, incluso para areas bajo
las curvas, como [x%dx = x3/3,[x3dx = x*/4,..,[x"dx = x"*1/(n+ 1) para
cualquier n € R. En primer lugar Sauerheber (2010) por medio de la fish-proof verifica que
para integrar funciones y = x™ se multiplica por el operador x/(n + 1), para esto hace uso

1 1
de las funciones inversas, como xz y x2 o en general xc y x¢, las cuales son simétricas
respecto a y = x y generan areas iguales respecto a este eje de simetria

1.2 + #
A
14 = i + Seriesl
0'8 =y 1 & 5 | Series2
0.6 /L/{/'/ /,/ A Series3
¥ ./.r P Poly. (Series1)
A
0.4 + A//;} . // —— linear (Series2)
02 A~ // ——Poly. (Series3)
& S
0 B ;
0 0.2 04 06 08 1 1.2
-0.2

Figura 33: Fish-Proof

En la Figura 33, observamos que las funciones se intersecan en dos puntos (0,0)y (1,1)

los cuales son dos esquinas de un cuadrado unitario y que el area bajo la curva azul es igual
1

al area por encima de la curva verde. Por tanto [ x¢ dx + [ x“dx, desde x = 0 hasta 1, es

x+1

p .- 1 ¢
el area del cuadrado de lado 1; multiplicando por ﬁ donden=cy - obtenemos T
x1+1/c
1+1/c

bajo y = ax™ estd dada por a [ x™ dx = ax™*!/n + 1; es decir que para hallar el area bajo

1 . s ,
y cuando evaluamos entre 0 y 1 llegamos a — T i = 1. La funcion para el area
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la curva y = ax™ debemos multiplicar por el operador x/(n + 1) y para su correspondiente
derivacion debemos multiplicar por el operador (n + 1) /x.

La integracion entre dos valores x a lo largo de la funcion siempre determina un area que
también se genera mediante la integracion de la inversa correspondiente; por ejemplo
integrando x? desde O hasta 2 produce un area de 8/3; el area correspondiente a la inversa
se obtiene integrando x'/2 entre 0 y 4 a lo largo del eje x, donde y varia para esta funcion

: , . 3/2 .
inversa de 0 a 2. El area total encerrada por la inversa desde o hasta 4 es ’;7 =16/3;sia

. , . 16 8
esta area le sumamos el area bajo la curva x? desde 0 hasta 2 obtenemos S ts= 8, que
corresponde al &rea del rectangulo que recubre el area de las dos funciones.

A partir de lo que Sauerheber (2010) llama fish-proof se verifica lo que Ilamamos teoremas
fundamentales del Célculo donde:

e La derivada de una funcidn, proporciona una férmula para sus pendientes o razones
de cambio, en cualquier valor deseado (llamado aqui cero teorema fundamental).

e La integral de una funcién proporciona una férmula que evalla el area bajo esta
funcién entre dos puntos (Primer Teorema Fundamental del Calculo).

e La derivada de la integral de una funcién reproduce esa misma funcion (Segundo
Teorema Fundamental del Célculo).

En muchas universidades, colegio y libros de texto, para demostrar los teoremas
fundamentales del Calculo, se utilizan conceptos como infinitesimales, series y la teoria de
limites; sin embargo el simple y ampliamente aplicable que se presentd podria llegar a ser
una primera aproximacion al Célculo.

3.2.2 Analisis

Teniendo en cuenta los elementos de historia presentados en el Capitulo 11 y luego de leer
el articulo, determinamos que Sauerheber (2010) usa de la historia lo siguiente:

e Las reglas para calcular cuadraturas usadas por Newton, en la que para encontrar la
cuadratura de f(x) = ax™ debemos multiplicarla por ﬁ y asi obtenemos que el

axn+1

area esta dada por
n+1

70



e La formula de Wallis para encontrar el area de un rectangulo y triangulo a partir de
la medida de su base y su altura. Esta formula es usada para explicar

2

geométricamente que la integral de la funciones del tipoy = axesy = %

e Los estudios de Newton sobre la relacion inversa entre el calculo de cuadraturas y el
calculo de pendientes de rectas tangentes, puesto que en la propuesta se muestra que
si deseamos hallar el area bajo la curva y = ax™ debemos multiplicar por el
operador x/(n + 1) y por el contrario para su correspondiente derivacion debemos
multiplicar por el operador (n + 1)/x.

Al intentar responder al como se usa la historia de la integral en esta propuesta,
encontramos que se pretende que los estudiantes logren comprender una aproximacion a las
reglas generales del Célculo y su validez dentro de un contexto matematico, por medio de
pruebas geométricas, centradas en los trabajos realizados por Newton y con la ausencia de
conceptos como limites, sucesiones, series etc. Especificamente encontramos que se tiene la
intencion de generar en los estudiantes un aprendizaje sobre la operacion de integracion, las
reglas generales de integracion y su relacién con la diferenciacion, teniendo en cuenta solo
los estudios realizados por Newton y algunos resultados de Wallis, los cuales son llevados
al aula de tal manera que se generen actividades propias del quehacer matematico; por lo
anterior podemos concluir que en Sauerheber (2010) se realiza una ensefianza de las
Matematicas a través de su historia; es por esto que consideramos que esta propuesta
corresponde a la categoria de analisis de Integracion de la Historia de las Matematicas.

3.3 CLASSROOM NOTES: TEACHING THE CALCULUS
3.3.1 Resumen

En este articulo, realizado por Richard D. Sauerheber (2012), se presenta la secuencia
histérica de los métodos empleados por Newton en su aproximacion a los teoremas
fundamentales del Calculo. Se afirma que gracias a estos, los estudiantes lograran
comprender los conceptos basicos del Calculo en su origen. En la exposicion, y con el fin
de facilitar la comprension, se vinculan otros métodos que en la actualidad son de uso
comun. A partir de ello se clarifica la naturaleza y el significado de diferenciacion e
integracion.

El articulo inicia con un apartado, con titulo Basic Calculus, en el que se afirma que en los
primeros cursos de Calculo es importante mostrarles a los estudiantes los métodos con los
cuales Newton descubrié el Célculo y demostrd algunos de sus resultados. Segun
Sauerheber (2012) Newton descubre a través de la aproximacion gréafica el Segundo
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Teorema Fundamental del Célculo, es por esto que en el primer ejemplo, se explica tal
Teorema a partir de la siguiente figura:

6

a b [+

Figura 34: The 2nd Fundamental Theorem of Calculus

En este ejemplo, se muestra que la derivada de la funcion area, es la funcion que se muestra
en la Figura 34, para esto calculan un area AA, a partir de calcular en cada punto a,b y ¢
un area determinada por Axf(a), Axf(b), Axf(c) dividiendo estos resultados entre Ax

obtenemos f (a), f(b), f(c) respectivamente, y en general tenemos que i—i = f(x).

Enseguida, a partir de las funciones fy g, con f(x) = xy g(x) = xz_z que se muestran en la

Figura 35, se evidencia que las areas de los triangulos rectangulos (que se determinan con
el eje x, la recta que representa a f vy la recta vertical) son descritas por la funcion g, para la
cual las pendientes de las rectas tangentes en cada punto a lo largo de esta, estan dadas por
la funcion f evaluada en ese punto. A partir de relaciones como la anterior, se llega a la
conclusion que la derivada de g es f y la integral de fes g.

j: /
/
10 /

/

L I R ST B ]
S S N S S |

5
b A6 2 4 6 \0\“/

2 2 0 2 4 6

Figura 35: f(x) = xy g(x) =%

A partir de la gréfica de la funcion f, se muestra como calcular el area de esta funcion en
un intervalo especifico (a,b) y para esto, se restan las areas de dos triangulos que se
encuentran solapados y cuyas bases son a y b respectivamente. Graficamente se observa,
que esta resta de areas da como resultado el area de la region buscada, concluyendo que las
areas de los triangulos dibujados bajo f(x) = x, se calculan restando los valores
correspondientes de x en g(x); es decir que el area bajo funcion f, en el intervalo (a, b),
esta dado por g(b) — g(a).
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En este apartado se hace referencia al método realizado por Fermat para calcular
pendientes, el cual, segin Sauerheber (2012), es muy preciso, pero no tiene el potencial de
suplantar la definicion de integral y derivada que estan presentes en el Segundo Teorema
Fundamental del Célculo. Si se usaran los métodos de Fermat, la verificacion de que
cualquier funcién es a la vez tanto el integrando como el derivado de su integral, seria
bastante tediosa de realizar e injusta cuando se tiene al alcance el Célculo. En este apartado
se llega a la conclusion que los estudiantes deben comprender que al poseer una tabla de
derivadas, también tienen una tabla de integrales, debido a la relacion que existe entre las
dos operaciones; para mostrar esto, se toma como ejemplo las funciones f y g con f(x) =

i y g(x) =In(x). Sobre este apartado cabe resaltar, que se hace énfasis en mostrar la

naturaleza de la relacion que existe entre la integral y la derivada, por medio de ejemplos y
funciones muy sencillas de analizar para los estudiantes que se inician en el Célculo y se
concluye que la integral y la derivada son operaciones inversas, lo cual en algunos casos los
estudiantes no comprenden tan facilmente.

El segundo apartado Proof of Second Fundamental Theorem, inicia con una reflexion
acerca de la importancia del Calculo, de como el Segundo Teorema Fundamental llevé a la
creacion de algunas reglas de integracion, derivacion y teoremas que no dependen de la
definiciébn de tangente, realizadas por Fermat. La prueba del Segundo Teorema
Fundamental del Calculo, permitira a los estudiantes clarificar algunas dudas que se pueden
presentar sobre este. La prueba inicia a partir de dos funciones como se muestra a
continuacion

g(x)=P

a bc

Figura 36: Grafica usada para la demostracion del Segundo Teorema Fundamental

Esta prueba usa lo que en la actualidad se conoce como el Teorema del valor medio. En
primer lugar, se encuentra un punto en el cual f(x) = g(x), este punto es (b, P). Se usa
una idea de los indivisibles de Cavalieri, puesto que se menciona que todos los threads
(hilos), a lo largo del eje x, recubren toda el area debajo de la funcidn; sin embargo en la
prueba original, Newton uso ciertas reglas del movimiento para recubrir el area en el plano.
En principio se muestra que la suma de todos los rectangulos infinitesimales entre 0 y b,
cuyas areas son dA = Pdx, cubren exactamente el area Pb, en la cual el rea entre 0 y a es
Pa y el dreaentre a 'y b es Pb — Pa. Enseguida se muestra, que para cualquier valor de x,
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el area de la linea vertical entre el eje x y la curva f, es la misma que el area de la linea
vertical, entre el eje x y el punto de interseccion entre la curva f y la recta curva g.

Para finalizar, se menciona que el hilo de &rea determinado por un valor de x, esta
determinado por dF(x) = f(x)dx, el cual es igual a dA(x), debido a la correspondencia

de interseccion horizontal; por lo que el area de una funcion integral f, se calcula por

. . . dF
medio de F, en la que el conjunto de tangentes, con pendientes d—(x), son los valores

X

ordinales de f(x); siendo cada uno la altura, de los hilos delgados de éarea, entre el eje x y
f. Cualquier funcién f es la derivada de F, entonces F(b) — F(a), automaticamente
calcula el area que se encuentra entre el eje x, f vy las lineas verticales x = a y x = b. Para
determinar si una funcion F es una integral de cualquier funcion f, se determina la derivada
de F que de hecho es f. El poder de las reglas del Célculo, confirma estas verdades sobre
las funciones del tipo ax™ y también muestra otros métodos que pueden ser utilizados para
funciones de otro tipo; incluyendo sustituciones trigonométricas, integracion por partes y
series de integracion.

El tercer apartado, The calculus mechanism, inicia con las relaciones existentes entre la
derivada y la integral para cualquier funcion. Por ejemplo se menciona que cualquier
diferencia en los valores ordinales F(b) — F(a) es la suma neta de los numeradores dy de
todas las tangentes a lo largo del intervalo; también que b — a es la suma de todos los hilos
verticales con ancho dx a lo largo del intervalo asi como la suma de todas las lineas de
hilos finos de areas, debajo de la derivada, por lo que no es necesario, calcular un nimero
masivo de valores ordinales algebraicamente a lo largo de f, porque la integral
autométicamente hace las sumas y encuentra el area exacta. Es por lo anterior que Leibniz

usa la suma como simbolo de la integral y escribimos que [ f(x)dx de f;f(x)dx =

F(b) — F(a), para cualquier funcion continua; el cual es el Primer Teorema Fundamental
4
del célculo. Por medio de las curvas y; = x? y v, = x3, se muestra, como dos 0 mas curvas

pueden compartir un mismo punto, es decir f(a) = g(a), por lo que, el area de la linea de
hilo fino en ese punto es igual; pero la pendiente en ese punto para las dos 0 méas curvas
pueden llegar a ser diferentes.

El cuarto apartado, Optional extended analysis (for any with questions), inicia explicando
por qué la razon de cambio en el punto (b, P), es el mismo para las funciones fy g en la
Figura 36; también se realiza un analisis desde una perspectiva fisica, introduciendo las
nociones de velocidad y tiempo. Alli explican el por qué dx y dA en un punto (x,p), no
son afectados por la velocidad v constante, puesto que dx = vt y para dos tiempos
correspondientes v,t, = dx y vit; = dx, entonces dA = f(x)dx = pv,t, = pv,t,, por lo
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que para cualquier tiempo y velocidad correspondiente, la razon de cambio dA respecto a

dA vyt dA vt .,
dx no se ve afectada, esto porque — =222 = p y 22 = P11 — p_Como conclusion, se
dx vty dx vty

afirma que el Teorema Fundamental del Célculo, es mas evidente, cuando las funciones son
inversas y tienen pendientes de tangentes muy inclinadas.

Por altimo, en el apartado nimero 5, Applications and significance, el autor afirma que
para los estudiantes, es un gran hallazgo saber, que para obtener el area bajo la curva de
cualquier funcidn, solo es necesario encontrar una expresion cuya derivada es la funcién de
la cual deseamos obtener el area entre esta y el eje x. En este apartado el autor muestra que

para funciones del tipo ax™, su integral es obtenida multiplicando ax™ por ﬁ y por el

- . . . . n
contrario para obtener su derivada es necesario multiplicar ax™ por -

Mas adelante el autor a partir de las funciones fy F con f(x) =2y F(x)=2x (ver
Figura 37), realiza una explicacion del por qué la integral de la funcion f es F y afirma que
esto es cierto no solo porque el area bajo la funcion f estd dada al multiplicar la altura de
un rectangulo de altura 2 y base x, sino también porque las pendientes de las funciones F,

estan dadas por la funcion f. Si deseamos calcular el area bajo la funcion f entre dos
a

b
explica la regla del producto y del cociente en la derivada y hace énfasis en que se debe

trabajar el concepto de derivada e integral de la mano asi como ocurrid histéricamente.

valores ay b, procedemos f: 2dx = 2x], = 2a — 2b. A partir de las ideas anteriores

2.5+ 14

2

>
-

L

1.5+

1 4 6
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0 - T
2 4 6 8 0 3 1 6 8

Figura37: f(x) =2 y F(x) = 2x

El autor afirma que no se debe subestimar la utilidad y el alcance del Calculo, puesto que
con este podemaos llegar a comprender y explicar las leyes de la Fisica y por tanto el mundo
que nos rodea. Por ejemplo podemos conocer la distancia lineal acumulada de un objeto en
movimiento, si integramos una funcion que cuyas variables sean la velocidad (y = v) y el
tiempo (x = t).

El Calculo probo la afirmacion de Kepler, la cual decia que las areas barridas por los radios
con extremos en el Sol y los planetas son proporcionales al tiempo empleado por estos en
recorrer su Orbita. También, gracias al Calculo podemos comprender las leyes de la luz, la
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cual es estudiada en Fisica, Quimica y Biologia, y que gracias a los trabajos de Maxwell
sabemos que la luz se propaga de forma sinusoidal como ondas electromagnéticas. Para
conocer un poco mas de las propiedades de la luz, el autor propone determinar la longitud
de curva de la funcion seno (ver Figura 38); este problema segin Sauerheber (2012), es un
complejo problema ya sea para el Algebra, Trigonometria 0 Geometria, asi que tomamos
las ventajas del Célculo para resolverlo.

Figura 38 Longitud de arco de la funcion seno

3.3.2 Analisis

Teniendo en cuenta nuestros elementos de historia realizados sobre Newton y luego de leer
el articulo, encontramos que en el articulo se usa de la historia lo siguiente:

e Lanocion de los infinitesimales de Kepler y retomada por Newton, puesto que en la
Figura 34, observamos que calculan el area de tres rectangulos infinitesimales que
se generan al moverse a la derecha una distancia Ax en los puntos a, b y c.

e Los estudios de Newton sobre la relacion inversa entre el calculo de cuadraturas y el
calculo de pendientes de rectas tangentes, puesto que por medio de la Figura 34

. g AA AA .
llegan a la conclusion de que - = f(x), donde — representa la derivada en un

punto de la funcion F.
e La férmula de Wallis para encontrar el area de un triangulo cualquiera a partir de la

. l , .
medida de su base y su altura % Esta formula es usada para explicar

2
geométricamente que la integral de la funcion f(x) = x, es la funcion f(x) = x?
e La nocion de los indivisibles de Cavalieri, puesto que en la prueba del Segundo
Teorema Fundamental del Calculo, se hace referencia a que al juntar todos los hilos
(threads) a lo largo del eje x, se cubre toda el area bajo cualquier funcién; lo
anterior es equivalente a la idea de la coleccion de “todas las lineas” que recubren el

area de una figura.
e La integral definida de Newton, usando la notacion de Leibniz: f;f(x)dx =
F(b) — F(a) en donde F(x) es la funcion area determinada por f(x) o F(x) es la
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antiderivada de f(x); en el articulo esto es nombrado como el Primer Teorema
Fundamental del Calculo.

e Las reglas para calcular cuadraturas usadas por Newton, en la que segun el articulo
para encontrar la cuadratura de f(x) = ax™ debemos multiplicarla por ﬁ y de esta

axn+1

n+1 ’

manera se obtiene que A =

Al intentar responder al como se usa la historia de la integral en esta propuesta,
observamos que en esta se pretende que los estudiantes lleguen a una comprension de
los conceptos béasicos del Célculo desarrollado por Newton y sus teoremas
fundamentales, aunque también se usa la notacion y algunos otros resultados que no son
propios de él. Para el autor de la propuesta, el énfasis de la propuesta esta en mostrarles
a los estudiantes solo los métodos con los cuales Newton descubri6 el Célculo y como
demostro algunos de sus resultados; es decir que durante un tiempo los estudiantes
estaran inmersos en los aspectos del Calculo en su etapa temprana, cuando no contaba
con el rigor con el que se dotd posteriormente. Segun lo anterior, el autor usa algunos
elementos de la historia de las matematicas, especificamente elementos historicos
asociados a Newton, con el fin de propiciar actividades, en las cuales los estudiantes
realicen algunos de los procesos generales de la actividad matematica y logren un
aprendizaje asociado al Calculo; es por esto que consideramos que esta propuesta
corresponde a la categoria de analisis de Integracion de la historia de las matematicas.

3.4 LOSINDIVISIBLESEN EL CALCULO CONTEMPORANEO
3.4.1 Resumen

El articulo de Prabhu & Czarnocha (2008) inicia con un resumen en el cual los autores
afirman que las formulas que se van a presentar son una reformulacion de la obra de Wallis
y Cavalieri y de esta manera buscan proporcionar fundamentos matematicos rigurosos
contemporaneos y que con base en la intuicion de un estudiante (los indivisibles de
Arquimedes, Cavalieri y Wallis) se formulan dos integrales: la integral de Cavalieri-Wallis
y la integral de Porter-Wallis. Estas integrales ofrecen una nueva perspectiva de los
conceptos clasicos de medida, area e integral definida.

Luego en la introduccion indican que su objeto de estudio son los indivisibles que no tienen
anchura, centrandose en los indivisibles desde el punto de vista de Wallis y Cavalieri;
enseguida destacan las ideas mas importantes de los trabajos de los tres matematicos sobre
sus trabajos de cuadraturas y que nosotros hemos mencionado en nuestro recorrido
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historico. Enseguida se presentan las preguntas de investigacion planteadas en el
experimento de ensefianza Introduccion de los Indivisibles en la Ensefianza del Célculo:
¢Coémo tiene lugar el proceso de transformacion y desarrollo de la intuicion de las lineas
(los indivisibles) en un concepto matematico preciso? y ¢ La introduccién de la construccion
de Cavalieri-Wallis basada en los indivisibles, la interaccion de esa construccion con la
construcciéon normal de Riemann y la ensefianza en la que se integran una y otra, permiten
fortalecer la comprension de los estudiantes del concepto de integral definida? Se afirma
que la integral de Porter-Wallis se presentd a los estudiantes como un paso para llegar a las
sumas de Riemann, las cuales habian sido diagnosticadas dificiles para los estudiantes.

A continuacién mostramos los apartados o titulos de la propuesta y mencionamos las ideas
principales en cada uno de ellos.

En el marco tedrico se expresa que la idea de ensefianza de los autores concuerda con la
afirmacion de Griffin, el cual expresa que una de las razones por las cuales se reduce el
grado de éxito en las matematicas, es la separacion entre la comprension informal e
intuitiva de los estudiantes y los algoritmos que se deben aprender en la educacion formal.
Es por eso que se incluye el aspecto abstracto de las matematicas y las raices intuitivas, con
el fin que los estudiantes profundicen en los dos aspectos. Para los autores el marco teoérico
consiste en la mezcla de teorias y metodologias que abordan tanto aspectos sociales como
individuales del desarrollo cognitivo.

En la metodologia se afirma que los experimentos de ensefianza del proyecto se realizaron
siguiendo la metodologia ciclica de la investigacion de la ensefianza y el cual es un
perfeccionamiento del experimento de ensefianza de la Research in Undergraduate
Mathematics Education Community, fundada en 1996 en Estados Unidos. La metodologia
ciclica esta planteada de la siguiente manera: Ensefianza — recoleccion de datos — analisis
y refinamiento tedrico de las estrategias de ensefianza — siguiente ciclo del experimento.

Segun la metodologia ciclica, el maestro debera recolectar la informacion concerniente a un
problema particularmente en su salon, buscar la relacién entre las observaciones y el
conocimiento teorico del aprendizaje existente en el campo y con base en lo anterior debera
formular nuevas hipétesis que deberan ser verificadas cuando el maestro ensefie el mismo
tema de matematicas, o puede introducir nuevas estrategias de ensefianza para evaluar y
corregir su efectividad.

A continuacion encontramos el titulo: desarrollo intuitivo del concepto, en el que se
. . . .. i b—a)i .
determina el cociente de los indivisibles dado por % en la que x;° na)l determina una

particion de un intervalo (a, b) de una funcion, luego se observa que la suma finita de esos
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TiEnf(x)
(n+1)f (b)
los cocientes de Cavalieri—-Wallis

cocientes esta relacionada con los trabajos de Wallis y establecen lo que llaman

CW—02+12+22+ +(n—1)2+n2_1+1
" n2 o op2 n2 n2 3 6n

., 2 .
i=n (L i=n 13
i=0 n _ i=0 n

CW, = =
" n+1 frnaxt + 1

Por medio de la funcién f, definida por f(x) = x2, se explica graficamente la formula
anterior y se llega a que “los cocientes parciales” se relacionan con las sumas de Riemann
correspondientes y la correspondencia se puede establecer entre:

e CW, y R, una suma de Riemann construida en la misma particién equidistante del
dominio del intervalo y con los mismos puntos muestra para los valores de la
funcion

Y entre:

. . .y .. ~ 1
e (W, y R, ., Construida en una particién del dominio de malla tamafio —- conuna
seleccidn especial de puntos muestra para los valores de la funcion.

Enseguida se encuentra el titulo las matematicas del enfoque, en el cual se encuentran las
siguientes definiciones:

Definicion 1. La integral de Cavalieri-Wallis

Sea f:[a, b] — R una funcion acotada:

b . . Yis0 f ()
CWL f(x)dx = limy,_,o CW,, = lim,_,o = M(n D
Donde xy = a,x; = a +bn—a . Xp = a+@ = by M es el supremo (la menor de las

cotas superiores) de la funcion.

cw f:f(x)dx, se denomina la integral de Cavalieri-Wallis o integral CW de la funcion
f, definida en el intervalo [a, b]

Definicion 2. La integral de Porter-Wallis
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Sea f:[a, b] = R una funcion acotada y para cada n, definase la suma aproximada de la
altura promedio:

i=n
. x,

altura promedio n(f) = M = PW,(f)
n+1

PW [ F()dx = (b — a)limpc PW,(f) = (b — )limp o0 $iZ8 £ (x)

PW fff(x)dx Se denomina la integral de Porter -Wallis o integral PW de la funcion
fdefinida en el intervalo [a, b].

En la propuesta se muestran las diferencias entre estas dos integrales de acuerdo con los
calculos que se obtienen con ellas y la forma en que se llegan a ellos; y los autores afirman
que desde un punto de vista de las matematicas modernas, la claridad conceptual y de
calculo de la integral PW hace de ella una herramienta (til.

Enseguida se presenta el concepto de altura promedio, el cual es el fundamento de la
integral PW y CW, es por eso que se convierte en el centro de atencién de los estudios
futuros.

Definicion 3

Sea f: [a, b] = R una funcion acotada:

i=n
i= f(xi)
It dio = li _)OOL
altura promedio im, 1
Donde x, = a,x; = a+b%“,___ X, =a+=9 _p
Definicion 4
Sea f: [a, b] = R una funcién acotada:
Yizo f(x)
b - l N
area (b — a) - lim, —

n(b—a)

Donde xy = a,x; =a+ b%a, wXp=a+ = b, que es desde luego la integral de

Porter-Wallis.
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A continuacion muestran como calcular el area de las figuras geométricas comunes como el
rectdngulo, triangulo, trapecio y funciones del tipo f(x) = xP, utilizando la nueva
definicion de altura promedio.

En el titulo las implicaciones matematicas, se resalta que en el caso de una funcion acotada
f(x) con dominio [0,1] la integral PW emplea solo el conjunto de nimeros racionales en el
intervalo [0,1] el cual tiene una medida de Lebesgue 0. Es intrigante que ese conjunto de
medida de Lebesgue 0 posea informacion sobre el area de la region en [0,1] limitada por la
funcion y = f(x) y las lineas y = f(0) e y = f(1), puesto que, de acuerdo con las
matematicas clasicas, el area o superficie de tal region es sustentada por la parte no
conmensurable del intervalo unidad y no por el conjunto conmensurable de numeros
racionales.

Enseguida se definen dos teoremas y sus correspondientes pruebas:

Teorema: La clase de funciones integrables CW y PW incluye la clase de funciones
Riemann integrables

Luego de realizar la demostracion del anterior teorema, se plantea el siguiente interrogante
cexiste alguna funcion CW y PW integrable que no sea Riemann integrable? E
inmediatamente se da respuesta por medio de un ejemplo a partir de la funcién Dirichlet

Teorema Fundamental del Calculo aplicado a la integral PW: si f es continua en [a, b]
donde a y b son numeros reales, entonces

b ’
Pw [ 1 Godx = £ - f(@

En el titulo, para deshacer el nudo gordiano del principio de Cavalieri, se centra la atencion
en el principio de Cavalieri, particularmente la paradoja de Cavalieri-Torricelli, cuyo
analisis mostrard una vez mas el concepto de altura promedio de una regién irregular. A
continuacion se nombra el principio de Cavalieri y se destaca que el principio de Cavalieri
no establece explicitamente como seleccionar las lineas correspondientes; esta situacion se
expresa como la paradoja Cavalieri-Torricelli y a partir de la Figura 39, ilustran las
correspondencias para las que es valido el principio de Cavalieri y para las que no lo es.
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B FI€ D IS C
Figura 39: Figura que apoya la paradoja Cavalieri - Torricelli

En este caso si se eligen las lineas PT y TQ, entonces el principio de Cavalieri es valido;
por el contrario si se eligen las lineas PR y QS no lo es.

Los autores presentan una solucién a la paradoja Cavalieri — Torricelli, con la cual se
introduce la nocién de dilatacion; los intervalos entre dos puntos correspondientes
consecutivos en AC y AB estan relacionados por una transformacién de dilatacién no
homogenea en el plano (x,y) — (ax,y); esta solucion revela que para un tipo de
correspondencias, el aspecto esencial del argumento no es la comparacion de las areas, sino
la comparacién de la alturas promedio de las figuras pertinentes y, por medio de la integral
PW la cual utiliza las alturas promedio de la funcidn, introduce el paso faltante entre la
transicion de los indivisibles y el area. Esto lleva a los autores a demostrar el siguiente
lema:

La integral de Cavalieri-Wallis es invariante con respecto a las dilataciones (x,y) —
(ax,y),a# 0

CWjacf(x)dx = Cchf(ax)dx
ab b

Por medio de Figura 40, se muestra la correspondencia entre los triangulos ABD, ACD de la
Figura 39 y los triangulos POR, QOS respectivamente.

h flax)

o] R s

Figura 40: Dilatacion

A continuacién muestran como por medio de transformaciones de la Figura 39 llegamos a
la Figura 40, lo cual resulta ser una dilatacion y finalmente se concluye que:
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R s
CW.[; f)dx = CW.[; f(ax)dx =%

En el titulo andlisis de la informacién y contribucién al campo de la educaciéon de las
matematicas, se menciona que la evaluacion es el medio por el cual obtenemos indicios de
la dindmica del pensamiento del estudiante, la coherencia de los conceptos y la profundidad
y coordinacion de su plan; estos indicios ademas de obtenerse por medio de evaluaciones,
se recolectan por medio de transcripciones de las entrevistas clinicas llevadas a cabo al final
del periodo escolar, por medio de los métodos del grupo de control que evaltan el impacto
de la nueva ensefianza en los estudiantes acerca de la integral definida. Enseguida
encontramos una serie de resultados del proyecto, en los cuales se muestran las pruebas en
las que se responde al interrogante: ¢se fortalece en los estudiantes la comprension del
concepto de integral definida con la introduccion de la integral de Cavalieri-Wallis basada
en los indivisibles, la interaccion de dicha construccion con la integral normal de Riemann
y la ensefianza que integra una y otra construcciones?; para esto entregan algunas
consideraciones y resultados de dos problemas que se les plantearon a los estudiantes. En el
primero se pidio calcular el volumen de la region obtenida rotando la region delimitada por
y=x2% y=1yx=0entorno al eje de las y; vy el otro problema incluyé una serie de

preguntas alrededor de la expresion f03(x2 + 1)dx. Se concluyen que la construccion de la

integral PW como paso para llegar a la construccién de Riemann fue realmente util para los
estudiantes en lo que respecta a la manera de abordar la integral definida.

Para finalizar, en el apartado las voces del salon de clases, se muestran los pasajes de los
ensayos de los estudiantes citados y que permiten concluir que para algunos de ellos la
integral PW es mas simple en los célculos; para otros conceptualmente es mas significativo
que la construccion de Riemann; y, para otros mas, la construccion de Riemann es mas
natural. Finalmente se presentan las conclusiones generales de la investigacion, en las que
se resalta las caracteristicas y relaciones entre las dos integrales propuestas, asi como las
implicaciones matematicas de cada una; también se dejan preguntas abiertas realizadas a
partir de los resultados matematicos de la investigacion y que son dirigidas a estudiantes
universitarios.

3.4.2 Analisis

Teniendo en cuenta nuestros elementos de la historia realizados sobre Cavalieri, Wallis y
los que se encuentran en el articulo, encontramos que Prabhu & Czarnocha (2008) usan de
la historia lo siguiente:
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e Los resultados obtenidos por Wallis cuando estaba estudiando las razones de

sucesiones de la siguiente naturaleza: 0t 1t 2ttt concluye que si k =2
g " nk+nkink+...4nk y Ye q — 4

024124224+ (n—-1)2+n?
nZ2+n2+n2+---+n2+n?

Czarnocha (2008) como el cociente Cavalieri-Wallis y se puede reescribir de la

= R =7{ e

n+1 fmaxn+1

e Lanocidn de los indivisibles de Cavalieri y el principio de Cavalieri, con el cual se
hace referencia a la paradoja Cavalieri-Torricelli, la cual nos expresa que existen
correspondencias entre los indivisibles de dos figuras, para las cuales el principio de
Cavalieri no es valido.

e La integral definida de Newton fff(x)dx = F(b) — F(a), en la propuesta es
aplicada a la integral Porter-Wallis PW f: f (x)dx = f(b) — f(a)

entonces

= §+ %; este resultado es nombrado en Prabhu &

siguiente manera CW,, =

En esta propuesta, se usa la historia partiendo desde los estudios de Cavalieri y Wallis, los
cuales son reformulados; en especial se reformulan las formulas de Wallis, para asi
proporcionar fundamentos rigurosos correspondientes a las matematicas contemporaneas y
es asi como se determinan la integral de Cavalieri-Wallis la cual permite hallar la razén
entre dos areas y la integral de Porter-Wallis que permite calcular el area misma, usando el
concepto estadistico del promedio. Otro aspecto que nos permite identificar como se usa la
historia de las matemaéticas en esta propuesta, es el presentar una solucion a la paradoja
Cavalieri-Torricelli en la que la integral Cavalieri-Wallis toma un papel fundamental,
puesto que esta integral es invariante con respecto a las dilataciones que se proponen y es
una propiedad que por ejemplo, la integral de Riemann y de Porter-Wallis, no poseen.
Teniendo en cuenta lo anterior observamos que los estudios asociados a los trabajos de
Cavalieri y Wallis, fundamentales para el desarrollo de la integral, son replanteados y
combinados con las teorias actuales para asi crear una teoria alterna, la cual permiten
generar nuevos estudios e investigaciones en cuanto a la ensefianza de la matematica y la
matematica misma. Con esta perspectivas consideramos que la metodologia y la forma
como se usa la historia en esta propuesta no corresponde totalmente a ninguna de las tres
categorias mencionadas en Mora & Guacaneme (2014), es por esta razon que tenemos la
necesidad de encontrar una categoria alterna para ubicar esta propuesta alli. Esta categoria
tendria la siguiente definicion:

e Determinacion de nuevos estudios a partir de la Historia de las Matematicas:
Corresponde al uso de algunos elementos de la historia, para que a partir de
estos realizar una reformulacion, generando nuevos estudios que permitan
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evidenciar una perspectiva diferente sobre algin concepto o problema
matematico.

3.5 FERMAT Y ARQUIMEDES EN LAS CLASES DE INTEGRALES

3.5.1 Resumen

En Escudero (1997) se describen dos propuestas de clase en las cuales se desarrolla el
concepto de integral por medio de dos algoritmos que utilizaron Fermat y Arquimedes para
hallar el area bajo la curva y =x™ y el volumen del paraboloide de revolucion
respectivamente.

En primera instancia la autora muestra como Fermat obtiene el valor exacto del &rea bajo la
curva y = x™ en un intervalo [0, a], tomando una particion determinada y levantando los
rectangulos como muestra la figura.

Figura 41: Area bajo la curva y = x™

A continuacion Fermat afirma que si A es igual al area bajo la curva entonces:
A= (a—Db)a"+(b—c)b"+ (c—d)c"+(d—e)d"+(e—fle"+(f —0)f"

Enseguida la propuesta muestra como Fermat construye una particion que le permite
plantear una progresion geomeétrica de la siguiente manera:

Primero propone la siguiente particion a, akE, aE?, aE?, aE*, aE> ... ... (E<1)
Dada esta particion se afirma que el area de los rectangulos esta dada por:

(a —aE)a", (aE — aE?)a™E™, (aE? — aE®)a™E?", (aE® — aEH)a™E3" ... ... La cual es
una progresion geométrica de razon < 1, que después de resolver corresponde con:

(a —aE)a™
A ~ 1 —_ E'l’l+1
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Se afirma que el area bajo la curva se puede calcular haciendo a E tan cercano a 1 como se
quiera, lo cual segin Escudero (1997) es un paso intuitivo hacia el concepto de limite;
concepto que se abordaria formalmente mucho tiempo después. Enseguida se afirma que
este tipo de procedimiento le permite a Fermat concluir que:

an+1

A=
n+1

Para finalizar esta parte de la propuesta, se hace un paralelo con la forma actual que
permite hallar la integral de este tipo de funciones, llegando u obteniendo el mismo
resultado.

Como se menciono anteriormente, en este apartado de la propuesta la autora muestra como
Arquimedes hace uso de las herramientas del calculo infinitesimal® para demostrar que el
volumen de segmento recto de un paraboloide de revolucion es la mitad del volumen del
cilindro circunscrito; sin embargo en este apartado se afirma que la utilizacién de la
Geometria analitica es pertinente gracias al desarrollo mismo del curso. Lo primero que se
hace es dividir el eje del paraboloide EF = a en n partes iguales y se construyen cilindros
inscritos y circunscritos, como se muestra la figura:

Figura 42: Volumen del paraboloide de revolucion

A continuacion se presenta en el documento la siguiente demostracion:

Viitindro < 2 Y que Vcilindro > 2

Vsélido circunscrito sélido inscrito

Luego demuestra que

I/sc')lidocircunscrito_ I/s()lidoinscrito ultimarodaja

31 Anacrénicamente hablando
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Y por ultimo, dado que la diferencia anterior puede hacerse menor que cualquier nimero
dado (axioma de Arquimedes), termina por demostrar que:

Vsc’)lido circunscrito sélido inscrito = Vparaboloide

O también

Veitinaro = 2Vparaboloide
3.5.2 Analisis

Teniendo en cuenta nuestros elementos de la historia realizados sobre Arquimedes y los
que presenta el articulo sobre Fermat, encontramos que en Escudero (1997), usan de la
historia lo siguiente:

e La generalizacion por parte de Fermat del célculo de integrales de potencias
racionales en un intervalo especifico por medio de una particion particular que le
permite abordar y dar solucidn a este problema.

Donde A= (a—b)a"+(b—c)b"+ (c—d)c"+(d—e)d"+ (e —fle™ +
(f —0)f"

e Los trabajos de Arquimedes con los cuales él da solucién al problema del
paraboloide (descrito anteriormente en el resumen) y enfatiza en este, como las
herramientas del calculo infinitesimal son las que le permiten concluir que

Veitinaro = 2Vparaboloide

Segun Escudero (1997) la intencion de la propuesta es romper la monotonia de la clase y
para esto buscd dos ejemplos de problemas historicos que pudiese llevar al aula, para lo
cual presento a los estudiantes las estrategias desarrolladas por Fermat y Arquimedes para
hallar el area bajo la curva y =x™ y el volumen del paraboloide de revolucion
respectivamente. Teniendo en cuenta lo anterior, concluimos que la historia de las
matematicas es usada en la propuesta como un ejemplo de los problemas matematicos,
provenientes de la historia respecto al tema de integracion y las correspondientes estrategias
para su solucion. Consideramos que la categoria correspondiente para la intencion y
desarrollo de esta propuesta es Alusion a la Historia de las Matematicas.
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3.6 HISTORICAL MOTIVATION FOR A CALCULUS COURSE: BARROW’S
THEOREM

3.6.1 Resumen

La propuesta de Flashman (1996) menciona que el Célculo tiene un rol principal en el
programa de Matematicas en los colegios de Estados Unidos. Segun Flashman (1996) en
los cursos de precélculo, los problemas de tangencias y areas no son tratados a fondo, en
consecuencia los estudiantes inician el estudio del Calculo con un conocimiento minimo
sobre estos problemas; sin embargo ellos son conscientes que estos problemas se han
trabajado con gran vigor antes del desarrollo del Calculo de Newton y Leibniz. Los
estudiantes asumen que los creadores del Célculo llegaron a los métodos y resultados
simultaneamente sin un desarrollo histérico anterior; incluso pueden concluir que solo
existe un método para resolver estos problemas y que los procedimientos que van a
aprender en los cursos de Calculo, son el principio y el fin de la historia. Flashman (1996)
afirma que desde el afio 1987 ha tratado de desarrollar secuencias histéricas en los cursos
de Caélculo, iniciando con discusiones de los trabajos anteriores a Newton y Leibniz.

Los estudiantes veran que las matematicas se han convertido poco a poco, en una
revolucién repentina marcada por el genio de unos pocos individuos; este aspecto humano
de las matemaéticas es importante para un curso en el que frecuentemente se llega a
confundir las matematicas con una coleccién de definiciones, teoremas, técnicas y
aplicaciones. Luego que el Teorema de Barrow sea presentado en un curso de Calculo, los
estudiantes podran comprender su relacion con las etapas posteriores del curso, en las que
se tratara el problema de la tangente, el area y las ecuaciones diferenciales, que permitira
relacionar tales problemas. Con este tratamiento temprano, los estudiantes estaran
preparados para la version moderna del Teorema Fundamental del Calculo junto con
pruebas analiticas que complementan el argumento geométrico de Barrow.

Luego de las anteriores consideraciones, se presenta la seccion What is Calculus?, en la que
se afirma que debido a que muchos libros y cursos llevan el nombre de Calculo y en estos
no explican el por qué precisamente se llama asi y mucho menos lo que significa, en esta
seccion se intentara decir algo acerca de lo que es Célculo y de lo que eran las matematicas
antes del surgimiento de este. Cualquier Calculo es un método sistematico para llegar a un
resultado, es por esto que existen una gran variedad de Calculos; sin embargo cuando
mencionamos Calculo diferencial, integral y de series infinitas, hacen referencia al Calculo
de Newton y Leibniz. Para el autor el Calculo hace referencia al analisis del cambio y
determinacion de elementos como la tangente a una curva, el &rea de una region plana
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encerrada por una curva, las estimaciones y soluciones exactas de muchos problemas
relacionados.

Consideremos brevemente el problema de la recta tangente y del area, el problema general
de la tangente es encontrar un meétodo para dibujar una linea tangente a una curva en un
punto especifico y el problema del area puede ser considerado como un problema de
medicion en la actualidad, pero en un temprano tratamiento fue también geométrico. Uno
de los méas importantes resultados del Calculo fue conectar directamente el problema de la
tangente con el del area, lo que en la actualidad es el Teorema Fundamental del Calculo.
Este resultado fue conocido por Barrow y se conoce como el Teorema de Barrow, en la
prueba original de este no se hace uso del &lgebra, debido a que es una prueba de tipo
netamente geométrico. Al llegar Newton y Leibniz a la version algebraica de este resultado,
es cuando se evidencia la utilidad del Teorema de Barrow y exploraron métodos para un
Calculo que resolvié sistematicamente problemas de area, volumen, longitud de arco, etc.

Estos problemas y muchos otros de actual interés se resolveran a medida que avanzamos en
nuestro estudio del Célculo:

1. El problema de la tangente: Determinar la recta tangente a una curva en un
punto dado.

2. El problema de la velocidad: Determinar la velocidad instantdnea de un
objeto en movimiento.

3. Problemas de extremos: Determinar los valores maximos y minimos de una
variable dependiente.

4. El problema de area: Determinar el area de una region plana encerrada por
una curva.

5. El problema de la longitud de arco: Determinar la longitud de una curva.

6. La tangente a una curva: Determinar una curva, de manera que la tangente
a esa curva en cualquier punto, esta predeterminado.

7. El problema de la posicion: Determinar la posicion de un objeto en
movimiento sobre una linea, conociendo su posicion inicial y su velocidad
instantanea.

Enseguida se presenta la prueba geométrica del Teorema de Barrow: Suponga que una
curva A tiene una longitud PX igual al area de la regién plana encerrada por la curva Y, el
eje x y el segmento XQ. Si se escoge un punto T sobre el eje x, de manera que TX veces
XQ esigual a PX, entonces la linea TP es tangente a la curva A en el punto P.
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Q
Figura 43: Teorema de Barrow

Prueba: Barrow muestra que TP es tangente a la curva A en el punto P, demostrando que
para cualquier otro punto R sobre la curva A la recta TP no pasa por R. Por conveniencia se
asume que X aumenta, asi como la longitud de XP aumenta y R esta antes de P sobre la
curva A. Si trazamos una recta paralela al eje x y que pase por R, se intersecara con la recta
TP en el punto s y con la recta XP en el punto U.

&
Z[; u
A
] T

¥

Bl

N

Figura 44: Prueba Teorema de Barrow

Basta con mostrar que R # S

El triangulo TPX es semejante al triangulo SPU, entonces

X_PX_PU
T TX  SU

Multiplicando QX por SU obtenemos PU

Trazando una linea paralela a PXQ que pase por R, se intersecara con el eje x en V y con la
curva Y en W, entonces la longitud de RV es igual a el area de la regién plana encerrada
por la curva Y, el eje x y el segmento WV. Como RV = UX y ya que PX = PU + UX, PU
tiene una longitud igual al area de la region encerrada por el segmento VW,VX,XQ y la
curva Y entre Q y W. Pero esta region esta contenida en el rectangulo determinado por VX
and XQ@, entonces PU es menos que el producto QX - VX. Entonces se puede concluir que
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QX -SU < QX - VX, por consiguiente SU < QX. Pero VX = RU entonces SU < RV y por
tanto R # S.

Enseguida, a partir de las funciones cuadraticas de la forma y = cx?2, donde c es una
constante, se proponen 5 problemas relacionados con el calculo de areas y tangentes.

En los comentarios finales, Flashman (1996) afirma que luego de mostrarles a los
estudiantes el Teorema de Barrow en una etapa inicial del curso del Calculo, se les recuerda
de su relacion con el célculo en etapas posteriores del curso, para destacar como los
elementos clave de esta teoria encaja con las nuevas teorias. La relacion entre el problema
del &rea y el problema de la tangente, dio lugar a declaraciones y pruebas contemporaneas
del Teorema de Barrow como el Teorema Fundamental del Célculo.

3.6.2 Analisis

Teniendo en cuenta los elementos de la historia que presenta Flashman (1996) encontramos
que en esta propuesta usan de la historia lo siguiente:

e EIl Teorema de Barrow, expuesto por el matematico ingles Isaac Barrow y en el
cual se evidenciaba la relacion que existe entre el problema de calcular
cuadraturas y tangentes. En la prueba original de este teorema no se hace uso
del &lgebra, debido a que es una prueba de tipo geométrico solamente; cuando
Newton y Leibniz llegaron a la version algebraica de este resultado, fue cuando
se evidencio la utilidad de tal teorema.

En esta propuesta el autor afirma que en los cursos de precélculo el problema del area y su
relacion con la tangente no son tratados a fondo, en consecuencia cuando inician un curso
de Célculo el conocimiento sobre estos problemas es minimo; es por esto que se propone
presentar a los estudiantes el Teorema de Barrow en un curso temprano de Célculo, para
que de esta manera en las etapas posteriores al curso, los estudiantes puedan relacionar el
problema del area con el problema de la tangente y de esta manera, estar preparados para la
version moderna del Teorema Fundamental del Calculo, junto con pruebas analiticas que
complementan el argumento geométrico de Barrow. En este contexto se evidencia que la
presentacion a los estudiantes del Teorema de Barrow tiene como finalidad la introduccion
al Teorema Fundamental del Célculo, en el que se evidencia la relacion entre el calculo de
la integral y la tangente; teniendo en cuenta lo anterior podemos afirmar que el desarrollo
de la propuesta corresponde a la categoria de andlisis Alusion a la historia de las
matematicas.
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Por otro lado también observamos que a pesar de que el uso del Teorema de Barrow puede
darse para motivar o introducir el estudio del Teorema Fundamental de Calculo, en esta
propuesta el Teorema de Barrow no se limita a ser simplemente presentado a los
estudiantes. El autor luego de realizar la demostracion geométrica del Teorema, propone 5
ejercicios en los cuales los estudiantes deberan usarlo y los demas que este implica, para asi
Ilegar a una solucion acertada de cada ejercicio. Por lo anterior consideramos que el autor
pretende en los estudiantes generar una comprension efectiva del Teorema de Barrow, los
resultados que este implica y su relacion con otros conceptos del Céalculo; por esta razon
también consideramos que esta propuesta puede corresponder a la categoria de analisis de
Integracion de la historia de las matematicas.

3.7 INTEGRATION A LA FERMAT
3.7.1 Resumen

La propuesta de Gellasch (2011) inicia con una introduccion en la que se afirma que
muchos libros sobre Calculo integral, se centran en la integral de Riemann cuando se
introduce el concepto de integral. Una vez que se introduce la notacion y la idea abstracta
de que un area estd compuesta de infinitos hilos infinitamente delgados, muchos libros
inician directamente con las técnicas de integracion. Encontrar areas utilizando rectangulos
generalmente no se menciona de nuevo excepto en una revision para ayudar a los
estudiantes a visualizar un ejemplo méas dificil. Gellasch esta de acuerdo en introducir la
integral de esta manera, sin embargo afirma que no hay razon para parar alli e ir
directamente a las técnicas de integracion. Antes de Riemann, Newton y Leibniz, Fermat
encontrd areas usando la suma de rectangulos delgados, pero los rectangulos de Fermat no
tenian ancho uniforme; el ancho de los rectangulos de Fermat disminuye con base a una
serie geométrica. Mirando el método de Fermat luego de introducir la integral de Riemann,
se puede ampliar la perspectiva del Calculo por parte de los estudiantes; puesto que el
método de Fermat incorpora muy bien otros métodos como sumas de series, factorizacion,
limites y por supuesto, historia.

En el apartado Historical Background, se afirma que la primera formulacion moderna de
integral fue dada por Agustin-Louis Cauchy (1789-1875), en su trabajo da una definicion
de integral definida usando el valor medio de la funcién dentro de cada sub intervalo,
también se da a conocer la nocion moderna de continuidad y continuidad uniforme,
explicitando también el Teorema Fundamental del Calculo. Riemann (1826-1866)
generaliza la integral de Cauchy para hacer riguroso el Célculo integral. En la actualidad la
mayoria de textos al introducir la integracion, atribuida a Riemann, no usan la definicion de
Cauchy. Sin embargo, este enfoque tiene el beneficio de iniciar conceptualmente mas facil

92



y permite una discusion conveniente de error. Antes que Cauchy y Riemann e incluso antes
que Newton y Leibniz, muchos matematicos como Fermat, trabajaron en encontrar metodos
para determinar areas debajo de curvas definidas, apartados del uso de limites.

Fermat (1601-1665) es reconocido por sus trabajos en teoria de nimeros, contribuciones a
la probabilidad y algunas cuestiones fisicas; sin embargo muchos sienten que sus trabajos
sobre maximos, minimos, tangentes y cuadraturas fueron fundamentales para el desarrollo
del Calculo; tanto asi que Boyer afirmo que “ningin matematico con excepcion de Barrow,
estuvo tan cerca de la invencion del Calculo como Fermat™.

En el apartado Fermat On Quadrature, se afirma que Fermat para el afio 1636
probablemente habia encontrado la forma de calcular el area bajo curvas de la forma y = =

xn
en el intervalo (1, ). Para 1644, Fermat tenia un método para encontrar el area debajo de

la curva y = x™ para exponentes racionales (excluyendo -1).

Fermat inicia su investigacion de las curvas de la forma y = x™ dividiendo el area en
rectangulos de anchura uniforme, basando sus trabajos en Arquimedes, es por esto que
inscribia y circunscribia su curva con un finito nimero de rectangulos. El area de la curva
y = x™ tiene una longitud infinita pero un &rea finita, es por esto que Fermat se da cuenta
que necesita un namero infinito de rectangulos para recubrir una longitud infinita, ;pero
como va sumar las areas de sus infinitas series de &reas? Fermat usa una progresion
geométrica que determinara el ancho de sus rectdngulos, enseguida mapea el intervalo
(a, ) sobre el intervalo (0,a). El tenia en el limite la grafica de y = x™ en el intervalo

(0, a) para una integral positiva n; en este caso los anchos decrecen de derecha a izquierda.

Fermat extiende su argumento para las potencias racionales positivas n = s

En el apartado In The Classroom, el autor afirma que el camino més facil para introducir el
método de Fermat en la clase de Célculo, es directamente después de introducir la integral
de Riemann. Una vez que los estudiantes se sientan comodos con el método de Riemann, se
pregunta si es necesario que los rectangulos tengan un ancho uniforme; luego de unos
minutos de discusion, el trabajo de Fermat se presenta en un estilo Socratico. Vamos a
presentar dos opciones, primero vamos a presentar un caso concreto para n =2 (la
pardbola), segin Gellasch (2011) se ha descubierto que trabajar un ejemplo concreto en la
clase va bien al tiempo que permite generalizar y hacer discusiones. El caso general n,
puede ser realizado por los estudiantes si el tiempo y el interés lo permiten. Tenga en
cuenta que lo que sigue es la presentacion moderna de lo que Fermat hizo y no como
aparece en este trabajo, puesto que estaba trabajando en una era antes del uso del limite.
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En el apartado Taking It Further, se afirma que los problemas de cuadraturas para las

curvas y =x"y y = x% por medio de rectdngulos de ancho uniforme y rectangulos con
ancho a partir de una progresién geométrica, pueden ser llevados a clase, sin embargo el
caso de la parabola es el més facil y rapido, los otros casos pueden ser desarrollados en
clase o asignados como un proyecto.

En el apartado Open Question For The Classroom, Se presentan diferentes preguntas para
realizar a los estudiantes y las posibles respuestas a tales preguntas. Hay diferentes caminos
para presentar el trabajo de Fermat, a continuacion se muestra una lista general (cada idea
puede ser adaptada para los libros de texto y topicos cubiertos en clase):

1. Presentar el problema de encontrar el area bajo la curva como y =+/x en el
intervalo [0,1]

2. En las secuencias del Calculo, cortos modulos de historia pueden ser incorporados
centrandose en cada uno de los prominentes matematicos que contribuyeron al
desarrollo del Célculo. Fermat puede ser presentado en un temprano Calculo
Diferencial y luego en el Célculo Integral.

3. Para una clase mas avanzada, se presenta la idea de rectdngulos con ancho
decrecientes y se pueden tener estudiantes trabajando en grupo para redescubrir las
técnicas de Fermat. En una avanzada clase el uso de una progresion geometrica es
todo lo que podria necesitarse, los estudiantes pueden dar un ejemplo concreto
como y = x% 0 y =+/x en el intervalo [0,1], seguido de la cuestion general de
y = x™ en el intervalo [0, a].

Como conclusiéon Gellasch (2011) afirma que para presentar un poco de historia en el
curriculo de la licenciatura de matematicas, proporcionamos a nuestros estudiantes una
visién dentro de los métodos y usos de matematicos anteriores. Presentando el método de
Fermat damos la oportunidad a los estudiantes de atestiguar y explorar las matematicas
como una herramienta para responder diferentes problemas y no como un conjunto de
herramientas usadas para resolver ejercicios de libros. EI método de Fermat sobre los
rectangulos decrecientes muestra la flexibilidad de las matematicas. Dejando que los
estudiantes experimenten una variedad de enfoques histéricos permiten una mayor
comprension de las matematicas e interés en sus topicos.

3.7.2 Analisis

Teniendo en cuenta los elementos de la historia que presenta Gellasch (2011) encontramos
que en esta propuesta usan de la historia lo siguiente:
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e La presentacion moderna de los trabajos sobre cuadraturas realizados por
Fermat, especificamente la solucion para hallar el &rea bajo la curva y = x™ de
manera general y especificamente cuando n = 2 sobre el intervalo [0, a]

Para responder a la pregunta ;Como es usada la historia de la integral en esta propuesta?,
debemos tener en cuenta la intencion y el desarrollo de la propuesta. El autor propone
introducir el método de Fermat en la clase de Calculo, directamente después de introducir
la integral de Riemann y antes de ir a las técnicas de integracion como es comun en los
libros de Calculo. Segun Gellasch (2011), el método de Fermat puede ampliar la
perspectiva del Calculo por parte de los estudiantes, dado que este método incorpora muy
bien otros métodos como sumas de series, factorizacion, limites y por supuesto historia.
Teniendo en cuenta lo anterior, observamos que la intencion del autor no es simplemente
introducir los métodos de Fermat de forma alusiva, por el contrario el autor considera que
al exponer a los estudiantes a una variedad de enfoques historicos lograran una mayor
comprension de las matematicas e interés en sus topicos; es por esto que dado que se
pretende una ensefianza efectiva de las matematicas a través de su historia, esta propuesta
corresponde a la categoria de andlisis Integracion de la Historia de las Matematicas.

3.8 LA HISTORIA COMO HERRAMIENTA DIDACTICA: EL CONCEPTO DE
INTEGRAL

3.8.1 Resumen

La propuesta de Fernandez (2011) inicia con una breve introduccion en la cual se exponen
los primeros problemas que con el concepto de integral trataron de solucionarse,
posteriormente hace énfasis en como el proceso que llevé al concepto de integral estuvo
lleno de variadas interpretaciones, dificultades, razonamientos y situaciones que pueden
complementar los conocimientos del docente, para asi dar cabida a nuevas propuestas
frente a la ensefianza del concepto. Se afirma que los problemas que dieron lugar a este a lo
largo de la historia pueden ser una buena directriz y un valioso recurso didactico; justifica
la propuesta bajo el proposito de fomentar la reflexion y mostrar el valor de la historia
como recurso didactico, la autora menciona que a partir de los procesos intuitivos en el
proceso de ensefianza-aprendizaje se estard utilizando la historia de las matematicas para
entender una idea dificil del modo mas adecuado. También afirma que introducir en el aula
la fenomenologia que desempefid un papel importante en el desarrollo conceptual de un
objeto de estudio matematico puede constituir un elemento motivador que facilite la
comprension de los diferentes contenidos y que cambie la percepcion de las matematicas de
una ciencia netamente abstracta a una ciencia viva. Enseguida muestra un recorrido
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historico del concepto de integral hasta la definicién de Riemann y posteriormente en su
propuesta didactica propone:

Area de poligonos: En esta primera parte de la propuesta la autora cuenta a los estudiantes
que el concepto de integral surgio en la antigua Grecia ligado al célculo de areas, después
plantea una serie de preguntas relacionadas con el tema, por ejemplo: Si la Razon de
semejanza entre dos cuerpos es r, la razon entre sus areas es r?

Area de una circunferencia: En esta parte de la propuesta la autora parte del hecho que la
formula del area de la circunferencia es ya conocida por los estudiantes y en seguida les
plantea la siguiente pregunta: ;Cdémo se obtiene esta formula? A continuacion ella narra a
los estudiantes el como Arquimedes aproximaba el area de la circunferencia por medio de
poligonos inscritos y circunscritos y en seguida plantea las preguntas: ¢Sabrias explicar por
qué utiliza poligonos inscritos y circunscritos? ¢Qué podemos afirmar a partir de esta
construccion? Para avanzar, la autora les solicita a los estudiantes que verifiquen sus
conclusiones por medio del software Geogebra aunque no les orienta frente a la
construccién misma. En seguida les pregunta a los estudiantes cudl seria el area de un
cuarto de circulo que tiene un radio de 10 unidades y les presenta un método que les
permite aproximar dicha area por medio de rectangulos inscritos aduciendo este método al
hecho de que el area del rectangulo es ya conocida y sencilla de calcular; en seguida lleva a
los estudiantes a concluir que la suma de las cantidades que representan el area de los
rectangulos se acerca cada vez mas, a medida que los rectdngulos aumentan, al area del
sector circular, finalmente les pide a los estudiantes que realicen el mismo procedimiento
anterior pero con rectangulos circunscritos y solicita a los estudiantes hacer conjeturas
frente a la relacion existente entre el area del sector circular y el area de los rectangulos
descritos anteriormente, conjeturas que deben verificar por medio del software.

Integral definida y concepto de area: En esta parte de la propuesta la autora afirma que el
problema del célculo de area se puede generalizar al calcular el area limitada por la gréfica
de una funcién: el eje X y dos rectas x = a y x = b por lo que les solicita a los estudiantes
que hallen el area limitada por diferentes funciones, el eje x y diferentes rectas; por
ejemplo: y = x2, el eje x y las rectas x = 2 y x = 4, luego la autora define la integral
definida de una funcién continua en un intervalo [a, b] de la siguiente manera:

Es el &rea orientada limitada por la grafica de una funcion y = f(x), el eje x y las
rectas x = a y x = b, después de haber explicado cuél es el significado del concepto de
area orientada, la autora define las siguientes propiedades:

Sih(x) = f(x) + g(x), entonces

96



fa h(odx = | on f )

a

Si f(x) < g(x), entonces

| "o < f 0

a

Después de introducir el concepto de integral definida la autora prosigue formalizando el
método de calculo por medio de rectangulos:

Dividimos el intervalo [a, b] en n partes eligiendo n + 1 puntos x,, x; ... x,, tales que

a=xy<x; <xy..<x,=>b El conjunto P = {x,, x; ... x,} Se denomina particion del
intervalo. Ahora, se define la suma inferior de Riemann y la suma superior de Riemann:

S(F,PY = ) my (i = %11), S(F,P) = ) My Gy = %i0)

Donde m; y M; son respectivamente el minimo y el maximo de los valores de la funcion F
en el subintervalo [ x;_; — x;].

Si los limites de ambas sumas existen y son los mismos entonces
b
f f(x) = lim s(F,P) = lim S(F,P)
a n—oo s(F,p)

Adelante la autora afirma que con esta definicion de integral definida y con el método que
los estudiantes conocen para encontrar su valor pueden verificar las siguientes propiedades:

jaf(x)dx =0
b c b
sic € (a,b), entoncesJ f(x)dx =J f(x)dx+J f(x)dx

fbrf(x)dx = rfbf(x)dx

97



Interpretacion fisica y geométrica de la integral: En esta parte de la propuesta la autora
plantea la siguiente actividad para que los estudiantes puedan ver una interpretacion fisica
de la integral ademés de la interpretacion geométrica vista anteriormente: Un talgo y un
tren de mercancias salen de la misma estacion, por la misma via y en idéntica direccion,
uno tras otro, casi simultdneamente. Estas son las gréficas tiempo-velocidad de ambos
movimientos:

BCmmn
MERGAMNGIAS
P

Figura 45: Tiempo-Velocidad

Como podemos ver en la gréafica, el talgo, a las dos horas, reduce su velocidad (A qué
puede deberse? ¢Por qué no aminora la marcha también el otro tren en ese instante? A las
tres horas, ambos trenes modifican su marcha: el talgo se detiene por breves minutos,
mientras que el tren de mercancias va muy despacio durante media hora. Para hacernos una
idea clara de estos movimientos, realicemos algunos célculos:

e El talgo, durante dos horas, va a 120 Km/h ¢ Cuantos kildbmetros recorre a esa
velocidad?

e De 2 a2 1/4, el talgo disminuye su velocidad ¢Cuantos kilometros recorre a
esa velocidad?

e El tren de mercancias aminora la marcha a las tres horas ¢;Qué distancia ha
recorrido hasta este momento?

e ;Qué distancia recorre el tren de mercancias durante la media hora en que baja
la velocidad?

e (A qué distancia de la estacion de salida esta otra en la que para el talgo?

e compara los resultados obtenidos con las areas bajo las gréaficas.

La medida de una variable continua: En este apartado la autora comienza por sefialar cémo
el apartado anterior le permitia a los estudiantes advertir que el area bajo la grafica de
tiempo y velocidad coincidia con el espacio recorrido; también afirma que Kepler, Galileo,
Cavalieri entre otros consideraron el area como un conjunto infinito de unidades o
segmentos rectilineos indivisibles. Para la autora esta vision le permite al estudiante

comprender la integral como el promedio de una variable continua, para el cual plantea un
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problema en el que se debe hallar el consumo de energia en un intervalo de tiempo
determinado y el promedio de dicho consumo durante todo el dia.

Primitivas e integral indefinida: En este apartado se parte del hecho de que la integral
definida ya es conocida por los estudiantes y se pide que calculen algunas de ellas. Estos
ejercicios tienen como fin que los estudiantes adviertan la relacion existente entre la
integral y la derivada e inmediatamente pasa a mostrar el primer Teorema Fundamental del
calculo de la siguiente manera:

Si f(x) es una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b] entonces la funcion éarea
F(x) = f(ff(t)dt es derivable y F'(x) =f(x),x € (a,b) ademas afirma que dado el
Primer Teorema Fundamental del Célculo se puede verificar que:

b
| rdx =) - r@

Lo cual afirma la autora, se conoce como regla de Barrow o Segundo Teorema
Fundamental del calculo y que este nos permite reducir el problema del calculo de
integrales definidas a la busqueda de una funcion primitiva. A continuacion la autora
asevera que si aplicamos este resultado a algunas funciones fundamentales obtenemos
reglas de integracion como las siguientes:

e Funciones constantes: [cx] = ¢ = [cdx = cx + k

e Funciones potenciales:
X" =(n + Dx"sin = —1= [x"dx =

xn+1

n+1

+ksin# —1;[In|x|] =

isin=—1=>f§dx=[ln|x|]+ksin=—1.

e Funciones exponenciales :

[@T=a*Ina = [axdx =+ k,[e*] = e* = [e¥dx =e* + k.

e Funciones trigonométricas :

[cos(x)]” = —sin(x) = [sinx = —cos(x) + k, [sinx]" = cos(x) =+k,
- 1 _
[tan x] Feve = fmdx =tanx + k.
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Y al final de este apartado se introduciran los métodos de integracion de funciones
racionales, de cambio de variable y de integracion por partes, aunque no son detallados por
ser considerados por la autora como procesos rutinarios.

El movimiento: En este apartado se afirma que el movimiento es uno de los problemas en
los que surge la necesidad del concepto de integral, razon por la cual considera necesario
formalizar lo visto en el apartado nimero cinco, de la siguiente manera:

Primero le describe a los estudiantes como para determinar la velocidad de un coche en un
instante t se debe hacer que el intervalo de tiempo [¢,, t,] tienda a cero:

I f(t) — f(ty)
im ——————

t1—7t2 tl’ tz

v =

Enseguida dice que por definicion esta es la derivada de la funcion F(t) en un punto t; por
lo que se ha conseguido que la velocidad del coche en el instante ¢ coincida con la derivada
de la funcién que nos proporciona la posicion en funcion del tiempo; lo cual le da la
oportunidad de preguntar: ¢podriamos obtener la posicion del coche en un instante dado
conociendo su velocidad y su instante de partida? Méas a delante la autora proporciona dos
ejercicios en los cuales se puede evidenciar la relacién entre el concepto de integral y el
movimiento; una de ellas es la siguiente:

Interpreta la siguiente grafica e indica la distancia a la que se encuentra el movil del punto
de partida en el instante t = 30

Grafica velocidad (im:s) vs. tiempo

60
40
0

.20
-40

Velocidad (mis)

-60

Tieinpo (s)

Figura 46: Velocidad vs Tiempo

Segun la autora esta actividad tiene como finalidad que los estudiantes identifiquen el area
con el espacio recorrido y la velocidad negativa con la direccion del mévil hacia el punto de
partida.
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Aplicacion al calculo de &reas y volumenes: En este apartado la autora parte por recordarle
a los estudiantes que ya se vio anteriormente que la integral definida me permitia calcular
areas de la siguiente manera:

Area =

fbf(x)dx

Luego realiza unos ejemplos en los cuales se puede ver como proceder cuando la funcion
cambia de signo en un intervalo, uno de ellos es el siguiente:

Figura 47: Grafica de f(x) y g(x)

Consideremos las funciones f(x) y g(x) cuyas gréaficas hemos representado, comprueba
utilizando el principio de Cavalieri que el area encerrada entre estas dos graficas coincide
con el area encerrada entre las gréafica de f(x) — g(x) y el eje x.

En este apartado se muestran problemas acerca de solidos de revolucion: A veces se hacen
estudios de marketing para analizar el gusto de los consumidores por la forma de los
envase. De los modelos utilizados en el estudio, la figura adjunta muestra el lateral de una
de las botellas de vidrio mas aceptada en el mercado de consumo para envasar cierto
producto. Este perfil es la representacion grafica de la funcion f(x) = a(x — 0.1)?(x —

1)2((x —2)*—0.04) + 0.31 en [0.2] para a = 3/4. Halla el valor deapara que la

. 3 .
capacidad de la botella sea " de litro.
El &rea del circulo y la elipse: En este apartado la autora muestra como se puede obtener el

area de un circulo o de una elipse por medio de la ecuacién de cada una de estas y el uso de
la integral. Veamos como lo hace para el area de una elipse:

Ecuacion de la elipse * + Y 1
a? = b2

. h 4p (@
Area de la elipse = 4f E\/az —x?dx = zf va?—x? dx
0 0
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4b (7 _
= ?f v a? —a?sin?tacos(t) dt
0

s
4b (2
= 7.[_ a’y1 —sin?t cos(t)dt
0

4b (2
=— | a®cos?(t) dt
a Jo

21+ cos 2t
= 4abf cos?(t) dt = 4abf —dt

ol

= 4ab

t+sin22t+ I
5 2 co—na

Para terminar este apartado se afirma que no se hace necesario el uso de la integral para
hallar dichas superficies y muestra maneras alternativas de encontrar el &rea de un circulo y
una elipse.

Integracion numérica: Para finalizar esta propuesta didactica la autora afirma que gracias a
los ordenadores actuales, se pueden realizar muchos célculos en poco tiempo, razon por la
cual uno de los métodos mas sencillo de integracion consiste en aproximar la

integralf:f(x)dx con el &rea del rectangulo de base b — a y altura f(a)

b
[ 1o dx~ - (@

Si se divide el intervalo en n partes iguales, se aplica esta regla en cada uno de esos
subintervalos y se suman, obtenemos que:

]abf(X) dx = Zn:J:ilf(x)dx ~b_TaZn:f(xi_1)

Para terminar este apartado la autora les solicita a los estudiantes que aproxime la integral
b . - . .
fa vx — 1 dx con un decimal exacto, utilizando una hoja de calculo.
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3.8.2 Analisis

En este articulo se evidencia claramente como (Fernandez, 2011) hace uso de los siguientes
recursos historicos para abordar la ensefianza de la integral:

e Orden historico de los avances: La autora tienen en cuenta en su propuesta las
aportaciones que se realizaron a lo largo de mas de 20 siglos, dando comienzo
por el &rea de figuras planas, el &rea bajo la curva y terminando con lo que ella
llama “procedimiento de paso al limite”.

e EIl &rea como uno de los problemas primarios frente al concepto de integral:
Para hacer uso de esto la autora en primera instancia hace alusion a la historia
y plantea ejercicios que le permitiran al estudiante poseer herramientas para
afrontar problemas similares a los que se enfrentaron en el desarrollo historico
del concepto de integral como lo es la cuadratura del circulo.

e Area bajo la curva: La autora presenta en esta parte de su propuesta un método
que permite aproximar el area bajo una curva por medio de rectangulos asi
como fue hecho por diferentes matematicos a lo largo del desarrollo historico
de la integral.

e Definicién de la integral definida a partir del célculo de areas: a partir del
calculo de areas se origina el problema de areas “negativas”, el cual aprovecha
la autora para introducir la definicion de la integral definida, para asi hacer del
estudio de esta algo menos informal.

e Suma inferior de Riemann y suma superior de Riemann: Por medio de la
integral definida y una generalizacion de lo visto en el apartado Il de la
propuesta didactica, la autora define la suma inferior y superior de Riemann.

En esta propuesta, identificamos que el orden histérico de los avances hacia el concepto de
integral, es la directriz que tiene la autora para plantear las diferentes actividades a lo largo
de la propuesta. Por ejemplo propone a los estudiantes realizar actividades de areas que los
lleven a la postre aborda situaciones similares a las que abordaron los griegos frente al
problema de la cuadratura del circulo y asi sucesivamente hasta llegar a las sumas de
Riemann. Por lo anterior evidenciamos que existe una fundamentacién en la Historia de las
Matematicas para la organizacion; es por esto que consideramos que la propuesta
corresponde a la categoria de andlisis Determinacién de la ensefianza a partir de la Historia
de las Matematicas.
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En esta propuesta también identificamos que el uso de la historia que contempla la autora
se puede clasificar en la categoria de analisis Integracion de la Historia de las Matematicas,
puesto que la autora lleva al aula las situaciones a las cuales se enfrentaron diferentes
matematicos a lo largo de la historia de la integral, por ejemplo la autora lleva al aula el
método que permite aproximar el area bajo una curva por medio de rectangulos o la
definicion de la integral definida por medio del célculo de areas.

3.9 THE HISTORY OF MATHEMATICS AS A PEDAGOGICAL TOOL: TEACHING
THE INTEGRAL OF THE SECANT VIAMERCATOR’S PROJECTION

3.9.1 Resumen

En el articulo de Haverhals & Roscoe (2010) se hace uso de la historia como herramienta
pedagogica para la ensefianza y aprendizaje del Célculo, en especial se basaran en la
proyeccion de Mercator y su conexion con la integral de la funcién secante. Los apéndices
contienen actividades que pueden ser implementas como una actividad de enriquecimiento
en un curso de Célculo.

En la introduccién se menciona que la investigacion en el uso de la historia en las clases de
matematicas no es escasa y por ello muchos autores muestran algunos beneficios de la
utilizacion de la historia en el aula; por ejemplo: agudiza habilidades de resolucién de
problemas, establece una base para una mejor comprension, ayuda a los estudiantes a hacer
conexiones matematicas, el reflejo de la interaccion entre las matematicas y la sociedad,
incrementa la motivacion, disminuye el miedo que se tiene hacia las matematicas a través
de la comprension de que las matematicas es una creacion humana y que sus creadores
lucharon para ello. Haverhals & Roscoe (2010, citando a Bidwell, 1993) menciona tres
caminos para usar la historia en el aula:

e Presentacion anecdotica: Cuenta con la visualizaciébn de imagenes de famosos
matematicos o hechos histdricos en el aula.

e Inyeccion de material anecdotico: Realizar referencias historicos en los cursos

e Hacer estudios precisos de los temas en el curso: Esto describe mejor el contenido de
este articulo.

En la metodologia se menciona que la integral de la Secante jugo un papel clave en el
desarrollo del mapa de Mercator en los siglos XVI y XVII, este mapa era fundamental
debido a que es una proyeccion del globo terragueo sobre un plano de tal manera que se
preservan angulos y otras medidas. Esta propiedad permite a los marineros navegar a traves
de grandes extensiones de océano siguiendo la brajula que el mapa proporciona. Los
autores realizaron una revision pertinente de la literatura para buscar material en el cual se
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tratara la proyeccion de Mercator, que se tradujo facilmente en un entorno educativo donde
la integral de la secante se ensefia a través de la recreacién historica de su descubrimiento.
Se decidid que se crearian dos documentos, el primero de ellos consiste en “llevar a casa”
una cartilla sobre la proyeccion de Mercator, tal cartilla prepara el escenario para la
investigacion; en ella se da una breve descripcion del problema de proyeccion conforme y
motivada a la necesidad histérica de dicho mapa durante la época y el segundo documento
que se produjo fue llamado exploracion "en clase™ de la integral de la Secante, con este, se
espera llevar a los estudiantes a través de una " Recreacion historica " del descubrimiento
de la integral de la secante motivado por un deseo de descripcidbn matemética de la
proyeccion de Mercator.

Una muestra de 16 estudiantes de licenciatura participaron en el estudio, ellos recibieron su
documento “llevar a casa” una semana antes de entregar el segundo documento " en clase "
el cual tenia previsto ser desarrollado en dos horas y en parejas. Después de una semana de
la clase, dos grupos de cuatro estudiantes que fueron escogidos por separado, se les realizé
aplico una entrevista para analizar la reaccion a la actividad educativa; a estos estudiantes
se les pidio responder 7 diferentes preguntas; una de ellas, por ejemplo, fue: ¢usted estaba
mas 0 menos motivados para completar la prueba tradicional de la integral de la secante
después de haber colocado su descubrimiento en un contexto histérico? Al segundo grupo
se les muestra un modelo falso pero muy similar a la proyeccién de Mercator; a estos
estudiantes se les pidio refutar el modelo fisico utilizando los conocimientos adquiridos a
través de la actividad educativa en la proyeccion de Mercator.

El uso de la historia en las clases de matematicas cuenta con un amplio apoyo, sin embargo
no es muy comun que se aplique en realidad. Al respecto Haverhals & Roscoe (2010,
citando a Siu, 2007) proporciona una lista de 16 factores desfavorables que contribuyen a la
falta de historia en las clases de matematicas, esta lista fue dividida en cuatro grupos de
articulos relacionados y que se muestran a continuacion:

1. Una respuesta filosofica a tres factores desfavorables

Lo factores desfavorables para el uso de la historia de las matematicas en el aula estan
vinculados a cuestiones filosoficas sobre la naturaleza de las matematicas y la ensefianza de
las mismas. Es decir que en respuesta a la pregunta ¢por qué no utilizar la historia de las
matematicas en su salon de clases?, profesores a menudo revelan creencias personales
acerca de las matematicas y de como deben ser ensefiadas. Especificamente la siguiente
lista de tres de los factores desfavorables de Siu encaja en esta descripcion:

e “No tengo tiempo para esto en clase”

e “Esto no es matematicas”
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e “El avance de las matematicas es hacer los problemas dificiles rutina, entonces ;por
qué molestarse en mirar hacia atras?

Muchos autores han escrito sobre la filosofia personal en la ensefianza de las matematicas
Paul Ernest (1998) en el marco de la filosofia de las matematicas proporciona el enfoque
mas simplificado e identifica tres sistemas psicoldgicos de creencias sobre las matematicas:

e Vision Instrumentalista
e Vision Platonista
e Vision de resolucion de problemas

El enfoque historico de la integral de la secante en este marco filosofico, estd fuertemente
asociado con la vision de resolucion de problemas. La actividad se present6 al grupo de
estudiantes como una introduccion al problema de proyectar el mapa del globo esférico en
un plano, las preguntas que se formularon eran de composicion abierta y sin un enfoque
algoritmico y el papel del profesor (en este caso de los autores) fue de facilitador y se
espera que los estudiantes construyan su propio conocimiento a través de la investigacion y
participacién activa. El valor de la integral de la secante que se presenta en los libros de
Célculo modernos, presenta una nocién de las matematicas “dindmica” en “expansion
continua” y “abierta a la refutacion y revision”, como el enfoque de resolucion de
problemas que Ernest describe.

2. Respuestas de los estudiantes a factores desfavorables

Estos factores desfavorables del uso de la historia en la ensefianza de las matemaéticas se
refieren a las creencias de los maestros con respecto a las opiniones de los estudiantes sobre el
uso de ciertos materiales en el aula de clase. Las siguientes cuatro factores se refieren a esta
descripcion:

e “Alos estudiantes no les gusta esto”

e “Los estudiantes consideran que es historia y ellos odian la clase de historia”

e “Los estudiantes consideran que es igual de aburrido como las matematicas mismas”
e “Los estudiantes no tienen conocimientos generales sobre cultura para apreciarlo”

Este estudio, que coloca la integral de la secante mediante el desarrollo de la proyeccion de
Mercator, encuentra una evidencia que disipa los factores previstos por Siu. Durante la
actividad los estudiantes manifestaron una intensa curiosidad en la matematica detras de la
proyeccion de Mercator se analizaron las transcripciones de las entrevistas realizadas a los
estudiantes para evidenciar a favor o en contra los factores de Siu sefialados anteriormente y se
encontré que los cuatro entrevistados responden favorablemente al enfoque histérico de la
integral de la secante.
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3. Una Respuesta Logistica a Factores Desfavorables

La siguiente lista estd compuesta por los factores que los autores describirian como logistico en
la naturaleza; estos son factores que se podrian pensar, desalentarian incluso a los que estan
dispuestos a incluir la Historia de las Matematicas en la ensefianza:

e ;COmo se puede establecer preguntas sobre esto en un test?

e No se puede mejorar la nota del estudiante

e Lo que ocurrio realmente puede ser bastante tortuoso, decirle a los estudiantes puede
confundirlos en vez de iluminarlos

e ;Realmente ayuda leer los textos originales? (lo cual es una tarea muy dificil).

Los autores creen sin embargo, que el modulo proporcionado sirve como un ejemplo para
Ver que estas preocupaciones pueden ser superadas. Aungue los autores hicieron todos los
esfuerzos para hacer una actividad histérica precisa, gran parte de la dificultad histérica fue
descrita en vez de ser recreada. Se les pidi6 a los estudiantes imitar el proceso de
integracién mecénica (probablemente antes de que se dieran cuenta que eso era lo que
estaban haciendo) usado histéricamente. Los estudiantes lograron identificar que los
intervalos mas pequefios dan mejores aproximacion, vision necesaria para entender el
vinculo entre la proyeccion de Mercator y la integral de la secante.

4. Una respuesta a los factores desfavorables de la preparacion de clase

En este apartado se plantea una cuestion desde el punto de vista del profesor, al plantear
que si los estudiantes pueden ser blindados de la dificultad para leer los textos originales,
¢no son los profesores los responsables para hacer este blindaje?, a lo cual los autores de
esta unidad didactica dan una respuesta parcializada. Este problema esta ligado a los
siguientes tres factores que Siu menciona:

e Hay una falta de materiales sobre esto

e Hay una falta de formacion de los docentes en ella

e Yo no soy un historiador profesional en matematicas ;Cémo puedo estar seguro de
la exactitud de la exposicion?

La mayor parte del material que se hizo camino en la actividad, provino de articulos de
revistas o de otros modulos de ensefianza relacionado con el tema. De esta manera, los
autores no fueron responsables de tratar con la dificil tarea de leer el material original, mas
bien eran libres para concentrarse en la preparacion del material de modo que fuera
apropiado para los estudiantes.

5. Una respuesta a los dos Gltimos factores desfavorables
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Los autores pensaron que los dos ultimos factores no se relacionan estrechamente con los
otros y seran abordados brevemente a continuacion:

e ;Esresponsabilidad de criar un chauvinismo cultural y el nacionalismo parroquial?
e ;hay una evidencia de que los estudiantes aprenden mejor cuando la Historias de las
Matematicas es usada en el aula?

El ultimo factor desfavorable, es uno que los autores no pueden responder. Dentro de su
experiencia, no hay evidencia empirica convincente de que los estudiantes aprenden mejor
cuando la Historia de las Matematicas se utiliza en el aula. Sin embargo, las respuestas de
los estudiantes que se reunieron en este articulo, sugiere que los estudiantes le dan la
bienvenida a la inclusion de la historia en el aula y que estudiantes mas entusiastas se
vuelven mejores alumnos.

Appendix 1 Student take home: Esta tarea inicia planteando a los estudiantes la situacion de
navegar desde Europa hasta el llamado “nuevo mundo” a través del Océano Atléntico,
utilizando las herramientas del siglo XVI. Los marineros de este siglo llevaban sus barcos a
lo largo de las lineas de rumbo constante que posteriormente se Ilamaron lineas
loxodromicas (se denomina loxodromicas a la linea que une dos puntos cualesquiera de la
superficie terrestre cortando a todos los meridianos con el mismo angulo), es por esto que
estas lineas se convirtieron en curvas de espirales. Debido a la naturaleza de estas lineas en
espiral, crea una necesidad de un tipo especial de mapa en el cual un marinero puede trazar
una linea desde su ubicacion actual hasta su objetivo y medir el rumbo mediante la
determinacion de los angulos que se forman con la ruta y los meridianos que se cruzan con
dicha ruta. Dicho mapa se present6 al mundo en 1569 por Gerhardus Mercator y en la
actualidad es conocida como la proyeccion de Mercator. Enseguida muestran dos mapas en
los que encontramos la proyeccion de Mercator y un mapa de proyeccion plano, en los que
se evidencia que en el mapa de proyeccion plano las lineas de latitud constante son
uniformes y por el contrario en la proyeccion de Mercator las lineas de latitud constante
crecen como una funcion desde la distancia del Ecuador. Para comprender mejor el efecto
de la proyeccion de Mercator se propone a los estudiantes trazar una ruta desde Colon
(Panamd) hasta Inglaterra, en esta actividad los estudiantes encuentran que un marinero
haciendo uso de la brajula magnética (Estrella Norte) realiza con éxito este viaje siguiendo
una linea de rumbo de 56° y sélo en la proyeccion de Mercator este angulo coincide, por el
contrario en el mapa de proyeccion plano afirman que el angulo debe ser de 60° y si un
marinero siguiera la linea de rumbo con este angulo llegaria a Francia.
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Figura 48: Proyeccion de Mercator

Es por esto que se hace evidente que la proyeccion de Mercator ofrece al marinero una
herramienta mucho mas Util, donde una linea de rumbo constante corresponde con una linea
recta del mapa.

Appendix 2 Mercator in class activity: Este apéndice inicia con una lectura en la que
Mercator explica por qué aumenta la distancia entre las lineas de latitud constante. Para
saber que tanto deben ser ampliadas las lineas de latitud, se debe determinar la funcion que
modela “el alargamiento de las rectas paralelas con respecto a la linea ecuatorial”. Es decir,
dada una recta paralela en una latitud 8 determinar la funcion f(8) que nos dice como
deben ser estiradas las lineas de latitud horizontal para parecer igual en longitud a la linea
del Ecuador.

No fue sino hasta 1610 que Edward Wright, profesor de matematicas de la universidad de
Cambridge y un consultor de navegacion de la East India Company, describe la forma
matematica para construir el mapa Mercator y producir una mejor aproximacion que el
original. En 1599 public6 Los errores en la navegacion detectados y corregidos, Wright
argument6 que con el fin de preservar angulos en la proyeccion de Mercator, el factor de
escala vertical tenia que ser el mismo que el factor de escala horizontal. Para visualizar este
fendmeno imagino un angulo de 45° dibujado en una pequefia parte de un globo.
Recordemos que cuando esta region se prevé en el plano, se estira en la direccion horizontal
por una cantidad que depende de la latitud y en consecuencia el angulo que proyecta ya no
es 45°, Para que el angulo se preserve, un estiramiento debe ocurrir en la direccién vertical
que coincide con el tramo horizontal.

Angle on Globe Horizontal Scaling Conformal Scaling
sec(y)
Y sec(x) sec(x)

Figura 49: Factores de escala
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Wright también se dio cuenta de que el intervalo correcto de la colocacion de un paralelo en
la proyeccion de Mercator, era el resultado de la adicidn de cualquier subintervalo en el que
podria ser dividido. Para tal fin, Wright hizo una tabla de secantes tomadas en un intervalo
comun, afadid estos resultados y después multiplicé por la longitud del intervalo para asi
determinar la ubicacion de una recta paralela en particular en el mapa.

Por lo tanto, si se desea la ubicacion del paralelo 60" y el ancho intervalo es de10°, Wright
habria realizado lo siguiente:

Table of Secants Multiply by Interval Location on Mercator
Width Map

Secant 10°=1.0154 10° x 8.0954 = 80.954 Place the 60™ parallel at a
Secant 20° = 1.0642 location that is 80.954°
Secant 30° = 1.1547 north of the equator.
Secant 40° = 1.3054
Secant 50° = 1.5557
Secant 60° = 2.0000
Total =8.0954

Figura 50: Tabla de Secantes

Enseguida se propone a los estudiantes usando el método de Wright, determinar la locacion
de diferentes paralelos usando un intervalo de longitud 5°. Luego de completar la tabla los
estudiantes deben responder una serie de preguntas sobre esta.

El actual valor exacto de la integral fue descubierto por Henry Bond, comparando las tablas
de Wright con la tabla de valores de:

¢
injtan (5 +5)
ntan2+4

Que puede ser escrita como

(In|sec 8 +tan8|)

La primera prueba de la integral de la secante fue proporcionada en 1668 por James
Gregory, sin embargo los autores optan por ofrecer una orientacion a través de la prueba
dada por lIsaac Barrow. Enseguida se les pide a los estudiantes completar los pasos que
faltan para realizar la integral de la secante, esta prueba tiene 14 pasos de los cuales 5 son
dados por los autores.

Los autores comentan a los estudiantes que la integral estd asumiendo la medida de los
angulos en radianes, entonces un cambio de variable producira el siguiente resultado:
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0 180
J secdo = T(lnlsec 6 +tan 6|)
0

Usando este resultado se les pide a los estudiantes que determinen la localizacion exacta en
la proyeccion de Mercator de los siguientes paralelos y compararlos con los resultados
anteriores:

Latitude on the Globe Location on Mercator Projection
15°
30°
45°
60°
75°
90"

Figura 51: Actividad

La Actividad finaliza con una serie de preguntas abiertas para los estudiantes.

3.9.2 Analisis

En esta propuesta se evidencia un tipo diferente de historia de la que hemos visto en las
propuestas anteriores y el aspecto histérico esta mas orientado a la historia de la navegacion
y como las matematicas aportaron para el desarrollo de esta industria; sin embargo también
encontramos un resultado asociado a la historia de la integral (en especifico la integral de la
Secante). A continuacion se muestra los aspectos historicos que son usados en la propuesta
de Haverhals & Roscoe (2010):

e Para el desarrollo del mapa de Mercator en los siglos XVI y XVII, los autores
realizaron una revision pertinente de la literatura para buscar material en el cual se
tratara la proyeccién de Mercator, la cual fue trasladada en un entorno educativo
con el fin de que la integral de la secante se ensefiara a través de la recreacion
historica de su descubrimiento.

e Los trabajos de Edward Wright quien describio la forma matematica para construir
el mapa Mercator y producir una mejor aproximacion que la original.

e Una reformulacién moderna de la prueba de la integral de la secante realizada por

Isaac Barrow, en la que los autores ofrecen a los estudiantes 5 pasos de la prueba y
les proponen que la terminen.
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A lo largo de la propuesta observamos que se mencionan algunas fechas, hechos y etapas
relacionados con la historia de la integral de la secante. De estas menciones se destaca por
ejemplo, el descubrimiento de la integral de la secante y cdmo este suceso fue un
componente importante en los avances de los estudios de la proyeccion cartografica de
Mercator; también se destaca una reformulacion actual de la prueba realizada por Barrow y
que los estudiantes deben completar. Para los autores esta propuesta contiene actividades
que pueden ser implementas como una actividad de enriquecimiento en un curso de
Célculo, que muestra su relacion con otras ciencias.

En el desarrollo de la propuesta podemos evidenciar que la Historia de las Matematicas se
usa para presentar a los estudiantes un ejemplo histérico de como las matematicas permiten
solucionar problemas de la cotidianidad del hombre y segln esta idea, podemos concluir
que la propuesta corresponde a la categoria de andlisis Alusion a la Historia de las
Matematicas; sin embargo en la propuesta los estudiantes deben realizar ciertas lecturas y
actividades que les permiten lograr una mayor comprension de la integral de la secante; por
ejemplo, el desarrollo de la prueba de Barrow. Es por esto que esta propuesta también debe
corresponder con la categoria de analisis Integracion de la Historia de las Matematicas.
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CAPITULO 4: CONCLUSIONES

4.1 CONCLUSIONES RELACIONADAS CON EL ANALISIS DE LAS
PROPUESTAS

Después de realizar el andlisis de cada una de las propuestas, se presenta una tabla en la
cual se encuentran las propuestas, las categorias de andlisis que son mencionadas en Mora
& Guacaneme (2014) y una nueva categoria definida en este trabajo; esto con el fin de
observar algunas relaciones entre las propuestas y tales categorias.

Tabla 5 Propuestas y Categorias de analisis

Integracion de | Determinaciénde la | Determinacion de

Alusion a la la historia de ensefianza a partir nuevos estudios a
PROPUESTA historia de las . P . .
" las de la historiade las | partir de la historia
matematicas " - "
matematicas matematicas de las matematicas
Geometric
Demonstration of the X
Fundamental Theorems
of the Calculus.
Teaching The Calculus. . X
Los indivisibles en el X

céalculo contemporaneo

Fermat y Arquimedes en
las clases de integrales

Historical motivation
for a calculus course: X X
Barrow’s theorem

Integration a la Fermat X

La historia como
herramienta didactica el X X
concepto de integral
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The history of
mathematics as a
pedagogical tool:

teaching the integral of
the Secant via
Mercator s projection

Segun la informacion de la tabla podemos concluir lo siguiente:

e Solo la propuesta Los indivisibles en el calculo contemporaneo, corresponde a la
nueva categoria de Determinacion de nuevos estudios a partir de la historia de las
matematicas. Esto sucedié porque en las otras propuestas no se pretendia generar
nuevos estudios o teorias a partir de algunos elementos de la historia o la
reformulacion de estos y que ampliara la percepcion de los mismos.

e Solo la propuesta La historia como herramienta didactica el concepto de integral
corresponde a la categoria de analisis de Determinacion de la ensefianza a partir de
la historia de las matematicas. Esto sucedié porque en ninguna otra propuesta
percibimos que se fundamentaran tanto en la historia de las matematicas para su
organizacion y en esta propuesta observamos que los desarrollos historicos
determinaron basicamente las actividades de la propuesta.

e Solo la propuesta de Fermat y Arquimedes en las clases de integrales corresponde
Unicamente a la categoria de Alusion a la historia de las matematicas. Esta
propuesta, como dice la autora, busca romper la monotonia de la clase llevando dos
ejemplos historicos a la clase y no se hace una profundizacién que busque una
mayor comprension de los alumnos, por tanto solo se encuentra en la categoria de
alusion.

e Cuatro propuestas estan tUnicamente en la categoria de Integracién de la historia de
las matematicas. En estas cuatro propuestas observamos que la intencién de cada
una de ellas era generar un conocimiento mas profundo del concepto de integral, por
medio del uso de algin o algunos elementos especificos de la historia y no se
evidencia el uso de la historia como en las categorias de Alusion o Determinacion.

e Las propuestas de Historical motivation for a calculus course: Barrow’s theorem Yy
The history of mathematics as a pedagogical tool: teaching the integral of the
Secant via Mercator’s projection, se encuentran simultdneamente en dos categorias
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4.2

de anélisis: Alusion e Integracion. Dado que en las propuestas se presentaron
elementos de la historia para introducir un tema o ejemplos historicos de problemas
matematicos, decidimos ubicar estas propuestas en la categoria de alusion; sin
embargo las propuestas también presentan cierto tipo de actividades que permitiran
profundizar en un tema especifico de la historia de la integral y lograr una
ensefanza efectiva por medio de su uso.

La propuesta de La historia como herramienta didactica el concepto de integral, esta
simultaneamente en dos categorias: Integracion y Determinacion; como ya
habiamos mencionado, la organizacion de las actividades de la propuesta esta
determinada por la historia y esto nos lleva a concluir que esta situacion
corresponde a lo que se describe en la categoria de Determinacion; pero dado que
las actividades propician la comprension y motiva la aparicion de nuevos conceptos
e interpretaciones, consideramos que la propuesta también corresponde a la
categoria de Integracion.

CONCLUSIONES RELACIONADAS CON LAS PROPUESTAS

Durante el desarrollo histérico que se realizd en el capitulo 11, encontramos una
etapa historica nombrada como La integral como el calculo de antiderivadas, cuyos
principales exponentes fueron Barrow, Newton y Leibniz, los cuales descubrieron la
relacion que existe entre el calculo de cuadraturas y el calculo de tangentes. Por lo
anterior, en el catalogo que se realizd en este trabajo encontramos propuestas como:
Geometric Demonstration of the Fundamental Theorems of the Calculus y
Teaching The Calculus de Richard Sauerheber y Historical Motivation for a
Calculus Course: Barrow’s Theorem de Martin Flashman; en las cuales podemos
evidenciar que estan enfocadas a hacer evidencia de la relacion existente entre el
calculo de la integral y la derivada. En Sauerheber (2010) y Sauerheber (2012)
observamos que esta relacion se muestra a los estudiantes por medio del estudio del
Primer y Segundo Teorema Fundamental del Célculo en los trabajos de Newton, por
otro lado en Flashman (1996) encontramos que muestra esta relacion a través del
Teorema de Barrow del que se puede afirmar que es la forma preliminar del
Teorema Fundamental del Célculo.

En la basqueda de las propuestas para este catdlogo esperabamos encontrar aquellas
en las que se evidenciaran contenidos respecto a la metodologia, actividades
especificas, objetivos, analisis de ensefianza y aprendizaje etc.; Algunas de las
propuestas que se analizaron y resumieron en este trabajo, abordaron uno o varios
de estos aspectos; sin embargo en las propuestas de Sauerheber no se logran
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evidenciar con claridad estos aspectos, a pesar de ello las hemos incluido en este
catadlogo porque consideramos que en ellas podemos encontrar herramientas que nos
permitirdn generar actividades en las que segin Sauerheber, a partir de la secuencia
histérica de los métodos empleados por Newton, los estudiantes lograran
comprender los conceptos basicos del Céalculo en su origen y a partir de ello
clarificar la relacion que existe entre la integracion y diferenciacion y probar asi la
validez de algunas de sus reglas generales.

4.3 CONCLUSIONES FORMATIVAS

Antes de realizar este trabajo, nuestro conocimiento en cuanto a la historia del
Célculo y en especifico la historia de la integral era escaso, percibiendo quizds que
la integral fue solamente una idea repentina asociada al estudio de unos muy pocos
hombres y cuyos legados son el inicio y el final de la historia; sin embargo durante
la realizacion del desarrollo histérico, comprendimos que la historia de la integral
no inicia con los descubrimientos de los matematicos de los siglos XVII y
encontramos que muchos investigadores coinciden en que la historia de la integral
se remonta muchos afios antes en la antigua Grecia en donde los estudios sobre
medicién, desencadenaron su evolucion y desarrollo, llevando el concepto de
integral hasta las concepciones de la actualidad, que ciertamente sigue
evolucionando debido a que este siempre tiene algo nuevo para ofrecer.

Luego de realizar el desarrollo historico y estudiar las propuestas que se describen y
analizan en este trabajo, tenemos una postura méas definida acerca del uso de la
historia de las matematicas para mediar su ensefianza y las diversas formas para
llevarla al aula de clase. Consideramos que la historia nos ofrece diferentes
interpretaciones de un concepto a través del estudio de su evolucién, puesto que alli
encontramos nociones intuitivas que se han venido desarrollando hasta llegar a
conceptos formales; lo que es similar a las experiencias en las clases cuando los
estudiantes inician sus primeros cursos de matematicas. Cuando se lleva al aula las
primeras nociones que puede tener un concepto, también se llevan los primeros
problemas a los que se enfrentd la humanidad, bien sea en un contexto matematico
0 en uno en contexto real, haciendo posible mostrar los primeros pasos para el
surgimiento de tal concepto. Estamos de acuerdo con la reflexion de Fernandez
(2011), quien afirma que cuando se usan los diferentes razonamientos que se han
realizado a lo largo de la historia para dar respuesta a estos problemas, los
estudiantes pueden llegar a comprender la naturaleza del razonamiento matematico,
el cual tal vez no se prioriza en las aulas de clase debido a que los objetivos de
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ensefianza-aprendizaje estdn centrados a la memorizacion de definiciones y
algoritmos.

Aunque la linea de investigacion Historia de las Matematicas — Ensefianza de las
Matematicas es aceptada en el &mbito educativo, aln son muy escasos los trabajos
reportados sobre el uso de esta en la ensefianza de la integral. Por lo anterior se hace
una invitacion a las personas que accedan a este trabajo, para que realicen diferentes
propuestas haciendo uso de la historia de la integral con el fin de favorecer el
aprendizaje del concepto, permitiendo que los estudiantes perciban la manera en que
este surgid a lo largo de la historia de la humanidad, las necesidades a las que en
diferentes momentos respondié y las diferentes perspectivas de acuerdo a su
evolucion.
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