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Contenidos

Este documento consta de tres capitulos. En el primero, se da cuenta de los propoésitos de este
trabajo y su respectiva justificacion. En el segundo, se hace una breve mencion al estado de las
matematicas en el siglo XVII, a los métodos que se idearon para solucionar aquellos problemas
que le dieron origen al Calculo Diferencial y a la evolucion en la forma en que estos fueron
abordados por matematicos en diferentes épocas. En el tercer capitulo, se tratan los aportes de
Leibniz a la consolidacion del Calculo Diferencial, sus metodos, las dudas y las fuertes criticas

que estos originaron.



Metodologia

Para la realizacion del presente estudio no se hizo uso de un modelo de investigacion en particular.
Inicialmente se realizé la busqueda, seleccion y recopilacion de la informacién necesaria y
pertinente sobre la evolucion histérica del concepto de derivada, que abarca desde la matematica
griega hasta la denominada matematica moderna, incluyendo los métodos utilizados para derivar.
Posteriormente se organizo la informacion en tres bloques: los trabajos realizados en torno al
Célculo Diferencial i) antes de Leibniz, ii) por Leibniz y iii) después de Leibniz. A continuacion
se realizo la lectura y el estudio de la informacion relacionada con el primer bloque, informacion
que incluye desde los trabajos de Euclides hasta los de Newton, seguido de la escritura y la
posterior discusion con el asesor sobre lo consignado. Se procedié de manera similar con el
segundo y tercer blogue, prestando especial atencion al método empleado por Gottfried Leibniz

para derivar.

Conclusiones

Las conclusiones de este trabajo apuntan a dos aspectos generales. Uno, dar cuenta de la medida
en que los propdsitos mencionados anteriormente fueron atendidos y dos, los aportes que el

desarrollo de esta propuesta le brindo a mi formacién tanto personal como profesional.

Fecha de elaboraciéon del Resumen: 20/04 /2013
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INTRODUCCION

En este documento se presenta un estudio histérico de la evolucion del Célculo Diferencial,
en donde se presta especial atencion a los aportes hechos por Gottfried Leibniz a la

consolidacién de esta importante rama de las matematicas.
Esta estructurado en tres capitulos, los cuales se describen a continuacion.

En el primer capitulo se da cuenta de los propositos de este trabajo y su respectiva

justificacion.

En el segundo capitulo se hace una breve mencién del estado de las matematicas en el siglo
XVII, a continuacion, y en un intento por mostrar los problemas que motivaron el
desarrollo del Célculo Diferencial, los métodos que se idearon para darles solucién y la
evolucion en la forma de abordar y de dar respuesta a dichos problemas. Para esto, se hace
un breve recuento de los personajes que se encargaron de su estudio en diferentes épocas y

los resultados méas importantes en relacion con ello.

En el tercer capitulo, se describe el trabajo realizado por Leibniz destacando sus aportes a la
consolidacién del Calculo Diferencial; sus métodos para calcular derivadas, las dudas y las
fuertes criticas que estos originaron. Inicialmente se hace un recuento de los
acontecimientos mas importantes en la vida de este gran personaje, de los motivos que lo
llevaron a involucrase con el estudio de las matematicas, de sus inicios y de sus posteriores
descubrimientos. Ademas de esto, se incluyen algunos de los desarrollos posteriores que se
dieron en el célculo, después de su descubrimiento por parte de Newton y Leibniz, con el
fin de clarificar, fundamentar y dar rigor a los métodos empleados en el nuevo calculo,

puesto que carecian de un sustento tedrico.

Por ultimo, se enuncian las conclusiones y los referentes bibliograficos utilizados para su

elaboracion.



CAPITULO1:
GENERALIDADES DEL ESTUDIO

JUSTIFICACION
Los origenes del Calculo Diferencial, cuya construccion ocupa un lugar importante en la

Revolucion Cientifica' que vivié la Europa del siglo XV y XVII, se derivan de la antigua
geometria griega y fueron motivados por el constante deseo de encontrar solucion a
problemas relacionados con el movimiento de los cuerpos, la obtencién de valores
maximos y minimos de una funcion dada y la construccion de la tangente a una curva dada
en un punto dado. Su descubrimiento, en el siglo XVII, es atribuido a dos grandes
matematicos, Isaac Newton y Gottfried Leibniz, quienes de manera independiente y con
caracteristicas propias, desarrollaron unas reglas para derivar, conocidas como reglas de

derivacion.

Sin embargo, en el &mbito educativo, son poco mencionados los trabajos que sobre éstos
conceptos habian elaborado matematicos anteriores a ellos (p.e., Arquimedes, Roberval,
Barrow, entre otros), razén por la que se pretende ahondar en el desarrollo del concepto de
derivada, poniendo de manifiesto que éste no se ha dado de forma lineal, al contrario, en el
camino que llevd a su descubrimiento fueron muchos los elementos que se suprimieron,
reformularon o ampliaron, ademéas de ser el resultado de numerosos esfuerzos vy

contribuciones de diferentes personajes en distintas épocas.

Por otro lado, se reconoce que estudio de obras de caracter historico, aporta a la formacion
educativa de los futuros licenciados en matematicas en cuanto posibilita una vision

dindmica, humana de las matematicas y permite apreciar como sus desarrollos han estado

! Este término hace referencia a los cambios en las formas de interpretacion de los fenémenos de la realidad
debido a una nueva nocion de saber y de ciencia.



relacionados con las circunstancias sociales y culturales e interconectados con los avances
de otras disciplinas, lo que trae consigo importantes implicaciones did&cticas: posibilidad
de conjeturar acerca de desarrollos futuros, reflexion sobre limitaciones y alcances en el
pasado, apreciacion de las dificultades para la construccion de nuevo conocimiento. El
conocimiento de la historia puede ser enriquecedor, entre otros aspectos, para orientar la

comprension de ideas en una forma significativa. (MEN, 1998)

OBJETIVOS

Objetivo general

o Mostrar los aportes de Leibniz al Calculo Diferencial, reconociendo los trabajos

realizados por matematicos anteriores y contemporaneos a él.

Obijetivos especificos

o Exponer los principales aportes realizados por matematicos anteriores vy
contemporaneos a Leibniz, al desarrollo del célculo diferencial.

o Mostrar el método de derivacion empleado por Leibniz ilustrandolo a través de
ejemplos especificos.

o Realizar una comparacion entre los procesos hechos por Leibniz y los procesos

actuales para calcular derivadas.



CAPITULO 2:
APORTES REALIZADOS A LA CONSTRUCCION DEL
CALCULO DIFERENCIAL

El desarrollo del Calculo Diferencial, esta ligado a la evolucién del tipo de problemas que
fueron abordados por matematicos o aficionados en distintas épocas y de las soluciones que
se dieron a cada uno de ellos. No obstante, se les atribuye a Newton y a Leibniz, la creacion
de esta rama de las matemaéticas debido a la invencion de un método general para abordar

infinidad de problemas.

A continuacion se presenta de manera muy breve, una mirada a lo que acontecia en el siglo
XVII en relacion con las matematicas seguido de un resumen de los personajes y sus

contribuciones méas importantes al desarrollo del Calculo Diferencial.

LAS MATEMATICAS EN EL SIGLO XVII

Collete(2000), en su Historia de las matematicas |1, describe que a mediados del siglo XV,
después de conocer la denominada ciencia antigua, los matematicos europeos se
preocuparon por la creacion de la teoria de ecuaciones, la trigonometria y el algebra
simbdlica, rebosando por mucho el trabajo que por siglos habian desarrollado los griegos;
esto debido al desarrollo de matematicos en Francia, Inglaterra, Alemania, Holanda e Italia.
Sin embargo no fue sino hasta el siglo XVII donde surge una nueva ciencia, la ciencia

moderna.

El origen de esta ciencia se debe a los pensadores de la Grecia antigua, quienes se negaron
a aceptar el aspecto empirico del conocimiento, logrando elaborar teorias matematicas con
“un rigor poco reprochable” (Collete, 2000) y cuyo desarrollo no se gestd dentro de las
universidades “cuyo conservadurismo y dogmatismo, controlados por la religion oficial,

contribuyeron en gran medida a frenar la creacion y la difusion del conocimiento”.

(Collete, 2000)



Antes de 1550, el desarrollo de las matemaéticas fue producto del trabajo que de manera

individual y aislada realizaban cientificos y aficionados, por lo que este s6lo era conocido

por un namero reducido de personas. Sin embargo, esta situacion cambio a principios del

siglo XVII debido, principalmente, a un crecimiento del ndmero de cientificos

comprometidos con las matematicas, cuyo interés por dar a conocer sus ideas y trabajos los

condujo a establecer comunidades cientificas que permitieron entablar comunicacion entre

los matematicos de la época para no solo difundir resultados, plantear retos, intercambiar y

confrontar ideas, sino estimular el interés y la motivacion de sus participantes.

Algunas de estas comunidades fueron:

Comunidad

Cabinet Du Puy
Invisible College

Accademia dei Lincei
(Academia Nacional de los Linces)

Accademia del Cimento

Royal Society of London
(Sociedad Real de Londres)

Académie Royale des Sciences
(Academia Francesa de Paris)

Societat der Wissenschaften
(Primero Academia de Ciencias de
Brandenburgo, después Real
Academia de Ciencias de Berlin)

Tabla 1.-

Constituida
en

Francia

Inglaterra

Italia, 1603

Italia, 1657

Londres, 1662

Paris, 1666

Berlin, 1700

Datos histéricos

Galileo fue uno de sus miembros.

Durante los afios 1703 a 1727
Isaac Newton fue su presidente.

Algunos de sus miembros mas
reconocidos fueron el padre Marin
Mersenne y Descartes.

Leibniz fue su primer presidente.

Algunas comunidades cientificas constituidas en el siglo XVII



En pocas palabras, el siglo XV1I fue testigo de la expansion de las actividades cientificas, el
enriquecimiento a los temas clasicos y de las notables contribuciones de destacados
matematicos que dieron origen a la matematica moderna, este es el caso de Fermat,
Newton, Leibniz, entre otros, cuyos aportes desembocaron en la creacion de nuevas ramas
de las matematicas: el surgimiento de la geometria analitica, los inicios de la geometria

proyectiva y la invencion del célculo diferencia e integral, por nombrar algunos ejemplos.

LOS PRECURSORES

Los precursores del Célculo Diferencial se ocuparon de numerosos problemas, estudiando y
resolviendo aquellos relacionados con el movimiento de los cuerpos, la determinacion de
rectas tangentes y el calculo de valores maximos y minimos de una funcion dada. Como se
verd, fue un largo proceso en el que participaron numerosos personajes y que contribuyo,

sin lugar a dudas, a los trabajos que Newton y Leibniz desarrollaron posteriormente.

A continuacion se presenta, de forma sucinta, los principales avances de los personajes que
abordaron dichos problemas, haciendo uso en algunos casos de la notacion actual y tratando

de ser fiel a las ideas de sus autores.

Euclides

(325 - 265 a. de ].C.)

Presentd, a finales del siglo IV, en el libro 111 de los Los Elementos titulado La Geometria
del Circulo, los resultados relacionados con el estudio de las propiedades de la tangente al

circulo. Alli se encuentra la siguiente definicion:

Definicion 111.2. Una recta es tangente a un circulo cuando, tocando al circulo y siendo

prolongada, no corta al circulo. (Gonzéalez2, p.60)

Como se puede observar, la recta tangente es considerada como “la recta que corta a la
curva en un solo punto” (Pérez, p.9). Definicion que resulta apropiada para determinadas

familias de curvas, entre ellas las circunferencias.



Apolonio
(190 a.de }.C.)

Se ocupo en el libro 11 de Las Conicas, del trazado de tangentes a las conicas haciendo uso
de técnicas geométricas, basandose en las aplicaciones de la division armonica de un
segmento. A continuacion se muestra la forma en la que Apolonio traza la tangente a una

elipse en un punto de esta.

Dibuja la perpendicular QN al eje AA; y halla el conjugado arménico T de N con respecto a A 'y

A, es decir, el punto T de la recta AA; que verifica que:

TA AN
TA, NA;

O bien, el punto T que divide externamente al segmento AA; en la misma razén en que N

divide internamente a AA,. (Gonzalez3, p.22)

La recta que pasa por los puntos T y Q, resulta ser la tangente a la elipse en el punto Q.

Figura 1.- Tangente a la elipse en el punto Q

Se puede decir que Apolonio extendié la idea de tangente que Euclides habia establecido

para el circulo, a las conicas.



Arquimedes de Siracusa

(287 - 212 a.de].C.)

Arquimedes obtuvo resultados importantes relacionados con el célculo de tangentes para

ciertas curvas particulares, las espirales, que define de la siguiente manera:

Imaginese una linea que gira con velocidad angular constante alrededor de un extremo,
manteniéndose siempre en un mismo plano, y un punto que se mueve a lo largo de la linea con

velocidad lineal constante: ese punto describira una espiral. (Rodriguez, p.9)

A
Figura 2.- Espiral de Arquimedes®

Se cree que al abordar dicho problema no lo consideré desde un punto de vista estatico,
sino cinematico, “calculando la direccién del movimiento de un punto que genera la

espiral.” (Pérez, p.9)

Cabe resaltar que a finales del siglo XVI ocurrieron dos hechos que marcaron el rumbo de
las matematicas. El primero tiene que ver con la invencion del algebra simbdlica por parte
de Viéte, y el segundo, la creacién de la geometria analitica por parte de Descartes y
Fermat. Esto origind nuevas y numerosas curvas para las cuales resultaba inapropiada la
concepcidn que sobre tangentes, tenian los griegos, por tal motivo, los matematicos del
siglo XVII se dieron a la tarea de desarrollar métodos que permitiesen obtener la recta

tangente a cualquier curva.

? Imagen tomada del documento “Historia de las matematicas. Arquimedes. El genio de Siracusa”
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Como se vera a continuacion algunos de ellos abordaron el problema de una manera
geométrica, otros, haciendo uso del algebra e incluso hubo aquellos que implantaron
elementos cinematicos. Todo esto, preparé el camino para que Newton y Leibniz,

inventaran el Calculo en el altimo tercio de siglo.

Pierre de Fermat
(1601 - 1665)

“Fermat, el verdadero inventor del calculo diferencial”

Laplace (Boyer, 1987, p.423)

Pierre de Fermat, naci6 en 1601 en Beaumont-de-Lomagne, Francia. Hijo de Dominique
Fermat, un comerciante de cueros y Claire de Long, hija de una familia perteneciente a la
nobleza, quien después de haber recibido una educacion sdlida en el seno de su familia fue
enviado a estudiar derecho a Toulouse, donde permanecid hasta principios de 1620, afio en
el que se desplazo a la ciudad de Burdeos, poniéndole una pequefia pausa a su formacion
como jurista y buscando satisfacer su aficion a las matematicas. Una vez alli, compartio su
formacion y aficion con Jean de Beaugrand, quien lo llevé a estudiar el Arte analitica de
Viéte.

De regreso a Toulouse, cinco afios mas tarde, entablé amistad con Pierre de Carcavi quien
lo contactd con el padre Mersenne, principal difusor de su trabajo debido a la continua
correspondencia que mantenian y que permitié dar a conocer los importantes avances
logrados en matematicas, a la comunidad de matematicos existente en ese entonces y a su

vez, plantearles nuevos e interesantes problemas a resolver.

En pocas palabras, se puede decir que Fermat fue jurista de profesion y matematico por
pasion, tanto asi que es considerado el principe de los matematicos aficionados. Los
resultados que obtuvo contribuyeron al desarrollo de muchas de las ramas de las

matematicas. Se le considera inventor de la geometria analitica al igual que Descartes,

9



inventor del célculo de probabilidades al igual que Pascal y precursor importante del

calculo diferencial.

Fermat desarroll6 un método para calcular maximos y minimos cuya fuente puede

encontrarse en el trabajo de Viete. Su método consistia en:

Expresar la cantidad maxima o minima por medio de una incdgnita a.
Sustituirla por la cantidad a + e.
Adigualar® ambas expresiones.

Eliminar términos comunes.

o~ w0 NP

Dividir todos los términos por alguna potencia de e con el fin de reducir el
numero de e.

6. Suprimir los términos que aun contenian e.
Dicho método se ejemplifica a continuacion para mayor entendimiento.

Problema:
Dividir un segmento dado en dos segmentos de manera que el area del rectangulo
determinado por ellos tenga area maxima. O lo que es lo mismo: Dividir un segmento AC

en el punto E de tal manera que el producto de AE por EC sea maximo

b- a

>3
Q
em
O

Solucion:
Sea AC = by AE = a entonces se tiene que EC = b — a. Por lo que el producto que se

desea hallar es:

AEXEC=ax(b—a)=ab — a?

® Término utilizado por Diofanto para “designar una aproximacion a un cierto miimero racional tan cercana
como fuera posible en el ambito de los problemas de la Aritmética” (Gonzalez, 2008).

10



Ahora se remplaza a, que resulta siendo la incognita original, por a + e
(a+e)b—(a+e)?>=ab+ be—a? —2ae — e?
= ab — a® + be — 2ae — e?

Se adigualan las dos expresiones anteriores,

ab —a? ~ ab —a? + be — 2ae — e?

Se reducen los términos semejantes,

be =~ 2ae + e?
A continuacion se divide entre e y finalmente se suprimen las e restantes

be =~ 2ae + e?

b =2a+e
b =2a

Por lo tanto, para que el producto sea maximo se debe tomar la mitad de b.

Como se puede apreciar, el problema de dividir una linea b en dos segmentos tal que su

producto sea una cantidad z, esta relacionado con la siguiente ecuacién cuadrética:
bx —x*> =1z

Fermat conocia, de Euclides, que el producto de los segmentos no puede ser mayor que

2 L. . . .
b /4 y que el valor maximo de dicho producto se obtiene en el punto medio del segmento

dado, es decir para una cantidad x = b/z, tal como lo habia establecido Pappus (Gonzalez,

2008, pag. 84).

11



K \

Sin embargo, este problema, deberia tener otra solucién. Por lo que Fermat determina la

NS
®

relacién entre las raices a y e de la ecuacion cuando z es menor que el producto maximo,

haciendo uso de la teoria de ecuaciones de Viéte, obtiene las siguientes expresiones:

a(b—a) =e(b—e)
ab —a® = eb — e?
ab—eb=a“—e

b(a—e)=(a—e)(a+e)

b=a+e

Entre mas proximo esté z de b /4, la diferencia entre a y e sera menor, y cuando

z="b /4 ,setendraa = ey b = 2a, que es la Unica solucion que da el valor méximo del

producto. Es por esta razdn que se hace necesario igualar las raices a y e. Con esto Fermat

asevera que en el maximo la diferencia es cero o como dice, Babini (1969):
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Fermat traduce algebraicamente la idea, ya enunciada por Oresme y por Kepler, acerca de la
anulacién de la variacion en las proximidades de los maximos y minimos, aplicando la idea a la

determinacion de las tangentes a las curvas.
Problema: Buscar el maximo de
ab? — a3
Solucion: Aplicando las reglas enunciadas anteriormente, se tiene que:

(a+e)b? — (a+e)® =ab? + eb? —a® —3a%e — 3ae? —e3

= ab?® — a® + eb? —3a%e —3ae? —¢€3

Adigualando,
ab? — a® =~ ab? — a® 4+ eb? — 3a%e — 3ae? —¢3

eb? =~ 3a’%e + 3ae? + €3
b? =~ 3a?+ 3ae + e?
b? = 3a?

Ecuacion con la cual se obtendra el maximo buscado tomando la raiz positiva de la
ecuacion anterior, ignorando que la raiz negativa proporciona un minimo local debido a que

un valor nulo o negativo para a no tiene significado geométrico. (Gonzalez, 2008, pag. 68)

Cabe resaltar que:

e Los problemas sobre maximos y minimos que abord6 Fermat no son de

optimizacion de cantidades sino problemas de construcciones geométricas.
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e Su método no permite distinguir entre un maximo y un minimo, ni tampoco entre
extremos relativos y absolutos y no manifiesta la posibilidad de que exista méas de
un extremo.

e Nunca reveld los fundamentos demostrativos de su método, y cuando se vio

obligado, lo hizo de forma vaga e imprecisa. (Gonzélez, 2008; Pérez, pag. 23)

Hay quienes ven en Fermat, el precursor del célculo diferencial y otros, no tanto. Si se
retoma el primer ejemplo y se hace a=x,e=Ax, y f(x)=x(b—x)

se puede notar que:

Método de Fermat Interpretacion Actual

1. Expresar la cantidad maxima o
minima por medio de una incognita
fGx+D8x) = f(x)~0
a.
2. Sustituirla por la cantidad a + e.

3. Adigualar ambas expresiones.

fl+ M) = ()

0
4. Eliminar términos comunes. Ax

5. Dividir todos los términos por

alguna potencia de e con el fin de <f(x+Ax) —f (x)) v
Ax -
Ax=0

reducir el numero de e.
6. Suprimir los términos que aun

contenian e.

Tabla2.- Interpretacion método de Fermat
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En razon a lo anterior, Pérez (s.f) afirma que:

Para funciones derivables podemos interpretar todo esto como que el valor de x que hace

maximo o minimo a f(x) es la solucidn de resolver la ecuacion

0

fG+ 80— F() _
0

fr@) = AlaérE Ax

Sin embargo, esto constituye una interpretacion anacrénica de su método pues se afirma

que:

[...] los fundamentos del método de maximos y minimos de Fermat descansan en el estudio de
las raices de ecuaciones, es decir, en el dominio finitista de la teoria de ecuaciones y no en

ningun tipo de consideracidn infinitesimal sobre limites. (Gonzalez, 2008, p.86)
No obstante, Collete (2000) afirma que:

[...] Es importante sefialar que este método algoritmico es equivalente a calcular

f(AA+E) - f(4)
mi—— =TI

E—0 E

aunque Fermat no poseia el concepto de limite. Sin embargo, el cambio de variables de 4 a
A+ E y los valores proximos utilizados por Fermat constituyen la esencia del andlisis
infinitesimal. Subrayemos ademas que el método de Fermat no permite distinguir entre un

maximo y un minimo.

Otros argumentos que se esgrimen en contra de esta interpretacion es que Fermat no
pensaba en funciones sino en cantidades y que la e que utilizaba en su método, no aparece

como variable que tienda a cero ni requiere, explicitamente, que esta deba ser “pequefia”.

El método es puramente algebraico y no supone en principio ningin concepto de limite. Para

Fermat la e no es que tienda a 0, sino que en realidad se hace 0. (Gonzalez, 2008, p.105)

A lo que agrega Pérez (p.23): “El estd pensando en una ecuacién algebraica con dos

incdgnitas que interpreta como segmentos, es decir, magnitudes lineales dadas”.
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El fendmeno de presentismo (i.e. interpretar el conocimiento de una época con los 0jos, ideas,
métodos y teoria del presente) aunado a la tendencia natural de interpretar la lectura de textos
ajenos con lo que nosotros ya sabemos, con gran frecuencia lleva a ver en Fermat un precursor
del Calculo y sus ideas, por ejemplo encontrando pasos al limite o cocientes diferenciales donde
no los hay. [...] Si queremos ver a Fermat como un precursor del Calculo nos tenemos que
restringir por un lado, a la problematica que aborda y que comparte con muchos otros, y por el
otro a la utilizacién del método de Viete, el cual lleva aparejado la introduccion de la geometria
analitica. Este es un requisito para el desarrollo del Célculo pero que no puede confundirse con
éste. (Bromberg. & Rivaud, 2001)

Fermat también desarroll6 un procedimiento para trazar la tangente a lineas curvas tales
como la parabola, la elipse, la cisoide, la concoide, la cuadratriz, la cicloide, entre otras, que

deriva del método de extremos, enunciado anteriormente y que se presenta a continuacion.

La tangente a la parabola
Se considera la parabola Z con vértice en F, a la que se le desea trazar la tangente CD por

el punto C y que interseca al eje de simetria en el punto D.

/,

Figura 3.- Parabola y su tangente en el punto C
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Primero ubica un punto H sobre la tangente, de tal forma que se cumpla la interestancia
C — H - D. Paso seguido, traza los segmentos HE y CG perpendiculares a la recta DG.

/, —

Figura 4.- Calculo de la subtangente

Fermat pretende calcular la subtangente GD con la cual quedara determinada la tangente

CD. Para esto, tiene en cuenta la propiedad de la pardbola segin Apolonio, que afirma que:

GF _ CG*
FE ~ IE2

Como HE > IE, por ser HE exterior a la parabola, se tiene

GF CG?

FE > HE?
Dado que ACGD ~ AHED

CG _ GD

HE ED
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De las dos ultimas relaciones, concluye que

GF  GD?

FE ~ ED?
SeaGF =y, GE=e,y GD =a

y a?

y—e (a-ey
y(@—e)? > a*(y—e)
y(a? — 2ae + e?) > a*(y—e)
ya? — 2yae + ye? > ya? — a’e

Ahora sustituye la anterior desigualdad por la siguiente adigualdad y procede de la misma

manera que en su metodo de extremos.
ya? — 2yae + ye? ~ ya? — a’e

a’e + ye? ~ 2yae

a’ + ye =~ 2ya
a? = 2ya
a=2y

Con este resultado obtiene el valor de la subtangente GD. El hecho de conocer este valor, le
permite ubicar las coordenadas del punto D, y dado que el punto C es conocido, por ser un
punto de la parabola, calcula la pendiente de la recta tangente a la parabola en C, es decir,

calcula el valor de la derivada en dicho punto.
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René Descartes

(1596 - 1650)

“Para investigar la verdad es preciso dudar, en cuanto sea posible,
de todas las cosas”

(Descartes, 1637)

Ide6 en 1637 un método algebraico, conocido con el nombre de método del circulo, para
determinar la recta tangente, haciendo uso de la construccion de la normal a una curva en

un punto dado. Dicho método puede expresarse de la siguiente manera:

Sea F(x,y) una curva dada y un punto M de la misma, lo que se pretende es sefialar la
tangente a la curva en este punto. Considérese en primer lugar, un circulo con centro en N

y radio NM que corta a la curva en los puntos M y M;, tal como se muestra en la figura.

Donde AP = x, AN =v, PM =y, NM =r

El método consiste en encontrar la posicion exacta de N, para la cual NM es la normal a la
curva, es decir, la perpendicular a la tangente en el punto de contacto. Si la posicion de N,

en el eje x, es apenas aproximada, la circunferencia con este centro cortaré a la curva dada

* O lo que Descartes denomina: curva auxiliar.
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en otro punto M, proximo a M y que Descartes obliga a coincidir con M usando un proceso
de célculo que méas tarde llegd a ser conocido como el método de coeficientes
indeterminados. En esta posicion “limite”, NM resulta ser la normal a la curva dada y PN

la subnormal, lo que facilita determinar la posicién de la recta tangente. (Lopes, 2004)

Asi, de acuerdo a lo indicado en la figura, la ecuacién del circulo es:
r2=y% + (v — x)?

Que es equivalente a

y =12 —v2 + 2vx — x2

Entonces la expresion de la curva toma la forma:

F(x,\/r2 — v? +2vx—x2) =0

De entre las raices de la ecuacion anterior deben existir dos raices muy proximas. El
método de Descartes consiste precisamente en obligar a que esta ecuacién tenga una raiz de
multiplicidad® dos.

® El concepto de multiplicidad de una raiz fue introducido por el matemético holandés Johann Van Hudde
(1628 — 1704), contemporaneo de Descartes.
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Ejemplo:
Considérese lacurvay = vx — 1

Se pretende determinar las relaciones entre los coeficientes de un polinomio con dos raices
eventualmente distintas, que representan los puntos de interseccion de la curva dada con la
curva auxiliar (circunferencia) y un polinomio del mismo grado con una raiz de

multiplicidad dos, que representa la abscisa del punto de tangencia. (Lopes, 2004)

Para satisfacer la condicion de Descartes, la circunferencia deberd ser tangente a la curva en
estudio en apenas un punto. En esta posicion “limite” el conocimiento exacto de la
ecuacion de la curva auxiliar permite determinar la posicion de la normal y de manera

indirecta la posicion de la tangente.
Volviendo al ejemplo, la ecuacion de la curva puede escribirse como
yi=x-1
Se usa la curva auxiliar
y*=r?=(v-x)’
Con r y v teniendo el mismo significado atribuido a la figura anterior.

Ahora se encontrara el punto de interseccion de las dos curvas, para esto se igualan ambas
expresiones. Luego se efectlan los célculos correspondientes y se reordena la expresion

resultante.
r’—w-x)?=x-1
r’—w—-x)>—x+1=0
r?2—v24+2vx—x>—x+1=0

x2—Qv—-1Dx—-1r24+v2-1=0
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Por ser un polinomio de grado 2, debe tener una raiz doble (a). Una factorizacion posible

seria entonces,
x2—QRr—-—Dx—-r?+v2—-1=(x—a)?
x2—Quv—-1Dx—-1r>4+v?—-1=x%-2ax + a?
Igualando los coeficientes se obtiene:

—-Qv—-1)=-2a y -r’+v?-1=qa?

De donde:
1—2v=-2a
_1+2a
VET
17—2 a
y

—1r?2 402 —1=qa?
r2=v2-1-a?

Se remplaza v, en la expresion anterior, y se tiene:

1
r=\/(§+a)2—1—a2
Si se asigna a a el valor de 5, por ejemplo, se obtiene:

“lia=lis=ss
v—2 a—2 = 5.
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r=4(55)2—1-52 =425
Ahora, se verifica haciendo uso de las reglas actuales de derivacion

1
Y T vk =1

La pendiente de la recta normal en el punto de abscisa x=5 es:

1
Mui) = — Mees)
Asi
, 1 1
mes) = y'(5) =25—_1=Z
1
My = —7= 4
)
y(5)=vVv5—-1=2

Se tiene que las coordenadas del punto donde se pretende calcular la tangente y el valor de

la pendiente de dicha recta en ese punto, son:
P5,2) y m=-4
Por lo que se tiene que la ecuacion de la recta normal es:
y—2=-—4(x—-5)
y = —4x + 22

Esta recta corta al eje x, precisamente en el punto de abscisa x=5.5 que es el valor de v

encontrado previamente.
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Figura 4.- Recta normal a la curva en el punto P

Cabe resaltar que:

En este método se aprecia una fina combinacion entre lo geométrico y lo algebraico, sin
embargo, no es muy eficaz ya que hay casos en los que la ecuacién, determinada por la
suposicién de un solo corte entre la curva y la circunferencia, conduce a una ecuacion cuya

resolucion no es inmediata. (Alvarez, 2009)

Descartes posteriormente desarrollé otros métodos para el calculo de las tangentes, a saber:
En un segundo método utiliza una secante en torno a un punto de tangencia, que substituye
la curva auxiliar del método enunciado anteriormente. La posicion de la tangente se obtiene
cuando los dos puntos de interseccion de la secante con la curva son obligados a coincidir.
Dicho de otra manera, el objetivo en este caso es encontrar un punto T (pie de la tangente)
en el eje x, tal que TM sea la tangente a la curva dada en el punto M. Esta tangente es vista
por Descartes como la linea “limite” de la secante TNN; cuando los puntos N y N; de la

curva, coinciden con M. (Lopes, 2004)
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En un tercer método, sigue un proceso similar al anterior, basado en una explicacion tedrica

mas simple pero manteniendo la idea de puntos de aproximacion. En este caso, es dada la
abscisa del punto de contacto N y la tangente sera la posicion de la secante TNN; cuando

N;, desplazandose sobre la curva, coincide con N. (Lopes, 2004)

i i ;

Gilles Personne de Roberval Evangelista Torricelli

(1602 - 1675) (1608 - 1647)

Descubrieron de forma independiente un método para calcular tangentes, haciendo uso de
consideraciones cinematicas, en el afio 1630. Dicho método se basa esencialmente en la

consideracion de una curva como “la trayectoria de un punto movil que obedece a dos
25



movimientos simultaneamente”, y en la concepcion dinamica de la tangente a una curva en

un punto dado, al considerarla como “la direccion del movimiento en ese mismo punto”.
(Peréz, p.26)

De manera que trazar la tangente a una curva que es descrita por el movimiento de un punto
que resulta de la composicion de dos movimientos consiste en “determinar la resultante de
las velocidades de los dos movimientos que, a su vez, reposa sobre la tangente de la curva

en este punto mavil.” (Collete, 2005)
Dicho de otra manera

[...] Consideraron una curva como el lugar geométrico o la trayectoria, que traza un punto en
movimiento; y la recta tangente a la curva, como la velocidad instantanea del punto en
movimiento. [...] Si el movimiento de un punto se asume compuesto de dos movimientos
simples, entonces el vector velocidad del movimiento sera la resultante de las dos componentes

sumadas segun la regla del paralelogramo®. (Newton y el Calculo Infinitesimal, s.f, p.3)

[F

Figura 5.- Tangente a la parabola en P, representada como velocidad w, segin la ley del paralelogramo.

® Cabe resaltar que la ley del paralelogramo para vectores, ya era conocida en este tiempo sin embargo fueron
ellos quienes la aplicaron a la tangente como vector velocidad instantanea. (Newton y el Céalculo Infinitesimal,
s.f, p.3)
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Isaac Barrow

(1630 - 1677)

“De todos los matematicos que se aproximaron a los distintos aspectos del calculo
diferencial e integral, Barrow es el que estuvo mds cerca”
(Collette, 2000, p.96)

Publica en 1670 sus “Lectiones Geométriae”, donde incluye, entre otras cosas,
procedimientos infinitesimales para resolver problemas de tangentes. La herramienta
principal y sobre la que versa este trabajo es el denominado tridngulo caracteristico o
triangulo diferencial’, en el que “implicitamente se toma a la recta tangente como la

posicion limite de la secante”. (Villalba, p.8)

Si F(x,y) = 0 es una curva dada y M un punto sobre esta, cuya tangente TM que interseca
al eje x en T, lo que Barrow hace es considerar “un arco infinitamente pequeiio, MN, de la

curva” para luego trazar las ordenadas de los puntos M y N y por éste Gltimo punto, trazar

v

una linea MR paralela a la abscisa.

/T P Q

Ahora, denota TP =t, MP =y, MR =e, NR = a.

" Cabe resaltar que fue Pascal el que introdujo en su Tratado de los senos del cuadrante de circunferencia la
nocién de triangulo caracteristico, aunque no se ocup06 nunca del problema de tangentes.
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En este momento, Barrow identifica el segmento MN como arco de la curva y, al mismo
tiempo, como lado del AMRN y como parte de la tangente, dada su pequefia diferencia. A

dicho triangulo se le conoce con el nombre de tridngulo caracteristico.

Dado que ATPM es casi semejante al AMRN se tiene la siguiente proporcion:

MP NR
TP ~ MR
O lo que es lo mismo
y a
t e

Siendo y/t la pendiente de la recta TM.

/T P Q

Se tiene que:

Cuando e — 0 automaticamente a — 0 y el cociente ¢/, tiende al valor de la pendiente de la

recta tangente que pasa por M. (Lazaro & Maldonado, 2010)

Para hallar dicha expresion, Barrow sustituye en la ecuacion F(x,y) =0 a x e y por las
cantidades x +e e y+ a, respectivamente. De la expresion resultante suprime todos
aquellos términos que no contengan ni a ni e, asi como todos los de grado mayor que uno

tanto en a como en e.
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Ejemplo: Considere la curva y = x3 — 2x. Siguiendo el método descrito, se calculara la

pendiente en el punto P(x,y).
La ecuacion de la curva en forma implicita es:
y—x34+2x=0

Sustituyendo,

+a)—(x+e)*+2(x+e)=0
y+a—x3—3x?e—3xe?—e3+2x+2e=0
Eliminando los términos que no contienen ni a ni e o lo que es lo mismo simplificamos
dado que y = x3 — 2x
a—3x?e—3xe?—e3+2e=0
Eliminando los términos de grado mayor que unoena 'y en e

a—3x%e+2e=0

Despejando, se tiene la expresion buscada:
a
—=3x?-2
e

Resultado que coincide al emplear los métodos que se conocen en la actualidad para
calcular derivadas.
y=x3—-2x

y =3x%-2
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Johann Hudde

(1629 - 1704)

Descubrié en 1657 dos reglas aplicables a funciones polindmicas y que apuntaban de
alguna manera a los algoritmos de célculo que se utilizan en la actualidad. Segin, Boyer
(1987), estas reglas son:
1. Siresunaraiz doble de la ecuacion algebraica
apx™ + a;x" 1+ +a, 1x+a, =0

y si by, by, by, ..., by_1, by, SON nUmeros que estdn en progresion aritmética

entonces r también es raiz de la ecuacion
aghox™ + a;byx™ 1 + -+ ay_1bp_1x +a, b, =0
2. Siparax = a el polinomio
apx™ + a;x™ 1+t a,_x+a,
toma un valor méximo o minimo relativo, entonces a es una raiz de la ecuacion
nagx™ + (n— Dayx" 1+ -+ 2a,_ x> + a,_1x =0

Que en lenguaje actual y en palabras de Collete (2000) dicen que:

1. Sir es una raiz doble de la ecuacién algebraica f(x) = 0, entonces r también es raiz

de la ecuacion f(x) = 0.

2. Si f(a) es un valor maximo o minimo relativo de un polinomio f(x), entonces

f@=0
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René Francgois de Sluse

(1622 - 1685)

Obtuvo en 1652 una regla para hallar la tangente a una curva dada determinada por una
ecuacion de la forma F(x,y) = 0, siendo F un polinomio. Dicha regla se puede expresar de

la siguiente manera:

1. Eliminar los términos constantes.

2. Construir una nueva igualdad agrupando los términos que tienen x de un lado
del igual y los que tienen y del otro lado. Si hay términos que contiene tanto x
como y, se ubicaran a ambos lados del igual con el signo respectivo, es decir, si
cambia de “lado” también cambiard de signo.

3. Multiplicar cada término por el exponente de la incognita escogida para cada
lado.

4. Sustituir en cada término un valor de x por t.

5. Despejart.

El valor de la subtangente es t y la pendiente de la recta tangente se obtiene calculando la

expresion ¥'/,. (Lopes, 2004)
Ejemplo: Considérese la curva
x*—bx3+qy?—x3y—b?>=0
1. Eliminando términos constantes
x* —bx3+qy?—x3y =0
2. Agrupando términos a cada lado del igual

x4 — bx3 — x3y — x3y — qy?
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3. Multiplicando términos

4x* — 3bx® — 3x3y = x3y — 2qy?
4. Sustituyendo
4tx3 — 3btx? — 3tx?y = x3y — 2qy*

5. Despejando t

fo_ Xy —2qy°
4x3 — 3bx? — 3x?%y
@’ —2qy)y

4x3 — 3bx? — 3x?%y
Calculando la expresion y/t, tenemos:

t x3—2qy
y  4x3 — 3bx? — 3x2y

y _ 4x®—3bx? —3x7y

t x3 —2qy

Cabe resaltar, que esta Gltima igualdad es equivalente a calcular la expresion que

conocemos hoy en dia como:

dy _ f(x)
A~ 0y

Verificando para el ejemplo anterior, se tiene la expresion encontrada siguiendo el

algoritmo de Sluse.

dy  4x®—3bx*—3x%y
dx 2qy — x3
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_ 4x® —3bx? — 3x%y
B x3 —2qy

Con René Francois de Sluse se cierra la lista de los precursores del Calculo Diferencial.
Ahora se prestara atencion al trabajo desarrollado por los que son considerados inventores

de esta importante rama de las matematicas.

LOS FUNDADORES

Isaac Newton y Gottfried Leibniz son considerados los padres del Calculo Diferencial, pues
de manera independiente y con caracteristicas propias, desarrollaron unas reglas para
derivar, conocidas como reglas de derivacion. A continuacién se presenta, a groso modo, la

obra de Isaac Newton para finalmente centrar la atencion en Gottfried Leibniz.

Isaac Newton

(1642 - 1727)

“Si pude ver mas alld que otros hombres, es porque me subi a hombros de gigantes”

Isaac Newton
(Ruiz & Martinez, 2005)

Estudid, influenciado por su maestro Isaac Barrow, las obras de Descartes, Viete y Wallis,
y en 1665, descubri6 el teorema del binomio, el calculo con las series infinitas, y el calculo

fluxional o el calculo de derivadas, en el que el concepto fundamental es la fluxion®.

8 Concepto que se corresponde con el de derivada en la actualidad.
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Una de las versiones iniciales de su calculo, publicada en 1667 bajo el nombre de De
analysi per aequationes numero terminorum infinitas, contenia ademéas del teorema del
binomio®, sus descubrimientos en torno a las series infinitas. En esta obra se observaba que
el uso dado a los conceptos infinitesimales no difiere mucho del de su maestro y segun el
propio Newton, era una introduccion a un potente método general que desarrollaria tiempo

después: su célculo diferencial. (Ruiz & Martinez, 2005)

En general, las notaciones mas usadas por Newton en sus trabajos fueron:

Simbolo Significado
ab,c,.. Constantes
XY, Z, .. Variables o fluentes

Velocidad asociada a x y a y, respectivamente

(Fluxion)

Cantidad muy pequefia, generalmente asociada
al tiempo, que se comporta como cero para
ciertas cosas y para otras no. Se entiende como

un crecimiento infinitesimal del tiempo.

Momento de fluxidn, es decir crecimiento o
X0, Yo aumento de las variables x e y,

respectivamente.

Tabla3.-  Notaciones usadas por Newton

% Con este teorema, Newton logré ademas de calcular binomios con exponentes fraccionarios (series)
legitimar el sentido Gtil del infinito, al abrir la puerta para el desarrollo del calculo infinitesimal. (Ruiz y
Martinez, 2005)
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Es de anotar que en esta época el concepto de funcion, tal como se conoce hoy en dia, aln
no habia sido descubierto, pues esta nocion se desarrolld con los trabajos de Euler, Fourier,
Cauchy y Bolzano entre los siglos XVIII y XIX. Por tal razén, Newton no piensa en

funciones como tal, sino en el comportamiento de una curva descrita por variables.

Newton asocio la velocidad de un mavil con la existencia de dos fuerzas independientes
que, actuando en conjunto, determinan una velocidad tangencial en direccion a la
trayectoria del movil. Es en ese momento en el que Newton habla de fluxiones, fluxiones
que se originan por dichas fuerzas, en cuyo tratamiento se encuentra el origen de su célculo
diferencial. (Lopes, 2004, p.49)

Dicho de otra manera, Newton logré representar la idea cinematica de la curva a través de
relaciones matematicas entre variables (las fluentes) que podian sufrir pequefias variaciones

de velocidades (las fluxiones). Definiendo fluxion de la siguiente forma:

Las fluxiones son, con toda la aproximacion que se desee, como los incrementos de los fluentes

[las variables] generados en tiempo iguales y tan pequefios como sea posible. (Ruiz et al, 2005)

En general, los problemas que Newton abordo se pueden clasificar en dos tipos, a saber

e Dada una relacion entre fluentes hallar la relacion entre sus fluxiones, y

e Dada una relacién entre fluxiones hallar la relacién entre sus fluentes.

Mientras que el primer tipo de problema lo llevo a configurar su Célculo diferencial, el
segundo conformaria su Calculo integral, sin embargo, dado el interés del presente estudio,
solo se hard mencion en lo que continta, al método que Newton desarrollé para dar

solucion a los problemas del primer tipo.

Cabe resaltar que el método de Newton para calcular la fluxion fue en esencia, el de
Fermat, con quien comparte la poca preocupacion por la justificacion logica de este

concepto. (Ruiz et al, 2005)
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Para ejemplificar el primer problema, considérense dos cantidades x e y, relacionadas por la

ecuacion
y+xy—x3=0
Cuando x cambia a x + xo0, y cambia a y + yo, se obtiene:
0=y+7yo0+ (x+x0)(y+yo) — (x +x0)3

0=y+yo+xy+xyo+yxo+ xoyo— x> — 3x?x0 — 3x(x0)? — (x0)3

0=y+yo+xy+xyo+yxo+ xoyo— x> — 3x%x0 — 3xx%0% — %303
Teniendo en cuenta que y + xy — x3 = 0, deducimos:

0 = yo + xyo + yxo + xoyo — 3x?x0 — 3xx%0% — x303

Dividiendo por o y despreciando todas las cantidades que ain contengan o, la igualdad
obtenida resulta:

0=y+xy+yx+xyo— 3x%x — 3xx%0 — x30°
0=9y+xy+yx— 3x%x
Lo que representa la relacion que satisfacen las fluxiones. Si se despeja se obtiene que
0=y(1+x)+x(y— 3x?)

y 3x*—y

X 1+x

Expresion que permite obtener la tangente a la curva y + xy — x3 = 0 en cualquiera de sus
puntos.
Este método aunque eficaz resulta poco riguroso y no tarddé en generar criticas. Fue

precisamente en 1734, cuando George Berkeley, obispo anglicano de la didcesis de Cloyne
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(Irlanda) expuso de manera vigorosa y malintencionada, las inconsistencias del nuevo
Célculo en un ensayo titulado The Analyst, or A Discourse Addressed to an Infidel

Mathematician. El siguiente parrafo es uno de los argumentos de Berkeley:

Y :Qué son las fluxiones? Las velocidades de incrementos evanescentes. Y ¢Qué son estos
mismos incrementos evanescentes? Ellos no son ni cantidades finitas, ni cantidades
infinitamente pequefias, ni nada. ¢(No las podriamos llamar fantasmas de cantidades que han
desaparecido? (Ruiz et al, 2005)

El origen de dichas criticas radicaba en la poca claridad que se tenia respecto a la manera
en que se manejaban los célculos pues Newton recurre a hacer o = 0 a pesar de que
anteriormente debia dividir por o, lo que resultaba algo contradictorio. Es decir, que con
aquellas cantidades se podia operar como con cantidades finitas no nulas, en particular

podia dividirse por ellas y a la vez podian ser tratados como cantidades nulas.

No es sino hasta la publicacion de su Philsophiae naturalis principia mathematica (1686),
mas exactamente en el segundo libro, donde se nota claramente el concepto de derivada y el

algoritmo que emplea para calcular derivadas de productos y cocientes.

[...] el momento del rectdngulo generado AB seria aB + bA, [...] y los de las potencias
generadas A2, A3, A%, A2, A2, A5, A%, AT, A2 y A='/2 seran respectivamente: 2aA,
3a4?, 4ad3, (1/2)ad” V2, (3/2)ad"2, (1/3)ad”™ /s, (2/3)ad™ /3, —aA~2, —2a473, y
(- 1/2)aA_3/2; y, en general, el momento de una potencia cualquiera A'/m seria
(n/m)aA(n_m)/M. El momento de la cantidad generada A2B serd 2aAB + bA?, el momento de
la generada A3B*C? sera 3aA?B*C? + 4bA3B3C? + 2cA3B*C, y de la generada A%/B? o de
A3B~2 serd 3aA*B~? — 2bA3B~3, etc. (Marquina, J., Ridaura, R., Alvarez, J., Marquina, V. &
Gbmez, R., 1996)

En esta obra, Newton también habla de cantidades divisibles evanescentes, es decir,

cantidades que podian disminuir sin parar. Mas exactamente, decia:

Las razones Ultimas, en las cuales las cantidades desaparecen, no son, estrictamente hablando,
razones de cantidades Ultimas, sino limites a los que las razones de estas cantidades,

decrecientes sin limite, se aproximan, y que, aunque puedan estar mas cerca que cualquier
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diferencia dada, no pueden ser sobrepasados ni alcanzados antes de que las cantidades hayan

disminuido indefinidamente. (Ruiz et al, 2005)

Dado que esta explicacion era poco clara, decidio recurrir al significado fisico y con la
obtencion de resultados fisicamente correctos se olvido de la fundamentacion logica de su
trabajo matematico, de su célculo. No obstante, las primeras y Ultimas razones a las que
Newton hace alusion para explicar su método parece no ser mas que la aplicacion de la
nocion de limite antes de que este concepto hiciera su aparicion de manera formal. (Lépes,
2004)
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CAPITULO 3:
LEIBNIZ Y LA INVENCION DEL CALCULO DIFERENCIAL

“Mis meditaciones fundamentales se mueven en torno a dos cosas,
saber sobre la unidad y sobre el infinito ”

Gottfried Leibniz

(Ruiz & Martinez, 2005)

Gottfried Wilhelm Von Leibniz nace en Leipzig, en la parte oriental de la Alemania actual,
en el afio de 1646, cuando estaba concluyendo la guerra de los treinta afios**. Hijo de
Catalina Schmunk y Friedrich Leibniz, aprendi6é por si solo latin y un poco de griego
siendo aln muy pequefio, motivado por el interés de leer los libros de la biblioteca de su
padre, jurista y profesor de filosofia moral, quien le inculco el interés por la historia y el

derecho y que murié cuando Gottfried apenas tenia seis afios de edad.

Ahora, un breve recorrido por la vida de Leibniz destacando sus sucesos mas importantes.

Afio Acontecimiento
Educacion
Basica 1653 Ingresa a la Escuela Nicolai, Leipzing, Alemania

19 No se sabe con exactitud la fecha de su nacimiento. Hay historiadores que ubican su nacimiento el 21 de
junio y otros que lo hacen el 1 de julio.

11« . - . . . .
La Guerra de los Treinta Afios, es el nombre que recibe el conjunto de los conflictos bélicos europeos que

tuvieron lugar desde 1618 hasta 1648, en los cuales participaron la mayoria de los paises de Europa
occidental, y que en su mayoria se libraron en el centro de Europa.” (Guerra de los Treinta afios, s.f)

39



1661

1664
Educacién

superior

1666

1667 a 1670

1671

1672

Acontecimiento

Ingresa a la Universidad de Leipzig para estudiar leyes

Se gradia en Lic. en Filosofia y Jurisprudencia de la
Universidad de Leipzig con la tesis De Principio Individui
(Sobre el principio de lo individual)

Obtiene su Doctorado en filosofia de la Universidad de
Altdorf, Alemania, por su trabajo Dissertatio de Arte

Combinatoria (Disertacion sobre el arte de la combinacion)

Se desempefié como Asesor de la Corte de Apelaciones en el
Tribunal de Mainz, Alemania, ademéas fue miembro vitalicio

de la Real Sociedad y Academia de Ciencias de Berlin.

Desarrolla una maquina de calcular, ideada a partir de un

principio nuevo y distinto de la de Pascal.

Leibniz emprende el estudio a profundidad de la Matemaéticas
y la Fisica, bajo la tutela de Christian Huygens, con el trabajo
de Saint Vicent sobre suma de series, realizando algunos
descubrimientos sobre este tema, y leyendo posteriormente los

trabajos de Pascal y Descartes, entre otros.
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1673

1676

1682

1684

1700

1711

1714

Acontecimiento

Es elegido miembro de la Royal Society de Londres

Se desempefia como bibliotecario y Canciller del Tribunal de
Hannover.

Utiliza por primera vez las reglas de diferenciacion y recibe de
Newton dos cartas que contenian sus resultados en torno al

célculo diferencial.

Funda, junto con Otto Mencke, la revista cientifica Acta
Eruditorum, donde publica gran parte de sus trabajos

matematicos en el periodo de 1684 a 1693.

Publica en la Acta Eruditorum su trabajo: Nuevo método para
los maximos y minimos, asi como para las tangentes, el cual
puede también aplicarse a las cantidades fraccionarias e

irracionales.

Funda la Academia de Ciencias de Berlin.

Es acusado de haber plagiado el método de Newton.

Publica su Monadologia o teoria de las monadas, donde
esboza su sistema metafisico y que se encuentra fuertemente
relacionado con las consideraciones infinitesimales de su

célculo.
Tabla4.-  Cronologia de la vida de Gottfried
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Leibniz fue hombre de leyes, matematico, alquimista, historiador y fil6sofo, quien
incursiond en varios campos del conocimiento cientifico. Fue una figura importante en su

época, uno de sus primeros proyectos fue lograr un lenguaje preciso y universal.

A continuacion se profundizara en el trabajo que desarroll6 en matematicas y que lo llevo a

ser considerado como el padre del Calculo Diferencial.

SUS INICIOS

Para intentar comprender el pensamiento matematico de Leibniz es indispensable remitirse
a su ensayo “De arte combinatoria”, que redactd siendo adn un joven estudiante, donde
ademas de abordar algunas cuestiones relacionadas con la teoria de nimeros se perciben

dos de sus ideas primordiales. Ideas que guiaron siempre sus investigaciones.

La primera de ellas es una idea filosofica y tiene que ver con la construccion de una
“Characteristica Generalis”, que Leibniz concibe como un lenguaje simbolico de caracter
universal a través del cual se pudiese escribir, con simbolos y férmulas, razonamientos y
procesos de argumentacién, mediante ciertas reglas que fueran garante de la validez de los
argumentos formulados en este lenguaje. De ahi, su marcado interés por la notacién y el

simbolismo en matematicas. (Pefia & Colmenares, 2001)

La segunda idea esta relacionada con “Diferencias de Sucesiones ”, segun Collete (2000):

Leibniz [...] realiza combinaciones de elementos dados con el fin de obtener formulas
diferentes. En particular, a partir de sucesiones de ndmeros naturales, combina los términos

efectuando las diferencias de dos en dos.
Por ejemplo, si se tiene la siguiente sucesion de nimeros naturales
1,2,3,4,5,6,7,8,9

Se observa que las primeras diferencias son todas unos, y las segundas diferencias son

todas nulas.
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Las diferencias se calculan entre un término y el anterior, es decir que para las

primeras diferencias se tiene

9-88-77-6 6—-55—44-33-22-1
1 1 1 1 1 1 1 1

Y para las segundas diferencias

1-11-11-11-11-11-11-1
0 0 0 0 0 0 0

Si se realiza el mismo procedimiento para la siguiente sucesion
1,4,9,16,25,36,49, 64,81
Se obtiene que las terceras diferencias sean todas nulas.

Leibniz, observa hasta aqui que las primeras diferencias de una sucesion natural de los
nameros son constantes y que las segundas diferencias de una sucesion de los cuadrados

perfectos, también son constantes y asi sucesivamente. (Jimenez, p.2)

Posteriormente “desarrolla algunas propiedades de las sucesiones de los numeros, en
particular que la suma de las diferencias es igual a la diferencia entre los términos ultimo y
primero”. (Collete, 2000, pag. 122)

Por ejemplo, si se tiene la siguiente sucesién de numeros naturales
4,7,10,15,21,29
Las primeras diferencias son
3,3,5,6,8
La suma de dichas diferencias es

3+3+5+6+ 8=25
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Resultado que se obtiene al efectuar la diferencia entre el dltimo y el primer término de la

sucesion
29 —4 =125

Leibniz afirma que esta propiedad puede aplicarse para calcular la suma de series'? infinitas

siempre y cuando los términos de la sucesion disminuyan progresivamente hasta cero.
Se observa que:
A partir de las identidades
a—ay=0,a,—a;,=0,a,—a,=0,a;—a3=0,..,a,— a,=0
Se obtiene
apg— a+a,—a+a,—a,+az—az+ .. +a,— a, =0
Se agrupan términos consecutivos
ap—(ap— a;) —(ag— az) —(a; — az) — ...— (Ap_1— ap) — A, =0
Se reescribe la expresion anterior
ap+ (a;— ap)+(a,— a;)+(as— ay)+ ...+ (a,— ap-1) — a, =0
Si d es la diferencia entre dos términos sucesivos, es decir
di=a1—ag dy=0a,— ay,d3=az— ay, ..., dy = Ay — Ap_1
Entonces se tiene

a0+d1+d2+d3+ +dn_ an:0

12 Fye John Wallis quien introdujo el concepto de serie.
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a, — Qg :d1+d2+d3+ +dn
Se concluye que si
g, aq,0az,03, ... ,0y

Representa una sucesion de términos que disminuyen progresivamente hasta cero, la suma

de las primeras diferencias estd dada por la siguiente expresion:

n
zdi =a,— Qy
i=1

Serie, que hoy en dia se conoce con el nombre de serie telescopica.

Una vez obtenido este resultado, Leibniz, lo usa para calcular sumas infinitas, al encontrar

Zbi: a;

i=1

que:

Donde la sucesion b; es decreciente y esta definida por b; = (a; — a;4+1), i =1,2,3,..

(La contribucion de Leibniz al Calculo Infinitesimal, p.2).

Se dice que Leibniz expuso este método general de suma de series mediante diferencias, en
una de sus primeras reuniones de la Royal Society, donde Pell le hizo saber que muchos de

sus resultados ya eran conocidos y se encontraban en la literatura matematica de la época.

Esto le volvera a ocurrir a Leibniz en repetidas ocasiones a lo largo de su vida, ya que varias

veces obtendra resultados ya conocidos, aunque claro estd, desconocidos para él. (Jimenez, p.2)
En el afio 1672, Huygens le propone a Leibniz encontrar la suma de siguiente serie infinita

R
1 3 6 10 15 21 28

Donde los términos de dicha serie son los inversos de los nimeros triangulares.
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Para calcular la suma, lo primero que Leibniz hace es rescribir la serie, asi

N
1 36 10 15 21 28

—2[1+1+1-+1+-1+1-+1+ ]
“7l2 6 12 20 30 42 56

=2[(-9)+ G-+ G365+ 6-7) ]
I AV 2 3 3 4/ 4 5 5 6/ \6 7
Dado que la sucesién va disminuyendo progresivamente, utiliza la expresion para calcular

las diferencias, descrita anteriormente, y de esta manera obtiene que la suma de la serie

infinita es 2

ofi-s

Alentado por el descubrimiento anterior, Leibniz no solo concluye que de esta manera
puede sumar practicamente cualquier serie infinita sino que logra elaborar el tridngulo

arménico cuyas similitudes con el tridngulo aritmético de Pascal se tratan a continuacion.
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W
=
vl
N =
~N|

11 1 1 1 1

2 6 12 20 30 42
1 3 6 10 15

1 1 1 1

1 4 10 20 3 12 30 60 105

11 1 1
15 15 4 20 60 140
1 6 1 1 1

5 30 105
1

1 1

6 42

1

Triangulo Aritmético

Tridangulo Arménico

Triangulo Aritmético Triangulo Armdnico

NuUmeros Naturales Inversos de los nimeros naturales

) _ Mitad de los inversos de los nimeros
Numeros Triangulares ]
triangulares

) ) ) Tercio de los inversos de los numeros
Nuameros Piramidales ) )
piramidales

Tabla5.-  Comparacién Triangulo Aritmético y Triangulo Arménico

Donde también se observa que en el triangulo arménico:

“Los nimeros que forman la n-ésima fila diagonal [...] son los inversos de los nimeros que
forman la correspondiente diagonal n-ésima del tridngulo aritmético, divididos por n” (Boyer,
1986, p.504).
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Triangulo Aritmético

Observemos la segunda y tercera fila

1.2 3 5 16| 7.
Diferencia Diferencia

1 316 10ll15 21

Notamos que:
2=3-1 4=10-6

Lo mismo ocurre con todos los elementos del Tridngulo Aritmético, es decir, que cada
elemento, exceptuando los de la primera columna, se obtiene de la diferencia del término

situado debajo de €l y el término situado debajo de él a su izquierda.

Ademas

Asi sucede con cada elemento, excepto los que estan en la primera fila y en la primera
columna, es decir, que cada elemento del tridngulo es la suma de todos los términos

situados encima de €l y a su izquierda. (Boyer, 1986, p. 504)

48



Es decir que estos elementos son a la vez, resultado de una suma y de una diferencia.

1==3=-6 10 115| 21

. Diferencia
1 4 101120 35| ..

1‘ Diferencia
115 15

Triangulo Armdnico

En el Triangulo Arménico cada elemento, exceptuando los de la primera fila, se obtiene de
la diferencia del término situado encima de él y el término situado encima de él a su
derecha. Elemento que también resulta de la suma de todos los términos en la linea inferior
a él y a su derecha. (Boyer, 1986, p. 504)

1 1 1 1 1 1
1 |2 — 3 4 5 6 7
1 1 1 1

2 6 12 20 30 42
11X L ot

3 12 30 60 " 105

Tal como lo plantea Pedro Jimenez en su documento titulado Leibniz, al parecer la
comparacion de ambos tridngulos y los resultados enunciados anteriormente, le insinuaron

la relacién inversa que existia entre la formacion de sucesiones de sumas y de diferencias.
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Relacion que fue mas evidente cuando las llevo al campo geométrico y que se ejemplifica a

continuacion.

Sea y = +/x una curva donde aparece una sucesion de ordenadas vy, y,, Vs, .., ¥, de
manera que la distancia entre dos abscisas sucesivas es la unidad, se puede comprobar que
la suma de las ordenadas da una aproximacion de la cuadratura®® de la curva, mientras que
la diferencia entre dos ordenadas sucesivas da una aproximacion de la pendiente de la recta

tangente correspondiente.

Segun Leibniz se puede obtener una aproximacion a la cuadratura de la curva al hallar la

suma de las ordenadas, es decir

AC:Y1+Y2+Y3+"'+Yn

13 Los problemas de cuadraturas son problemas geométricos que consisten en construir un cuadrado con igual
area al de una figura dada haciendo uso de una regla no graduada y un compas, siguiendo normas especificas.
Arquimedes perfecciono un procedimiento que permitié a los matematicos griegos obtener la cuadratura de
“algunas regiones delimitadas por curvas” denominado método de exhauscion, cuya invencion se le atribuye a
Eudoxo de Cnido (Pérez, pp.3-4) y que recibe este nombre “porque se puede pensar en expandir
sucesivamente dreas conocidas de tal manera que éstas den cuenta (dejen exhausta) del drea requerida”

(Villalba, 2002)
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Aproximacion a la cuadratura siguiendo a Leibniz Calculo del &rea bajo la curva siguiendo métodos actuales

Una aproximacion a la cuadratura de la curva y = v/x entre las || Haciendo uso de la integral, se tiene:
rectasx =2yx =7es:

AC=V2 +V3+Va+V5+V6+7 2

~ 141+ 173+ 2+ 224+ 245+ 2.65 2
== (V343 - V8)
~12.48 3

f7(x1/2) dx = %xg/z ’
2

~ 10.46

Aproximacion a la pendiente de la recta tangente Calculo de la pendiente siguiendo métodos actuales

Se desea calcular la pendiente de la recta tangente a la curva en || Haciendo uso de la derivada, se tiene:
el punto P(4,2). Siguiendo a Leibniz, se toma la diferencia de
las ordenadas sucesivas, es decir:

fx)= >

My =Y — ;3
~2—1.73
=~ 0.27

Myis) = f,(‘l-) =-=0.25
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Como se observa, se tiene una buena aproximacion tanto a la cuadratura como a la
pendiente de la recta tangente, sin embargo, para que esta aproximacion fuese exacta, se
deberia poder elegir la unidad infinitamente pequefia, siendo la cuadratura igual a la suma
de las ordenadas, y la pendiente de la recta tangente igual a la diferencia de dos ordenadas
sucesivas. Es de esta forma, de la reciprocidad de las operaciones al tomar sumas y
diferencias de sucesiones, como Leibniz deduce que la determinacién de cuadraturas y de

tangentes, también son operaciones inversas. (Pefia y Colmenares, 2001)

SU INVENCION, EL CALCULO DIFERENCIAL

Para Leibniz, la curva estaba formada por segmentos de longitud infinitesimal tal que su
prolongacion generaba la tangente en cada punto y de cuya geometria se obtenia la relacion
correspondiente entre los diferenciales, asociando a la curva una sucesion de abscisas
Xy, Xy, X3,..., Xy Y Unasucesion de ordenadas y,, y,, ys,..., ¥, donde todos los puntos
(xi, ¥;) estan sobre la curva y determinan, por decirlo de alguna manera, los “vértices” de

la poligonal de infinitos lados que en Gltimas, forma la curva. (Barcelo, 2002)

Para Leibniz, el diferencial dy es la representacion de la diferencia infinitesimal de dos

ordenadas consecutivas, el diferencial dx, la representacion de la diferencia infinitesimal de

dos abscisas consecutivas y la expresion —, la derivada, donde ésta se interpreta como una

dy
dx’

razén de diferencias infinitesimales a las que él denominé cociente diferencial.

Cabe resaltar que Leibniz considera que los diferenciales son cantidades fijas no nulas,
infinitamente pequefias en comparacion con x 0 y, y ds es la representacion de los lados
del poligono que constituye la curva. De esta manera, obtiene su Triangulo Caracteristico
que si bien resulta ser el que consideré Barrow, Leibniz afirma haber sido inspirado en la

lectura de la obra de Descartes.
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s /

(x!y) dy
dx

Figura 6.- Triangulo Caracteristico

Como se observa en la figura anterior, el tridngulo caracteristico tiene lados infinitesimales
dx,dy,ds, donde el lado ds sobre la curva se hace coincidir con la tangente en el punto

(x,y) y se verifica la relacion (ds)? = (dx)? + (dy)? siendo la pendiente de la recta

tangente la expresion 3—y (Barcelo, 2002)

x.

Por, ejemplo para calcular la derivada de la funcion y = 3x2, Leibniz considera que una

variacion infinitesimal dx producia una variacién infinitesimal dy, por lo que tenia que
y +dy = 3(x + dx)?
y + dy = 3x% + 6x dx + dx?
Es decir,
dy = 6x dx + dx?

A continuacion, dividia ambos miembros por dx y s6lo en ese momento, despreciaba los

sumando infinitesimales, de tal suerte que

dy_

=6
dx x
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Para Leibniz las cantidades infinitamente pequefias, que constituyen la pieza fundamental
en la creacién de su calculo, eran cantidades incipientes “aun no formadas” (Martinez, J.,
Lopez, R., Gras, A. & Torregosa, G., 2002) blanco de muchas criticas al poder
considerarlas como cantidades fijas no nulas que luego podian hacerse tan pequefias como

se deseara, generando, entre otras, las siguientes preguntas:

e Como puede justificarse la supresion de algunos términos? Decir simplemente que las
cantidades suprimidas eran cero sin explicar por qué, al principio no eran nulas y al
final si parecia violar el principio de identidad seglin el cual no existe estatuto
intermedio entre la igualdad y la diferencia (aunque ésta sea muy pequefia) para dos

entes matematicos. (Martinez et al, 2005)

e Oftras veces se decia que no eran cero, pero si despreciables frente a cantidades
incomparablemente grandes, en cuyo caso, ¢cémo puede obtenerse un resultado exacto

despreciando términos que no son cero? (Martinez et al, 2005)

No obstante, Leibniz no se preocup6 mucho en clarificar la naturaleza de aquello que

Ilamaba “infinitamente pequefo” pues

Estaba seguro de que si formulaba apropiadamente los simbolos y las reglas de operacion, y si
éstas eran propiamente aplicadas, algun resultado correcto y razonable se deberia de lograr aun

cuando fuera confusa la naturaleza de los elementos involucrados. (Villalba, 2002)

Leibniz, aunque llegd a afirmar que no creia en magnitudes verdaderamente infinitas o
infinitesimales (Kline, 1972 citado por Martinez et al, 2005), las defendié por su uso
meramente practico, asegurando que “se pueden utilizar estos entes ultimos — esto es,
cantidades infinitas o infinitamente pequefias — como un instrumento, en la misma forma en
que los algebristas utilizaban las raices imaginarias con gran provecho”. (Kline, 1972 citado

por Martinez et al.)

Después de investigar durante algun tiempo, Leibniz inventa su calculo en 1675 y su
publicacion en el Acta Eruditorum, se dio en dos pequefios articulos, uno sobre el célculo
diferencial en 1684 y el otro, sobre célculo integral en 1686. Su primera publicacion se

titula “Noma methodus pro maximis et minimis, itenque tangentibus, quae nec fractas nec
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irrationales quantitares moratur, et singulare pro illis calculi genus” (“Nuevo método para
los maximos y minimos, asi como para las tangentes, el cual puede también aplicarse a las
cantidades fraccionarias e irracionales”) en la que introduce su notacion ademas de
exponer, en no mas de seis paginas y sin demostracion alguna, las siguientes reglas de su

calculo diferencial, entre otros resultados®.
d(x+y)=dx+tdy
dxy) =xdy+ydy

d(x) _ydx—xdy
y y?
d(x™) = nx™" 1 dx

Ademas, de sefialar que para valores extremos relativos, dy = 0 y que para los puntos de
inflexion, d?y = 0, introdujo el término de “célculo diferencial” (de diferencias). Pero tal
como lo aseguraban los hermanos Bernoulli, este trabajo era “un enigma mas que una

explicacion”. (Ruiz et al, 2005)

Dado que no se posee documentos que den cuenta de la forma en la que Leibniz llego a
dichas expresiones, a continuacion se presentan dos maneras en las pudo llegar a
deducirlas. La primera, con base en el trabajo que él desarrollo haciendo uso de las series y

la segunda, prescindiendo de éstas.

! Resultados en torno al calculo de maximos, minimos y puntos de inflexién ademés de algunas aplicaciones
al calculo de tangentes. (Jimenez, pag.. 11)
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Primer Estrategia: Desarrollo con series

Considérese las siguientes series:

n
Xn = E Xj ——o—o—o —e
i=1 Y R 3 Y3 e R} R
<0
n+1
® > @ @ . ®
X n+1 — é X i ‘YD X Xy X3 b Yua1 N
i=1

Al realizar la diferencia entre estas, se obtiene:

n+1 n
Xnt1— X = Exi - le
i=1 i=1
n n
=zxi + Xpt1 — le
i=1 i=1
= Xn+1

Se llamara D (X) a la diferencia hallada, quedando escrito de la siguiente manera:
D(X) = Xnt1— Xn = Xn41

D(X) = Xn+1

- ‘n+1

Como se observa, el resultado de la diferencia no es mas que el dltimo término de la serie,

ahora se calculara la diferencia del producto XY, para esto se trabajara con las siguientes

series:

n
anzxi Ynzzyj
. =

n
=1
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Al realizar el producto entre estas, se obtiene:

(X V) = (2 xi> (JZ y,->

i=1

Asi mismo es necesario el producto de los términos siguientes de cada una de las series:

( Xns)( Ynp1) = (nzﬂxi> <1§yj>

i=1 j=1

n n
= (le +xn+1> Vi + Vn+1
i=1 j=1

= (i xi> <i yj> + (Xp41) < , )’j> + Un+1) (i Xi) + (n41) One1)
4 :

i=1 j=1 j= i=1

Ahora se procede a calcular la diferencia de estos dos productos:

( Xns1)( Yoy = (X)( V) = <1§:1X1> (f)’j) - (Zn: xi) (Zn: Yj>

i=1 j=1

(55 vl ) ($) - (5)(5)
= (Xn+1) ( Zn: yj> + (Vnat) (

Rescribiendo, se obtiene:

xi> + (xn+1)(yn+1)

L

D(XY) = D(X)Y + D(Y)X + D(X)D(Y)
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Nota: Leibniz desprecia el producto de las diferencias ya que su resultado es
demasiado pequefio con relacion a lo demas sumandos. Veamos esto en el siguiente
ejemplo numérico:

(10 + 0.001) x (100 + 0.01)

= (10 X 100) + (10 X 0.01) + (0.001 x 100) + (0.001 x 0.01)
= 1000 + 0.1 + 0.1 + 0.0001

Como se observa 0.001 x 0.01 es un valor pequefio en comparacion con lo demas
sumandos, ademas Leibniz, como se expuso anteriormente, trabajaba calculando
diferencias pequefias o infimas, es decir el producto de esas diferencia es aln mas

pequefio.
Se concluye que la expresion para el producto queda expresada de la siguiente manera:
D(XY) = D(X)Y + D(Y)X

Expresion conocida y usada para el calculo de la derivada de un producto. De igual manera
se obtendra la diferencia de un cociente, para ello se hallan los cocientes de las series

X, Y, ydelasseries X,,,4, ¥,,4+1, Obteniendo:

n+1

n+l _ i

X, 2% X

n _ 1

n+1

Y, o Y
n Zyj n+l Zyj
j=1 =

Ya con los dos cocientes se procede a calcular la diferencia, de la siguiente manera:

X: X

Xn+l Xn — ; I _ ; I
Y n+l n

n+1 n Zy] Zyl
j=1 j=1
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n n

DXt DX
_ i1 I

n n

DVt DY,

-1 i-1

(BB (BB
N

Bl Hoh

Nuevamente es necesario analizar los productos que tenemos para ver si alguno de ellos se

puede despreciar, de esta manera el producto (Zy ] yn+1 es infimo con relacion al

n
cuadrado de Z y; entonces la expresion queda de la siguiente manera:
j=1
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[z yjj<xm>—(gxij<ym>

34

R (X) _YD(X) - XD(Y)

Y Y2

Nuevamente se llega a la expresion usada normalmente para el calculo de la derivara de un

cociente.

Para el célculo de la diferencia de una potencia se usan las series

()™ = (i xi>n

i=1

(Xme)"™ = (Til xi)

i=1

Nuevamente se procede a calcular la diferencia de esta forma:

(X )™ — ()" = (Tni:l xi) - (i xi)n

i=1 i=1
RS
- (i xi>n tn <i xi>n_1 (Xma1) + 0+ )™ — ( y xi)n
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=n (Z xi) (mg1) + o+ )™

i=1

Como los productos obtenidos son infimos con relacion al producto n(X™, x,)™ 1 (xme1)

entonces son despreciables, de tal manera se obtiene la siguiente expresion:
m n-—1
D(x™) =n (Z xi) (tms1)
i=1
D(x™) = n(x)" 1D(x)

Hasta aqui se han obtenido las expresiones que se conocen para el calculo de una derivada,

pero hay mas caminos, quizas menos tediosos, como el que se muestra a continuacion.

Segunda Estrategia: Desarrollo sin series

Para calcular la diferencia de un producto, sean,

a, = Xxy

Ans1 = (X + D))y + D(¥)
Calculando la diferencia:
g1~ @n = (x + D))y + D) — xy
D(xy) = xy +xD(y) + yD(x) + D(x)D(y) — xy
D(xy) = xD(y) + yD(x) + D(x)D(y)

Considerando D(x)D(y) despreciable por ser el &rea de un rectangulo de lados

infinitesimales,
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x dy

dy

=

y dy

Despreciable

dx

0 lo que es lo mismo: dado que el producto D(x)D(y) es infimo con relacion a los otros

dos términos entonces se obtiene la conocida regla para calcular la derivada de un producto:

D(xy) = xD(y) + yD(x)
Para el cociente se procede de la siguiente manera, sea,

X
zZ = —

Entonces, dicha expresion se reescribe como un producto, x = zy
Aplicando la expresion para derivar un producto se obtiene:
D(x) = zD(y) +yD(2)

D(x) —zD(y)
y

D(z) =

Remplazando a z en la expresion anterior se obtiene

D) ~3D®)

y

D(z) =
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yD(x) — xD(y)
y
y

_yD(x) —xD(y)
= =

Para la diferencia de la potencia, sean,

aptr = (x + D))"
Calculando la diferencia
Ani1 — Ap = (x + D(x))n — x"

(n

- nn—-1) 2
D(x™) = x™ + nx™ 1D(x)+Tx” 2(D() 4+ D))" — x™

D(x™ =nx""1D(x) + -+ (D(x))"
Como los productos son infimos con relacion al producto nx™ 1D (x) entonces:

D(x™) = nx"1D(x)
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EL CALCULO Y SUS DESARROLLOS POSTERIORES

Aunque los métodos de derivacion e integracion, exigian el uso adecuado de “cantidades
infinitamente pequerias”’ (cantidades evanescentes, segin Newton y cantidades incipientes,
segun Leibniz) éstas permanecieron por mucho tiempo sin un sustento formal debido a que
traian consigo ideas relacionadas con el infinito que la matematica de aquella época no
poseia, ademas no existian herramientas suficientes para dar cierto rigor a los métodos
empleados en los que se manipulaban dichas cantidades (Ruiz & Martinez, 2005).
Igualmente, debido al misterio y sospecha que estos métodos suscitaban, levantaron mas de
una critica; sin embargo, es posible que la utilidad y efectividad de aquellos métodos y la
exactitud de sus resultados, justificaran su uso sin necesidad de requerir fundamentos

tedricos.

Pues bien, la realidad es que el nacimiento del Célculo, se dio mucho antes que conceptos
tales como numero real, racional e irracional, estuvieran perfectamente clarificados, y como
consecuencia sin haber formalizado el concepto de continuidad y limite. Y dado que los
matematicos del siglo XVII, y hasta bien entrado el siglo XIX, centraron su interés
exclusivamente en desarrollar y aplicar las técnicas del Calculo, se entiende el hecho de que

no se tuvieran fundamentos sélidos. (Pérez, p. 183)

No es sino hasta la segunda mitad del siglo XI1X que se desarrolla el proceso conocido
como aritmetizacion del andlisis, el cual consiste en hacer reposar el Calculo (o “Analisis”,
como se lo empez6 a llamar) sobre las propiedades mas profundas de los nimeros, sin
recurrir para nada a la intuicion geométrica (Obregon, 1991), siendo L’Hépital quien
escribe la primera obra sistematica sobre Analisis infinitesimal, Cauchy quien sienta las

bases del Céalculo riguroso y Weierstrass, quien unos afios mas tarde, las precisa ain mas.

Cauchy, gracias a un mejor conocimiento del conjunto de los nimeros reales y del concepto
de limite, logro6 definir de forma precisa conceptos tales como cantidades infinitesimales y

derivada. Con él, se dejo de identificar la diferencial como un incremento infinitesimal, que
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si bien, habia favorecido la construccion del calculo mostraba serios problemas debido a la

ausencia de argumentos para explicar el como y el porqué de su funcionamiento.

Para Cauchy, una cantidad infinitamente pequefia, es una cantidad variable tal que su valor
numérico decrece indefinidamente de manera que converge hacia el valor cero. Es decir,
que los infinitesimales, son variables (x) y no cantidades muy pequefias, con una propiedad

especifica: su limite, cuando x tiende a cero, es cero. Ademas,

[...] cuando los sucesivos valores atribuidos a una variable se aproximan indefinidamente a un
valor fijo hasta acabar diferenciandose muy poco de él, haciéndose tan pequefia [la diferencia]

como uno desee, este Ultimo (valor fijo) es llamado el limite de todos los otros. (Lozano, 2011)

Tal como lo afirman Ortega y Sierra (1998), Cauchy formul6 la definicion de limite®
(prescindiendo de la geometria, de los infinitésimos y de las velocidades de cambio) y a

partir de ésta formuld la definicion de derivada como el limite de un cociente incremental.

Para definir la derivada de una funcién y = f(x) con respecto a x, le da a la variable x un

incremento Ax = i y forma el cociente

Ay  fx+D—fx)
Ax i

y al limite cuando i — 0 lo define como la derivada de y con respecto a x, que es la definicion

de derivada tal y como la usamos hoy.

Asi, para calcular el cociente incremental de y = 3x?2 se tiene que:

Ay  3(x+1i)*-3x?

Ax i

B 3x% + 6xi + 3i% — 3x2

i

> Cabe resaltar que fue Bolzano, en 1817, quien por primera vez definié la derivada como un

limite.
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Cuyo valor resulta ser, en el momento en el que se calcula el limite cuando ix — 0, igual a

6x.

Por tanto cuando en una expresion aparecen cantidades infinitesimales, dichas cantidades no
son cero, pero si lo son sus limites, justificando asi no el que se desprecien sino que, en ese

momento, se les iguale, a cero, exactamente a cero. (Martinez et al, 2005)
Cauchy definio la diferencial como

Una expresion construida a partir de la derivada: df = f'(x) dx, siendo dx un incremento
arbitrario (grande o pequefio) de la variable y pas6 a convertirse asi en un simple instrumento
formal, necesario para justificar y abreviar ciertas demostraciones. Se desprendio, entonces, a la
diferencial de la ambigiiedad de los infinitamente pequefios, pero al mismo tiempo quedo
desprovista de cualquier significado fisico o intuitivo propio: simplemente era el producto de la

derivada por el incremento de la variable independiente. (Martinez et al, 2005)

Es decir, que aunque la notacién y las reglas generales para calcular derivadas dadas por
Leibniz prevalecen hoy en dia, hubo un cambio importante en las concepciones de
“diferencial” que les dieron origen. Finalmente se presenta una definicion de derivada
extraida del libro de texto titulado: Teoria y problemas de Célculo diferencial e integral de
Ayres (1971).

El incremento Ax de una variable x es el aumento o disminucion que experimenta, desde un
valor x = x, a otro x = x; de su campo de variacion. Asi, pues, Ax = x; —x,, 0 bien

Xy = Xo + Ax.

Si se da un incremento Ax a la variable x, (es decir si x pasa de x = x4 a x = x4 + Ax), la
funcion y = f(x) se verd incrementada en Ay = f(x, + Ax) — f(x,) a partir del valor

y = f(x,). El cociente

Ay incremento dey

Ax  incremento de x

recibe el nombre de cociente medio de incrementos de la funcidén en el intervalo comprendido

entre x = xy ax = xy + Ax.
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La derivada de una funcién y = f(x) con respecto a x en un punto x = x, se define por el
limite
8 im f(xq + Ax) — f(xo)

lim — = li
Ax—0 Ax  Ax—0 Ax

siempre que exista. Este limite se denomina también cociente instantdneo de incrementos (o0

simplemente cociente de incrementos) de y con respecto de x en el punto x = x,.
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CONCLUSIONES

En relacion con los propoésitos perseguidos con el desarrollo de esta propuesta, se puede

concluir que:

El origen del Calculo Diferencial estuvo marcado por el interés de dar solucion a
problemas relacionados con el trazado de la tangente a una curva, la obtencién de
valores maximos y minimos, la velocidad de los cuerpos en movimiento, entre
otros. Los métodos iniciales que permitieron darles solucion hacian uso de técnicas
geométricas que se ajustaban segun el problema que se tuviese, es decir, la solucion
a estos problemas estuvo marcada inicialmente por la particularidad de los
problemas abordados. Con la llegada del Célculo o mejor atn con su consolidacion,
que vino de la mano de Newton y de Leibniz, se unificaron estos y otros problemas,

proporcionando formas generales para darles solucion.

Con Newton y Leibniz quedaron definidas las reglas para calcular derivadas y la
relacion entre los procesos de derivacion e integracion, aun cuando los fundamentos

de sus métodos no eran precisos por carecer de un sustento teérico.

Contrario a lo que se piensa, la derivada no resulta de una aplicacion del concepto
de limite, lo que realmente condujo hacia este importante concepto fue la

fundamentacion del calculo de derivadas.

Leibniz, fue sin duda de gran importancia en la historia de las Matematicas, hubo en
él un marcado interés por la simbologia, la notacion y la generalizacion de
resultados que lo llevaron a formalizar propiedades y reglas fundamentales de los
procesos de derivacion e integracion, cuyo papel principal lo jugaron las diferencias

y las sumas infinitesimales, respectivamente.
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En relacion con los aportes que esta propuesta le brindd tanto a mi formacién personal

como profesional, podemos concluir que:

Los desarrollos de la matematica no se han dado de forma lineal, tampoco ha estado
siempre presente la rigurosidad. Inicialmente los matematicos se preocupaban por la
eficacia de sus métodos y luego por una explicacion ldgica, es decir que la practica

antecedia a la teoria.

El estudio de la historia de las matematicas me exigié, en algin momento,
interpretar no s6lo los métodos y conocimientos sino las formas en que razonaban
los matematicos en la época en que estos fueron desarrollados, desprendiéndome de

las ideas actuales; lo que no siempre fue tarea facil.

Sin lugar a dudas, el desarrollo de este trabajo de grado, reafirmé mis
conocimientos matematicos y didacticos en relacion con el concepto derivada. Esta
experiencia seguramente fortalecerd mi labor docente, puesto que me provee de
herramientas potentes para introducir el estudio del Calculo Diferencial en el aula
de clase.
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