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2.Descripcion

Es una propuesta de ensefianza que presenta una manera de generar imagenes
mentales en los estudiantes de la relacion entre los puntos maximos y minimos de
una funcion y la solucion de problemas de optimizacion a partir de la percepcion
del cambio en la recta tangente a la grafica de dicha funcidn en el entorno de

Geogebra.

3.Fuentes

+ Documentos de didactica de las matematicas relacionados con los procesos
de visualizacion, con representaciones ejecutables, con la geometria dinamica
y con la ensefianza del célculo.

+ Libros de célculo de educacién media y universitaria.

+ Proyectos de grado Universidad Pedagégica Nacional relacionados con las
teméticas tratadas.

+ Articulos de historia de las matematicas sobre el desarrollo del concepto de

tangente. Y didacticos

4.Contenidos

En este documento se encuentran los sustentos matematicos y didacticos sobre
el cuales se sustenta la propuesta. En el aspecto matemético la propuesta se
sustentd en la evolucion histérica del concepto de tangente y en el aspecto
didactico sobre la forma como el software de geometria dinamica estimula la
visualizacion de regularidades y brinda una nueva estrategia para la ensefianza
de la relacion entre la recta tangente a una curva y la identificacion de los puntos
extremos de la misma.

En la descripcion ilustra la manera como se disefio la propuesta, la eleccion de los
problemas de optimizacion a tratar y las preguntas que se podian generar a partir
de dichos problemas y que se incluirian en los aplicativos sirviendo como
orientadoras de las actividades y como herramientas de evaluacion. Por otra parte




se presentan los prerrequisitos necesarios para la aplicacion de la propuesta y la
manera como serian implementadas en el aula.

En la seccién de aplicacion se muestra la poblacion en la cual fue implementada,
la metodologia de aplicacién y las estrategias de recoleccion de resultados. Por
altimo en los resultados se presentan las respuestas dadas por los estudiantes a
cada una de las preguntas planteadas y un analisis de dichas respuestas con
base en los objetivos propuestos.

5.Metodologia

La metodologia utilizada es de tipo cualitativo ya que se esfuerza por comprender
el fendbmeno de la comprension de la relacion entre la solucion de problemas de
optimizacién, los extremos de funciones y la recta tangente a la funcion en los
puntos extremos, descriptiva por que procura detallar las acciones, afirmaciones y
conclusiones a las que llegan los estudiantes en el desarrollo de las actividades e
interpretativa por que analiza los resultados de las actividades con el fin de
determinar si los objetivos planteados fueron alcanzados.

A continuacion se detalla el proceso de disefio, aplicacién y evaluacion de la
propuesta:
+ Disefio de la propuesta:
El disefio de la propuesta se inicié con la eleccion de dos problemas de
optimizacién trabajados en el proyecto de grado “Propuesta de tratamiento
didactico para la Resolucién de problemas de optimizacion a través de la
geometria dinamica” (Avila Goémez & Rojas Tovar, 2005) y su posterior
modelacibn en Geogebra. En la modelacion de estos problemas se
seleccionaron los elementos que brindaban la informacién necesaria sobre el
problema y los elementos que se desea que los estudiantes observen para
gue, a partir de la percepcion de su variacion, los estudiantes lleguen a
visualizar las relaciones existentes con el propdésito que logren generalizar

comportamientos y situaciones.

Luego de la eleccion y modelacion de estos problemas, se generd una




actividad en geometria dinamica en donde los estudiantes pueden, a partir
del movimiento de un punto, seleccionar la grafica de una funcion y sobre
ésta mover un punto el cual es el punto de tangencia entre la grafica de la
funcion seleccionada y una recta. El objetivo de esta actividad es que los
estudiantes lleguen a abstraer las regularidades observadas en las dos
primeras actividades y generalizarlas en gréaficas que ya no dependen de un
problema especifico, para que de esta manera se logren edificar nociones
que relacionen la recta tangente a esta curva con los puntos maximos,

minimos y con los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion.

A la par con el disefio de las actividades en Geogebra se generaron
aplicativos en Google Docs (uno por cada actividad), los cuales son la guia
orientadora de las acciones del estudiante ya que lo dirige en los pasos que
debe realizar en el entorno de geometria dinamica, lo cuestiona sobre
algunos aspectos que se desea que el estudiante observe como lo son las
caracteristicas de la recta tangente a la curva de la funcion relacionada con
el problema a resolver en los puntos maximos o minimos y por ultimo brinda
herramientas de andlisis sobre las imagenes mentales que el estudiante ha

generado en el desarrollo de las actividades.

+ Pilotaje de las actividades
Dado que la propuesta se basa en la visualizacion de regularidades en el
entorno de Geogebra y que los conceptos puestos en juego son de
educacién basica, las actividades que se disefiaron fueron piloteadas en un
grupo de estudiantes de grado noveno del Instituto Técnico Industrial Piloto
J.T. Estos estudiantes realizaron las actividades y respondieron las
preguntas de una manera satisfactoria, es decir que al término de las tres
actividades los estudiantes lograron visualizar la relacién entre los puntos
maximos y minimos de una funcién, la recta tangente a la grafica de esta
funcion en el punto maximo y la solucion de un problema de optimizacion

especifico.




+ Aplicacion de la propuesta:
La propuesta fue aplicada a estudiantes de grado once de dos instituciones
educativas publicas en donde se seleccionaron dos grupos de dos
estudiantes por institucion; para la seleccion de estos estudiantes solo se
tuvo en cuenta la motivacion y el deseo de ellos por participar en la
actividad.

Como primera accion, se enviaron los vinculos de los aplicativos de Google
Docs a los correos personales de los estudiantes a igual que las
construcciones en Geogebra. Cada uno de los grupos fue desarrollando las
acciones que el aplicativo de Google Docs indicaba, las desarrollaba en el
entorno de Geogebra y respondia las preguntas que se encontraban en el
aplicativo referidas a lo “observado” en el entorno de geometria dinamica. Al
terminar cada aplicativo el estudiante lo enviaba y sus respuestas se

consignaban en una base de datos.

Cada una de las acciones que los estudiantes realizaban se grabaron en
video para su posterior analisis en conjunto con las respuestas contenidas
en la base de datos.

+ Andlisis de las respuestas de los estudiantes

Con base en cada una de las preguntas y de las acciones que se pedia en
los formularios, se analizaron las respuestas de los estudiantes y las
acciones y formulaciones verbales que desarrollaron en cada una de las
actividades teniendo como sustento las respuestas de la base de datos de

Google Docs, los escritos desarrollados y los videos de cada actividad.




6.Conclusiones

El andlisis de las respuestas de los estudiantes y de los videos, concluyé que las
actividades alcanzaron los objetivos propuestos ya que permitieron que los
estudiantes visualizaran las relaciones entre la solucion de los problemas de
optimizacion, los extremos de curvas y el comportamiento de la recta tangente a
estas curvas en estos puntos, pero se considera que es necesaria la interaccion
directa del docente para mejorar la comprension de los enunciados de las
situaciones y para procurar que los estudiantes vayan mas alla de encontrar la
solucion del problema y del andlisis numérico y local, esto con el fin de aumentar
la generalizacion de las regularidades y de aumentar el andlisis global de las
situaciones.
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INTRODUCCION

El estudio del calculo en grado once de educacién media se caracteriza por que
enfatiza el desarrollo de los conceptos a partir de su representacion algebraica, la
cual dirige la atencién de los estudiantes al desarrollo de procedimientos
algebraicos (Narro Ramirez & Kanagusico Muiioz, 2011) que ocultan la nocion de
variacion y su estudio, es decir que en realidad el estudio de calculo en grado
once, en la gran mayoria de los casos, se convierte en un estudio de algebra y no
un estudio sustentado en las nociones de variable, de funcion y de limite.
Teniendo en cuenta esta situacion, la propuesta que a continuacion se presenta es
una alternativa para la introduccion del concepto de derivada a partir de dos de
sus aplicaciones, la resolucion de problemas de optimizacion y la determinacién
de punto maximos y minimos sobre la grafica de una funciéon haciendo uso del
método de Fermat (Apostol) y del software de geometria dinAmica Geogebra. Es
preciso aclarar que no se pretende desplazar la representacion algebraica del
concepto de derivada, pero si llenar de sentido procedimientos tales como el
igualar la derivada de una funcién a cero, haciendo uso de la habilidad de
visualizacion de los estudiantes en la generacion de imagenes mentales que
sirvan como cimientos en los cuales sustentar la construccion del concepto de
derivada, interactuando en un ambiente dinamico diferente al de la clase usual de
calculo y en contacto directo con la variacion de magnitudes lo cual se considera

como esencial para la adquisicion de las nociones propias del calculo.

La propuesta se basa en el estudio de la variacion en casos de resolucion de
problemas de optimizacion a partir de la observacion de procesos de cambio en el
entorno Geogebra, en donde se exhibe la modelacion de dos problemas que
procuran que el estudiante determine la solucion desarrollando una serie de
acciones en el software y respondiendo a algunas preguntas orientadoras y tienen
como objeto que los estudiantes, aparte de resolver los problemas, visualicen la
relacion entre la recta tangente de pendiente cero, el punto maximo o minimo de

una funcion y la solucién del problema de optimizacion. La tercera actividad tiene



como proposito la generalizacion de la relacion entre la recta tangente a la curva y
la forma de la funcién, en especial la relacion entre la recta tangente de pendiente
cero y los puntos maximos y minimos; en ella se muestra la grafica de una funcion
que puede cambiar su forma y la recta tangente a esta, recta que cambia al
realizar un movimiento sobre el punto de tangencia, el cual es un objeto de

interaccion del estudiante con la situacion.

Esta propuesta cuyo nombre original fue “Relacién entre la Solucién de Problemas
de Optimizacion y la variacion de la Pendiente de la Recta Tangente a una funcién
especifica a partir del modelado en Geometria Dinamica” cambidé su nombre ya
gue en ella no se presenta el proceso de modelacién de los problemas trabajados
sino que los problemas se presentan modelados en el entorno de Geogebra y los
estudiantes utilizan dicha modelacién para desarrollar las acciones solicitadas en
cada una de las actividades y para responder a los cuestionamientos especificos
de cada una. Su aplicacion se desarrollé en el Instituto Técnico Industrial Piloto J.T
y en la LLE.D. Ledén Xl J.T., en donde fueron participes 4 estudiantes por
institucién los cuales se organizaron en grupos de dos para el desarrollo de las
actividades; estos estudiantes desarrollaron las actividades, respondieron las
preguntas y las respuestas fueron consignadas en una base de datos de Google
Docs en una de las instituciones y de manera escrita en la segunda debido a una
dificultad de conexién a internet, dejando un registro de video de cada una de las
actividades.

A partir del andlisis de los escritos de los estudiantes, de las respuestas
consignadas en la base de datos y de los videos que registraron las actividades,
se realizé el andlisis sobre el que se concluye que los estudiantes que estuvieron
en contacto con las actividades propuestas lograron visualizar la relacion entre la
solucion de los problemas de optimizacion, los puntos maximos y minimos de la
grafica de una funcioén y la recta tangente a la grafica de esta funcion en el punto

maximo.



OBJETIVOS

Objetivo General

+ Generar una herramienta didactica que mediante su manipulacién, aplicacién y
evaluacion acerque al estudiante a la comprension de los procesos de
optimizacién y de determinacion de maximos y minimos de curvas, facilitando
la ensefianza y el aprendizaje del calculo haciendo uso de herramientas

tecnoldgicas.

Objetivos Especificos

+ Disefiar una herramienta didactica que a través de la visualizaciéon de la
variacion de magnitudes y su relacién con la gréfica de una funcion dirija al
estudiante a relacionar la situacion de cambio de la magnitud con la pendiente

de la recta tangente a la curva de la funcién dada.

+ Provocar que el estudiante mediante la visualizacion del cambio de magnitudes
interrelacione el punto minimo o maximo de una funcién con la solucion de un
problema de optimizacion y ademas que en dicho punto la pendiente de la

recta tangente es cero.



1. MARCO TEORICO

1.1. MARCO MATEMATICO

Permanentemente la humanidad busca la manera de realizar mejor sus
actividades y de alcanzar el mayor beneficio al hacerlo; por ejemplo en la industria
se busca la manera de maximizar los beneficios al vender un producto o al prestar
un servicio reduciendo el costo de produccion, se quisiera que un automovil
recorriera mayor distancia con un minimo de consumo de combustible o
simplemente es deseable que nuestro tiempo se aprovechara de la mejor manera
para cumplir con todas las actividades que debemos realizar. En muchas
situaciones, esta necesidad de maximizar o minimizar una magnitud se puede
expresar haciendo uso de las mateméticas y es aqui donde el célculo se presenta
como una poderosa herramienta para lograr este proposito mediante el proceso de

determinacién de los maximos y minimos haciendo uso de derivadas.

Teniendo en cuenta que el concepto de derivada surgid precisamente por el
problema de determinar los puntos maximos y minimos de funciones haciendo uso
de la recta tangente a dichas funciones en puntos dados (La recta tangente: notas
histéricas y actividades para el aula, 2009), se comienza este analisis con algunos
aspectos considerados como importantes en la evolucion histérica del concepto de
recta tangente desde los estudios de Euclides y Apolonio en la Grecia Antigua

hasta el método de maximos y minimos de Fermat en el siglo XVII.

Para comenzar, es preciso decir que la determinacion de rectas tangentes a
curvas fue un problema importante en Grecia en la época de Euclides pero se
tenia la dificultad de ser un concepto que en ese entonces no podia ser bien
definido y por ello tan solo se intuia como una recta “que toca a la curva sin
cortarla”. Son de destacar los trabajos de Euclides (325 a.C, 265 a.C) y Apolonio
(262 a.C., 190 a.C.); Euclides analizo el comportamiento de una recta que forma
un angulo recto con el diametro de una circunferencia, observando que la recta

tiene un solo punto en comuan con la circunferencia y que entre la circunferencia y



la recta dada no es posible trazar otra recta (La recta tangente: notas historicas y

actividades para el aula, 2009).

Por su parte Apolonio en su trabajo dedicado a las
‘ secciones coOnicas desarroll6 métodos para la
' construccion de rectas tangentes a circunferencias,
1 elipses y parabolas y a continuacion se muestra un

A ejemplo:

Siendo C un punto de la parabola con vértice en B,
/ eje de simetria AD y teniendo que AC L AD, cuando

r AB = BD se tendra que DC es recta tangente a la

; parabola en el punto C.

Figura 1

En el siglo XVII se desarrollaron procedimientos puramente algebraicos para
encontrar rectas tangentes a curvas, estos procedimientos que fueron sustentados
en la resolucién de ecuaciones y en las propiedades de las curvas origind una
clase de calculo libre del concepto de limite, pero al finalizar este siglo con el
desarrollo de este concepto por parte de Newton y Leibniz, estos procedimientos
fueron abandonados. A manera de ejemplo se presenta esta técnica desarrollada
por Descartes (1596 - 1650) la cual aparece descrita en su libro “La Géométrie” de
1637:

“Encontrar una circunferencia tangente en un punto C a una curva
dada, esto se hace igualando circunferencia y curva y obligando a

que se corten en un solo punto.

Ya que la recta tangente a una circunferencia es perpendicular a su

radio, esta recta es facil de calcular.

Los procedimientos algebraicos para desarrollar este tipo de técnica pueden ser

consultados en la revista SUMA de junio de 2009 (La recta tangente: notas



historicas y actividades para el aula, 2009) sobre la cual se sustent6 este analisis

sobre la recta tangente.

De igual forma en el mismo siglo XVII las curvas se consideraban como la
trayectoria de un objeto que se mueve y Newton conceptualizd la tangente a
dichas curvas como la direccion en la que el objeto se mueve en un momento
determinado, de esta manera se asoci6 la tangente como el vector velocidad del
objeto; este método de encontrar tangentes a partir del vector velocidad del objeto
fue denominado por Newton como el “método cinematico”. Durante este mismo
siglo, se fue generando lentamente la idea de la recta tangente a una curva como
una posicién limite de una recta secante para la cual sus puntos de corte se

acercan cada vez mas hasta coincidir. (Ver figura 2a, 2b, 2cy 2d)

Figura 2a Figura 2b

Figura 2c Figura 2d

Ahora, al abordar el concepto de puntos maximos o minimos de una funcién se
toma como base la idea del matematico francés Pierre de Fermat (1601 - 1665)
quién en el siglo XVII intenté determinar los maximos y minimos de ciertas

funciones a partir del andlisis de la direccién que tiene cada uno de los puntos



sobre la curva de la funciéon y esta direccion puede estar dada por la tangente (ver

figura 3)

Figura 3

Fermat observé que en aquellos puntos en que la funcion posee un maximo o un
minimo, la recta tangente ha de ser horizontal (como sucede en los puntos Ay B
de la figura 3) y de esta manera el problema de determinar los puntos maximos y
minimos de la funcibn se reduce a encontrar los valores de la variable
independiente para los cuales la recta tangente a la curva es horizontal o tiene
pendiente cero. Si se desea conocer mas sobre el método de Fermat para hallar
los puntos maximos y minimos de una funcion, se puede consultar el articulo “El
Método de Maximos y Minimos de Fermat” (De la Torre Gdmez, Suescun Arteaga,
& Alarcén Vasco, 2005)

Por altimo, al hablar de los problemas de optimizacién se debe iniciar con que son
una de las aplicaciones directas del calculo diferencial ya que permite
contextualizar el concepto de derivada (y por ende el de funcién y limite) al utilizar
el problema de la determinacion de maximos y minimos expuesto anteriormente.
Por lo general, las dificultades que surgen en la resolucion de este tipo de
problemas son por un lado la comprension del enunciado y su planteamiento
matematico, la interpretacion de los resultados en el contexto del problema y por
altimo que al basarse sobre un proceso puramente algebraico el cual se puede
resumir en la determinacién de una funcién, de su derivada y de los valores para
los cuales esta derivada es igual a cero a partir de resolucién de ecuaciones, la
resolucién del problema a veces pasa a un segundo plano al privilegiarse el

desarrollo de procedimientos y no el porqué y el para qué de los mismos.



1.2. MARCO DIDACTICO

Las nuevas herramientas que la tecnologia ha desarrollado con el propdsito de
servir a la enseflanza y al aprendizaje de las matematicas ha modificado la
manera como el conocimiento se ha puesto en juego en el aula; herramientas
tales como calculadoras que facilitan los procesos algoritmicos y computadores
con software de matematicas que permite la modelacion de situaciones propias de
la geometria y el célculo, modificaron la perspectiva de que es lo que se debe
ensefiar y como se debe hacer y, por tanto, también ha modificado la participacion
tanto del estudiante como del docente, al dejar de ser el primero un actor pasivo
del proceso para convertirse en un factor participativo, propositivo y creativo y al
convertir al segundo en constructor de herramientas de aprendizaje y en mediador

entre el conocimiento y el estudiante a través de la interaccion con la tecnologia.

En particular, los diferentes software de geometria dinamica como Geogebra,
Cabri Geometre y Geometra Sketchpak se han convertido en una poderosa
herramienta que permite la modelacion de situaciones de variacion, ya que el
dinamismo propio de estos entornos ha permitido que la nocidén de variable y la
visualizacion del cambio de dichas variables sean mas visibles a los estudiantes,
quienes ahora ven c6,mo el movimiento de un punto determina la gréafica de una
funcién, que observan cémo el cambio en el radio de un circulo altera de
inmediato su area y perimetro y ademas que estos cambios a los cuales se hace
referencia son causados por ellos, es decir, que ellos tienen influencia directa
sobre los cambios que se produzcan generando de esta manera una interaccion
entre la herramienta cognoscitiva que se estd usando y el conocimiento en si lo
cual cambia la manera como las imagenes reales y mentales del estudiante se

relacionan.

Los aspectos antes mencionados han transformado la manera en que los
conceptos de funcion y de derivada se presentan en el aula ya que ha brindado un
medio de interrelacion entre los diferentes sistemas de representacién y los ha
dotado de dinamismo y de sentido. Segun la “Fundamentacién Cognitiva del

Curriculo de Matematicas” (Moreno Armella & Waldegg, 2002), la inclusién de la

8



tecnologia como el software de geometria dinamica en el aula de matematicas,
sirve como una herramienta estructurante que permite la exploracion del
estudiante quien puede generar ideas que estan intimamente ligadas al medio
dindmico del software y que estardn en gran medida influenciadas por la
potencialidad que tiene el software de permitir la interaccion del estudiante con las
representaciones, en este caso con la representacién gréfica. Todo lo anterior
sustenta esta propuesta, la cual procura el aprovechamiento de las caracteristicas
de la representacion grafica de relaciones funcionales a partir de la visualizacion
de regularidades y del uso del software de geometria dinamica en la dotacién de

cualidades ejecutables a la representacién gréfica.

En cuanto a la representacion grafica de funciones se puede decir que puede
permitir que el estudiante, al analizar correctamente el registro de representacion
compuesto por los ejes coordenados (en nuestro caso el sistema cartesiano) y por
la relacién funcional de cada uno de los puntos que componen la grafica,
identifique variables visuales explorando la forma de la gréfica esto con el fin de
entablar relaciones entre estas variables y sus correspondientes equivalentes en
los demas sistemas de representacion. La representacion grafica de funciones
tradicionalmente se ha manejado de manera estatica, lo cual dificulta la
comprension de la nocién de variable al observarse ésta como un valor estatico
representado por las coordenadas de puntos sobre la grafica de la funcién, la cual
queda determinada por la unién de algunos puntos, lo cual determina un gran salto
desde lo discreto de los puntos graficados a los infinitos puntos contenidos en la

gréfica.

En cuanto a las caracteristicas que un 1

estudiante puede percibir  (Hitt, 2003) al —

observar la grafica de una funcion como la e -
de la Figura 4, la cual ha sido trazada :
haciendo uso del lapiz y papel y es estética
por el medio en el que se encuentra, se

pueden mencionar los puntos de corte con Figura 4



los ejes coordenados, los puntos en donde la funcién aparentemente “se corta” y
los intervalos en donde la funcion crece, decrece o es constante, pero al realizar
el paso hacia la visualizacion de regularidades tales como el comportamiento de
las rectas tangentes a la funcion, la percepcion de cambio de dichas tangentes se
ve coartada por el medio estatico en el cual se encuentra la grafica, mientras que
en el entorno de geometria dindmica al haber graficado la funcion, ubicar un punto
sobre la gréfica y utilizar la opcién tangente, el estudiante podra observar con tan
solo un movimiento del punto el cambio de dicha recta permitiendo esto que el
estudiante pueda llegar a hacer conjeturas sobre las caracteristicas de la recta
tangente en puntos especificos de la funcion. Aqui el estudiante ademas de
percibir los aspectos antes mencionados observa el cambio de una variable con
relacion a otra y adquiere mayor sentido la grafica de la funcidén porque ésta se
convierte en el “producto” de un proceso de variacion infinito de un valor que se

encuentra relacionado con otro que de igual manera cambia.

Atendiendo a lo enunciado por (Cérdoba & Ardila, 2011) en cuanto al concepto de
visualizacion como un proceso en el cual se forman imagenes mentales que
procuran la comprension de objetos matematicos y estimulan el proceso de
descubrimiento y construccién de nociones, cabe decir que Geogebra y demas
software de geometria dinamica por su misma caracteristica de dinamismo e
interaccién con la representacién enriquece el proceso de visualizacién de las
caracteristicas de la gréfica al dotarlas de una particularidad que antes no poseia
la ejecutabilidad, lo cual quiere decir que la representacion grafica que antes era
estatica ahora es dinamica e interactiva ya que el estudiante puede influir
directamente sobre el cambio en la variable y observar las cosas que cambian y
aguellas que se mantienen invariantes teniendo la oportunidad de observar
regularidades que se presentan en cuanto al comportamiento de la funcién y en el
caso de esta propuesta al comportamiento de la recta tangente de la gréafica de

una funcion.
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2. DESCRIPCION DE LA PROPUESTA

Esta propuesta se disefid pensando en ofrecer, a los profesores de célculo en
grado once, una alternativa para el desarrollo de imagenes mentales de los
procesos de variacion presentes en los problemas de optimizacion que permita
relacionar estas imagenes con las caracteristicas de las rectas tangentes a la
grafica de la funcion relacionada con el problema dado. Se basa en la percepcion
y en la visualizacion tal como la enuncia (Hitt, 2003) ya que procura que a partir de
la observacion de situaciones de cambio dirigidas, los estudiantes generen una
imagen mental de la situacion llegando a determinar algunas caracteristicas de la
misma y con el fin de llegar a conjeturar sobre estos aspectos. Para el disefio y
desarrollo de la propuesta se tuvieron en cuenta dos aspectos sobresalientes en la
geometria dindmica: El primero es que la ejecutabilidad e interaccién que permiten
las construcciones realizadas con geometria dinamica posibilitan al estudiante la
identificacion de las variables del problema representadas geométricamente v,
luego de esto, determinar la covariacion existente entre estas variables; como
segundo aspecto se tiene la percepcidn de la variacion de las magnitudes, esta es
una caracteristica que hace de la geometria dinamica una buena herramienta para
la ensefianza del célculo. El dinamismo permite visualizar la variacion de las
magnitudes ya que en una construccion realizada con geometria dindmica, las
magnitudes como longitudes, areas, perimetros, etc., dejan de ser estéticas, para
ser variables dinamicas que pueden tomar distintos valores en un cierto dominio,
facilitando con esto la modelacion de la variaciébn en un sistema cartesiano y, por
tanto, la construccion de la gréafica de la funcidon que representa dicha variacion,

grafica que por demas, es dinamica al trazarse conforme las magnitudes varian.

La propuesta estd compuesta por tres actividades, cada una de las cuales esta
acompafada por un aplicativo en Google Docs el cual se debe seguir
simultdneamente con la actividad y que sirvi6 como fuente de andlisis ya que
recopilé las respuestas que los estudiantes daban ante las situaciones propuestas;

en cada aplicativo se dan las instrucciones que los estudiantes deben seguir en el
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entorno de Geogebra y se hacen preguntas relacionadas con la situacion
problema y con los objetos observados. A continuacion se presentan las tres
actividades que se aplicaron a cuatro grupos de dos estudiantes de grado once de
dos instituciones educativas y para su desarrollo los Unicos requisitos
indispensables son conocimientos basicos sobre el entorno de Geogebra y a nivel

conceptual el concepto de funcion y de sus clases.
2.1. PRIMERA ACTIVIDAD

Como primer problema de optimizacion a tratar se eligio el del triangulo is6sceles

de perimetro dado y area maxima, tomando como perimetro 15 unidades.

TRIANGULO DE MAYOR AREA Y PERIMETRO DADO

Mueve el deslizador "a" y verifica que el fiangulo ABC cumple con las condiciones de |a pregunta problema
. i

Okbligato

1. ;Qué relacion existe entre el deslizador "a" y el triangulo? *

Observa gue sucede en el triangulo cuando se mueve el deslizador "a™.

Al elegir la opciébn situacion
problema, aparece el enunciado en
pantalla para el analisis por parte
del estudiante.

12



2. ;Qué relacion existe entre la longitud de la base del triangulo y las coordenadas del
punto D? *
Observa en |a vista algebraica |as coordenadas del punto E cuando |la base del triangulo varia. Para esto mueve el

deslizador

En la segunda pantalla, al _

seleccionar la opcion tridngulo
isésceles aparece el triangulo con la Gt |
informacion sobre la longitud de sus
lados y area. Al mover el punto “a” el
triangulo cambia su forma pero
mantiene su caracteristica de ser

isésceles 'y de perimetro 15

unidades.
En esta pantalla ademas aparece el punto D quién es el punto que posteriormente
determinara la grafica de la funcion que modela la situacién problema al mover el

punto “a”.

3. A partir de la ubicacion del punto D sobre la grafica, ; que relacion existe entre la
ubicacion del punto D y el area maxima del triangulo? *

13



e En la tercera pantalla aparece la
' = — grafica de la funcion que modela la
situacion problema y sobre esta
estd el punto D quién cambia de
posicion sobre la grafica cuando “a”

S€ mueve.

4. Cuando el triangulo alcanza su maxima area ;Como es la recta tangente a la curva
en el punto D? *

Mueve el deslizador y observa las caracteristicas de |a recta tangente a |a curvs en el punto D

A continuacién se presenta la recta = -
tangente a la grafica de la funcion '
en el punto D y los demas objetos

presentados anteriormente.

5. ;¢Como es la inclinacion (pendiente) de la recta tangente a la curva en el punto D
cuando el triangulo alcanza el area maxima? *

Mueve el deslizador y observa el valor de |a pendiente

La pendiente es positiva | v

Enviar

Por ultimo se presenta la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion
en el punto D. Al depender el punto D del movimiento de “a”, tanto la recta

tangente como el valor de su pendiente cambian con este mismo movimiento.
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2.2. SEGUNDA ACTIVIDAD

El problema de optimizacion a tratar en esta actividad es “AREA MAXIMA ENTRE
CIRCUNFERENCIAS” Dada una circunferencia de radio 2.5cm se divide el
diametro en dos partes que se toman como didmetros de dos circunferencias

inscritas. Hallar el area maxima de la superficie clara.

AREA MAXIMA ENTRE CIRCUNFERENCIAS

Contests |as preguntas simultaneamente con |s interaccién en el software de geometria dinamica

Obligatorio

1. ¢Es compresible el problema? *

Sl |v
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En la primera pantalla se presenta solo el
€ ot et enunciado del problema el cual aparece

al seleccionar la opcion “Situacion

problema”

2. ;Al mover el deslizador que observas sobre las circunferencias? Para contestar ten
en cuenta el cambio en el area mas clara. *

3. ;Que relacion puedes encontrar entre las coordenadas del punto H y las variables

del problema? *
Observa |2 vista slgebraics de Geogebrs

N\

4. ;Que relacion puedes observar entre la posicion del punto H y la solucion del

problema? *
Pars ello mueve el deslizador y observa |as regularidades.
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En la segunda pantalla aparece la situacion problema modelada, un deslizador del
gue depende el cambio en el &rea requerida y un punto H el cual se mueve
dependiendo del movimiento del deslizador.

T vis W - | sres entre Orounferencasgod L e
Archivo Eol Viete OCpowmes vertans Asuse
» A p . . . se p . - ovd Edpe y Mueve
. ” > |\ e L AIDN -~ - i ATastIa 0 S4M000NS o2yetos E3C) -
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"' Dada ana CF Cilvier oncis S¢ ra@e 1 50m se @vide of Samet o on Sos partes Que s¢ Nenan
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I ORANCA AREA mAama ENFUNGION DEL RADNO

™ RECTA TAMOENTE

™ PENDIENTE RECTA TANOENTE

Emvaca o

5. ¢Consideras que la trayectoria del punto H al variar el radio coincide con la grafica
de una funcion? *
Mueve el deslizador y observa lo que ocurre

st
[Ino

6. Si la respuesta a la pregunta anterior fue afirmativa, ;Que tipo de funcion ilustraria
la trayectoria del punto H? *
CUADRATICA ™
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7. Al observar la grafica de la trayectoria de H, ;Coincide con tu conjetura de si es
funcion y del tipo de funcion que representa? *

s
[Jno

8. En que posicion debe estar H sobre la grafica para coincidir con la solucion del
problema? *

A continuacion aparece la grafica de la funcion relacionada con el problema la cual
es trazada por el punto H. El punto H cambia su posicién sobre la grafica cuando
se realiza un movimiento sobre el deslizador.

9. Segun tu respuesta a la pregunta anterior, ;que puedes decir de la recta tangente a
la curva en el punto H? *

En la cuarta pantalla aparecen todos
los elementos antes mencionados y

ademas la recta tangente a la grafica H p e

de la funcién en el punto H ‘
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10. Al observar los valores de la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto
H ;Como es la pendiente de esta recta en el punto H cuando las coordenadas de éste
coinciden con la solucion del problema?? *

[[] L= pendiente es negativa (m < 0)
|:| Ls pendiente es nula (m = 0)

|:| La pendiente es positiva (m > 0)

Escribe una conjetura acerca de la solucion del problema en relacion de la recta
tangente a la curva en el punto H *

Enviar

En la ultima pantalla aparecen todos

B s S S los objetos presentados anteriormente

incluyendo el valor de la recta
tangente a la curva en el punto H.
“ Tanto la recta tangente como el valor
de su pendiente cambian con el

movimiento de H sobre la grafica de la

funcién
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2.3. TERCERA ACTIVIDAD

ACTIVIDAD DE GENERALIZACION

Selecciona |a forma de |a grafica de |a funcion moviendo el punto E y mueve el punto F.
*Obligaterio

¢Como es el valor de la pendiente cuando la funcién es creciente? *
Seleccions |a respuesta:

El valor de |2 pendiente es positivo. E]

Cuando el punto de tangencia es un minimo o un maximo de la funcion ;Como es el

valor de la pendiente de la recta tangente en este punto? *
Selecciona |a respuests:
El valor de |s pendiente es negativo. [Q

Al estar la grafica asociada con un problema de optimizacion, ;Qué relacion tiene la
pendiente de la recta tangente a la funcion en un punto dado con la solucion del
problema de optimizacion?

Enviar
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Esta actividad se desarrolla con todos los elementos en la pantalla. Alli se muestra
la gréfica de una funcion que varia al mover el punto E, un punto F sobre la grafica
el cual determina el punto de tangencia entre la grafica y una recta y el valor de la
pendiente de esta recta que de igual forma cambia cuando se ubica el punto F en

distintas posiciones.
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3. APLICACION DE LA PROPUESTA

La propuesta didactica se aplicd en los colegios Instituto Técnico Industrial Piloto
J.T. localidad sexta en la ciudad de Bogota D.C. y en el I.LE.D. Le6n XIll J.T. en el
municipio de Soacha Cundinamarca. En cada una de las instituciones participaron
cuatro estudiantes de grado once con los cuales se formaron 2 grupos de dos
personas a los cuales se les envié las construcciones en Geogebra y los
aplicativos de Google Docs al correo personal; dado que uno de los propdsitos de
esta propuesta es que los estudiantes adquieran de manera intuitiva la relacion
entre la solucién de problemas de optimizacién y los cambios en la pendiente de la
recta tangente a una funcion en un punto, se seleccionaron estudiantes que aun
no tuvieran conocimiento del proceso algoritmico de resolucién de este tipo de
problemas a partir de derivadas y se espera que cuando se desarrolle este tema
en el aula, los estudiantes lleguen a relacionarlo con la actividad desarrollada en

Geogebra.

Las actividades fueron desarrolladas en el orden en que fueron presentadas en
este documento, siendo orientadas por el docente de calculo el cual intervino
solamente en los momentos en que las actividades no eran entendidas por los
estudiantes y grabadas en video por un estudiante que estuvo pendiente de cada
una de las interacciones de los grupos de estudiantes en el entorno de Geogebra,
de las discusiones que se generaron alrededor de cada uno de los
cuestionamientos surgidos a partir de las preguntas de la aplicacién de Google
Docs y de las respuestas que ellos generaron. El docente dirigié la actividad tan
solo como mediador para la comprension del enunciado de los problemas y como
cuestionador frente a las apreciaciones de los estudiantes, realizando preguntas
que dirigieran la atencion del estudiante hacia los fenbmenos presentados en el
entorno dinAmico. En una de las instituciones se enviaron los aplicativos de
Google Docs a la base de datos al terminar la actividad y en la otra los estudiantes

respondieron las preguntas en una hoja ya que la conexion a internet fallé en la
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aplicacion de la propuesta y no fue posible hacer uso del aplicativo de Google

Docs.
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4. RESULTADOS

A continuacion se presentan algunas respuestas de los estudiantes, las imagenes
de los estudiantes interactuando con el Geogebra y desarrollando las actividades y
algunos escritos sobre las actividades realizadas. Se hace un analisis por cada
una de las preguntas y de sus respuestas, analisis que se basa en las respuestas
consignadas en la base de datos y en las afirmaciones escritas y verbales de los

estudiantes durante la actividad que fue grabada en video.

4.1. ACTIVIDAD 1

A continuacion se muestra los datos obtenidos por los estudiantes para su
posterior analisis, teniendo en cuenta el objetivo de cada pregunta:

[{peet)

Pregunta 1: ¢ Qué relacion existe entre el deslizador “a” y el triangulo?

Propdésito: Evidenciar que el deslizador afecta de manera concreta al

triangulo cuando se desplaza.

Lo que sucede es que al
deslizar el punto a hacia el lado
derecho queda una linea _ _
horizontal entre el punto A B, y J]medida que se va deslizando el
hacia el lado izquierdo una linea Jjpunto ava cambiando el
vertical entre Ay C. tnﬂuln su forma y su area.
Al aumentar o disminuir el punto
a, este va serigual a la longitud
de |3 rarta AH

e / / cat

Cuando'“se Ies presento Ia apllcaCIon en Geogebra a los estudlantes en su

mayoria colocaron el puntero del mause sobre la linea y al picar se dieron cuenta

gue aparecia la mano indicando que se podia mover, al hacerlo el dibujo empezo
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a cambiar, pero dicho cambio no se producia de manera desordenada, cambiaba
de mas a menos y viceversa, ellos comentaron que al mover el deslizador a el

triangulo cambiaba su forma.

Esto indicd que efectivamente existia una relacion entre el punto a y la forma del

triangulo, este hecho se presentd en la mayoria de los grupos.

Pregunta 2: ¢;Qué relacidon existe entre la longitud de la base del triangulo y las

coordenadas del punto E?

Propésito: Explorar si el estudiante encuentra una relacion entre una

distancia y un punto situado en el plano.

Respuestas: la relacion que existe entre |a Al mover el deslizador encontramos
longitud de 1a base del triangulo y que el valor de |a base del triangulo
las coordenadas del punto E es que | ¥ |5_'3'3"3'“3|E”5'j5 x del punto E van a
en un punto especifico el punto E ser iguales al valor del punto a. El
decrece y |a base del triangulo punto E tiene el recorrido de una
siempre aumenta. palrabl:ula cada vez que cambia de
valor
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Los estudiantes manifestaron que de
acuerdo a la posicion del punto D en la
gréfica la base se hacia mas pequefia o
mas grande esto indica que los grupos
encontraron una evidencia fuerte que
conecta la posiciéon de un punto a la base
del tridngulo, al parecer empiezan a intuir el

concepto de punto maximo de una gréfica, y

el valor de una distancia entre dos puntos.

Pregunta 3: A partir de la ubicacion del punto D sobre la gréfica ¢Qué relacion

existe entre la ubicacion del punto D y el area maxima del triangulo?

Proposito: Indagar si el estudiante puede encontrar un punto de la grafica
donde el triangulo tiene area maxima.

Respuestas:

Cuando el punto E se

encuentra en su punto mas

alto el area de triangulo es

el mas grande que en otros
untos
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——— Para esta pregunta uno de los
'} estudiantes manifestd que la relacion
. A era pendiente cero esto quiere decir
"l gue afianz6 su concepto de maximo y
 p—— logra encontrar la relacion que existe
A entre el méximo del éarea y la
R BT pendiente de una curva que

representa lo que pasa en el triangulo.

Pregunta 4: Cuando el tridangulo alcanza su area maxima ¢como es la recta

tangente a la curva en el punto D?

Propésito: indagar sobre los conceptos de pendiente y tangente, la

relacion que existe entre unay la otra.

Respuestas:
Qonda =0 e

Los estudiantes en su mayoria pudieron
3 identificar el valor de la pendiente y

observaron que éste correspondia a

URVA TOCA LA URVA

de esta esla penderte cero cuando el area del triAngulo es el

um(um«.mu AUNAC
ENUNPUNTO, y la inchnacion

mas grande, segun lo manifestado por

varios estudiantes que muestran con el

puntero que en ese punto existe el area

maxima y no para otro punto.

Se concluye que evidentemente la pregunta anterior ayuda a mostrar de forma

mas clara esta correspondencia y el aplicativo como es dinamico permite
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manipular diferentes posiciones de la pendiente haciendo que ésta sea cero y

comparan dicho resultado con el area del triangulo.

Pregunta 5: ¢Como es la inclinacion (pendiente) de la recta tangente a la curva

en el punto D cuando el triangulo alcanza el area maxima?

Propoésito: En esta pregunta se busca establecer si el estudiante puede

relacionar la inclinaciéon de la recta con el area.

Respuestas: ILEI pendiente es I La pendiente es
Ccero |Eﬂﬁ'1"'ﬁ |

£

&

Los estudiantes coincidieron que la pendiente es constante e igual a cero en el
area maxima esto hace concluir que los estudiantes estuvieron en capacidad de
relacionar el area de una figura con la pendiente y que esta pendiente es cero
cuando el &rea es maxima, segun lo dicho por dos estudiantes es constante y lo

relacionan con un concepto visto y es el concepto de funcién constante.

ANFAACH (¥
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4.2. ACTIVIDAD 2

Pregunta 1. ¢Es compresible el problema?

Proposito: Determinar si el estudiante ha comprendido la actividad implica el
enunciado del problema.

Respuestas

5l MO

Al realizar la lectura del problema uno de los grupos de estudiantes dijo que
comprendia el problema y continué con la actividad, el segundo grupo
afirmo6 que no entendia el enunciado y el docente intervino para aclarar el

enunciado y explicar la actividad que solicitaba dicho enunciado.

Pregunta 2 ¢ Al mover el deslizador que observas sobre las circunferencias?

Propdésito: notar las percepciones de los estudiantes sobre el cambio en las

circunferencias y en el area solicitada.

Respuestas:

cuando muevo el

deslizador sobre Ia
Que a medida que circuferencia salen
se va avanzando se dos circuferencia a
nota que forma dos mas y cada vez que

circulos que al la deslizo algun
llegar a un extremo lade me va a dar
forma el area total una mas que la
del circulo otra.
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uno de los grupos los estudiantes movieron el
punto “a” a lo largo del deslizador de extremo
a extremo y afirmaban que en estos puntos el
area de una de las circunferencias inscritas

coincidia con el area de la circunferencia

mayor.

En esta pregunta se cuestiond sobre la relacién existente entre el movimiento del
punto “a” sobre el deslizador y el cambio en la construccion, a lo cual los
estudiantes concluyeron que cuando el punto “a” se mueve las circunferencias en
la construccion cambian, es decir que logran identificar una relacién de
dependencia directa entre las dos variables aunque ain no hablan en términos de

las areas.

Pregunta 3 ¢Qué relacion puedes encontrar entre las coordenadas del punto H'y

las variables del problema?

Propésito: en esta pregunta se busca que los estudiantes observen la
relacion existente entre un punto en el plano y la situacion, en especial que
observen que cuando el &rea solicitada es maxima el punto se encuentra en

un maximo de su recorrido respecto del gje y.
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Respuestas:

Que a medida que
s& va avanzando se
nota que forma dos
circulos que al
llegar a un extremo
forma el area total
del circulo

Cuando el punto H
se encuentra en su
punto mas alto la
circunferencia mas
clara se encuentra
en SU mayor area.

_________ H cr-.}'ﬁ'\c:n"'ft\ & ek rqd\o C}Uﬁ\th*‘u Cl: O

Yadio= 123

- . SN i
@m O}% . :QJQO'
A )it
n\‘\m‘w o (t o Q:)(:C -
Lo Suce ©n ‘m Aenpla Yo
Esﬁl%(a?) \iﬁmm‘ cdelante Y aid o G

P RCACON KASS Mt A A

En la tercera pregunta, uno de los grupos de s

I owkcas

estudiantes determin6 que la relacién entre el

o g

punto H y las variables del problema es que

cuando una de las circunferencias “oscuras”

alcanza su mayor tamafio y que en este

momento el punto H desaparece.
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Por otra parte, los otros grupos concluyeron que cuando las dos circunferencias

“oscuras” son iguales, el punto H se encuentra en la parte mas alta y se puede

decir que este grupo alcanzd a vislumbrar la solucion del problema aunque la

variable area aun no es tenida en cuenta.

Pregunta 4 ¢Qué relacién puedes observar entre la posicion del punto H y la

solucién del problema?

Propésito: Luego que los estudiantes han encontrado la relacion que existe

entre el punto H y la situacion, se procura guiar la observacién a la posicion

del punto H y la relacion con el area maxima requerida.

Respuestas:

Cue cuando se
alcanza el area

maxima de la

circunferencia se Cuando el punto H
puede concluir que se encuentra en su
la pendiente de Ia punto mas alto 1a
recta donde se circunferencia mas
encuentra el punto clara se encuentra
Hes £ SU Mayor area.

En esta pregunta los dos grupos
coincidieron en que la mayor area se
alcanza cuando el punto H se encuentra
en la parte mas alta y uno de los grupo
gue ya habia visualizado la recta tangente
afirmé que “cuando el area es maxima la
pendiente de la recta en H es cero” lo cual
es una de las afirmaciones con las que se

puede decir que el estudiante visualiza la relacién de la solucién del problema con

una caracteristica particular de la recta tangente.
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Preguntas 5a7

5. ¢Consideras que la trayectoria del punto H al variar el radio coincide con la

gréfica de una funcién?

6. Si la respuesta a la pregunta anterior fue afirmativa, ¢Qué tipo de funcion

ilustraria la trayectoria del punto H?

7. Al observar la grafica de la trayectoria del punto H, ¢coincide con tu

conjetura de si es funcién y del tipo de funcion que representa?

Propdésito: Cuestionar a los estudiantes sobre la posibilidad de que la

grafica presentada en el entorno fuese la grafica de una funcion y sobre el

tipo de funcibn que podria ser y de esta manera que ellos lograran

visualizar que la relacion que ellos habian determinado entre el punto Hy la

solucion del es de tipo funcional.

Respuestas:

6. Silarespuesta 7. Al chservarla

5. ;jConsideras ala pregunta graficadela
que la trayectoria anterior fue trayectoria de H,
del punto Hal  afirmativa, ;Que ;Ceincide con tu
variar el radio tipo de funciéon conjetura de sies

coincide con la ilustraria la
grafica de una trayectoria del
funcién? punto H?

funcién y del tipo
de funcién que
representa?

CUADRATICA

Los dos grupos de estudiantes
concluyeron que la grafica de la
trayectoria del punto H representa una
funcién aunque uno de los grupos llegoé a
esta conclusion luego de responder la
siguiente pregunta sobre el tipo de

funcién que seria.
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Pregunta 8 ¢En qué posicion debe estar H sobre la grafica para coincidir con la

solucién del problema?

Propésito: con esta pregunta se pretende que los estudiantes relacionen

directamente la solucion del problema con el punto maximo de la curva.

Respuestas:
la posicion del
punto H debe estar
La mitad de la en su punto mas
grafica del radio de | Jalto para coincidir
la circunferencia la solucion del
ue es 1.25cm problema

En la pregunta 8, uno de los grupos acerté en determinar el valor de la variable
independiente en el que se encuentra la solucion del problema y los otros indican

que el punto H debe estar en el lugar mas alto para que coincida con la solucion.

Estas respuestas indican que los estudiantes mediante la observacion de la
variacion de las magnitudes involucradas en el problema, han logrado relacionar el
punto maximo de una curva con la solucion de dicho problema y ademas lograron
resolver el problema mediante el mismo proceso.
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Pregunta 9 ¢Qué puedes decir de la recta tangente a la curva en el punto H?

Propdsito: El objeto de esta pregunta es que los estudiantes caractericen la
recta tangente a la curva en el punto de la curva en donde se encuentra la
solucién del problema. Esta caracterizacibn se espera que sea la
determinacidn que la recta tangente a la curva en el punto en cuestion tiene

pendiente cero.

Respuestas:
QUE CUANDO EL
PUNTO H SE
ENCUENTRA EL
PARTE MAS ALTA

la recta de la LA RECTA
tangente con TANGENTE QUEDA
respecto al punto H EN POSICION

es 982 HORIZOMNTAL

Basados en la respuesta anterior, uno de los
grupos de estudiantes logro determinar el
valor de la maxima éarea el cual es la
solucion del problema de optimizacion,
mientras que el otro caracterizd la recta

tangente en el punto maximo de la curva

como una recta horizontal indicando esto

gue se ha alcanzado una relacion entre la solucion del problema de optimizacion y
la caracteristica especial de la recta tangente a la curva; este mismo grupo, antes
de escribir la respuesta definitiva manifestdé que cuando “el punto H va dando la
curva” existe un cambio en la recta tangente lo cual indica que los estudiantes han
visualizado la nocion de crecimiento y decrecimiento en la grafica y una relacion

de estas nociones con la recta tangente a la curva.
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Pregunta 10 ¢(Como es la pendiente de esta recta en el punto H cuando las

coordenadas de éste coinciden con la solucion del problema?

Propésito: La ultima pregunta tiene como objetivo que los estudiantes

relacionen la solucion del problema de optimizacion con la recta tangente

de pendiente cero, ya sabiendo que esta recta se presenta en un punto

maximo de la curva. Este aspecto es esencial ya que de aqui se puede dar

sentido al proceso algebraico de igualar la derivada de una funcion a cero.

Respuestas:

nula (m = 0)

La pendiente es La pendiente es

nula (m = 0)

»
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En esta pregunta, la cual relaciona la
pendiente de la recta tangente con la
solucion del problema de optimizacion, los
grupos de estudiantes indicaron que la recta
tangente a la curva debe tener pendiente
nula para que coincida con la solucién del

problema.
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En el momento en que los estudiantes estaban respondiendo a la pregunta

gestualizaban con sus manos indicando en la pantalla del computador que la recta

tangente a la curva en este punto es horizontal.

Conjeturas de los estudiantes

La actividad de generacion de conjeturas tiene como propésito que los estudiantes

exterioricen las imagenes mentales que lograron generar durante el desarrollo de

la actividad, a continuacidon se presentan:

la solucion del
problema es que si
el punto H se
encuentra en la
parte de arriba su
recta tangente
seria horizontal v el
area de la
circunferencia clara
seria el valor mas
alto

por medio de una
grefica se puede
sacar el area de
cualguier figura por
medio del area
podemos crear una
parabola que
muestre los
cambios fisicos de
la figura

C,.Q:f‘mgj /m F’«é’mﬁ”f}\%ff @}-&* !U\ \@"-‘u’iﬁ'v,

| ‘7‘ e € ﬁif"ﬁ el e _95?& Neruta Yk ""i& 0L 'a.-*.*:.;-
&5 \ﬁ-.&?ﬁ\?‘x i

Al analizar las conjeturas de los estudiantes, se puede deducir que uno de los
grupo alcanzdé a visualizar la relaciébn entre la solucion del problema de
optimizacién y la recta horizontal que es tangente a la curva mientras que el otro
grupo aunque no conjeturo sobre la relacion entre solucion del problema y la
tangente a la curva, si logro visualizar que una funcidn puede caracterizar el

problema dado.

37



4.3. ACTIVIDAD DE GENERALIZACION
Pregunta 1. ;Como es el valor de la pendiente cuando la funcion es creciente?

Propdésito: el propésito de esta pregunta es dirigir la atencion de los
estudiantes hacia la relacion entre la pendiente de la recta tangente a la

curvay su forma.

Respuestas:

El valor de la
pendiente es
ositivo.

El valor de la
pendiente es
ositivio.

Los estudiantes concluyeron con alguna facilidad que la pendiente de la recta
tangente cuando la funcién es creciente tiene valor positivo, porque al desarrollar
la actividad inmediatamente colocaron el punto de tangencia en intervalos en
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donde la funcion es creciente lo cual indica que tienen una buena nocién de

funcién creciente a partir del analisis de la grafica.

Pregunta 2. Cuando el punto de tangencia es un minimo o un maximo de la

funcion ¢como es el valor de la pendiente de la recta tangente en ese punto?

Propésito: Que los estudiantes, a partir de la experimentacion que consiste
en ubicar el punto de tangencia en un punto maximo y minimo de la curva
que él ha elegido y que puede cambiar, concluya que la pendiente de la

recta tangente en estos puntos siempre €S cero.

Respuestas:

El valor de la
El valor de la penl:lu_ante BS
endiente es nulo. negativo.

En el transcurso de solucion a esta
pregunta los estudiantes en general
manifestaron verbalmente que cuando la
funcién “va hacia arriba” entonces el valor

de la pendiente de la recta es positivo

mientras que cuando “va hacia abajo”

L entonces es negativo.

Luego de esto la mayoria de los grupos concluyeron que en los puntos maximos o
minimos de la curva el valor de la pendiente de la recta tangente es nulo, y el
grupo que contesto que es negativo llego a esta conclusion porque no logro
colocar el punto exactamente en los puntos maximos o minimos de la curva. Con
este grupo se trabajoé posteriormente invitandolo a que observara los valores que
tomaba la pendiente de la recta en cercanias al punto minimo o maximo y lograron

determinar que el valor de la pendiente de la recta es cero. En esta parte del
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ejercicio se logré observar que los estudiantes se detienen en el momento en el

que encuentran un valor numérico y no contindan con la experimentacion.

Pregunta 3. Al estar la gréafica asociada con un problema de optimizacion, ¢Qué
relacion tienen la pendiente de la recta tangente a la funcion en un punto dado con

la solucion del problema de optimizacion?

Propésito: Que los estudiantes relacionen esta actividad con las dos
actividades anteriores y que al encontrar esta relacion lleguen a determinar
que el punto maximo o minimo de la funcion determina la solucion del
problema de optimizaciébn y que en este punto la pendiente de la recta

tangente a la curva es cero.

Respuestas:

Yo pienso que en los problemas de
optimizacidn como lo son los los
problemas de areas, la relacion gue
existe con la recta pendiente es que
cuando esta se encuentra en un punto
maximo o en un punto minimo nos da el
valor mas grande o mas pequefio de
dichas areas.

Cue en la solucion del problema de
optimizacion dan los mismo valores de
la pendiente en los puntos maximos y
minimos de la funcion pero siendo uno
positivo y el otro negativo

Para terminar, los estudiantes concluyeron que la solucion de los problemas de
optimizaciébn se encuentra en los puntos maximos o minimos de las curvas
mientras que otro de los grupos intenta relacionar la pendiente de la recta con la
solucion de los problemas de optimizacion pero no logra ya que tan solo se acerca

al punto maximo o minimo en el software y no llega a ellos.
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CONCLUSIONES

Durante el desarrollo de las actividades se pudo notar varias acciones de los
estudiantes, relacionadas con su interaccibn con el software de geometria
dinamica y con los conceptos relacionados como lo son la recta tangente a la
curva, los problemas de optimizacion y los puntos maximos y minimos. A

continuacion se presentan las conclusiones de mayor relevancia:

+ El software modifica claramente el ambiente de aprendizaje ya que permite
gue los estudiantes manipulen las variables implicitas en las actividades e
interactien con los conceptos de una manera directa ya que a partir de la
observacion pueden visualizar la relacion entre las variables y conjeturar

posibles situaciones a partir de su comportamiento.

+ El dinamismo del software permite que el estudiante visualice el cambio y
facilita su comprensién, en especial en los problemas de optimizacion que
son una situacion de variables cambiantes, el software de geometria
dindmica permite su modelacion y facilita la comprension de los de las

situaciones.

+ Hay una gran dificultad en la comprension de los enunciados de los
problemas ya que los estudiantes no logran abstraer la informacién

consignada en ellos.

+ Al manipular el modelo en Geogebra, los estudiantes lograron identificar
relaciones entre los puntos maximos de las curvas y la solucion del
problema de optimizacion al igual que la relacion entre los extremos y la
pendiente de la recta tangente a la curva indicando esto que el modelo
dindmico en Geogebra ha estimulado la visualizacion de estas

regularidades.
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+ A pesar que evidentemente el software estimula la visualizacién de
regularidades en los estudiantes estos tienen la tendencia, en especial en la
resolucién de los problemas de optimizacion, de detener andlisis de la
actividad cuando encuentran la respuesta, es decir que se empefian mucho
mas en la determinacion de numérica de la solucion del problema que en la

observacién de regularidades.

+ Es posible que la aplicacion de las actividades con intervencion directa del
docente en la explicacion de los enunciados y de las instrucciones a seguir,
determine mejores resultados y potencialice aun mas esta propuesta

metodologica.

Ahora, con base en los objetivos especificos planteados se pueden determinar las

siguientes conclusiones:

Objetivo especifico 1: Disefiar una herramienta didactica que mediante la
visualizacion de la variacion de magnitudes y su relacién con la grafica de una
funcién, dirija al estudiante a relacionar la situacién de cambio de la magnitud con

la pendiente de la recta tangente a la curva de la funcion dada.

Como se expresO anteriormente, el desarrollo de las actividades logré que los
estudiantes visualizaran la relacion entre la solucion del problema de optimizacién
y el punto extremo de una curva y de este con la pendiente de la recta tangente a
la curva en ese punto. Ellos afirmaron que la solucién del problema de los
problemas planteados se encuentra cuando el punto estd en un extremo de la
curva mostrada y ademas que la pendiente de la recta tangente a la curva en ese
punto es nula. Dado lo anterior se concluye que el objetivo especifico 1 se cumplié
por que el disefio de las actividades consiguié que los estudiantes visualizaran las

relaciones pretendidas.

Objetivo especifico 2: Provocar que el estudiante mediante la visualizacion del

cambio de magnitudes interrelacione el punto minimo o maximo de una funcion
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con la solucion de un problema de optimizacién y ademas que en dicho punto la

pendiente de la recta tangente es cero.

Los estudiantes concluyeron en la mayoria de las preguntas relacionadas con el
objetivo, que la solucion del problema de optimizacion se encontraba cuando el
punto se encontraba en un extremo de la curva y ademas que en este extremo la

pendiente de la recta tangente a la curva es de pendiente cero.
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