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e Kreyszig, E.(1989). Introductory Functional Analysis with applications, Jhon Wiley
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Contenidos: Este trabajo esta dividido en cuarto partes principales: una primera
parte es el planteamiento y justificacion del problema, que consiste en que
actividades se necesitan para abordar el concepto de entorno en el grado once; en
la segunda se plantean los objetivos del trabajo, que se enfocan en el disefio de
una secuencia de actividades, revision de textos, aplicacion de prueba piloto todo
lo anterior referente al concepto de entorno; en la tercera se presenta el marco
tedrico que se divide a su vez en el marco didactico en el que utilizamos la teorias
sobre didactica de las matematicas como son: la teoria del aprendizaje
significativo de Ausubel, la teoria de los campos conceptuales de Vergnaud, teoria
de las representaciones de Duval y la teoria de la interaccion social de Vigotsky;
en el marco matematico se utiliza el concepto de entorno desde la perspectiva de
espacio métrico, una cuarta parte donde se describe el proceso de elaboracion y

analisis del las actividades (Preguntas previas y prueba piloto).

Metodologia: Se realiz6 un tipo de investigacion cualitativa solo para el disefio de

las actividades, no se realiz6 tabulaciéon de informacion recolectada, porque
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nuestro trabajo se centrd en la elaboracidén de la secuencia, por lo tanto solo se

aplicaron una prueba exploratoria de preguntas previas sobre el concepto de

entorno y una prueba piloto para validar las preguntas y redisefar las situaciones

para ajustes de las actividades finales de la secuencia.

Conclusiones:

Los estudiantes tienen una nocion del concepto entorno desde una
perspectiva social y lo definen desde su lenguaje natural , como se
evidencia en sus representaciones de tipo verbal y grafico, este ultimo en
forma de circulo.

En la revisibn de textos, tanto de tipo escolar como universitario, no se
evidencian aproximaciones didacticas relacionadas con el concepto de
entorno.

A través de la actividad se logra mostrar algunas facetas del concepto de
entorno mediante situaciones que permiten el manejo de las
representaciones (conversion y tratamiento) permitiendo un afianzamiento y
aprehension mas significativa del concepto.

No se desconoce que las palabras cerca y proximo pueden ser ambiguas,
aunque también forman parte del lenguaje natural de los estudiantes,
precisamente la secuencia pretende avanzar en cerrar la brecha entre el

lenguaje natural y la formalizacion del concepto en el lenguaje matematico.

Fecha de elaboracion del resumen (30, Noviembre, 2011).
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INTRODUCCION

Este trabajo tiene como objeto la elaboracién de una secuencia de actividades que
apoye la construccion del concepto de entorno, tomando la definicion desde el
punto de vista matematico, pero comenzando desde el lenguaje natural del
estudiante, ya que cuando en grado once se habla de entorno lo primero que hace
el estudiante es asociar la nocion a su ambiente, 0 a algo que lo rodea. Aunque el
concepto de entorno es utilizado para hacer la introduccion al concepto de limite
de una sucesién en algunos textos, ademas es fundamental para definir el

concepto de limite en sucesiones y funciones en grado once.

En la secuencia de actividades definimos entorno en el contexto de la recta
numeérica, con ello se comienza a construir la definicion de limite, por lo cual
gueremos contribuir en el proceso de rompimiento del lenguaje tradicional para
llegar al lenguaje matematico. En este proceso es fundamental la teoria del
aprendizaje significativo porque pretendemos que “...se relacione un nuevo
conocimiento o informacion con la estructura cognitiva del que aprende de forma

no arbitraria y sustantiva o no literal” (Ausubel, 1996, p. 17; Moreira, p.3,1997).
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Es decir, a través de la secuencia se construye el concepto de entorno teniendo
en cuenta otro significado ademas del estrictamente formal, usando distintas
representaciones, propiciando conversion y tratamiento —desde la perspectiva de
Duval-, teniendo en cuenta también la interaccion de los estudiantes con el medio
social donde se desenvuelven, en palabras de Ausubel: “esa interaccion con la
estructura cognitiva no se produce considerandola como un todo, sino con
aspectos relevantes presentes en la misma, que reciben el nombre de
subsumidores o ideas de anclaje” (Ausubel, 1996, p.23; Moreira, p.11,1997).
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1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. FORMULACION DEL PROBLEMA

Cuando se analizan los puntos “cercanos” a un numero real a, que estan tanto a la
derecha como a la izquierda del punto a en la recta numérica y que forman un
entorno de “a”, y haciendo ademas la introduccion al término épsilon “&” como
una medida de cercania en cualquier escala que se tome para dicho entorno,
surgen dificultades en el proceso de enseflanza-aprendizaje del concepto de
entorno, el objetivo de este trabajo es contribuir con una secuencia de actividades
gue facilite los procesos de construccion del concepto.

1.2.  JUSTIFICACION DEL PROBLEMA

El concepto de entorno es imprescindible en la construccién del concepto de
limite, que es a su vez uno de los cimientos del calculo, por tanto vemos la
necesidad que este concepto sea abordado con la mayor claridad y didactica
posible, especificamente en el curso de célculo de secundaria donde se dan las

bases preliminares para un curso de calculo universitario.

La secuencia esta elaborada asumiendo el enfoque del aprendizaje significativo

respecto a la construccién de la nocién de entorno y los conceptos involucrados,
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para que el estudiante asuma con mas claridad la construccién de este concepto
en el célculo del limite de una sucesion y en general para el calculo de limites en

funciones.

En este mismo sentido Vergnaud afirma: “...Un concepto no puede ser reducido a
su definicion, al menos si se esta interesado en su aprendizaje y ensefianza. A
través de las situaciones y de los problemas que se pretenden resolver es como
un concepto adquiere sentido para los estudiantes. (Vergnaud, 1990,p.3). Por esto

se hace necesario el disefio de actividades didacticas que contribuyan a este fin.

En calculo de grado once cuando se empieza la construccion de la nocion de
limite y especialmente cuando se comienza con el limite de una sucesion se hace
necesario hacer una introduccién a la nocién de entorno, para poder aplicar la

definicidén de limite de una sucesion como se presenta a continuacion.

LIMITE DE UNA SUCESION, El limite de una sucesion a, = f(n) es un nmero
real L si dada cualquier vecindad de L, solo un namero finito de términos de la

sucesién queda por fuera de ella. (Moreno V. y Restrepo M., 2001, p. 74)

Esta definicion implica que dentro de la vecindad quedan infinitos términos de la
sucesion y solo unos pocos por fuera. En notacién escribimos lim _,.{ }= vy

leemos limite de la sucesion a, es L, cuando n tiende a infinito.
Una de las ideas centrales de este trabajo se genera a partir de la siguiente

definicién de vecindad abierta que aparece en Moreno V. y Restrepo M., (2001, p.

73), previo a la nocion de limite de una sucesion.
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Vecindad Abierta

Si “a” es un numero real y “¢” es una medida muy pequefia, una vecindad
abierta con centro en “a” y de radio “¢” esta formada por todos los puntos x cuya
distancia al punto “a” es menor que “£”. Es decir |x- al< &, 0 en forma equivalente
€ < x-a<g de donde a-e¢<x < a+ ¢ Escribimos V. (a) para representar la

vecindad abierta de centro “a” y de radio “€”.

La anterior definicion incluye implicitamente el término cercano, asi: dado un
namero real “a” sobre la recta, los puntos cercanos que estan a la derechay a la
izquierda del punto “a” forman una vecindad de “a”. El término “cercano”
depende de la escala de medida que se emplee, por ejemplo, con una escala en
Km, los estudiantes que estdn en los extremos opuestos del salon de clase
podrian considerarse cercanos, pero si la escala es mm, podrian ahora
considerarse como distantes. Lo que antes era cercano con esta escala ahora no

lo es.

En matematicas podemos definir el concepto de cercania asi: dos puntos sobre la
recta estan “cercanos” si en cualquier escala que se tome como medida estan

siempre cerca.
En términos matematicos, se dice que: “... dos puntos x y y sobre la recta real

estan arbitrariamente cerca si para una medida arbitraria “€” (¢> 0), la distancia

entre ellos |x — y| es menor que “¢”. (Moreno V. y Restrepo M., 2001 p 73).

18
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Estas definiciones estan presentes en la secuencia de actividades, pero "puestas
en escena’ y desarrolladas a través de diferentes representaciones, en distintos
contextos, utilizando tratamiento y conversion, partiendo del lenguaje usual de
entorno utilizado por los estudiantes, hasta llegar paulatinamente a una

representacion mas formal sobre la recta numérica ‘R.
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2. OBJETIVOS

OBJETIVO GENERAL

Disefiar un conjunto de actividades que apoye significativamente la construccién

del concepto de entorno por parte de estudiantes de grado once desde una

perspectiva topoldgica en la recta real.

2.2.

2.2.1.

2.2.2.

2.2.3.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Realizar una revision de la literatura en educacidon matematica que
permita orientar el disefio de actividades asociadas con la nocién

matematica de entorno.

Establecer una caracterizacién del concepto matematico de entorno a
través de las situaciones presentadas en la secuencia didactica asi

como reconocer algunas de sus representaciones semioticas.

Realizar una prueba piloto de las actividades disefladas que permita un
afinamiento del tipo de preguntas a proponer en ellas.

20
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3. MARCO TEORICO

3.1. MARCO DIDACTICO

Nuestro trabajo se centra en el disefio de una secuencia didactica para el
aprendizaje y construccion del concepto de entorno, como concepto fundamental
previo al concepto de limite; el objetivo inmediato de esta secuencia es el
desarrollo de ciertas competencias a lo largo de una “secuencia de actividades”.

En este sentido, el conjunto de actividades que disefiamos nos remite a la
ensefianza-aprendizaje como momento de construccion, aproximacion al concepto
y al conocimiento en general, superando la enseflanza de conceptos explicitos y
elaborados. De aqui que el proceso de aprendizaje en el aula de clase sea tan
importante, teniendo en cuenta ademas los factores cognoscitivos, afectivos y

sociales que lo influyen.

La teoria del aprendizaje significativo explica como ocurre este proceso
entendiendo el conocimiento ligado directamente con la realidad que lo genera, y
la ensefianza no solo como asimilacion de informacién sino también como

construccion del significado de la misma.
Sin embargo, para que las informaciones que se adquieren sean significativas

deben ademas interactuar con conceptos existentes en los estudiantes y se
puedan incorporar a la estructura cognitiva de ellos. Para llevarlo a cabo hemos
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asumido ciertos marcos y planteamientos tedricos referentes o relativos a modelos
y concepciones respecto a la ensefianza y al aprendizaje, como se nombran y se

exponen a continuacion.

Constructivismo.

Aprendizaje significativo Desde (Vigotsky). “La interaccion social”

Aprendizaje significativo Desde (Ausubel). “Material potencialmente significativo”
Teoria de campos conceptuales (Vergnaud). “Tomamos la definicion de concepto
como una tripleta de tres conjuntos, C = (S, I, R), Situaciones, Invariantes y
Representaciones”

Teoria de las representaciones (Duval) “Conversién y Tratamiento”

3.1.1. Actividad didactica

En el campo de la didactica, cuando se habla de actividades, generalmente nos
referimos a ejercicios planeados, y diseiflados con el fin de que los estudiantes
lleguen a los objetivos que se proponen.

Consideramos que el taller elaborado es un medio para interrelacionar al
estudiante con el profesor para llegar al objetivo propuesto que es llegar a
construir el concepto de entorno, como mencionamos arriba es planificado y

disefiado cuidadosamente como una secuencia que conlleva al objetivo.
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3.1.2. El constructivismo

Basicamente puede decirse que el constructivismo es el modelo que mantiene que
una persona, tanto en los aspectos cognitivos, sociales y afectivos del
comportamiento, no es un mero producto del ambiente ni un simple resultado de
sus disposiciones internas, sino una construccién propia que se va produciendo
dia a dia como resultado de la interaccion de estos dos factores. En consecuencia,
segun la posicién constructivista, el conocimiento no es una copia de la realidad,
sino una construccion del ser humano, esta construccién se realiza con los
esquemas que la persona ya posee (conocimientos previos), 0 sea con lo que ya

construyé en su relacion con el medio que lo rodea.

El constructivismo cognitivista de Piaget:

Jean Piaget, psicologo suizo, comenzd a estudiar el desarrollo humano en los
afos veinte del siglo XX. Su propdsito fue postular una teoria del desarrollo que ha
sido muy discutida entre los psicdlogos y los educadores, basado en un enfoque
holistico, que postula que el nifio construye el conocimiento a través de mucho
canales: la lectura, la escucha, la exploracion y "experimentando" su medio

ambiente.
Conflictos cognitivos: Surgen cuando un conocimiento asentado es puesto en

duda por otro conocimiento nuevo. Esto obliga a los nifios a crear nuevos

esquemas que rompen el equilibrio entre asimilacion y acomodacion.
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El profesor debe saber adecuar los distintos conocimientos a los procesos de
acomodacion y desestabilizacion de las estructuras cognitivas, posiblemente el
rol mas importante del profesor es proveer un ambiente en el cual el nifio pueda
experimentar la investigacion espontaneamente. Los salones de clase deberian
estar llenos con auténticas oportunidades que reten a los estudiantes, los
estudiantes deberian tener la libertad para comprender y construir los significados
a su propio ritmo a través de las experiencias como ellos las desarrollaron

mediante los procesos de desarrollo individuales.

El aprendizaje es un proceso activo en el cual se cometeran errores y las
soluciones seran encontradas. Estos serdn importantes para la asimilacion y la

acomodacion para lograr el equilibrio cognitivo.

El aprendizaje también es un proceso social que deberia suceder entre los grupos
colaborativos con la interaccién de los "pares" escenarios que sean lo mas natural
posible.

Esta construccién que se realiza todos los dias y en casi todos los contextos de la
vida, depende sobre todo de dos aspectos:

e De larepresentacion inicial que se tiene de la nueva informacién.

¢ De la actividad externa o interna que se desarrolla al respecto.

En definitiva, todo aprendizaje constructivo supone una construccion que se
realiza a través de un proceso mental que conlleva a la adquisicibn de un

conocimiento nuevo. Pero en este proceso no es solo el nuevo conocimiento que
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Fducadora de educadores

se ha adquirido, sino, sobre todo la posibilidad de construirlo y adquirir una
nueva competencia que le permitira generalizar, es decir, aplicar lo ya conocido a

una situacioén nueva.

El material disefiado tiene una base constructivista es decir teniendo en cuenta los

siguientes aspectos:

- Aprendizaje significativo

— Conocimientos previos del alumno

- Aprendizaje flexible

— Conocimiento de las estructuras intelectuales del alumno

- Mas importancia de los procesos que los resultados.

3.1.3. Teoria aprendizaje significativo (Ausubel)

Segun Ausubel (1996, p, 17) “todo el aprendizaje en el salén de clases se puede
caracterizar por medio de dos dimensiones independientes: la dimension
repeticion-aprendizaje significativo y la dimensién recepcion-descubrimiento, de

acuerdo a éste autor ambos tipos de aprendizaje pueden ser significativos si:

e El estudiante tiene actitud y disposicion de relacionar de forma significativa el

nuevo material de aprendizaje con su estructura existente de conocimiento.
e EI material y/o tarea de aprendizaje en si es potencialmente significativa,

porque se trata de material razonable o sensible, relaciondndose de manera

sustancial y no arbitraria con la estructura cognoscitiva del estudiante.
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De acuerdo a esto: “en el aprendizaje por recepcion el contenido principal de la
tarea o actividad se le presenta simplemente al alumno, y él debe relacionarlo de
forma activa y significativa con los aspectos importantes de su estructura cognitiva
y retenerlo para el recuerdo o reconocimiento posteriores, 0 como base para el
aprendizaje del nuevo material relacionado. Mientras en el aprendizaje por
descubrimiento el contenido principal de lo que debe aprenderse, lo debe aprender
de forma independiente antes de que lo pueda asimilar en su estructura
cognitiva”.(Lara, J. y Lara, L., 2004, p.344).

¢Pero en si que significa que un material de aprendizaje sea potencialmente

significativo?

Lo esencial reside en que ideas expresadas o0 representadas de diferentes
maneras, sean relacionadas de modo no arbitrario y sustancial — no al pie de la
letra— con lo que el alumno ya sabe. De forma que el material no debe llegar a ser
arbitrario ni vago para que pueda relacionarse de forma ‘sustancial’ con las ideas
importantes de los estudiantes, pero no basta con esto, es necesario que exista
un contenido pertinente, que forme parte de la estructura cognoscitiva del
estudiante. De modo que si el material de aprendizaje muestra la suficiente
intencionalidad o falta de arbitrariedad, con respecto a las ideas pertinentes de los
estudiantes, se puede deducir que hay una base adecuada y casi obvia de
relacionarlo de modo no arbitrario con los tipos de ideas correspondientes que los
alumnos son capaces de aprender.
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El material de aprendizaje l6gicamente significativo puede ser asi relacionado de
forma no arbitraria con ideas relevantes de los estudiantes, como ejemplos
derivados, casos especiales, extensiones, elaboraciones, modificaciones,
limitaciones y generalizaciones mas inclusivas o con un sistema mas amplio de
ideas pertinentes siempre y cuando fuese coherentes con ellas, p. e. La
resistencia de una estructura en relaciéon con los materiales que la componen, se

relaciona significativamente con un concepto de funcién.

Al elaborar material de aprendizaje se debe partir del nivel de desarrollo de los
estudiantes, es decir de sus capacidades e intereses, aqui es necesario tener en
cuenta gue la intervencion del profesor esta condicionada con los conocimientos
previos con los que el alumno llega a la escuela. Por tanto el inicio de un nuevo
aprendizaje escolar se realiza a partir de conceptos, representaciones y
conocimientos que ha elaborado a través de sus experiencias previas. Estos
conocimientos son entonces el punto de partida y la herramienta de interpretacion
de la nueva informacién que le llega. Por esto mismo, el aprendizaje significativo
ademas de estar determinado por los conocimientos previos, depende también de
la capacidad adquirida por los estudiantes a lo largo de su vida, es decir del nivel
alcanzado por sus estructuras mentales que le permiten poner en marcha una
determinada capacidad de aprender y pensar. Por esto al tener en cuenta el nivel
de desarrollo del alumno por conseguir un aprendizaje significativo le exige al
maestro tener en cuenta los aspectos antes mencionados: su competencia

cognitiva, sus intereses, y los conocimientos que ha construido anteriormente.
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El papel del profesor entonces adquiere su real dimensién cuando respeta en todo
momento el nivel de desarrollo de sus estudiantes (Vygostki, 1979, p.24) y
consigue guiarlo a través de la zona de desarrollo proximo convirtiendo en
desarrollo real lo que anteriormente era desarrollo potencial. En este sentido la
ayuda del profesor - y de los adultos que lo educan- debe mantener relacién
estrecha con el nivel de competencia del estudiante, es decir, cuanto mas
dificultad se encuentre en realizar una tarea, mas apoyo Yy directividad debe recibir
y de forma inversa en el caso contrario que no necesite tanta ayuda. Por tanto la
labor docente es tanto mas eficaz cuanto mas ‘sostienen’ el proceso de
aprendizaje de los estudiantes, segun el concepto de andamiaje elaborado por
Bruner (1976).

Segun Ausubel el aprendizaje significativo involucra interacciéon entre la
informacion nueva y las ideas preexistentes en la estructura cognoscitiva de los
estudiantes, este proceso lo denomina afianzamiento, que son conceptos o ideas
claves en cualquier tema que los maestros deben cerciorarse que transmitan de
manera concienzuda, con diversos ejemplos, con el fin de formar una base firme

para el aprendizaje posterior.

Cuando se logran aprendizajes significativos, se logra asegurar la funcionalidad de
lo aprendido, es asi como la escuela persigue que los conocimientos adquiridos
puedan ser utilizados en las circunstancias reales en que el alumno las necesita.
Segun esto, cuanto mayor sea su significatividad, mayor sera su grado de utilidad
y funcionalidad y podra relacionarse con un panorama mas amplio de nuevas
situaciones y nuevos contenidos. Entonces significacion y funcionalidad del
aprendizaje estan estrechamente relacionados.
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3.1.4. El aspecto socio cultural en la educacion (Vygotski, 1)

Para Vygotski, el hecho que distingue al hombre del resto de animales es el uso
de herramientas en un contexto de trabajo social y de comunicacién humana.
Entonces los procesos de adaptacion del hombre suceden a través de
‘instrumentos de mediacién’, los cuales constituyen el patrimonio cultural, que ha
sido objeto de apropiacion de las diferentes civilizaciones. El dominio de estos
instrumentos cambia en cada caso, los modos y formas de comportamiento de los

sujetos.

Producto de su desarrollo el ser humano asume comportamientos y formas de
conducta ‘naturales’, las que se deben transformar en superiores en la medida en
gue asuma los instrumentos culturales. Es decir, pasar de formas de
comportamiento naturales o elementales a superiores, es construir, 0 apropiarse,
de herramientas que posibiliten el dominio del entorno por parte del sujeto, asi
como el dominio de sus formas de conducta.’(Orobio, H. y Ortiz, M., 1997, p.46).

Como los comportamientos de los individuos se transforman mediante la cultura, y
esta crea formas especiales de conducta y cambia sus modos y procedimientos,
transformando los coédigos y funciones innatas, si el individuo elabora y crea
nuevas formas de comportamiento especificamente culturales, los procesos
pedagoégicos deben estar guiados basica y fundamentalmente por los procesos

culturales.
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Entonces acceder a la construccion del conocimiento en sus mas altos niveles de
abstraccion, segun Vygotski, es pasar de comportamientos naturales a
comportamientos superiores. Segun esto, si bien la linea de desarrollo natural
conduce a formas primarias del comportamiento, la linea de desarrollo social o
cultural conduce a formas superiores de comportamiento con la mediacién de
procesos elementales. De este modo el proceso sociocultural posibilita los
siguientes cambios en el desarrollo: “el paso de memoria mecanica a memoria
I6gica, de atencion involuntaria a voluntaria, de imaginacion reproductiva a
imaginacion creadora, de pensamiento en imagenes a pensamiento en conceptos,

de voluntad impulsiva a voluntad previsora”. (Orobio, H. y Ortiz, M.,1997,p.47).

Sin embargo el proceso de acceso a las formas superiores del comportamiento no
es de ninguin modo lineal o mecénico, se caracteriza por el dominio de los medios
externos del desarrollo cultural y del pensamiento, como el idioma, el lenguaje, el
dibujo, el calculo, etc., asi como también por los procesos de desarrollo de
funciones psiquicas especiales no limitadas ni determinadas de ninguna forma
precisa, como es la memoria légica, la atencién voluntaria, definidas como

funciones psiquicas superiores.

El concepto de zona de desarrollo préximo es importante para Vygotski porque al
definirlo como la distancia entre el desarrollo real del nifio y su desarrollo
potencial, donde el desarrollo real se puede determinar a partir de la resolucién
independiente de problemas, mientras el desarrollo potencial, mas elevado, es el
gue queda determinado por la resolucién de problemas con la guia del adulto o de

compafieros mas adelantados.
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Colocar al nifio en la zona de desarrollo préximo significa entonces crear para él
unas condiciones que le permitan, a partir del desarrollo que ya ha logrado,
acceder a las funciones que en el momento apenas comienzan a aparecer, y
cumplir tareas cada vez mas complejas. Se trata de establecer no como el nifio

llega a ser lo que aun no es (Wertsch, 1988, p. 84).

Son importantes en esta teoria los procesos interpsicolégicos, los que suponen
pequefios grupos de individuos implicados en una interaccion social determinada y
explicable en términos de dinamicas de grupos pequefios y practicas
comunicativas. Cuando trata de los origenes sociales de los procesos psicologicos
superiores el énfasis de Vygotski estd precisamente en el funcionamiento
interpsicoldgico, queda expresado asi en la ley genética general del desarrollo
cultural: “...cualquier funcion presente en el desarrollo cultural del nifio, aparece
dos veces 0 en dos planos diferentes: en primer lugar aparece en el plano social,
para hacerlo luego en el plano psicolégico. En principio aparece entre las
personas y como una categoria interpsicoldgica, para luego aparecer en el nifio
como una categoria intrapsicoldgica. Esto es igualmente cierto con respecto a la
atencion voluntaria, la memoria ldgica, la formacion de conceptos y el desarrollo
de la voluntad. Debe decirse que la internalizacién transforma el proceso en si
mismo, cambiando su estructura y funciones. De la misma forma las relaciones
sociales subyacen genéticamente a todas las funciones superiores y a sus
relaciones”. (Orobio, H. y Ortiz, M., 1997, p.66).

Como vemos el concepto de internalizacion es clave en este proceso, entendido

como la realizacion de algunos aspectos de la estructura de cualquier sujeto en el
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‘plano externo’, que pasan a ejecutarse en un ‘plano interno’. Esto significa, que
las funciones psiquicas superiores aparecen al inicio en su forma externa,
planteamiento que él mismo Vygotski explica asi: “...Toda funcién psicoldgica
superior ha sido externa porque ha sido social en algdn momento anterior a su

transformacion en una auténtica funcion psicoldgica interna”. (Vygotski,1979,p.22).

En Vygotski, a diferencia de otros autores, la actividad externa se define en
términos de procesos sociales mediatizados semidticamente y las propiedades de
los procesos son las que dan la clave para entender la aparicion del
funcionamiento interno. Por tanto, la internalizacion es un proceso que siempre
estara presente en la transformacion de los fendmenos sociales en fenémenos

psicologicos.

3.1.5. Teoria de los campos conceptuales (Vergnaud)

Vergnaud por su parte viene a complementar la teoria del aprendizaje significativo;
en cuanto teoria psicoldgica de conceptualizacion de lo real se propone localizar y
estudiar continuidades y rupturas entre conocimientos desde el punto de vista de
su contenido conceptual. Tiene implicita la idea de que los conocimientos en
accion -—explicitos- pueden evolucionar a lo largo del tiempo hasta los
conocimientos cientificos- explicitos-. Parte de la premisa que el conocimiento esta
organizado en campos conceptuales cuyo dominio por parte del sujeto ocurre a lo
largo de un extenso periodo de tiempo, a través de la experiencia, madurez,
aprendizaje. Campo conceptual es, para €l, un conjunto informal y heterogéneo de
problemas, situaciones, conceptos, estructuras, relaciones, contenidos vy

operaciones del pensamiento, conectados unos a otros Yy, probablemente
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entrelazados durante el proceso de adquisicion. ElI dominio de un campo
conceptual no ocurre en algunos meses, ni tampoco en algunos afos. Al contrario,
nuevos problemas y nuevas propiedades deben ser estudiadas a lo largo de varios
afios si quisiéramos gue los alumnos progresivamente los dominen. De nada sirve
rodear las dificultades conceptuales; ellas son superadas en la medida en que son
detectadas y enfrentadas, pero esto no ocurre de una sola vez La teoria de los
campos conceptuales destaca que la adquisicion de conocimientos es moldeada
por las situaciones y problemas previamente dominados y que ese conocimiento
tiene por lo tanto muchas caracteristicas contextuales. De esta manera muchas de
nuestras concepciones vienen de las primeras situaciones que fuimos capaces de
dominar o de nuestra experiencia tratando de modificarlas. Pese a esto, existe una
laguna considerable entre las invariantes que los sujetos construyen al interactuar
con el medio y los invariantes que constituyen el conocimiento cientifico (Moreira,
M.A. 2002, p. 6 ). De este modo, las concepciones previas de los alumnos son
consideradas errores, concepciones ingenuas o0 alternativas en relacion a las
concepciones cientificas, esta manera de concebir el conocimiento supone al
estudiante o al aprendiz como incompleto, imperfecto o deficiente en comparaciéon
con los adultos especialistas, esta vision segun Vergnaud es inadecuada para las
cuestiones de desarrollo cognitivo involucradas, es mas fructifero considerar al
sujeto como sistema dindmico con mecanismos regulatorios capaces de asegurar

Su proceso cognitivo.

Muchos de los conceptos erréneos de los alumnos se derivan de atribuir a ciertas
palabras usadas en ciencias para representar conceptos, el mismo significado que
atribuyen a esas mismas palabras diariamente, incluso de una ciencia a otra los

significados de una misma palabra pueden ser distintos.
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No es, por lo tanto, una teoria de ensefianza de conceptos explicitos y
formalizados. Se trata de una teoria psicolégica del proceso de conceptualizaciéon
de lo real que permite localizar y estudiar continuidades y rupturas entre
conocimientos desde el punto de vista de su contenido conceptual.

Resumiendo, la teoria de los campos conceptuales es una teoria cognitiva
neopiagetiana que pretende ofrecer un referencial mas fructifero que el piagetiano
para el estudio del desarrollo cognitivo y del aprendizaje de competencias
complejas, particularmente aquellas implicadas en las ciencias y en las técnicas,
teniendo en cuenta los propios contenidos del conocimiento y el analisis

conceptual de su dominio.

Los conceptos clave de la teoria de los campos conceptuales son, ademas del
propio concepto de campo conceptual, los conceptos de esquema (la gran
herencia piagetiana de Vergnaud), situacion, invariante operatorio (teorema-en-

accion o concepto-en-accion), y su propia concepcion de concepto.

Tres argumentos principales llevaron a Vergnaud (1983a, p.393) al concepto de
campo conceptual: 1) un concepto no se forma dentro de un solo tipo de
situaciones; 2) una situacion no se analiza con un solo concepto; 3) la
construccién y apropiacion de todas las propiedades de un concepto o de todos
los aspectos de una situacion es un proceso de largo aliento que se extiende a lo
largo de los afios, a veces de una decena de afios, con analogias y mal
entendidos entre situaciones, entre conceptos, entre procedimientos, entre

significantes.
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Vergnaud considera al campo conceptual como una unidad de estudio para dar
sentido a las dificultades observadas en la conceptualizacién de lo real, ademas la
teoria de los campos conceptuales supone que la conceptualizacién es la esencia

del desarrollo cognitivo.

Vergnaud define concepto como un triplete de tres conjuntos (1983 a, p. 393;1988,
p. 141; 1990, p. 145; 1993, p. 8; 1997, p. 6), C = (S, I, R) donde: S es un conjunto
de situaciones que dan sentido al concepto; | es un conjunto de invariantes
(objetos, propiedades y relaciones) sobre las cuales reposa la operacionalidad del
concepto, o un conjunto un conjunto de invariantes que pueden ser reconocidos y
usados por los sujetos para analizar y dominar las situaciones del primer conjunto;
R es un conjunto de representaciones simbdlicas (lenguaje natural, graficos y
diagramas, sentencias formales, etc.) que pueden ser usadas para indicar y
representar esos invariantes y, consecuentemente, representar las situaciones y

los procedimientos para lidiar con ellas.

El primer conjunto — de situaciones — es el referente del concepto, el segundo —de
invariantes operatorios — es el significado del concepto, en cuanto al tercero — de

representaciones simbdlicas — es el significante.

Eso implica que para estudiar el desarrollo y el uso de un concepto, a lo largo del
aprendizaje o de su utilizacion, es necesario considerar esos tres conjuntos
simultdneamente. No hay en general, correspondencia biunivoca, entre
significantes y significados, ni entre invariantes y situaciones; no se puede, por lo

tanto, reducir el significado ni a los significantes ni a las situaciones (1990, p. 146).
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Por otro lado, un Unico concepto no se refiere a un solo tipo de situacién y una

Unica situacion no puede ser analizada con un solo concepto.

Por todo eso, es necesario hablar de campos conceptuales. Pero si los conceptos
se tornan significativos a través de situaciones resulta, naturalmente, que las
situaciones y no los conceptos constituyen la principal entrada en un campo
conceptual. Un campo conceptual es, en primer lugar, un conjunto de situaciones
(1988, p. 141; 1990, p.5), cuyo dominio requiere el dominio de varios conceptos de

distinta naturaleza.

3.1.5.1. Situaciones

El concepto de situacion empleado por Vergnaud no es el de situacion didactica,
pero si el de tarea, siendo que toda situacion compleja puede ser analizada como
una combinacion de tareas, para las cuales es importante conocer sus naturalezas
y dificultades propias. La dificultad de una tarea no es ni la suma ni el producto de
las diferentes subtareas involucradas, pero es claro que el desempefio en cada

subtarea afecta el desempefio global (1990, p. 146; 1993, p.9).

Vergnaud apela también al sentido que, segun él (op. cit.,, p. 150 y p. 12), es
atribuido por los psicélogos al concepto de situacién: los procesos cognitivos y las
respuestas del sujeto son funcidbn de las situaciones con las cuales es

confrontado.

Ademas de eso, él destaca dos ideas principales con relacion al sentido de

situacion: variedad e historia. Esto es, en un cierto campo conceptual existe una
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gran variedad de situaciones y los conocimientos de los alumnos son moldeados
por las situaciones que encuentran y progresivamente dominan, particularmente
por las primeras situaciones susceptibles de dar sentido a los conceptos y
procedimientos que queremos que aprendan (ibid.). Segun Vergnaud, muchas de
nuestras concepciones vienen de las primeras situaciones que fuimos capaces de
dominar o de nuestra experiencia al intentar modificarlas (1996 a, p. 117). Son las
situaciones las responsables por el sentido atribuido al concepto (Barais &
Vergnaud, 1990, p.78); un concepto se torna significativo a través de una variedad
de situaciones (1994, p. 46). Pero el sentido no esta en las situaciones en si
mismas, asi como no esta en las palabras ni en los simbolos (1990, p. 158),
Vergnaud llama esquema a la organizacion invariante del comportamiento para
una determinada clase de situaciones (1990, p. 136; 1993, p. 2; 1994, p. 53; 1996
c, p.201; 1998, p. 168). Segun él, es en los esquemas que se deben investigar los
conocimientos en accion del sujeto, es decir, los elementos cognitivos que hacen

gue la accién del sujeto sea operatoria.

3.1.5.2. Esquema

Esquema es el concepto introducido por Piaget para dar cuenta de las formas de
organizacion como de las habilidades sensorio-motoras y de las habilidades
intelectuales. Un esquema genera acciones y debe contener reglas, pero no es un
estereotipo porque la secuencia de acciones depende de los parametros de la
situacion (1994, p. 53).

Un esquema es un universal eficiente para toda una gama de situaciones y puede

generar diferentes secuencias de accion, de coleccion de informaciones y de

control, dependiendo de las caracteristicas de cada situacion particular. No es el
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comportamiento que es invariante, pero si la organizacién del comportamiento
(1998, p. 172).

Para Vergnaud los esquemas se refieren necesariamente a situaciones o clase de

situaciones, donde él (1993, p. 2) distingue entre:

¢ Clases de situaciones en las que el sujeto dispone — dentro de su repertorio, en
un momento dado de su desarrollo y bajo ciertas circunstancias — de las
competencias necesarias al tratamiento relativamente inmediato de la

situacion.

e Clase de situaciones en las que el sujeto no dispone de todas las
competencias necesarias, que le obligan a un tiempo de reflexién y
exploracion, a vacilaciones, a tentativas frustradas, llevando eventualmente al

suceso 0 a un fracaso.

Segun Vergnaud (ibid.), el concepto de esquema no funciona del mismo modo en
las dos clases de situaciones. En la primera de ellas, se observa, para una misma
clase de situaciones, conductas ampliamente automatizadas, organizadas por un
solo esquema en tanto que para la segunda de observa la sucesiva utilizacién de
varios esquemas que pueden entrar en competencia y que, para atender a la meta

deseada, deben ser acomodados, desarticulados y recombinados.
Desde el punto de vista tedrico, el concepto de esquema proporciona el vinculo

indispensable entre la conducta y la representaciéon (1996 c, p.202): la relacién

entre situaciones y esquemas es la fuente primaria de la representacion y, por lo
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tanto de la conceptualizacion (1998, p. 177). Por otro lado, son los invariantes
operatorios que hacen la articulacion esencial entre teoria y préactica, pues la
percepcion, la busqueda y la seleccion de informacién se basan enteramente en el
sistema de conceptos-en-accion disponibles para el sujeto (objetos, atributos,
relaciones, condiciones, circunstancias...) y en los teoremas-en-accion

subyacentes a su conducta (1996 c, p. 202).

Como las situaciones son las que dan sentido a los conceptos es natural definir
campo conceptual, sobre todo, como conjunto de situaciones. Un concepto se
torna significativo a través de una variedad de situaciones (1994, p. 46), pero el
sentido no esta en las situaciones en si mismas, asi como no esta en las palabras
ni en los simbolos (1990, p. 158). El sentido es una relacion del sujeto con
situaciones y significantes. Pero precisamente, son los esquemas, i. e. las
acciones y su organizacion, evocados en el sujeto por una situacién o por un
significante que constituyen el sentido de esa situacion o de ese significante para
ese individuo (1990, p. 158; 1993, p. 18). Vergnaud considera que los esquemas
necesariamente se refieren a situaciones, a tal punto que deberia hablarse de

interaccién esquema-situacion en vez de interaccion sujeto-objeto.

Los esquemas tienen como ingredientes esenciales aquello que Vergnaud llama
invariantes operatorios, i. e., conceptos-en-accion y teoremas-en-accion que
constituyen la parte conceptual de los esquemas, es decir, los conocimientos

contenidos en los esquemas.

La construccién del conocimiento por el aprendiz no es un proceso lineal,

facilmente identificable. Al contrario, es complejo, tortuoso, demorado, con
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avances y retrocesos, continuidades y rupturas. El conocimiento previo es
determinante en el progresivo dominio de un campo conceptual, pero también
puede, en algunos casos, ser un impedimento. Continuidades y rupturas no son,
por lo tanto, excluyentes. Puede haber continuidad y ruptura. El algebra, por
ejemplo, se apoya en la aritmética pero aun asi, para aprenderla es necesario
romper con la aritmética. La mecanica clasica y la mecanica cuantica presentan

continuidades, pero para aprender esta es preciso rupturas con aquella.

En la ensefanza, es necesario desestabilizar cognitivamente al alumno, pero no
demasiado. Es preciso identificar sobre cuales conocimientos previos el nifio se
puede apoyar para aprender, pero también es necesario distinguir cuales son las
rupturas necesarias. Quiere decir, es preciso proponer también, cuidadosamente
situaciones para las cuales los alumnos no tienen donde apoyarse, 0 no se deben

apoyar en conocimientos previos.

3.1.6. Pensamiento y representacion (Duval)

Duval parte del hecho de que no es posible estudiar los fenédmenos relativos al
conocimiento sin recurrir a la nocién de representacion, entendido como un
modelo, es decir una imagen de algun proceso o de la realidad, que puede ser
externo y mental, es decir la nocién de representacion resulta esencial puesto que
constituye la forma bajo la cual puede describirse una informacién y tomarse como
base para un sistema de transformacion. Entendidas las representaciones internas
como representaciones mentales, que: “...son las formas que toman las

intuiciones y las conceptualizaciones transitorias de un conocimiento que se esta
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construyendo” (Moreno y Sacristan, 1996, citado en: Mora, L. y Torres J.A.,2007,
p.46).

Efectivamente las representaciones internas son las que le permiten a la mente
operar con las ideas matematicas, sin embargo este tipo de representaciones solo
puede ser comunicado a través de representaciones externas como dibujos, o
expresiones verbales, simbolos, gréaficos, objetos fisicos, etc., a partir de las
cuales es posible observar tales representaciones internas. Como sefalan Hiebert
y Carpenter, 1992, citado en: Mora, L. y Torres J.A., 2007, p.46 ) estos dos tipos
de representaciones las externas y las internas estan relacionadas entre si, ya que
las representaciones externas afectan la naturaleza de las internas, a su vez las
representaciones internas proporcionan herramientas para ampliar la visién de las
externas, de tal manera que las representaciones externas son el medio para
comunicar y observar las representaciones internas que nos permiten pensar

sobre las ideas matematicas.(Mora, L. y Torres, J., 2007, p.46).

Pero en este proceso, ¢COmo se genera el conocimiento? Hiebert y Carpenter
(1992) plantean que las representaciones internas se relacionan generando redes
de conocimientos. Estas redes se organizan de manera jerarquica de tal manera
que cuando unas representaciones estan inmersas en otras mas generales, o en
forma de tela de arafia, esto es cuando las representaciones se relacionan entre
si. Entonces las representaciones se mezclan y generan redes de conocimiento
mas complejas. Finalmente se presenta la comprension cuando las
representaciones se conectan en redes estructuradas y cohesionadas. Un
conocimiento matematico es comprendido cuando sus representaciones se

integran a una red interna de conocimientos, por lo que el grado de comprension
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esta determinado por la cantidad y consistencia de las conexiones. Por esto la
comprensién aumenta en la medida en que las redes se vuelven mas grandes y
mejor estructuradas, haciendo que éstas se reordenen constantemente y su

cohesion sea mas fuerte con la llegada de nuevas representaciones.

Duval en su enfoque sobre las representaciones parte de los conceptos de
semiosis: entendido como las formas de expresién y representacion de un
concepto, y la Noesis: como el proceso de conceptualizacion o comprension
realizado a través de la semibsis. De aqui deriva la ley fundamental del
funcionamiento cognitivo del pensamiento, no hay noesis sin semidgsis. (Duval,
1999).

En su teoria la pluralidad de los sistemas semidticos permiten una diversificacion
tal de la representaciones de un mismo objeto, que aumenta las capacidades
cognitivas de los sujetos y por tanto sus representaciones mentales. De esta
manera el mismo objeto a través de las representaciones puede darse en sistema

semidticos diferentes.

Duval sefiala en su teoria sobre las representaciones que la lengua natural, tiene
su status aparte entre el conjunto de los sistemas semioticos posibles. Benveniste

la considera como “la organizacion semidtica por excelencia” (1974, p 62,63)

El progreso de los conocimientos se acompafia siempre de la creaciéon y del
desarrollo de sistemas semidticos nuevos y especificos que mas o menos
coexisten con el primero de ellos, el de la lengua natural. Los sistemas semioticos

permiten ademas poner en correspondencia conocimientos especificos con sus
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respectivas representaciones, pero para que esto ocurra deben cumplir con las
tres actividades cognitivas fundamentales a toda representacion: en primer lugar
gue sean un conjunto de signos o marcas que sean identificables como
representacion de alguna cosa u objeto en un sistema determinado, luego de esto
gue se transformen las representaciones de acuerdo a las reglas Unicas
establecidas por el sistema semiotico, de tal modo que se constituyan en
conocimiento nuevo con respecto al que brindaban las representaciones iniciales,
y finalmente que permita la conversion de las representaciones propias producto
de un sistema determinado en otro sistema, de tal manera que estas Ultimas

permitan explicar otras significaciones relativas a aquello que es representado.

Dado que una de las propiedades fundamentales de las representaciones
semidticas es su transformabilidad en otras representaciones, es clave distinguir
entre la conversién, cuando se produce una transformacién de registros de una
misma transformacion, p.ej. convertir una fraccidon representada como particion a
su expresion decimal, o en nuestro caso para la secuencia didactica, es
transformacion el paso de una representacion grafica en el plano, a una
representacion formal, utilizando intervalos y valores propios. Es una actividad
cognitiva primordial, menos visible que el tratamiento. Mientras en el tratamiento
se habla de transformacion que produce otra representacion en el mismo registro,
p.ej. para nosotros es tratamiento la representacion de una recta real con

diferentes unidades de medicion.
Duval le da importancia a las actividades cognitivas que estan relacionadas con

los sistemas de representacion: la formacion de representaciones de un sistema,

la transformacion dentro de un sistema de representacion, la traduccion entre
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sistemas de representacion, la consolidacion de relaciones o procesos y la

construccién y prueba de modelos matematicos.

Finalmente resalta la importancia del dominio y de la coordinacion entre los
sistemas de representacion, partiendo de que el manejo de diferentes sistemas
permite seleccionar o complementar los mas adecuados para determinadas
situaciones, ofreciendo una informacion mas completa del objeto desde diversos

puntos de vista.

Uno de los argumentos de la teoria de Duval que retomamos es como el mismo lo
sefiala en su teoria sobre las representaciones; que la lengua natural, tiene su
status aparte entre el conjunto de los sistemas semid6ticos posibles. Benveniste la

considera como “la organizacion semiotica por excelencia” (1974, p 62,63)

3.2. MARCO MATEMATICO

3.2.1. Valor absoluto

3.2.1.1. Definicion

El Valor Absoluto se define como la distancia entre dos nimeros reales en la recta
numeérica. Con el objeto de afianzar el concepto de valor absoluto, es necesario

ligarlo a su interpretacibn geométrica en la recta numérica.
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En matematica, el valor absoluto de un nimero real es su valor numérico sin tener
en cuenta su signo, sea este positivo (+) o negativo (-). Asi, por ejemplo, 3 es el

valor absoluto de 3y de -3.

El valor absoluto esta relacionado con las nociones
de magnitud, distancia y norma en diferentes contextos matematicos y fisicos. El
concepto de valor absoluto de un nimero real puede generalizarse a muchos otros

objetos matematicos.

Por definicidn, el valor absoluto de w siempre sera mayor o igual que cero.

Desde un punto de vista geométrico, el valor absoluto de un numero real a es
siempre positivo o cero. En general, el valor absoluto de la diferencia de dos
nameros reales es la distancia entre ellos. De hecho, el concepto de funcién
distancia 0 métrica en matematicas se puede ver como una generalizacion del

valor absoluto de la diferencia, a la distancia a lo largo de la recta numérica real.

3.2.1.2. Propiedades de valor absoluto

Propiedades fundamentales
[1.| =0 No negatividad
[1_| — ) ——= g = () Definicion positiva

g.b| = |g_||.5| Propiedad multiplicativa
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a-+ ,5| < |a.| + |,5| Desigualdad triangular
Otras propiedades
— .;1.| = |.;1| Simetria
a—b=0 < a="5b ldentidad de indiscernibles
a—bl <la—c¢+|c—b Desigualdad triangular
1 — b| > ||.51.| — |,5|| (equivalente a la propiedad aditiva)

al _ |

5= i o7 0)

Preservacion de la division (equivalente a la
propiedad multiplicativa)

Otras dos inecuaciones utiles son:

. a<b <= —-b<a<b
. a>b < a>bva<-b

3.2.2. Espacios métricos

3.2.2.1. Definicidn

Un conjunto E cuyos elementos llamaremos Puntos, se dice que es un espacio

métrico si a cada dos puntos p y g de E hay asociado un numero real d(p,q)
llamado distancia de p a g, tal que posee las siguientes propiedades:
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3.2.2.2. Propiedades

1. vk, y €E:d(xy) >0

2. Parax,y €E:d(xy) =0 & x=y

3.vx, y €E:d(x,y) =d(y,x) ( simetria)

4. VX, Y,z €E:d(xy) <d(x,z) + d(v,z) ( desigualdad triangular)

Es decir,

a) Las distancias son no negativas y el Unico punto a distancia cero de x es el
MisSmo X;

b) la distancia es una funcion simétrica;

c) la distancia satisface la desigualdad triangular: la longitud de un lado de un
triangulo es menor que la suma de las longitudes de los otros dos lados; La
expresion d(x,y) la leemos distancia entre los puntos xy y, es por tanto una funcién
distancia que verifica la desigualdad triangular.

El par (E, d) constituido por el conjunto E y una métrica definida sobre E, se

denomina espacio métrico.

Para la demostracion de los espacios métricos es necesario conocer las

propiedades del valor absoluto.

3.2.2.3. Definicidn de bola abierta en cualquier espacio métrico

Dado un punto X € E y un numero real r > 0, se define el concepto de bola abierta
como Brxo={Xx €E/d(X, Xo) <r} (Kreyszig,E., 1989)
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3.2.3. Ejemplos de espacios métricos

3.2.3.1. Meétrica usual en R

Consideremos el conjunto R de los numeros reales y la funcion d, (Xy) = X —
y,Vx,y € R. Mediante aplicacion de las propiedades del valor absoluto se
comprueba que d, es una métrica. Esta le da a R una estructura de espacio

meétrico.

3.2.3.1.1. Demostracion de las propiedades.

1. vxy €eR:ds(xy) >0
dy (X,y)= x-y >0 Por propiedad (1) de valor absoluto.

2. Parax,y eR:d,(xy)=0&ex=y
dy (x,y)= x-y =0 por propiedad (2) de valor absoluto.
x—y=0Sii x=0

3. WX,y eR:d(xy) =dy (y,X) ( simetria)

dy (X,y)= x-y = -(y-x) por propiedad (5) de valor absoluto.
= y-Xx =dy (y,X) por tanto d, (x,y) = dy (y,X)

4. VX Y,z €R:dy(Xy) <du(x,2) + dy(y,2) (desigualdad triangular )
dy (X,y) = x-y = (x-z) + (z—y) por propiedad (3) valor absoluto
(X-2) +(z-x)) < Xz + z=y
dy (x,2) +dy (2,y)

Entonces d,( x,y)< d, (X,2) + dy (2,y).
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3.2.3.1.2. Ejemplos de bolas abiertas en este espacio R

Bixo = {x €R: dy(xs, %) <r}
={XER:X-%<r}

={XERI -r<x-x%<r}

={X ER: X~ r<X<Xo+r}
=(Xo-r, X+ 1)

e Ej:Bs(2) =(5-2 5+2)=(3,7)

e Son: B, 0.3 0 en expresién similar (2-0.3, 2+0.3)=(1.7,2.3)

3.2.3.2. Meétrica discreta en un conjunto E.
Sea E un conjunto cualquiera no vacio, definamos la funcion:
D:ExE —» R,talque: ¥x,y €E:

da (X,y) =1,six#y,;dsd(X,y) =0six=y.
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Esta funcién entonces es una métrica para E. Al espacio métrico resultante (E,d)

se le llama discreto, y nos indica que todo conjunto no vacio puede proveerse de

una métrica.

3.2.3.2.1. Demostracion de las propiedades.

vx,y €E: dy(x,y) >0

Six#y, dg(xy) =1

Six=y,da(x,y) =0

Entonces dq(x,y) >0 Por definicién.

Parax,y €E:dg(x,y) =0 &x=y

Por definicion de dg, se cumple que si x =y entonces dq(X,y) = 0y que dg(X,y)= 0

luego dg(x,y) =0 Siix=y
WX, y €E: d(x,y) = dq (y,X) ( Simetria )
Six#yentonces dg(x,y) =1 = dq(y, X) Por definicién

Six=yentonces dy¢(x,y) =0 =dq(y, X)

VX, y,z €E: dg (Xy) <dy (X,2) + dq (y,2) ( Desigualdad triangular )
dy (xy) <da (x,2) + dq (y,2)

Se analizan los casos:

e Six#y#z entonces dg (X,¥) <dy (x,2) + dq (v,2)
1 <1 +1
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e Six=y=z entonces dq(X,y) <dg (X,2) + dq (y,2)
0 <0 +0

e Six=y#z entonces dg (x,y) <djy (x,2) + dq (y,2)
0 <1+1
0 < 2

e Six#y=z entonces dg (X,y) <dy (x,2) + dq (v,2)
1 <1 +0
1 <1

Por tanto dq (X,y) <dq4 (X,2) + dq (y,2)

Ejemplo, si E ={a, b, ¢, d }y x,=aentonces
Bi(@) ={x €E: dy(x,a) <r},

sir>1, vx €dg(x,a) ={1l:six=a A0:six#0}
dy(X,E)<r, entonces

x€ By (a), entonces

B, (a) =E

da(X,E)<1sii x=a
B: () ={a}
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3.2.3.3. La métrica del taxista “D; Métrica no usual en R?”

Consideremos el plano cartesiano de los nimeros reales en %2 y la funcién dr
(X,Y) = x2—x1 + y—y1,V (X,Y) € R% Mediante aplicacion de las propiedades del
valor absoluto se comprueba que dr es una métrica. Esta le da a %1% una estructura

de espacio métrico.
Donde X = (X1,y2) Y Y = (X2,Y2)
3.2.3.3.1. Demostracion de las propiedades.

1. VX, YER% di (X,Y)=0

Por definicion dr (X,Y) = Xa—Xx1 + y2—Yy1 =0

2. ParaX,Y eR%d (X,Y)=0 & X=Y
dr (X,Y)=0 entonces Xog—X1 + yo—-y1 =0
Sii X2—=x1=0 A y,-Yy1 =0 Por definicion
Siixo—=x1=0 A y,-y1 =0
SiiXg=X1 A Y2=V1
Entonces (x1,y1)=(X2,Y2)
X=Y

3. WX, YERZ A(X,Y) = dy(Y,X) ( simetria)
di(X,Y)

X2—=X1 + Y2—-Y1
= -(x2—x1) + -(y2—Yy1) Propiedad distributiva del producto sobre

la suma de R
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= X1—=X2 + Y1—-Y2
di(Y,X) = X1—X2 + Yi—Y2
Por tanto di(X)Y) = di(Y,X)

4. v X, Y,Z eR?% di (X,Y) <d; (X,Z) + d (Y,2) ( Desigualdad triangular)
Donde X =(x1,y2) ¥ Y =(XY2)  Z=(XsY3)

di(X)Y) = Xo—=X1 + Y2—-V1

di(X)Y) = (Xo=X3)*+(X3 = X1) + (y2=Y3)+(y3— VY1) Por propiedad 3
di(X)Y) = (XoXs) + (Xs=X1) + (Y—Yy3) + (Ya—VY1)

di(X)Y) = (xoXa)+ (Y2-y3) + (Xs—X1) + (Yz3—Y1)

d(X,)Y) < di(Y,2) + di(Z,X)

3.2.3.3.2. Ejemplos de las bolas abiertas en la métrica Dy .

Ejemplo, si A=(4,4)y r=1 entonces

B1(4,4)={(x,y): di((4.4) ,(x,y)) <1}
={(x,y): x-4+ y-4 <1}.Resolviendo esta ecuacion se obtiene la siguiente

bola:
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Ejemplo, si A=(4,4)y r=3 entonces
B1(4,4)= {(x.y): di((4.4) .(x.y)) <3}
={(x,y): x-4+ y-4 <3}.Resolviendo la desigualdad se obtiene la siguiente

bola:
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3.2.3.4. La métrica usual D, en R?

Consideremos el plano cartesiano y los nimeros Reales en ®? y la funcién

Do, )= ( — ) +( = ),V (XY) € R% Mediante aplicacion de las
propiedades del valor absoluto se comprueba que D, es una métrica, esta le da a

%2 una estructura de espacio métrico.

Donde X = (X1,¥2), Y = (X2,Y2) Y Z = (X3, ¥3)

(.J)= - )+C - )

3.2.3.4.1. Demostracion de las propiedades.

1. vx,y€eE: ,(X)Y)20
0,)=(C = ) +( - )= 0

Como a’20 paratodoae %

Entonces ( — ) =0 A ( - )=20

Portanto ,( , )= ( - ) +( - ) =20

2. Parax,yeE: ,(X)Y)=0oX=Y

(0,)= ( = ) +( — ) Six=yY
Si( — ) +( - ) =0
Sii( - ) =0 A ( — ) =0
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Sii = A =
Entonces (X1,y2) = (X2,Y2)
O sea X=Y

3. vx,y €E: d(X,Y) =d; (Y,X) ( simetria)
0,)=(C = ) +(C - )=
0,)=C = ) +C - )

0,)=(C = )y +(C - )
(,)= (=C = ) +(=( - ) Como a*>0 paratodoa € %

0,)=(C = ) +(C - )

Entonces
o, ) = ()
5. V(X,Y,2)eE: ,(XY)s ,(X,2)+ ,(Y,Z2) (Desigualdad triangular )
Para la demostracion se deben tener en cuenta las siguientes propiedades ya
demostradas
o /x+yl < IXl + Iyl

e .+ . < ( + ) + )
Demostracion: <( - )
<C)-0C)HX)H)+C)
C X )D)=s(C )+(C)
+ () )+ < +(C ) +(C ) +
( + )=sC + ) + )
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+ < ( + ) + )

Las anteriores demostraciones se utilizaran para demostrar la siguiente.

Donde X = (X1,Y2), Y = (X2,y2) Y Z = (Xs, Y3)
0, )< L0, )+ L(,)

Y = (x2,y2)

AY
’ v 2= (X3, Y3)

-

/
x=(x1!y2) ‘f’f ~
4

Para demostrar:
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Partiremos de la siguiente expresion:
( = )+C =)
= - H)+C = I +IC = )+C = )l
=C - )+ - ) = )+t - )1
+[C - )+ (C - )X - )+C - )]
= - )+C = )+ - ) +C - )
+ [ - ) — )H)+C = ) = )]
Como . + . < ( + )( + )entonces:
( = )X - )H)+C - )t =)
< -)+«C - )LIC - )+C - )]
c - ) - )H)+C - ) - )i
< [ - )+C - )IIC - ) +C = )]
«( = )+C - )
= - )+C = )+C - )+C - )
+ =) = )+ - HOC =)

IA

~

)+ = ) HC = ) (= )+
[ = ) +C - JIIC = ) +( = )1
= (-)+C - )+ -H)r+C -
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( - D)+ =)= - + =)+ - + =)
Entonces
( - )+ ->H) = (-)+C-)+ (- )+C —-)
Entonces

(-)+(-)=s -H)+C-)+ (- )+C -)

3.2.3.4.2. Ejemplos de bolas abiertas en la métrica usual en R?
A= (X1Y2), Y = (X2,¥2) Y Z = (X3, ¥3)
Ejemplo 1 de bolas abiertas con la métrica en R?
siA=(4,4)y r=2 entonces
B2(4,4)= {(x.y): d2((4.4) .(x.y)) <2}

={(xy):( - ) +( - ) <4} Resolviendo la desigualdad se obtiene la
siguiente bola:
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Ejemplo 2: si A=(4,4)y r=4 entonces
B2(4,4)= {(x,y): dx((4,4) ,(xy)) <4}
={(x,y):( - ) +( - ) <16}. Resolviendo la desigualdad se obtiene la

siguiente bola:
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3.2.4. Definiciones de conceptos matematicos en el lenguaje usual

3.2.4.1. Entorno

e Conjunto de circunstancias, fisicas y morales, que rodean a una persona o
cosa: el entorno de amor y confianza en que se educdé propicié que fuera una

persona abierta y tolerante, ambiente.

e Ambiente que rodea a una persona o cosa e influyen en su desarrollo el

entorno determina el caracter.

3.2.4.2. Zona
Extension de terreno cuyos limites estan determinados por razones
administrativas, politicas, etc.:

3.2.4.3. Cercanias de un sitio.

Vinculo que liga entre si a los habitantes de un término municipal, y en virtud del
cual participan de los derechos y obligaciones que tienen efectividad dentro del
municipio. http://es.thefreedictionary.com/vecindad.
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8. METODOLOGIA

8.1. CONTEXTUALIZACION

Las preguntas previas al disefio de las actividades asi como la prueba piloto se
aplicaron en el Colegio Roberto Velandia de Mosquera y en el Colegio Carlo
Federici de Fontibén, a dos grupos de grado once de cada uno de los colegios. La

poblacién de la mayoria de estudiantes es de estrato 2 y 3.

Se realizd un tipo de investigacion cualitativa solo para el disefio de las
actividades, no se realiz6 tabulacion de informacidn recolectada, porque nuestro
trabajo se centrd en la elaboracion de la secuencia, por lo tanto solo se aplicaron

pruebas pilotos de ajustes al trabajo.

Las herramientas utilizadas para la recoleccion de informacién fueron: dos
pruebas, una exploratoria de conocimientos previos que nos permitieron tener las
bases para elaborar la secuencia y la otra aplicacion de la secuencia para
afinamiento de las preguntas y la pertinencia de las situaciones que conforman la

actividad.

El argumento teorico como se planted inicialmente es de fondo constructivista para
lo cual hemos tenido en cuenta a los siguientes autores, Duval, Vergnaud y
Vygotski, de los cuales iremos hablando como se reflejan sus planteaminetos a
través de la explicacion de las actividades.
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En la primera parte del taller queremos hacer evidente como los estudiantes
pueden partir de un conocimiento previo del concepto y que se encuentra en su

lenguaje natural para llevarlo a un conocimiento matematico o cientiifico

8.2.  ANALISIS DOCUMENTAL

8.2.1. Validacion de la secuencia

La validacion de la secuencia de actividades se hizo por medio de los dos
instrumentos: prueba de preguntas previas y prueba piloto aplicada a estudiantes
del Colegio y Estudiantes de la Especializacion de Matematicas, ademas se
realizaron varias socializaciones con los mismos estudiantes de la maestria y de la
especializacion quienes nos dieron aportes referentes a la redaccion y a la
pertinencia de las preguntas, asi mismo como la asesoria del Docente Tutor del

trabajo de grado y la del Profesor del Seminario de Didactica.

Por otra parte tuvimos en cuenta otros aspectos para la elaboracién de la

secuencia como: el marco teorico, marco didactico y el marco matematico.

8.2.2. Descripcion de la validacion

Lo primero que se realiz6 fue la aplicacién de una encuesta de preguntas previas
sobre la nocion de entorno y a partir de alli comenzamos con la recoleccion de
ideas, material y revision de textos que nos ayudaran con el objetivo de disefar
preguntas y actividades iniciales; las cuales fueron expuestas inicialmente a los

Estudiantes del Seminario y al Tutor de Tesis, de la misma manera las
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exposiciones realizadas ante compafieros de la especializacion y profesores nos
sirvieron para mejorar la redaccion de las preguntas de la prueba piloto, antes de
ser aplicadas a los estudiantes de los colegios para confirmar, corregir, o invalidar

las preguntas realizadas con miras al disefio final.

Un ejemplo de las sugerencias de los docentes del seminario de didactica
especificamente un comentario de la profesora Alicia Guzman sobre las
condiciones de las situaciones que se presentaban en las actividades fue “Que
en lugar de hablar de entorno se hablara de el lugar geométrico, o lugares
geometricos para no alejarse mucho de la concepcidbn matematica”. Aunque la
sugerencia fue escuchada y analizada, no se implementé en el trabajo ya que se
tuvo mas en cuenta los referentes teoricos que dan importancia al tipo de
situaciones donde influyen los aspectos sociales y culturales es decir partiendo del
lenguaje natural de los estudiantes.

De acuerdo a las sugerencias de los estudiantes de la especializacién algunas
preguntas de la actividad no eran muy claras, por tanto tuvimos que hacer algunos
cambios en la redaccién de las mismas, como también replantear algunas
situaciones, este proceso se muestra mas adelante en el analisis de la prueba

piloto.
Posteriormente cuando la prueba piloto se aplica a los estudiantes de los dos

colegios, se comparan las mismas para determinar si cumplia con el obijetivo

inicial para el que fue disefiada y hacer los ajustes respectivos.
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8.2.3. Revisiéon de textos como apoyo para el disefio de actividades

Al hacer revision de textos guia como apoyo para el desarrollo de los contenidos
en grado once (como por ejemplo: Célculo de Santillana, Alfa 11 de Edit. Norma,
Matematicas 11, de Edit. Voluntad.) La percepcién general es que no hay
tratamiento didactico y profundo acerca del concepto de entorno, sino mas bien

gue se aborda de manera puramente formal direccionado al tema de limites.

También al revisar textos universitarios (ej. Calculos de: Thomas, Stewart, Larson

y Hostetler.) se evidencia la misma situacion.

De otra parte tanto en la revision de los trabajos de grado universitarios como en
la de textos especializados: libros, articulos de revistas, en internet no

encontramos trabajos sobre didactica del entorno.

8.3. ANALISIS DE LAS RESPUESTAS A LAS PREGUNTAS PREVIAS AL
DISENO.

Antes del disefio de las actividades se realizo una indagacién a 4 grupos, cada

grupo con 4 integrantes, de los colegios Roberto Velandia de Mosquera y Carlo
Federici de Fontib6on para conocer los referentes sobre la idea de entorno.
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e ¢ Qué entiende por entorno?

¢ Qué entiende por entorno?

o T o ¢ e osfa a v aledalog

¢Que entiende por entorno? 4
el esgaco donde, CONLILIMAS

S

cQué entlende por entorno?
Todo AQUe H_af“‘ P GA0S YOO e O

S ——————.

Se puede ver que tienen la idea de entorno como algo que se encuentra a su
alrededor y como un ambiente de convivencia, sin embargo implicitamente el
hecho de decir que esta alrededor se puede tomar como un circulo, porque al
preguntarles; ¢qué significaba alrededor? ellos dijeron (comunicacion personal, 3

de mayo 2011) “lo que forma un circulo en redondo”

e ;Qué es un entorno desde el punto de vista matematico?

J|qu? &5 un entrono desde el punto de vista matematico ’L"."L.‘j L e Civet Jm-}_t,\ OUCICT - l(.,
a5 _Ogeraciones. , (e *’;JLLJ_.:'_W_ DAL . Vi UUEs
Laping ros, QRS IR UM r.ém,_@.f_‘.wﬂﬂ'i]q =l Whal="

d0ue es un entrono desde el punte de vista matematico?
AN ('-_{'i\‘(‘fi’{? I““%?‘fl't&ﬁii}\"[ s lﬁCL[_‘_L O, 1‘1I _ L"unQ“Ol\ Q0
Aol S op0ae@ A hO vA KD Wew o WO
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En la primera repuesta se observa que definen el entorno matematico como todas
las actividades que se realizan en el area, es decirse toma como un “contexto”.

Mientras el otro grupo lo tomo como los nimeros que estan proximos a otro.

e ¢ COmo podrias dibujar un entorno? Dibujalo si es posible.

¢ Camo podrias dibujar un entorno? Dibljalo si es posible,

R & o .
L .--_"__ . i

lr.". jx)

{': eI imdrmt dibujar un entorno? Dibujale si es |1m|hIH

,n-m B <= T M A, L aJ f..'i.___';'.;m}ht‘ < L)
:.1- -.)1.._ LAACY _".“:J.l't_-—f:.';':*. _u_'.___mit LE¢ II."r;'I
N A ™ o B
St | e ,-'- (
L) &
. , "

En este punto se observa que relacionan el ambiente con la circunferencia,

ademas manejan el entorno como lo que se encuentra cerca de un punto.
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e ;Qué términos y definiciones necesitas 6 estan involucradas en la palabra

entorno?

dOuc términos y detiniclones necesitas o es A inwolucradas en la palabra entormn?

1
A h(_*_@k_.: r_:_:;—’ *}gﬂwof h-’-?ﬂ] E‘Iii; }*L.LML,L::,: 5 .,.ﬂ'_i,q_J,LM.'_'J.' g(f,.f;.“, CoSas
Pl 4 Al P14 w Zin = Vil T o R : s

dQue terminos y definiciones necmitfs 4 estan involucradas en la palabra entorna ? .

Lwaite, KOYIOC 4 OG0 O tor  Ggonor. O
el i : —

.-'Dm- r+-|| wnes v deliniciones Ili;'-n'_.'-ultd & Eﬂtﬂa ﬁ'i.'nfurm-rfnu a1 |‘.-r F"“JI Braentornar o

r'\(lLQ{JC(g

En este caso solo uno de los grupos tiene una idea clara de que el entorno esta

relacionado con una distancia y un radio.

e ¢ De qué depende que podamos decir que algo esta cerca o esta lejos?

éDe que dpppnde que podamos f‘Ier ir que al D estd cerca o esta lejos?

Cefen0iEnio  €n Jw Wm !::%Lm St ong
f"u"m_f({ \&n - Gl €h mr L Yoigien  OMECR
ACH %

68



UNIVERSIDAD PEDAGOGICA
NACIONAL

HL!e que depend que puddrnua decir L|ue algo esta cerca o esta IEJosF'

NSTA

E;fi..lQ e {.nckmn{:b. df.‘ll

¢ De que rir-vpa-'nd que [Juddrﬂ(}d demrque algo estd cerca o psta lejos?
|L1U__'A.li l' SHANCIQL €N (A il aesian [OJ_E,
PONEX0= O e mum

——en

En este punto se puede observar que el término cercano los estudiantes no lo

tienen claro y tampoco de que depende que se esté cerca 0 no.
e COmo seria un entorno en la recta numérica, se puede dibujar?

¢Como seria un entorno en la recta numerica? Se puede o No
A gnamo =g\ numecs  que vogferm A _dp
aolo numec ol cda) Sera CoRe.

«Como seria un entorno en la recta numeérica? Se puede o No
. m’;&lf-.’.-c‘e.‘] JU+L5rL4 2 @l o U l = R > {,_.j; LAY
M0 e Qs I AuLae =0r,

No se tiene la idea de entorno sobre la recta numérica, aunque uno de los grupos

dibujo algo parecido a un entorno sobre la recta numérica pero sin mucha claridad.
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e Como seria el entorno a un punto, dibudjalo.

Aqui podemos observar que el estudiante efectivamente relaciona el entorno con

un circulo alrededor de un punto.

&Como seria el entorno a un punto? Dibujalo

Teniendo en cuenta los conocimientos previos de los estudiantes sobre entorno,
las representaciones que hacen del mismo, el uso de la lengua natural y la
predileccion por la grafica del circulo, tomamos estos elementos como base para

la elaboracion de las demas actividades de la secuencia.

En esta pregunta si quedo claro que el entorno lo relacionan con la idea de

circunferencia y circulo.

e ¢Qué se necesita para que un punto o algo pertenezca a un entorno?

(Yue q-_]%L-_-L;{; estar  destro L] I IO [s

Je &L .:,-f_'-;\.;f.i QH"l plg=ts e 5equ U | {Ul
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(-

'Gl.f.-?, ese )r’ fj { j-;v') O f’)[ K
‘Ue el mite, este QMGONG 49010 Cuodiodar

» -
Se evidencia que se necesita el concepto de cercania, pueden también identificar
gue para que algo pertenezca al entorno debe estar dentro de una distancia que

define el entorno.
8.3.1. Conclusion sobre las preguntas previas

Analizando las respuestas que se tuvieron como punto de partida para la
elaboracién de la secuencia didactica en las que se pudo reconocer algunas de las
ideas previas sobre el concepto de entorno en su lenguaje natural y una forma de
representacion grafica asimilada con la idea de circunferencia, ademas se
identifica que los estudiantes tienen ideas preliminares sobre algunos conceptos

como radio, cercania, distancia, longitud, entre otros.
Con estas ideas nos propusimos elaborar la secuencia, tratando de aprovechar la

idea que ya se tiene de entorno y de una de sus representaciones graficas para al

final llegar a un conocimiento cientifico.
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8.4. EXPLICACION DE LOS REFERENTES TEORICOS EN LAS
ACTIVIDADES

8.4.1. Desde la teoria de Ausubel.

Desde la perspectiva de esta teoria para la elaboracion de las actividades se debe
tener en cuenta que el estudiante ya tiene alguna idea de entorno, ademas de

unos conocimientos previos que son la base para el disefio, como lo son:

e El concepto de entorno en su lenguaje natural.

e El concepto de cercano en su lenguaje natural

e El manejo de numeros reales y sus representaciones.
e Intervalos en la recta numérica.

e Distancia y valor absoluto.

e Longitud.

e Plano cartesiano.

e Funciones y grafica de funciones.

e Circunferencia y Radio de una circunferencia.

e Representacion gréfica, entre otros.

Estos conocimientos previos han sido producto de un proceso de reelaboracion
constante a partir de la interaccion que establecen con el medio que los rodea, de
constantes rupturas y acomodacion de su lenguaje natural en el camino de
aprehension de los conceptos y maduracion de sus esqguemas mentales, como se

evidencia en las siguientes preguntas:
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e Teniendo en cuenta como su lugar de vivienda Mosquera Cundinamarca
Colombia, y como referencia la esfera terrestre.

Nombre cual seria un entorno a su lugar de vivienda.

e Tomando como su lugar de vivienda Mosquera Cundinamarca Colombia, y
como referencia la cuadra donde vive

Nombre cual seria un entorno a su lugar de vivienda.

Por medio de estas preguntas se problematiza el concepto del entorno en su

lenguaje usual, para posteriormente llegar a su definicion formal en matematicas.

Se pretende entonces relacionar de manera sustancial y no arbitraria la idea de
entorno y sus ideas relacionadas, con la estructura cognoscitiva del estudiante, de
tal manera que el material ha sido validado en diferentes contextos como los
estudiantes de la especializacion, los 4 grupos de estudiantes de los colegios asi
como las asesorias de los docentes del seminario de didactica y el profesor tutor
del trabajo, quienes han hecho las respectivas correcciones y recomendaciones.

Cuando se le hacen estos tipos de preguntas en forma secuencial el estudiante va
explorando las diferentes posibilidades que se pueden presentar antes de definir el
concepto, en este tipo de situaciones el estudiante puede analizar la definicién del
concepto y ver que la misma depende de otras es el concepto de cercania y el

concepto de distancia, conceptos que intuitivamente manejan.
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La secuencia didactica se elaboré de tal forma que el estudiante a través de los
razonamientos que utiliza para responder las preguntas, pueda reconocer

diferentes tipos de entornos y llegar a reconocer el entorno sobre la recta real.

Como vemos en el siguiente ejemplo los estudiantes después de un trabajo
significativo, se le facilita el dominio del concepto y pueden pasar de la
representacion en el espacio de la recta numérica a la representacion de los

entornos de una funcion en el plano cartesiano.

# Enlasiguiente grafica dibuja el intervalo que muestra un Entorno alrededor de 4 de radio 1

R e N e e 0 SR P —er S b 1 —t—t—
Wl Wl =B T =B B g W3 D w1 B 1 2 X 4'E & F ® @9 10
’ A
Escribelo en forma simbdlica de intervalo (a-'o ¥ & f b)
Escribe cinco numeros que estén por la derecha y dentro de este intervalo. w, s, 4,2 w, 7.9, 4
Escribe cinco numeros que estén por la izquierda y dentro de este intervalo, 3.4 . B - e IR

* Ahora con ayuda de la siguiente grafica ubica les puntos del entarno de x ¥ sUs respectivas
imagenes en Y.

“Y Y= 2u-1
? -
L ’- ¥
; @
|
a RS B
a X
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8.4.2. Desde la teoria de la interaccion social de Vygotski

Tal como afirma Vygotski en su teoria: “el proceso de acceso a las formas
superiores del comportamiento no es de ningun modo lineal o mecanico, se
caracteriza por el dominio de los medios externos del desarrollo cultural y del
pensamiento, como el idioma, el lenguaje, el dibujo, el calculo, etc” (Vygotski,1979,
p. 31) , es asi como partiendo del dominio natural de los estudiantes se pretende

llegar a un dominio cientifico del concepto.

Se evidencia la influencia del medio socio-cultural (tal como afirma Vygotski) de
los estudiantes en la definicibn de conceptos y respuestas a las preguntas
realizadas en la secuencia, ejemplo en las respuestas a la definicion de entorno
como un ambiente y como lo que se encuentra a su alrededor. Como dice
Vygotski: "acceder a la construccion del conocimiento en sus mas altos niveles de
abstraccion, es pasar de comportamientos naturales a comportamientos

superiores.”(Vygotski, 1979).

Efectivamente, en respuesta a las preguntas previas al disefio de las actividades,
los estudiantes muestran un concepto de entorno influenciado por el medio social.

Cuando se les pregunta por la idea de entorno:

I dCQué entiende por entorno?

r 0 Qx € en noek0  oloreedng. N Qe

o on iy Gk yoe TOGd

Aunque no tienen la definicion formal de entorno matematico, en la respuesta: “es

lo que esta en nuestro alrededor” intuitivamente asemeja el concepto de entorno a
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un circulo, utilizando en su definicion el concepto de distancia y radio como se

observa en la siguiente pregunta.

3
]

¢Camo padrias dibujar un entorno? Dibdjalo si es posible. |

ORI _on Sternd Qe ewieeke 10 Qe .

Me O A M oreD & O OO o on Dfedd \'\EJ
= i T ERoor

- L T ——. q A4

Dibuja una zona aproximada de_;_uu_im por la gue se puede llegar en lancha a la isla A: Sabemos

que el ancha del rio es del6Oim aproximadamente.

Se plantean ejercicios como el anterior, donde el estudiante pueda analizar y

discutir con los compafieros de grupo como llegaron a las respuestas partiendo de

Sus conocimientos previos.

8.4.3. Desde la teoria de campos conceptuales de Vergnaud (Situaciones)

De La Teoria de Los Campos Conceptuales de Vergnaud, destacamos la situacion

didactica como la que da sentido a los conceptos, en este caso proponemos al

estudiante una situacion real sobre un mapa de los barrios que se encuentran
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cerca a su lugar de vivienda, con el objetivo de identificar el concepto de “zona”

gue esta involucrado en la construccion del concepto de entorno.

En la siguiente actividad proponemos una situacion donde se puede visualizar la
relacién del concepto con la vida cotidiana, como lo es la cobertura de las antenas
de comunicacién celular en una zona urbana para realizar las llamadas desde los

diferentes puntos de la ciudad.

El mapa es tomado de Google Earth que es actualizado cada doce meses

aproximadamente.

En la siguiente actividad se pretende que el estudiante relacione el concepto de
entorno con la definicibn de zona, que a su vez esta limitada por una condicién
dada, en este caso por la zona que cubre la sefial de una antena de telefonia

celular.

Retomamos algunas de las ideas de Vergnaud, claves para el desarrollo de la

secuencia de actividades, como son:
La propuesta de varias situaciones se hace con el fin de tener un conocimiento y
dominio mas amplio del concepto, como lo dice la teoria “una sola situacién no

agota el concepto” (Vergnaud)

Una situacion es una faceta del concepto, que muestra ciertos aspectos del

concepto pero no todos, por que un concepto no se instala con una sola situacién
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se necesitan de diferentes situaciones para el desarrollo y comprension del

concepto” (Vergnaud)

Este es un ejemplo donde se pueden reconocer los fundamentos de la teoria de
Vergnaud; la tripleta (S;I;R), (Situaciones, Invariantes, Representaciones)

SITUACION 1 (Antenas parabdlicas)

Debido a los niveles de radiacion de las antenas y a las bajas potencias de
trasmision de los moviles y de las estaciones base, es necesario distribuir en las
grandes ciudades un grupo de estaciones base con el fin de garantizar niveles
optimos de sefial a los usuarios. La cobertura de una estacion base urbana tipica
esta en un radio entre 400 m y 500 m aproximadamente (tomado del
documento:(Tomado de Telefonia Celular Moévil. Funcionamiento y relacion de la
radiacion con la salud humana. Recuperado el 30 de junio de 201len:
http://www.asocel.org.co/conferencias/conferencia_3.pdf)
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INVARIANTES ( situacionl : antena parabdlica)

Aqui podriamos reconcocer los invariantes operatorios los cuales son:
e EIl concepto de distancia y relacionado con valor absoluto de un numero
siempre es positlivo.
e EI concepto de radio; el cual permite realizar la grafica de una
circunferencia.

e El concepto de punto.

REPRESENTACIONES ( situacionl : antena parabdlica)
e Representaciénes mentales
e Representacion verbal.

e Representacion grafica.

A continuacién se presentan otros tipos de situaciones donde los entornos en sus
representaciones graficas pueden ser diferentes, ademas se realiza un cambio de

representacion del verbal y escrito al tipo de representacion gréfico.

La situacion esta condicionada a que no se puede caminar por el rio y tampoco hacer algin
condicionamiento diferente al del problema.

s Su pongamos gue el rio tiene un ancho de 100 m. Dibuje un entorno o "Zona” de radio “r”
aproximado de 50 metros por el cual se puede llegar caminando al punto A.
Nota. Tomese a “r" como el radio de una circunferencia,
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En el siguiente punto también se pudo observar como con una situacion

condicionada permite que su representacion grafica del entorno cambie.

e Supongamos que el punto A es un taxista y recibe una llamada para una
carrera, pero solo tiene combustible de reserva para 200 m, Dibuja la zona
hasta donde podria llegar el taxista con dicha reserva. “La longitud de
cada cuadra es de 100 m”

Otro tipo de situacién condicionada es la siguiente: se representa el rio por una
linea donde se le plantea unas preguntas.

En esta grafica de un rio, al estudiante no se le dice que es un un rio, sino que es
una gréafica no especificada sobre el plano; es decir que no se ha condicionado el
problema. Con esto al preguntarle sobre los puntos cercanos al punto “x”’, se

espera gque como no se ha llevado a alguna situacién en particular y se ha venido
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trabajando sobre el plano cartesiano el estudiante proponga los puntos cercanos

al punto x, como se puede observar en la siguiente actividad:

e Segun la figura escribe los puntos que estan cerca o el entorno de x

En la misma grafica pero condicionando el problema en particular a un rio es decir
gue la gréfica o la linea representa al rio, y que para llegar al punto “x” solo es
posible trasladarse sobre él “rio” por medio de una lancha o bote, se le pregunta
nuevamente por los puntos mas cercanos y el entorno sobre el mismo; como se

observa a continuacion.

e Lalinea que se observa en la figura representa un rio que va desde M hasta N

teniendo en cuenta que una lancha se desplaza por este medio. ¢ Cuéles

puntos estan cerca de x?
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Lo que se pudo observar como se muestra en el analisis de la aplicacion de la
prueba piloto es que efectivamente una situacion condicionada puede cambiar los
resultados obtenidos y esto hace que reflexione el estudiante y que haya discusion
en el grupo. Es necesario aclarar que los resultados dados en estas preguntas
fueron los esperados en cuanto a llegar a definir el concepto de entorno y los

relacionados con el.

8.4.4. Desde la teoria de las representaciones (Duval)

Desde la teoria de los campos de representacion se hicierondiferentes tipos de
representaciones del concepto, es por eso que se realizan diversas preguntas
orientadas a tal fin.

También queremos hacer evidente los ejercicios que un tipo de representacion
hace visible algunos aspectos que no se hacen visibles en otro, como es el caso
del tipo de representacion grafico donde se pueden encontrar diferentes formas de
entorno representados por diferentes figuras, que no lo puede hacer el tipo de

representacion simbalico.

Si bien es cierto que se tiene el concepto en el tipo de representacién verbal y uno
grafico, estos no son suficientes para agotar el objeto matematico, ese es la
pretension de las actividades dar a conocer mas posibilidades de representacion y
de tipos de entornos que resultan en diferentes situaciones, hasta que llegar a

conocer el que se realiza sobre la recta real.
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Segun Duval (1999, p.28 ) “no hay noesis sin semidsis” es precisamente o que se
quiere con las actividades, trabajar varias representaciones del concepto para que

pueda ampliar su nocién del mismo en su representacion mental.

Estas actividades ayudan a tender el puente del lenguaje natural y el lenguaje
matematico, comenzando por las representaciones que se materializan en las

actividades.
.-
¢ Teniendo en cuenta como su lugar de vivienda Mosguera Cundinamarc? y como referencia la
esfera terrestre.
Describa cudl serfa un entorno a su lugar de vivienda.

"uIrJ-"q{ aulge & - i ) L Y { WAL
I A8 LU0 , : Wk ¢ 2L 8 T i{
¢ Teniendo en cuenta como su lugar de vivienda Mosquera, y como referencia Colombia,

Describa cual seria un entorno a su lugar de vivienda.

J\CTN, NI G £ N A

Cuando el estudiante contesta a la pregunta ¢ cual seria un entorno a su lugar de
vivienda? €l asigna implicitamente una distancia o un radio que foma un circulo
alrededor de él, para nombrar los puntos que puden estar en dicho entorno. Es
decir que el estudiante lo que hace desde su primer tipo de representacion con su
“lenguaje natural” y utilizando sus conocimientos previos es una representacion de
tipo escrito cuando nombra los puntos, que en este caso dependiendo del marco

de referencia pueden estar mas cerca o mas lejos.
En este ejemplo podemos ver como utiliza su lenguaje usual y sus conocimentos

previos, cuando responde al significado estar cerca de y que condiciona a la

cercania:
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¢ Teniendo su habitacion como referencia. ¢Qué unidad se utilizarla para medir una distancia

vercana, cual podria ser esta distancia?

* Siobservas tu pocillo de caté sobre la mesa del comedor que ¢Qué unidad se utilizaria para medir
una distancia cercana a tu pocillo? ¢ Cual podria ser esta distancia?

[y
=¥, Y AN

. S S —

» Sihaces un punto en tu cuaderno con la sola huella del ldpiz
¢Qué unidad se utilizaria para medir una distancia cercana? ¢Cual podria ser esta distancia?

51 ~
I |

En el siguiente ejemplo se evidencia un cambio de representacién del lenguaje
verbal y natural al gréfico.

+ Fn la siguiente grafica, la linea representa una carretera gue une las ciudades A v B. Dibuja un

entorno en el punto x.

A

En este otro ejercicio se observa un cambio de representacion del sistema de
representacion grafico a dos tipos de representacion simbdlica y ademas el
tratamiento dentro del sistema de representacion simbdlica.

e La siguiente grafica representa un entorno alrededor de 2

ww

| —— ||

¢ Cuanto vale el Epsilon “£"?

Escribelo en forma (a-¢, a+¢)
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Y en la forma B.a

En este otro caso se observa el cambio del tipo de representacién del simbdlico al

tipo de representacién grafico

e En la siguiente recta dibuja el entorno (2-0.1, 2 + 0.1)

Escribelo de la forma simbdlica B:a

8.5. ANALISIS DE LA PRUEBA PILOTO

En el trascurso de la elaboracion de la secuencia se fueron aplicando actividades
a los Comparieros de Especializacion y revision con el Tutor, posteriormente se
aplicaban las preguntas para ver su pertinencia a dos grupos de 4 estudiantes del
Colegio Roberto Velandia de Mosquera y el Colegio Carlo Federici, donde se
evidencio que algunas preguntas no estaban bien formuladas por lo que se

replantearon y se aplicaban nuevamente.

Lo que se observa en la primera actividad es que los estudiantes ya tienen una
idea del concepto de entorno y que ademas esta relacionado con el concepto de
distancia y radio, como se puede ver implicitamente en las respuestas a las

preguntas que se realizan.
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¢ Teniendo en cuenta como su lugar de vivienda Mosguera [Llntllnamarcé y como referencia la
esfera terrestre.
Describa cudl serfa un entorno a su lugar de vivienda.
t-ll'rl"’\{_'_i_f_‘:,i__.;_a" I*i-f_'! P ] U ed) j Oy 1) [ { L

¢ Teniendo en cuenta como su lugar de vivienda Mosquera, y como referencia Colombia,

Describa cual seria un entorno a su lugar de vivienda.

SN LIV & Sy a

Cuando el estudiante contesta a la pregunta cudl seria un entorno a su lugar de
vivienda, él asigna una distancia para nombrar los puntos que puden estar en
dicho entorno y lo asemaja a un circulo, Aqui el estudiante hace una
representacion de tipo escrito y cuando se produce la discusion entre los
estudiantes del grupo se hace una representacion de verbal, basado en el
lenguaje natural.

e Teniendo en cuenta como su lugar de vivienda Mosquera, v como referencia la cuadra donde vive

Describa cual seria un entorno a su lugar de vivienda
\a [l I I
| . [ - .

il : F R R

s Estando en su habitacidn {cual seria un entorno?
. T

Wi\ |'I NY LI Y 1 ey R _:I. rl..' f | [
'r'l }'h | = R A ...__’ ; » ! !

Lo que se buscaba en la siguiente actividad es que el estudiante comprendiera
que un entorno esta dado matematicamente por una distancia, y que dicho
entorno cambia dependiendo del marco de referencia que se tome.

Dentro del lenguaje natural también se encuentra definido el término cercano el

cual se puede comprobar con las siguientes preguntas.
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» Sivives en Mosquera y viajas en avion (Cuales ciudades del mundo estdn cerca de Mosquera?

i O10) CNY . NESOIWN L #NOY _

» Sivives en Mosquera y viajas en bicicleta /Cuales ciudades estan cerca de Mosquera?
W 1 -'||' [ o ¥ 1

F Tl ' : -

» Sivasapie {0Qud estd cerca de tu casar

Las actividades también reflejan las propuestas teoricas de Vergnaud del cual
tomamos los referentes sobre el concepto situacién, definicion que se encuentra

ligada a la teoria de campos conceptuales del mismo autor.

En el siguiente punto se observo que los estudiantes relacionaron el concepto de
cercano con unidades de longitud y que por tanto depende del contexto en que se

tome.

.
"
*« Tenlendo en cuenta comao su lugar de vivienda Mosquera, y como referencia Cundinamarca, {Que
unidad de medida utilizaria para medir una distancia cercana y cual podria ser esta distancia?

f L . | T I #i Liay

Efectivamente reconocen desde su lenguaje usual y conocimentos previos que

significa estar cerca de y que condiciona a la cercania.

87



UNIVERSIDAD PEDAGOGICA
NACIONAL

¢ Teniendo su habitacion como referencia. ¢Qué unidad se utilizarla para medir una distancia
vercana, cual podria ser esta distancia?
N .
* Siobservas tu pocillo de caté sobre la mesa del comedor que ¢Qué unidad se utilizaria para medir
una distancia cercana a tu pocille? ¢ Cudl podria ser esta distancia?

AT ey

¥ 1y MW

¥ [ &
o | ALY \

¥

- | ————— -

» Sihaces un punto en tu cuaderno con la sola huella del ldpiz
¢Qué unidad se utilizaria para medir una distancia cercana? ¢Cual podria ser esta distancia?
[ 1 { |Ij 1y

Aqui una vez mas se evidencia la importancia de las situaciones y de los
problemas. (en el enfoque TCP de Vergnaud) para dar sentido a los conceptos y

definiciones que tienen los estudiantes.

En el siguiente ejemplo se ve la importancia de la interaccion social como factor
gue da sentido a esta situaciéon para los estudiantes y donde se pueden reconocer
los fundamentos de la teoria de Vergnaud: la tripleta (S;I;R), (Situaciones,

Invariantes, Representaciones)

Situacion

Debido a los niveles de radiacion de las antenos y o las bajas patencias de trasmisién de los moéviles y
de las estaciones base, es necesario distribuir en las grandes ciudades un grupo de estaciones base con
el fin de garantizar niveles dptimos de sefial a los usuarios. Lo cobertura de ung estociin base
urbana tipica estd entre 200 m y 500 m aproximadamente (tomado del documento: TELEFONIA MOVIL
CELULAR.,  Funcionamiento vy  relacion de la  rodiocidn  con  lo salud  humana

http:/fwww.asocel.org cofconferencias/conferencia_3.pdf)
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¢ Dibuja la zona aproximada que esta cubriendo cada antena.

Aqui se puede observar que efectivamente los estudiantes aplican el concepto de
distancia y el de circunferencia, relacionandolo con el concepto de entorno, se
puede observar que el estudiante hace una representacion del concepto de tipo
grafico.

En este ejercicio cobra una vez mas relevancia la interaccion social de que habla
Vygotski, es decir el conocimiento no esta aislado del medio en que vive el
alumno,si no que esta acompafado de todo el conocimiento que la comunidad y

su experiencia personal le ofrece.
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En la siguiente respuesta los estudiantes no solo se quedan con la representacion
grafica circular si no que cuando se le pide el entorno al municipio de Mosquera,

ellos grafican otro tipo de entorno en su representacion gréfica asi.

Segun el mapa, dibuja un entorno aproximado al mypicipio de Mosquera.

A continuacién se presentan otros tipos de situaciones donde los entornos en sus
representaciones graficas pueden ser diferentes, ademas se realiza un cambio de
representacion del verbal y escrito al gréfico.
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La situacian esta condicionada a que no se puade caminar por el rio y tampoco hacer algun
condicionamiento diferente al del problema,

Su pongamos que el rio tiene un ancho de 100 m. Dibuje un entorne o “Zona" de radio "r”
aproximado de 50 metros por el cual se puede llegar caminando al punto A.

Nota. Toamese a “r” como el rodio de una circunferencio,

En el siguiente punto también se pudo observar como con una situacion
condicionada permite que su representacion grafica cambie.

= Su pangamas que el rio tiene un ancho de 100 m. Dibuja la zona por la cual se puede llegar

caminando desde la orilla del rie hasta laisla A. (Es posible o Net, Justifiqgue su respuesta.

Htr]. -t-|!1 * .'l-.'--'. - 1 ,: ,
f ! ____-_-—-'"'
Cl 5 a— e - — __ @ - - . . — P
B0 e B A e SR,

Aqui se replantearon las preguntas después de la prueba piloto, pues ambos
grupos no comprendian bien la pregunta porque no se entendia que se dibujara el
entorno alrededor del punto A. Se traté después del cambio en la redaccion, de

ser mas especifico en la pregunta y efectivamente los estudiantes la interpretaron
mejor, como se evidencia a continuacion.
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Fducadora de educadores

e Supongamos que el rio tiene un ancho de 100 m. Dibuje la zona de radio “r =
60 m” alrededor del punto A, por el cual se puede llegar caminando a dicho
punto A.

Nota. Témese a “r’ como el radio de una circunferencia.

* Dibuja una zona aproximada de 120im por |a que se puede llegar en lancha & la isla A; Sabemos
que el ancho del rio es del60im aproximadamente.

-_':.:' == - I"\_ -_g il 5 ; : y \ o “._-T..-;
= g - g ! ¥ '«?5__ G
Rio ec_ ) : _® ) v ‘Q : —_:-—'1_-

Aqui podemos observar que el tipo de representacion gréafica es una parte de una

circunferencia.

Al igual que en el siguiente punto.

¢ Dibuja una zona aproximada de 80 m de distancia de la isla A hasta donde se puede llegar
caminado; Sabemas gque el ancho del rio es de 40 I aproximadamente,

b ey,
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Este grupo ademas coloco dos puntos dentro del entorno y asi continud en los

ejercicios que veremos a continuacion.

* Dibuja una zona aproximada de 80 m de distancia de |a isla A hasta donde se puede llegar

caminado: Sabemas gue el anchao del rio 25 de 40 m aproximadamente.
i s 1

— 2 ] —
; e B
Rio ™ %5 - C T 7
st = B - R
e g

Al cambiar los tipos de entornos es decir utilizando otra metrica, tuvimos
problemas en la formulacion de la pregunta por lo cual fue necesario replantearla

como se obseva a continuacion en la metrica del taxista.
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& Dibujala zona que puede cubrir el taxista en una distancia de 200 m. “La longitud de cada calle es

de 100 m aproximadamente”

(][]
[ ][]

EEEE
1000

Ef s
HiN|NN.

=
=
=
O
=]

En este grupo aunque se identifico la longitud de las cuadras no logré llegar a

identificar el entorno esperado.

+ Dibuja la zona que puede cubrir el taxista en una distancia de 200 m, “La longitud de cada calle s

de 100 m aproximadamente”

A,

o5 vl

Y en este caso no lograron identificar la longitud de las cuadras y no identificaron

las manzanas. Por lo que se replanteo la situacion asi:

Supongamos que el punto A es un taxista y recibe una llamada para una carrera,

pero solo tiene combustible de reserva para 200 m, dibuja la zona hasta donde
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podria llegar el taxista con dicha reserva. “La longitud de cada cuadra es de 100
m”

— > Cuadra

—+—» Manza

Tratamos de ser mas especificos en el planteamiento de la situacion y al aplicar
nuevamente el ejercicio se logré la respuesta esperada.

Giiliga &l entarmo que pusde cobnr el Baxista emnoung distancia de 200 m, “La longitud de cada calle es de 100 m
apcorimadamente”
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En la siguiente situacion se les pidio a los estudiantes que ubicaran puntos
cercanos a otro y se observo que si la situacién no estaba condicionada uno de los
grupos ubico los puntos por fuera de la recta “entorno en el plano”, como se ve a
continuacion.

e Consideremos la siguiente grafica: la linea representa una carretera que une a
las ciudades M, A y N. Dibuja dos puntos cualesquiera, cercanos a la ciudad A
y asignales una distancia desde A.

300 km
- ’ '}‘E Fm

25 km

200 kn

Cuando se condiciona la situacion se observa que ubican los puntos sobre la
linea.

e Dibuja dos puntos cualesquiera, cercanos a la ciudad A, que estén sobre la
carretera y asignales una distancia desde A.

Fe 10 kim -

i -
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e En la recta uno de los grupos ubicé los puntos uno por derecha y otro por

izquierda a igual distancia.

[ A a
s o . —-

1em lem

{Cudl podria ser la distancia a dichos puntos? i

e Paso del entorno en el plano al entorno sobre una linea

En la siguiente actividad los estudiantes podran analizar como cambia el entorno

al condicionar la situacién a una linea.

*« En la siguiente grafica, la linea representa una carretera gque une las ciudades A y B. Dibuja un

entorno en el punto x,

A

Como la situacion no estaba condicionada el entorno que se hallé se hizo

pensando en el plano.

En el siguiente punto se evidencia que los estudiantes tienen claro el entorno en el

plano.
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s iun ba fipura gseribe los puntos que estan cerca o an el entorna de x

Luego se condiciona la situacion para encontrar los puntos cercanos a x

La linea gue se ohserva en la figura representa un rio que va desde M hasta N teniendo en cuenta que una

lancha se desplaza por este medio, ¢ Cudles puntos estan cerca de x!

Las repuestas cambian radicalmente cuando se pregunta por lo puntos que estan

cerca segun el condicionamiento.

Con la siguiente actividad se quiere formalizar el concepto de entorno sobre la

recta numerica.

Y efectivamente los estudiantes reconocen numeros que estan cerca de otro

ndmero en estudio.
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* Teniendo en cuenta la recta numérica ¢cudles niimeros estdn cerca del numero 27

RtA; 4 - ¥
H—l—lll—i———'—.‘—-r‘*’f—-ﬁ—l—Tf!—+—|—-lb
-ID-EP-E—T~E-5-4-3-Z-IDIE3456TEE}ID

y ademas se hace notar que el cambio de escala cambia el concepto de los
nameros cercanos al nimero de estudio, como se ve a continuacion.

e Teniendo en cuenta la recta Numérica, (Cudles nimeros estan cerca del nimero 2 por la derecha

y por la izquierda?

.:- j g
Rta. \,¢ L ¥ ] \I'!I:Ilfl.'.. L Li%e, T8
1

En la tabla se hace notar la densidad de los nimeros reales

TR 55 - 11 & acercandonos
l.".:'uﬂpll."!m |3 tahla tomando valores rada vez mas Proximaos o los SIBLIENEES NUMEros, acercar

tanto por izquierda como por derecha.

-y | e ‘ 50 3 D 19
— - s £ |9 % |9
. » | ot oY 03 ! i o ‘ ( ‘ 0.4 ‘
S oL 008 JOOY | 005 006 ooh [ a0t [0.09

En este punto se quiere que el estudiante reconozca una forma de representar

un intervalo desde antes y después del punto en estudio.

e En el gréfico; la linea representa una carretera que une las ciudades Py Q, de
la ciudad P hasta el punto “X” existe una distancia de 100 Km y la llamamos L.
También se conoce la distancia a; = 20 km desde “X” hasta el punto “m” y la
distancia a, = 20 km desde “X” hasta el punto “n”.
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8]
o, )
..-_.,--"'"Fr-r_-_ e S ___.--""fj
"™
El punto m {da qué distancia se encuentra de P? .L{;f's cQue operacion hiciste para
hallarla? L - =1
El punto n (a gué distancia se encuentra de P? |0 ¢Qué operacién hiciste para

hallarla? L 4 a

*

Los grupos hicieron la representacion simbolica de la respuesta solicitada en el
problema.
En siguiente punto se evidencia que se reconoce el intervalo entre la ubicacién de

un punto antes y uno despues del punto en estudio.

8]
o, )
..-_.,--"'"Fr-r_-_ e S ___.--""fj
"™
El punto m {da qué distancia se encuentra de P? .L{;f's cQue operacion hiciste para
hallarla? L - =1
El punto n (a gué distancia se encuentra de P? |0 ¢Qué operacién hiciste para

hallarla? L 4 a

*

Finalmente se llega a la representacion del entorno en la recta real como se ve a

continuacion.
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¢ [n larecta numérica, ubica el punto x-2 y el punto x + F

o = X . L
4 ——9—1 e P
g 3 2 34 8 8 T8 10
Escribe 6 numeros que estan entreestospuntos_ Y4, ¢ =4  S=¢ 14 . 2 - 3.5
Escribe el intervalo que representa esta expresion _( w -2 4 4 ) Y

Y luego con los siguientes ejercicios se generaliza la simbolizacion.

* Seaaunnumero cualguiera en la recta; y & "sigma”un radio igual a 2. Dibuja en la recta el
punto a- &y el punto a + &,

Fd ahh“‘.
4 e 4-—-1-----. e f f f f { t 4 f >

= A ] &+

Escribe el intervalo que representa esta longitud. { 1-0 . 5 ;

Se observa que los estudiantes hicieron notar el entorno al punto en estudio;
aunque la figura en forma de circulo no representa el entorno en el plano; sino que
quieren indicar “desde que punto hasta cual otro va el entorno sobre la recta”,
(Comunicacién personal, 6 de septiembre de 2011)

Sea L un ndmera cualquiera en la recta numeérica; y “e, Epsilon” un radio igual a 3, Dibuja en la recta el
punto L-e y el punto L+ e.

! L "
¢ >
L « & & ¢
Escribe el Intervalo que represanta esta longitud, {H lL-¢ \ i___J__;_ \:I
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Otro grupo solamente ubicé los puntos asi:

Sea L un namero cualquiera en la recta numérica; y “e, Epsilon” un radio igual a 3. Dibuja en la recta el
punto L-e velpuntoL+e.

L
4 | 14—+ | P
L& Y-

Escribe el intervalo que representa esta longitud.  ((-€ , L4 )

A continuacion se hace la formalizacion del concepto de entorno en la recta
numérica R y su forma de representacion grafica y dos de sus representaciones

simbolicas.

Ademas se realizan conversiones entre los sistemas de representacion y

tratamiento dentro del sistema de representacion simbdlico.

# En lasiguiente grafica dibuja el intervalo que muestra un Entorno alrededor de 4 de radio 1
" SR PR VSR SRS WU PSS NS MM SN VNN WY USSMI RO _coni/ Tk, WY SN T S et v
=0 B =T cAE -8 o =3 w2 S @ 1 2@ o &4'm & Y =B I8 0
Escribelo en forma simbdlica de intervalo (g -b : c 4 L;).

Escribe cinco nimeros que estén por la derecha y dentro de este intervalo. u,y, 4,2, . 7, w4t

Escribie cinco numeros que estén por la irquierda y dentro de este intervalo. 38 - (08 - 1. 3. 1. b

Otro grupo en el mismo punto también hizo conversion entre los sistemas de

representacion simbolico al grafico como se ve a continuacion.

« Enlasiguiente grafica dibuja el intervalo que muestra un Entorno alrededor de 4 de radio 1

- | | [ [ [ [ | | - . —A-— W >
=10 =9 -8 =T =6 =8 =4 =3 =2 =1 D . & 3 4 &5 & T 8 8 10

Escribelo en forma simbolica de intervalo E:?j "f
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Igualmente en este ejercicio del otro grupo

e Enlasiguiente grafica dibuja el intervalo que muestra un entornoB,(-3)

| } 1 } t i
10 -89 -8 -7 -6 -0 -4

o @
ra

Escribe el intervalo ;_;' ‘j 'S 43

Escribe cinco numeros que estén por la derecha v dentro de este intervalo, ~ 84 82 3% =3y o0y

En este ejercicio se evidencia el tratamiento y la conversion como lo llama Duval
(1999,p 31)

* Enlasiguiente grafica dibuja el intervalo que muestra un entornoBg, 2
A
¢ >
1 L5 2 2.3 3
Escribe el intervalo (1=0.1, 24 0.1 ),

Para la conversion del sistema de representacion gréafico al simbdlico tuvimos que
agregar unos ejercicios como:

e La siguiente grafica representa un entorno alrededor de 2

why €

| —t—— ||

¢ Cuanto vale el Epsilon “£"?

Escribelo en forma (a-¢, a+¢)

Y en la forma B.a
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Para finalizar se hicieron mas ejercicios con radios de tipo épsilon, con el objeto de

formalizar el concepto de entorno.

Por ultimo utilizamos una funcién para hallar el entorno tanto de “x” como de sus
Imagenes f(x) y con esto finalizamos las actividades que tenian como objetivo
reconocer el concepto de entorno en la recta real, lo anterior dirigido al entorno en

las funciones reales.

Comenzamos con la tabla, que los grupos completaron perfectamente.

* Construya un entorno alrededor de x=2 a un radio maximo de 0.5. Halle cinco valores que estén
por la derecha y cinco por a izquierda de 2; a esos puntos halle sus correspondientes imagenes por
la funcién f(x)= 2% -1. Puedes ayudarte con la tabla.

“Se supane que vo conocen lo funcicn i sy grafica™

| Valor/ valor
Fumpides lzguierda en Derecha
|~::stur]in ‘
13836013 A9 2 24T 2907z [z9]as
R Tom 22 2elzelzyl 3 B2 'Rulze 2% 40

Y a las preguntas realizadas, los grupos contestaron de la misma manera, de
acuerdo con los resultados esperados, es decir que identificaran los aspectos

involucrados con entorno desde la recta numérica.
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Preguntas

1. ¢Alrededor de que ndmero se forma el entorno en el ejeX? <

2. ¢las imagenes “f(x])” de los puntos que estdn en el entorno de “x* forman un entarna?

3. lustifica tu respuesta anterior. Puane o) e p ' =
. f ; IDISNS o _L__Li_t sr;_ ELs) wa\ ON,a¢ | i

4. Slsu respuesta es si. dAlrededar que numera se forma el entarna? s

; P -

dcomo es el entarno que se forma en las imagenes “f{x), mas grande, mads pequefio igual  al

entorno de x? AL hand e

Para la representacion de la funcion en el plano, se les apoyo con la gréfica de la

funcion.

En la primera pregunta se observa que efectivamente reconocen con facilidad el

entorno y alrededor de que nimero se forma.

En la segunda pregunta tambien reconocen que las imagenes de los elementos

gue estan en el entorno en el eje x también forman un entorno sobre el eje y.
En la tercera y cuarta pregunta efectivamente justifican correctamente el porque
se forma el entorno y alrededor de que puntos se forma el entorno en el gje y.
Con lo que se concluye que efectivamente los estudiantes reconocen el entorno

sobre la recta numérica, independientemente de los ejes coordenados.

Un grupo representd los entornos de la siguiente manera:
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* Ahora con ayuda de la sipuiente grafica ubica |es puntos del entorno de x y sus respectivas
imagenesen Y.

‘”’f Yy =2x-1
.? po
L + ¥
+
?. -
i
al I & | |
a X

'

Y el otro grupo lo hizo de la siguiente forma:

* Ahora con ayuda de la siguiente grafica ubica los puntos del entorno de  x v sus respectivas

imagenes en Y, 4
r Y
B v=2x-1
iz LY
V. |: - ’
L Tdeg 1
.’:.‘ o
e AEE | -
a j X
—

En ambos casos se observa que identifican el entorno tanto en el eje y como en el
eje x; y ademas se observa que identifican un entorno sobre la grafica de la

funcion, en este caso la recta que representa la funcion.
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También se evidencia que el mismo grupo que quiso indicar desde que punto
hasta que otro va el entorno en los ejercicios sobre la recta numérica también lo
hizo sobre el eje x cuando quiso indicar el entorno formado.
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9. REFLEXION

Se cumplié con el objetivo del disefio de la secuencia puesto que con ayuda de la
prueba piloto se pudo evidenciar que los estudiantes enfrentaron con mayor
claridad y fluidez el concepto de entorno cuando se aplicé en una funcion.

Una situacién didactica bien planteada puede ayudar a que los estudiantes

construyan un objeto matematico .

También se evidencia la influencia que tiene la interaccidn social en la concepcién

y formas de representacion de los conceptos matematicos en los estudiantes.

Una de las mayores dificultades encontradas en el disefio de las actividades se
presentd en relacion con la estructura y redaccion de las preguntas, para que

fueran coherentes y contribuyeran a la construccion del concepto.

Otra dificultad que tuvimos en las distintas representaciones utilizadas por los
estudiantes fue identificar invariantes en el sentido de la Teoria de los Campos
Conceptuales, especificamente los teoremas en accion y los conceptos.

En el analisis de la prueba piloto se alcanza a observar algunas dificultades que

presentan los estudiantes, al hacer conversiones entre los diferentes sistemas de

representacion , como lo menciona Duval, (1999,p.47)
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10.EPILOGO

En el aspecto profesional la elaboracion de este trabajo represent6 un gran aporte,
porque en el proceso de su elaboracién pudimos afianzar el conocimiento sobre
los referentes teoricos del proceso ensefianza -aprendizaje de la matemética, y en
el disefio especifico de las actividades desarrollamos habilidades en elaboracién

de actividades didacticas, trabajos de investigacion y su proceso de validacion.
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11.CONCLUSIONES

Se evidencio en las preguntas previas al disefio que los estudiantes tienen una
nocion del concepto entorno desde una perspectiva social y lo definen desde
su lenguaje natural y sus representaciones son de tipo verbal y grafico, este

ultimo en forma de circulo.

En la revisiobn de textos, tanto de tipo escolar como universitario, no se
evidencian aproximaciones didacticas relacionadas con el concepto de

entorno.

A través de la actividad se logra mostrar algunas facetas del concepto de
entorno mediante situaciones que permiten el manejo de las representaciones

(conversién y tratamiento)

No siempre la redaccion de las preguntas y las situaciones dieron el resultado
esperado, fue asi como a raiz de las socializaciones con los compafieros y
docentes de la especializaciéon y ayuda de la prueba piloto se replantearon
algunas de ellas.

Las situaciones que se plantearon en la secuencia facilitan una aprehension y

afianzamiento del concepto de una manera mas significativa, como se ve en el

analisis de la prueba piloto.
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En el momento en que se propuso un ejemplo de entorno con una funcién se
evidencid que los estudiantes tuvieron un manejo fluido del concepto, como se

mostré en el andlisis de la prueba piloto.

Si bien las actividades disefiadas tienen un argumento constructivista tambien

algunas de ellas condujeron al estudiante a la idea de entorno.

El producto de este trabajo es la secuencia de actividades que aporta
elementos didacticos para la costruccién del concepto de entorno en el grado

once.

Aungue no desconocemos que las plabras cerca y préximo pueden ser
ambiguas, tambien forman parte del lenguaje natural de los estudiantes;
precisamente la secuencia pretende avanzar en cerrar la brecha entre el

lenguaje natural y la formalizacion del concepto en el lenguaje matematico.
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ANEXO A

ACTIVIDADES

SECUENCIA DIDACTICA PARA LA CONSTRUCCION DEL CONCEPTO DE
ENTORNO

OBJETIVO GENERAL DE LAS ACTIVIDADES

Reconocer el concepto de ENTORNO como conceptos matematicos previos a la
nocion de limite en sucesiones y funciones para grado Once, El cual también
involucra los conceptos de: Vecindad, Proximidad, cercania y distancia.

ACTIVIDAD UNO

Tomaremos como referencia a su lugar de vivienda en Mosquera, “Cundinamarca,
Colombia”

OBJETIVO: Identificaciébn de entornos en términos de proximidad y lenguaje
natural.

PARTE A.

e Teniendo en cuenta como su lugar de vivienda Mosquera Cundinamarca y
como referencia la esfera terrestre.

Describa cual seria un entorno a su lugar de vivienda.

e Teniendo en cuenta como su lugar de vivienda Mosquera, y como referencia
Colombia.
Describa cual seria un entorno a su lugar de vivienda.

e Teniendo en cuenta como su lugar de vivienda Mosquera, y como referencia
Cundinamarca.
Describa cual seria un entorno a su lugar de vivienda.

e Teniendo en cuenta como su lugar de vivienda Mosquera, y como referencia
Mosquera.
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Describa cual seria un entorno a su lugar de vivienda.

e Teniendo en cuenta como su lugar de vivienda Mosquera, y como referencia su
barrio donde vive.

Describa cual seria un entorno a su lugar de vivienda.

e Teniendo en cuenta como su lugar de vivienda Mosquera, y como referencia la
cuadra donde vive
Describa cual seria un entorno a su lugar de vivienda.

e Estando en su habitacion ¢ cual seria un entorno?

PARTE B

OBJETIVO: Identificar qué las proximidades o cercanias son relativas y dependen
del contexto en que se establezca el ejercicio.

e Si vives en Mosquera y viajas en avion ¢Cuales ciudades del mundo estan
cerca de Mosquera?

e Si vives en Mosquera y viajas en automovil ¢Cudles ciudades podrian estar
cerca de Mosquera?

e Si vives en Mosquera y viajas en bicicleta ¢ Cuales ciudades estan cerca de
Mosquera?

e Sivas a pie ¢Qué esta cerca de tu casa?
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PARTE C

OBJETIVO: Relacionar el concepto de entorno con unidades de longitud y con
distancia cercana.

e Teniendo en cuenta como su lugar de vivienda Mosquera, y como referencia
Cundinamarca. ¢Qué unidad de medida utilizaria para medir una distancia
cercana y cual podria ser esta distancia?

e Teniendo en cuenta como su lugar de vivienda Mosquera, y como referencia a
Mosquera. ¢Qué unidad se utilizaria para medir una distancia cercana, cual
podria ser esta distancia?

e Teniendo su habitacibn como referencia. ¢ Qué unidad se utilizaria para medir
una distancia cercana, cudl podria ser esta distancia?

Si observas tu pocillo de café sobre la mesa del comedor que ¢Qué unidad se
utilizaria para medir una distancia cercana a tu pocillo? ¢Cual podria ser esta
distancia?

e Si haces un punto en tu cuaderno con la sola huella del I4piz

¢, Qué unidad se utilizaria para medir una distancia cercana? ¢Cual podria ser
esta distancia?
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ACTIVIDAD 2

OBJETIVO: Relacionar los conceptos de entorno con el de la ZONA determinada
por un punto y dada una condicion o un radio de accion.

Situacion 1.

Debido a los niveles de radiacion de las antenas y a las bajas potencias de
trasmision de los moviles y de las estaciones base, es necesario distribuir en las
grandes ciudades un grupo de estaciones base con el fin de garantizar niveles
optimos de sefial a los usuarios. La cobertura de una estacion base urbana tipica
esta en un radio entre 400 m y 500 m aproximadamente (tomado del documento:
TELEFONIA MOVIL CELULAR. Funcionamiento y relacion de la radiacién con la
salud humana http://www.asocel.org.co/conferencias/conferencia_3.pdf)

¢ Dibuja la zona aproximada que esta cubriendo cada antena.

- ¢

o La Fragua
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. N
Alt! ojo,

¢, Cual figura se asemeja a la dibujaste la zona 0 entorno de la sefial que

cubren las antenas en los ejercicios anteriores?
A. B. C. D.

E.

Segun el mapa, dibuja un entorno aproximado al municipio de Mosquera.

San‘Antonio
Tequendama =
RS

e

D 7 >
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e (Cual figura se asemeja a la dibujaste la zona o entorno del municipio de
Mosquera?

B. B. C. D.
E.
ACTIVIDAD 3.

OBJETIVO: Identificacion grafica de entornos dependiendo del contexto y
situacion.

La situacion esta condicionada a que no se puede caminar por el rio y tampoco
hacer algun condicionamiento diferente al del problema.

e Supongamos que el rio tiene un ancho de 100 m. Dibuje la Zona de radio “r =
60 m” alrededor del punto A, por el cual se puede llegar caminando a dicho
punto A.

Nota. Témese a “r’ como el radio de una circunferencia.

_ — — — Rio - 100
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e Supongamos que el rio tiene un ancho de 100 m. Dibuja la zona por la cual se
puede llegar caminando desde la orilla del rio hasta la isla A. ¢ Es posible o
No?, Justifique su respuesta.

Rta.
p——— _—-----—‘I
g " & BT e =op. R o P
S C e
Rio — T o e Lo
i a0 — L —

e Dibuja una zona aproximada de “r = 90 m” de distancia, por la que se puede
llegar en lancha a la isla A; Sabemos que el ancho del rio es de 100 m
aproximadamente.

Nota. Témese a “r’ como el radio de una circunferencia.

"

& T = e T sl e e, = xR g P
M . DL e
Rio —_— = . Lommml
s Fam o e

e Dibuja una zona aproximada de “r = 80 m” de distancia de la isla A hasta
donde se puede llegar caminado; Sabemos que el ancho del rio es de 60 m
aproximadamente.

—— e
g T 5 BT e =moa R oes W

LIl TR
Rio g e L ommEms
ey e— L —
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e Supongamos que el punto A es un taxista y recibe una llamada para una
carrera, pero solo tiene combustible de reserva para 200 m, Dibuja la zona
hasta donde podria llegar el taxista con dicha reserva. La longitud de cada
cuadra es de 100 m”

——> Cuadra

—+—» Manza

e Con la misma situacién anterior. Dibuja la zona hasta donde podria llegar el
taxista si la reserva le alcanza para 300 m. “La longitud de cada cuadra es de
100 m”.

— > Cuadra

—+—» Manza
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ACTIVIDAD 4

Dirigida a encontrar puntos cercanos a otro punto sobre una linea tratando de ir
ubicando los puntos cerca o en un entrono del punto en estudio.

Parte A.
OBJETIVO: Ubicar puntos cercanos a un punto dado en diferentes situaciones.

e Consideremos grafica; la linea nos representa una carretera que une a las
ciudades M, A y N. Dibuja dos puntos cuales quiera, cercanos a la ciudad Ay
asignales una distancia desde A.

30 km

20 km

M
L J

Con la misma situacion anterior dibuja dos puntos cuales quiera, cercanos a la
ciudad A, que estén sobre la carretera y asignales una distancia desde A.

10

15
M

e Consideremos grafica; la linea une los puntos P, A y Q. Dibuja dos puntos
cuales quiera “uno a la derecha y uno a la izquierda”, cercanos al punto A que
estén sobre la linea y asignales una distancia desde A.
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P om

e ¢ Consideremos grafica; la linea une los puntos P, A y Q. Dibuja dos puntos
cuales quiera “uno a la derecha y uno a la izquierda”, cercanos al punto A que
estén sobre la linea y asignales una distancia desde A.

P A Q
o - @
lcm lcm
Parte B.
Objetivo: Determinar el entorno en una situacion dependiendo del

condicionamiento de la misma.

e En la siguiente grafica, la linea representa una carretera que une las ciudades
Ay B. Dibuja un entorno en el punto x.
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e La siguiente figura no representa una situacion en particular. Escribe los
puntos que estan cerca o en un entorno de “Xx”

e En la siguiente grafica, la linea que se observa en la figura representa un rio
gue une los pueblos riverefios N y M, y el Unico medio de desplazamiento en
lancha.

Teniendo en cuenta esta situacién ¢ Cuales puntos estan cerca de x?

e En la siguiente grafica, La linea representa un rio, pinta un entorno cercano
“Por derecha y por izquierda” por el cual se puede llegar en lancha hasta x.

B
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e ¢ Cual figura utilizaria para representar el entorno “cercano a x” en el ejercicio
anterior?

A. B. C. D.

O [ ) A\

ACTIVIDAD 5
Parte A

OBJETIVO: Formalizar el concepto de entorno relacionado con un radio del tipo
Epsilon (L-E, L+E). Llegar a reconocer que un radio de tipo Epsilon es muy
pequefio e inducir la forma de escribir un entorno alrededor de un punto.

e Teniendo en cuenta la recta numérica ¢ cuales nimeros estan cerca del
numero 2? Rta.

I S T T |
1 |
-10 -9 -8 -7 -6 -5 4 -3 -2 -1 0 1

e Teniendo en cuenta la recta Numérica. ¢Cuales niumeros estan cerca del
namero 2 por la derecha y por la izquierda?

+—F e+
1 2 3

Rta.
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Completa la tabla tomando valores cada vez mas proximos a los siguientes
nameros, acercandonos tanto por izquierda como por derecha.

50

5

0.5

0.05

e En El grafico la linea representa una carretera que une las ciudades P y Q, de
la ciudad P hasta el punto “X” existe una distancia de 100 Km y la llamamos L.
También se conoce la distancia a; = 20 km desde “X” hasta el punto “m” y la
distancia a; = 20 km desde “X” hasta el punto “n”.

El punto m ¢a qué distancia se encuentra de P? ¢, Qué operacion
hiciste para hallarla? .
El punto n ¢a qué distancia se encuentra de P? ¢, Qué operacion

hiciste para hallarla?

Situacion similar a la anterior pero escribiendo solo las letras que representan las
distancias.
e Se conoce la distancia “L” que hay entre P y el punto “x”, También se conoce la

distancia que llamamos “a” desde “x” a los puntos “m” y “n”, que estan a la
izquierda y a la derecha de “x” a igual distancia.

Q
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¢,Como escribirias la distancia que hay desde el punto P hasta el punto “m”
utilizando solo las letras?

¢,Como escribirias la distancia que hay desde el punto P hasta el punto “n”
utilizando solo las letras?

Escribe el intervalo que representa esta longitud.

En la recta numeérica, ubica el punto x-2 y el punto x + 2.

X
4— 11"
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Escribe 6 nameros que estan entre estos
puntos
Escribe el intervalo que representa esta expresion

Sea a un ndmero cualquiera en la recta; y & “sigma”un radio igual a 2.
Dibuja en la recta el punto a- d y el punto a + d.

Sea L un namero cualquiera en la recta numérica; y “g, Epsilon” un radio igual a 3.
Dibuja en la recta el punto L-¢ yelpuntoL + ¢.

Escribe el intervalo que representa esta longitud.
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Parte B.

FORMALIZACION DE ENTORNO
Objetivo: Identificar entornos a alrededor de un numero real a.

Llamemos ENTORNO “B” de un namero “a” a los nimeros proximos a “a” que
estan tanto por la derecha como por la izquierda a una distancia o radio pequefio
gue llamaremos “¢” “épsilon” y lo denotamos por la expresiones simbolicas (a- ¢,
a+ ¢€) o en forma similar Escribimos B. a y se lee “Entorno de radio “¢” del
namero a”’

Observemos el siguiente ejemplo:

En la recta numérica, El punto de estudio es a =5y el radio es e = 2, el cual se
puede escribir de las dos formas simbdlicas:

1. (a- ¢ a+ €) numéricamente el entorno se escribe (5-2,5+2).

2. B.anuméricamente Bs 2 “y se lee entorno B alrededor de 5y de radio 2"

—_—
698910

A
[y
14X

i
4

e En la siguiente grafica dibuja el intervalo que muestra un Entorno alrededor
de 4 deradio 1

Escribe el entorno en las dos formas simbdlicas ,

Escribe cinco numeros que estén por la derecha y dentro de este intervalo.
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Escribe cinco numeros que estén por la izquierda y dentro de este intervalo.

e En la siguiente gréfica dibuja el intervalo que muestra un entorno B;(-3)

I — —1—"1—®
-10 -9 -8 -y -6 -5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Escribelo en forma (a- ¢, a+ ¢€)
Escribe cinco nimeros que estén por la derecha y dentro de este intervalo.

Escribe cinco numeros que estén por la izquierda y dentro de este intervalo.

e La siguiente grafica representa un entorno alrededor de 2

4 ] f——— |||
1 3

1.5 2 2.5

¢ Cuanto vale el Epsilon “e”?
Escribelo en forma (a- ¢, a+ ¢€)

Y enlaforma B.a

e En la siguiente recta dibuja el entorno (2-0.1, 2 + 0.1)

+—F e+ >
1 1.5 2 3
Escribelo de la forma simbdlica B a
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ENTORNO DE X y F(x) EN UNA FUNCION.

Objetivo: Hallar algunos puntos que estén en un entorno de x=2 de radio no mayor
0.5 y ver cuales son las imagenes de estos puntos a través de la funcion f(x)
analizar si también sus imagenes forman un entorno alrededor de un numero.
Para tal caso se tomd una funcién lineal y continua.

e Construya un entorno alrededor de x=2 a un radio maximo de 0.5. Halle cinco
valores que estén por la derecha y cinco por a izquierda de 2; a esos puntos
halle sus correspondientes imagenes por la funcién f(x)= 2x -1. Puedes
ayudarte con la tabla.

“Se supone gue ya conocen la funcién y su grafica”

Valor
Valor/ :
funcion lzquierda en Derecha
estudio
X 2
F(x)
Preguntas

1. ¢Alrededor de que numero se forma el entorno en el eje X?

2. ¢Las imagenes “f(x)”” de los puntos que estan en el entorno de “x” forman un
entorno?

3. Justifica tu respuesta
anterior.

4. Si su respuesta es si. ¢Alrededor que numero se forma el entorno?

5. ¢como es el entorno que se forma en las imagenes “f(x), mas grande, mas
pequeiio igual al entorno de x?
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Ahora con ayuda de la siguiente grafica ubica los puntos del entorno en el eje X
en a =2 y sus respectivas imagenes f(x) en el eje V.
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CUESTIONARIO PREGUNTAS PREVIAS

ANEXO B

PREGUNTAS PREVIAS AL DISERO DF 1A SECUENCIA DIDACTICA PARA LA NOCION DF FMTORMNO

1. Qe entiende por entornoy

o @ax € en ko dakeorg N Qx
ﬁ\&mr___rm _L_“ﬁ_rr“r VO0ER) _ﬂ:

2 ft}ué BE LN enrrunu desde el punte de vista matemadtico?
e icD & oGl aon el (‘-_mtﬂ Q0
m\"f‘@b ____&g_muma A oho va D Wetw o WinOe
3. cCamo padrias dibujar un entarno? Dibdjalo si es posible
OORIS_on Satorad QU eokecke  © Ooe
Me O oA D M dote o & D O 6 on ekl
p T ERoear

{ \ A "

= Ay X A
£l

4. {Que w'munuw deﬂmuones necofltf & estan involucradas en la palabra entornoy
&

(warie , &k OeYIOr e O ¢ ,n‘lr_r O \mvf o
legate”. =

5. ¢De gue ril‘-‘[JPndt que podames decir que algo estd cerca o esta Ix-nm‘
Cefer0ienfo  €n o O ’\(}1‘\ %L _ ST ond
i ey & e frfn \egor Yordien _Omecky
pera¥s e C\
G, Lxisten distancias positivas y negativas? Justifique.
0 on Olyn aderne. o P ﬂ’r( OMECICR Vi
{oee  thay  YOrfioa o OaVoor  PIen0ienoe  fe
\or oclcy Goe o Yo

/. dComo seria un entorno en |a recta numérica? Se puede o No

8

ey o ‘i\lﬁ Qe —b
ey o (el )
Lt Lo Woped
ﬁc\ ax & € Yonlo
% x T pxn C E:f\%"f«f\\
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PREGUNTAS PREVIAS AL DISEND DE LA SECUENCIA DIDACTICA PARA LA NOCION DE ENTORNO

1. {Qué entiende por entorno?

s Tode o que osTa a miaws  altedadog.

2. {Qué es un entrono desde el punto de vista matematico?
Th.  Tod c_v:;i]u!ﬂ o _que wdewns. Contar _con.
=nlo A asm oo - j
3. iCAdmo padrias dibujar un entorno? Dibujalo sies posible.

4. JQué términos y definiciones necesitas ¢ estan involucradas en la palabra entorno?
El esmao, dojers

w

B =} -

JDe que dependi que podamos decir gque algo esta cerca o estd lejos?

aende. & poeSIes S .
ST e 1o podamcsdar

6. ¢Existen distancias positivas y negativas? Justifique. %
La jyesowias ivienn  Aawgey  odney chierd o Ek"i@if'u\'wl(-b{?_‘l
A fas pegaplal. al semds contaue. de [al poschag

7. 4COHmMOD seria un entarno en la recta numérica? Se puede o No ;
e grano =g \os  pumeics que  odean A dp.
S0 NAMes el cdd) <ena LS

< t i | | | 1 | | | 1 t
«10 =9 =B -7 =6 =8 =4 =3 -2 =1, O 1 2 3 4 & & 7 8 9 10

8. Como seria el entorno a un punto Dibdjalo
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APLICACION DE LA PRUEBA PILOTO.

ANEXO D

SECUENCIA DIDACTICA PARA LA CONSTRUCCION DEL CONCEPTO DE ENTORNO
OBJETIVO GENERAL DE LAS ACTIVIDADES

Reconocer el concepto de ENTORNO como conceptos matematicos previos a la nocidn de limite en
sucesiones y funciones para grado Once, El cual también involucra los conceptos de: Vecindad,
Proximidad, cercania y distancia.

ACTIVIDAD UNO
PARTE A, Tomaremos como reterencia a su lugar de vivienda en Mosquera, “Cundinamarca Colambia®

OBJETIVO: Identificacion de entornos en términos de proximidad.
.
¢ Teniendo en cuenta como su lugar de vivienda Mosquera Cundinamarc® y como referencia la
esfera terrestre.
Describa cudl seria un entorno a su lugar de vivienda.
Bl Cundor, (010 yoncDe lcg ODoONO i e, .

* Teniendo en cuenta como su lugar de vivienda Maosquera, y como referencia Colombia.

Describa cudl serfa un entorno a su lugar de vivienda.

f'."", e >, ¢ [ 10 Fe ] Ir |

) O AT {7y

* Teniendo en cuenta como su lugar de vivienda Mosquera, y como referencia Cundinamarca.
Describa cual seria un entorno a su lugar de vivienda,
(LM, Miac 1o, Lo NNG sk

(@] e 8a®

= Teniendo en cuenta como su lugar de vivienda Mosquera, y comao referencia Mosquera.

Describa cual seria un entorno a su lugar de vivienda. .
= r<Tr i L Soins ieInD. ¢ ‘@l «daw.= [ 0D -yl

s  Teniendo en cuenta como su lugar de vivienda Mosguera, y como referencia su barrio donde vive,

Describa cual seria un entorno a su lugar de vivienda. :
JOHOW . Pamickeiic)  AVGE Jae ) FOi0 US .

= Teniendo en cuenta como su lugar de vivienda Mosquera, y como referencia la cuadra donde vive
Describa cudl seria un entorno a su lugar de vivienda,
\~ J"'. O -\ - M 1 ok | { i Y10

« Estando en su habitacion écual seria un entorno?

ey, AINONO , Tocaaer TOOVISer 210, DV

PARTE B

OBJETIVO: Identificar qué las proximidades o cercanias son relativas y dependen del contexto en

que se establezca el ejercicio.

= Sivives en Mosquera y viajas en avion éCudles ciudades del mundo estin cerca de Mosguera?
{,;. ¢ ;‘ ;I,.-.I‘ hr-‘_'.. A/ '.‘.”‘-- o Yy ) ik ;ul', {____.\ . e
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e Sivives en Mosguera y viajas en automaovil ¢ Cudles ciudades podrian estar cerca de Mosquera?

a8 ol f Ay NV A N 1

) J1

* Sivives en Mosguera y viajas en bicicleta ¢ Cudles ciudades estan cerca de Mosquera?

Frricil \ J-"-'_'__l':'.' {

e e

e Sjwvasapie ¢Que estd cerca de tu casa?

\
1 - - 14 ! )

PARTE C

OBJETIVO: Relacionar el concepto de entorno con unidades de longitud y mas exactamente con
distancia cercana.
o
& Teniendo en cuenta como su lugar de vivienda Mosquera, y como referencia Cundinamarca. dQué
unidad de medida utilizaria para medir una distancia cercana y cual podria ser esta distancia?

K\ lonmeTro b

¢ Teniendo en cuenta como su lugar de vivienda Maosquera, y como referencla a Mosquera. (Que

unidad se utilizaria para medir una distancia cercana, cual podria ser esta distancia’?
ky |0/ ) AP

¢ Teniendo su habitacion como referencia. ¢Qué unidad se utilizarfa para medir una distancia
cercana, cual podria ser esta distancia?
atl
—A NS =

* Siobservas tu pocillo de café sobre la mesa del comedor que éQué unidad se utilizaria para medir

una distancia cercana a tu pocillo? ¢Cudl podria ser esta distancia?

WY 5

bt Y L\ \

e Sihaces un punto en tu cuaderno con la sela huella del lapiz

¢ CQué unidad se utilizaria para medir una distancia cercana? ¢ Cudl podria ser esta distancia?
{ {98 (el

ACTIVIDAD 2 -

Parte A.

OBJETIVO: Relacionar los conceptos de entorno con el concepto de la ZONA determinada por un
punto y dada una condicién o un radio de accién.

Situacion

Debido a los niveles de radiacién de las antenas y a las bajas potencias de trasmision de los mowiles y
de lns estaclones base, es necesario distribuir en los grandes civdades un grupo de estaciones base con
el fin de garantizar niveles éptimos de sefial a los usuarios, it coberturg de uno estacion bose
urbana tiplca estd entre 200 m y 500 m aproximadamente {tomado del documento: TELEFONIA MOVIL
CELULAR. Funcionamiento  y  refacion  de la  radiacidn  con  la salud  humanda

htto:Awww asocel. org cofcanferencias/conferencia 3.pdf)
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& Dibuja la zona aproximada que esta cubriendo cada antena.

e ¢Concual figura DIBUJARIAS una Zona o entorno en los ejercicios anteriores?

5 AP O

Segun el mapa, dibuja un entarno aproximado al mypicipio de Mosguera.
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ACTIVIDAD 3.
OBIETIVO: Identificacidn grafica de entornos dependiendo del contexto y situacidn,

La situacion estd condicionada a que no se puede caminar por el rio ¥ tampoco hacer algin
condicionamiento diterente al del problema.

*  5u pongamos que el rio tiene un ancho de 100 m. Dibuje un entorno o “Zona” de radic “r"
aproximado de 50 metros por el cual se puede llegar caminando al punto A,

o

Nota. Tdmese a “r" como el radio de una circunferencie.

e

* 5u pongamas que el rio tiene un ancho de 100 m. Dibuja la zena por la cual se puede llegar
caminandao desde la arilla del rio hasta la isla A. dEs posible o No?, Justifique su respuesta,

Rta. o €S ot wie 3
T
___ﬂ-‘-.--
q T e e @ . ey TR . P
Rie = T e T -
. e e

* Dibuja una zona aproximada de|120jm por |a que se puede llegar en lancha a la isla A; Sabemos
que el ancho del rio es de/60im aproximadamente.

a = a S, S - o 7Y S oo
Rio =% dz:____ o _@ = —f— g

* Dibuja una zona aproximada de 80 m de distancia de la isla A hasta donde se puede llegar
caminado; Sabemos que el ancho del rio es de 40 ( aproximadamente,

T i, AR
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« Dibuja la zona que puede cubrir el taxista en una distancia de 200 m. “La longitud de cada calle es
de 100 m aproximadamente”

00
L]
L

[10]
Oodddn
OOoOoof

OBIETIVO: Ubicar puntos cercanos a un punto dado en diferentes situaciones y acercandonos al
entorno de la recta real.

Ooodd
DDa
Ooobod

5

",
« Consideremos grafica; |a linea nos representa una carretera gue une a las ciudades M y N gque se
encuentran sobre la carretera y la ciudad A esta a cierta distancia de las ciudades M, N.
Dibuja dos puntos cercanos a la ciudad A y escribe cual podria ser la distancia a dichos

puntos. G727 - & as = ATew
. 300k /’N
m
_-—"O--_‘ A //
T, -
e e
200 km it
M

La misma situacion anterior.
Dibuja dos puntos cercanos a la ciudad A que estén sobre la carretera y escribe cual podria ser la
distancia a dichos puntos. 1 e ¥ ha

s 10 km
i \ /'N

— e

' s

« Consideremos grafica; la linea une los puntos Py Q que se encuentran sobre la misma y el punto A
esta a cierta distancia de los puntos P, Q. Dibuja dos puntos cercanos al punto A que
estén sobre la  linea y escribe  cual  podria ser  la  distancia  a  dichos
puntos. '1‘1 N fa
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La misma situacidn anterior para los dos siguientes ejercicios,

P A Q
- i - P -
40 cm 40 cm
JCual podria ser la distancia a dichos puntos? 2 Cwa ) _CWM
p A Q
- - -
locm lcm
g A

(Cual podria ser la distancia a dichos puntos?__ S

Parte C. h

Objetive: Este tipo de situacidn permite determinar el entorno a un punto dependiendo del
condicionamiento de la misma.

e [n la siguiente grafica, la linea representa una carretera gue une las ciudades A y B. Dibuja un

entorno en el punto x.

e lasiguiente figura no representa una situacion en particular. Escribe los puntos que estdn cerca o

¥ et

-
en la figura representa un rio que va desde N hasta

elentornodex =%, &5, 4.7

- :
]
+« En lasiguiente grafica, 1a line®'que se

M, v es el unico medio de dnsplazamlc?

desde M hasta N y viceversa en lancha.

. iCudles puntos estan cercadex? 7,6 5 Y "
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* La sipuiente grafica representa un rio, pinta un entorno cercano por el cual se puede llegar en

lancha hasta x. “Par derecha y por izquierda”

s JCual figura utilizaria para representar el entorno “cercano a x” en el ejercicio anterior?

A, b4 [ D. h

i () [ ] AN

ACTIVIDAD 4
Parte A '

OBIETIVO: Formalizar el concepto de entorno relaclonado con un radio del tipo Epsilon (L-E, L+E).

Llegar a reconocer que un radio de tipo Epsilon es muy pequefio e inducir la forma de
escribir un entorno alrededor de un punto.

* Tenpiendo en cuenta la recta numérica ¢dcuales ndmeros estan cerca del ndmero 27

A ——————F—1—}
= 8 1 & 3 4 &5 & 7T B 927

]
1]

e Teniendo en cuenta la recta Numérica. ¢{Cudles nimeras estan cerca del nimero 2 por la derecha

y por la izquierda?
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Completa la tabla tomando valores cada vez mads praximos a los siguientes numeros, acercandonos
tanto por izquierda como por derecha.

o En [l gralico; la linea representa una carretera que une las cindades Py Q, de la ciudad P
hasta el punto “X” existe una distancia de 100 Km y la lamamos L. También se conoce la
distancia ap = 20 km desde "X" hasta el punto "n

y la distancia az = 20 km desde "X" hasta el

punto “n

8]
- .
—_
% n S
-1
L a n )

/_,_ —— m __,--"

~ R e
P ==
Fl punte m {a qué distancia se encuentra de P? _ ¥0 dOue operacion hiciste para

hallarla? _ L= C34 .

El punto n ¢a gué distancia se encuentra de P? ATO fQué operacion hiciste para
hallarla?_ L + iy

Situacion similar a la anterior pero escribiendo solo las letras que representan las distancias.

s

« Se conoce la distancia “L" que hay entre Py el punto “x7, También se conoce |la distancia que

"N

llamamas “a” desde “x" a los puntos “m” y “n”, que estan a la izquierda y a la derecha de “x” a
igual distancia.

(o]
-
X e
L el
a e
s
e—— m n =
= = —
R ooee

»

JComo escribirfas la distancia gue hay desde el punto P hasta el punto “m” utilizando solo las letras?

e

iCémo escribirias la distancia que hay desde el punto P hasta el punto “n” utilizando solo las letras?
L4 .

e [n larecta numeérica, ubica el punto x-2 y el punto x + 2,

4_._._4—} }
0 1 2z 3 4 B 6 T 8

o =2 % w4l
o
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. ; : T -
Escribe 6 nimeros que estan entre estos puntos \‘-, t 5,(:’ 7 SN
. =+
Escribe el intervalo que representa esta expresion (3’ '?_:J_

*  Seaaun nimero cualguiera en la recta; y 6 “sigma”un radio igual a 2. Dibuja en la recta el

punto a- & y el punto a + 6.

¢  +————F—t—+———+——+++—+—+—+| | | |—p
a6 Ba4g

Escribe el intervalo que representa esta longitud. ﬁg- E a4 5 !
Escribe cinco numeros que estén por la derecha vy dentro de este intervalo. 8,0 -3¢ 3% -4y . 1¢

Escribe cinco nimeros que estén por la izquierda y dentro de este Intervalo. =y gy 41 -y e
.
n

Sea L un numero cualquiera en la recta numérica; y e, Epsilon” un radio igual a 3. Dibuja en la recta el
punto L-e yelpuntoL+e.

L
4 | t | | f ——t— +—" t—a
L e

Escribe el intervalo que representa esta longitud. _ ( (~€ , L+ €)
Parte B.
FORMALIZACION DE ENTORNO

Objetivo: Identificar entornos a alrededor de un nimerao real a,

ol ot

Llamemos ENTORNO “B” de un numero "a” a los nimeros proximos a “a” que estdn tanto por la

derecha como por la izquierda a una Longitud equidistante o radio peguefio que llamaremos “e
“épsilon” y lo denotamos por la expresion simbélica (a-e, a+e) o en forma similar Escribimos Bea v se
lee "Entorno de radio “e” del nimero a”

* Enlasiguiente grafica dibuja el intervalo que muestra un Entorno alrededor de 4 de radio 1

| | | | — ) ———————+ »
=10 -8 =B «7 =8 =B -4 = 20 g

| i +
=2 -1 0 i 5 & T £ 2 10

T

Escribelo en forma simbdlica de intervalo &j "
Escribe cinco nimeros que estén por la derecha y dentro de este intervalo. Y3 -4Yl-4x- L\!’ 4-45
Escribe cinco nimeros que estén por la izquierda y dentro de este intervalo. 3,4 - 32 ~34- 3y~ 5,5

e Enlasiguiente grafica dibuja el intervalo que muestra un entornoBy(-3)

Ittt

- | "
-1 0 1 2 3 4 & 6 7 8 9 10

-10 -8 -8 .7 -6 -B -4 -

=
r®

Escribe el intervalo w
Escribe cinco numeros que estén por la derecha y dentro de este intervalo, -8 <32 -3% -3y 3y
Escribe cinco nimeros que estén por la izquierda y dentro de este intervalo, =4 j-4.2 =48 4y -4§
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* Enlasiguiente gratfica dibuja el intervalo que muestra un entorno alrededor de 2 de radio 0.3

—} =t —r—t—t—t | ——p
e 15 2 23 3

Lscribe en forma deintervalo_ 2-08 2408

Escribe cinco nimeros que estén por la derecha v dentro de este intervalo. &3, 0,2 ¢ 94,0 o), C (o] 4

Escribe cinco nimeros que estén por la izquierda y dentro de este intervalo, -_-c;_Q:, -0 ra: . m =g,04 0,08

* Enlasiguiente grafica dibuja el intervalo que muestra un entornoBo, 2

+ Attty gttt | ——
1 18 2 23

g

Escribe el intervalo _ 03-2 O 4+2

ENTORNODDE X y F{x) EN UNA FUNCION. o
Objetivo: Hallar algunos puntos que estén en un entorno de x=2 de radio no ’l’nayor 0.5 y ver cudles
son las imdgenes de estos puntos a través de la funcién f{x} analizar si también sus imagenes
forman un entorno alrededor de un niimero, Para tal caso se tomd una funcidn lineal y continua,

* Construya un entorno alrededor de x=2 a un radio maximo de 0.5. Halle cinco valores que estén
por la derecha y cinco por a izquierda de 2; a esos puntos halle sus correspondientes imagenes por

la funcion fix)= 2x -1. Puedes ayudarte con la tabla,
"Se supone gue yo conocen la funcidn y su grafica™

| Valor

Valor/ ;
| lzquierda en Derecha

funcién -
L i z estudio B L4
| 36700103729 2 73] I 24[28
Fix) 1% 2,3 B9 |Z,.6 rz il & |-3,z o 7= T Ty B

Praguntas

1. éAlrededor de que nimero se forma el entorno en el eje X7 e

2. {¢lasimagenes "f{x)" de los puntos que estdn en el entorno de “x"* formnn unentorne? (O
3. lustifica tu respuesta anterior, q \("‘ r-17] pll o Fry) e | 7 pASIMA Cratiiomin T s Py
4. §isu respuesta es s, (Alrededor que numero se forma el entorno? 3

5. dcomo es el entorno que se forma en las imagenes “f(x}, mas grande, mds peqguefio igual al

entorno dex? __plyc Y cl}

e Ahora con ayuda de la siguiente grafica ubica les puntos del entarno de x ¥ SUs respectivas

imagenes en Y.

I*Y o= 2u-1
|" -
+
L al +
3 |
. |
|
o :
| |
| SRR RERE -
a x

144




