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2.Descripcién

El presente trabajo de grado pretende dar respuesta a la pregunta ¢qué estrategias usan los estudiantes
de grado octavo al resolver problemas de tipo combinatorio simple, después de haber recibido instruccién
en el campo de la probabilidad en afios anteriores de la escolaridad basica?, para ello, se realiza un
estudio de las investigaciones en esta tematica y se disefia y aplica una prueba diagnéstica compuesta
por tres problemas combinatorios simples (seleccion, particion y colocacion).

La aplicacion de la prueba diagnéstica permite conocer las respuestas de los estudiantes, las cuales son
analizadas a la luz de las investigaciones relacionadas en el marco tedrico del presente trabajo de
indagacién, con el fin de describir y categorizar las estrategias de soluciéon a problemas combinatorios
simples.

3. Fuentes

En este trabajo de indagacién se consultaron dos tesis (una doctoral, una de maestria), ocho articulos y
dos documentos oficiales nacionales de Educacion Colombiana, entre ellos se destacan:
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México, 5 — 25.
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4. Contenidos

El presente trabajo de indagacion esta dividido en los siguientes capitulos:

1.

Introduccion: se hace una presentacion somera de la indagacién con el fin de llevar al lector a una
ambientacion de la misma.

Planteamiento del problema: se comenta y sustenta el problema del presente trabajo de
indagacién basados en referentes ted6ricos nacionales e internacionales sobre razonamiento
combinatorio, para finalmente plantear la pregunta acerca de las estrategias de solucién que
utilizan estudiantes de octavo grado, con instruccién previa, al resolver problemas combinatorios
simples.

Justificacién: se comenta la pertinencia del razonamiento combinatorio basado en referentes
tedricos nacionales e internacionales, junto con la vinculacion de ésta en otras areas de
aplicacion.

Obijetivo: se define el objetivo general de la indagacién, el cual busca identificar las estrategias de
solucion utilizadas por estudiantes de octavo grado, con instruccion previa, para problemas
combinatorios simples. Para cumplir este objetivo, se establecen los siguientes objetivos
especificos:

e Tener un panorama general de las tematicas de probabilidad tratadas en cada nivel
escolar a través de una revision bibliografica de documentos nacionales y referentes
tedricos relacionados con la ensefianza y el aprendizaje de la combinatoria.

e Proponer y aplicar una prueba diagnéstica que permita evidenciar las estrategias utilizadas
por los estudiantes de octavo grado, con instruccion previa, al resolver problemas
combinatorios simples.

e Describir y categorizar las estrategias utilizadas por los estudiantes de octavo grado a la
luz de las investigaciones relacionadas en el marco teérico de dicha indagacion.

Marco referencial: se describen los referentes teéricos de la indagacién, relacionados con la
ensefianza y aprendizaje de la combinatoria a nivel nacional e internacional, junto con la
descripcion del esquema combinatorio y lo que la literatura reporta como estrategias de solucién
para problemas combinatorios.

Metodologia: se establecen cinco fases para la organizacion de la indagacion: 1) fase de revisién
tedrica, 2) fase de disefio, 3) fase de aplicacién, 4) fase de analisis de datos, 5) fase de
caracterizacion de las estrategias.

Conclusiones: Se describe los principales aportes del trabajo relacionados con la pregunta de
investigacion, en contraste con las investigaciones relacionadas con el tema y las respuestas de
los estudiantes para obtener las estrategias de solucién a problemas combinatorios simples.

Bibliografia: Se detalla las investigaciones y articulos consultados que sustentan la indagacion.

Anexos: se presenta las tres guias propuestas para la prueba diagnostica.

5. Metodologia

La metodologia de este trabajo se enmarca en cinco fases: revision teorica, disefio, aplicacion, andlisis de
datos y categorizacion de las estrategias. Para ello, en primera medida se realiza un estudio de
investigaciones sobre la combinatoria como sustento de dicha indagacion, luego se disefia y aplica una
prueba diagnéstica compuesta por tres problemas de combinatoria simple (uno de seleccion, uno de




particién, uno de colocacidn) a un grupo de 38 estudiantes de octavo grado del Colegio Nuestra Sefiora de
Fatima PONAL.

La informacion recolectada, a través de las guias resueltas por los estudiantes, se contrastaron con las
investigaciones del marco referencial con el fin de describir y categorizar las estrategias de solucién, por
parte de dichos estudiantes, a problemas de combinatoria simple.

6. Conclusiones

Algunas conclusiones del trabajo de indagacién son:

¢ La enumeracion de casos fue la estrategia mas utilizada por los estudiantes de octavo grado, con
instruccion previa, al resolver problemas combinatorios simple.

o La estrategia 6 “Ensayo y Error” y la 10 “Odémetro completo” propuestas por English (2007) fueron
las mas utilizadas al resolver problemas combinatorios de seleccién y particion. En este caso,
todos los estudiantes que utilizaron la estrategia 10 fueron acertados en las respuestas al obtener
las combinaciones posibles a los problemas planteados; sin embargo, sélo un estudiante de los
gue utilizaron la estrategia 6 obtuvo las combinaciones posibles de los problemas.

e La estrategia Descomponer el problema en subproblemas fue utilizada en el problema de
colocacion para dividir el problema en tres problemas, en el que la reunidn de las respuestas de
dichos problemas da solucién al problema principal.

e Se observd errores al momento de contar las enumeraciones halladas en el problema de
colocacion, debido a que no se establecié correctamente la unidad contable (Shin &Steffe, 2008)
como la unién de dos unidades simples. Por ejemplo, en el caso del problema de distribuir las
cinco personas en las dos carpas, hicieron las reparticiones de las personas en las dos carpas y
contaron las dos reparticiones como dos combinaciones posibles, en lugar de tomar la union de
esas dos reparticiones y enumerarla como una combinacion posible del problema.

e El no asignar el patron ciclico o el no llevar un procedimiento sistemético al momento de asignar
las variables al objeto de estudio, llevd a que no se establecieran todas las combinaciones
posibles del problema y se repitieran algunas de ellas.
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INTRODUCCION

La combinatoria es un componente esencial de la mateméatica discreta - estudia
las estructuras contables como por ejemplo: la légica, los nUmeros enteros y los
grafos - y como tal, segun Kapur (1970) citado por Batanero y Navarro-Pelayo
(1996), tiene un papel importante en las matematicas escolares al no depender del
calculo y al permitir plantear problemas apropiados para diferentes niveles. Asi
mismo, se puede discutir con los alumnos problemas aun no resueltos, de modo
que descubran la necesidad de crear nuevas mateméaticas y entrenarlos en la
enumeracion, la realizacién de conjeturas, la generalizacion, la optimizacion y el
pensamiento sistematico. Ademas ayuda a desarrollar conceptos como: relacion
de orden, relacibn de equivalencia, funcién, muestra, conjunto, subconjunto,
producto cartesiano, etc., segun lo afirma Batanero (2001).

La combinatoria tiene aplicaciones en diferentes campos como: Quimica, Biologia,
Fisica, Comunicacion, Probabilidad, Teoria de niumeros, Grafos, etc., por lo que no
es simplemente una herramienta para el calculo de probabilidad. Debido a la
importancia de ella es necesario desarrollar la capacidad combinatoria en el
sujeto, pues de lo contrario no es capaz de usar la idea de probabilidad, salvo en
casos de experimentos aleatorios muy elementales, tal como lo afirman Piaget e
Inhelder (1955) citados por Roa (2000).

Ademéas de su importancia en el desarrollo de la idea de probabilidad, la
capacidad combinatoria es un componente fundamental del pensamiento formal.
De acuerdo con Piaget e Inhelder (1955) citados por Roa (2000), el razonamiento
hipotético-deductivo opera con las posibilidades que el sujeto descubra y evalta
por medio de operaciones combinatorias; esta capacidad puede relacionarse con
los estadios descritos en la teoria de Piaget, ya que después del periodo de las
operaciones formales, el adolescente puede adquirir procedimientos sistematicos
relacionados con combinatoria.

Teniendo en cuenta los aportes antes mencionados, se originé la inquietud por
conocer las estrategias de solucién utilizadas por estudiantes de grado octavo, con
instruccion previa del tema, al enfrentarse con problemas de combinatoria simple —
seleccién, particion y colocacion. Por tal motivo, se disefié y aplicé una actividad
diagndstica a un grupo de estudiantes de grado octavo con el fin de describir y
categorizar dichas estrategias a la luz de las investigaciones realizadas por
English (2007), Roa, Batanero y Godino (2003) y Shin & Steffe (2008) lo cual se
lograréa sistematizar al finalizar este documento.



1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

La estadistica y la probabilidad se han ido incorporando en el curriculo de
matematicas para la ensefianza primaria y secundaria en la mayoria de los paises
desarrollados, no sélo por cuestiones didacticas, sino con el fin de formar y
desarrollar una Cultura Estadistica en las personas, de tal manera que los lleve a
interpretar y tomar decisiones basadas en informaciones, segun Batanero (2001),
al considerarse util en la investigacion, la técnica y la vida profesional.

En el caso de la educacion colombiana, la formulacion de los Lineamientos
Curriculares para Mateméticas da importancia al pensamiento aleatorio
reorientando el curriculo a través de los pensamientos y sistemas que propicien el
desarrollo de los cinco procesos fundamentales: formulacion, tratamiento y
resolucién de problemas; la modelacion de procesos y fendmenos de la realidad;
la comunicacion; el razonamiento; la formulacién, comparacién y ejercitacion de
procedimientos, en diversos contextos; buscando asi un espiritu de exploracion y
de investigacion por parte de los estudiantes como de los docentes. (Ministerio de
Educacion Nacional [MEN], 1998).

En complemento de los Lineamientos Curriculares de Matematicas, el MEN
presenta los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas, que orientan
las competencias que los estudiantes deben desarrollar en cada nivel educativo;
tales competencias “requieren de ambientes de aprendizajes enriquecidos por
situaciones problema significativas y comprensivas, que posibiliten avanzar a
niveles de competencias mas y mas complejos” (MEN, 2006). Asi mismo, se
busca que la educacion matematica contemple tres factores prioritarios: la
necesidad de una educacién basica de calidad para todos los ciudadanos, el valor
social ampliado de la formacion matematica y el papel de las mateméticas en la
busqueda de equidad en el conocimiento social (MEN, 2006).

Con la intencion de cumplir con las directrices del MEN, es necesario centrar la
atencién en las competencias y estandares del pensamiento aleatorio y sistemas
de datos, los cuales proponen que los estudiantes al terminar de cursar los grados
octavo y noveno deben:

e Usar modelos (diagramas de arbol, por ejemplo) para discutir y predecir
posibilidad de ocurrencia de un evento.

e Conjeturar acerca del resultado de un experimento aleatorio usando
proporcionalidad y nociones béasicas de probabilidad. (MEN, 2006).

De acuerdo a lo anterior, es importante conocer las habilidades cognitivas y

procedimentales que los estudiantes han desarrollado hasta el grado séptimo
acerca de combinatoria simple, ya que esto permitira identificar la manera cémo el
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estudiante hace uso de sus conocimientos previos para generar soluciones a
situaciones que involucren la temética en estudio.

Revisando el plan de estudios de la institucion seleccionada para la indagacion, se
observa que desde tercer grado de basica primaria se incluye Estadistica en el
curriculo, iniciando con representacion de datos en graficas de barras y
pictogramas; luego en grado cuarto se realizan actividades de representacion de
datos en diagramas circulares y andlisis de graficas estadisticas en contextos
propios de la edad, y en grado quinto trabajan medidas de tendencia central para
datos no agrupados y retoman lo aprendido en los cursos anteriores, de lo cual se
puede deducir que los temas tratados en primaria son exclusivamente de indole
estadistico dejando de lado, hasta el momento, lo relacionado con el razonamiento
probabilistico.

Segun este mismo plan de estudio, para sexto y séptimo grado, el estudiante ya
se inicia en las nociones basicas de probabilidad donde identifica experimentos
aleatorios, determina espacios muéstrales asociados a un experimento y calcula la
probabilidad de ocurrencia de un evento en un experimento aleatorio; y en grado
octavo, los estudiantes deben determinar los casos posibles y favorables de un
evento aleatorio simple y calcular la probabilidad de dichos eventos usando
diversos métodos de conteo.

De acuerdo a los conocimientos previos que el estudiante de grado octavo debe
dominar, se encuentra pertinente analizar el nivel de razonamiento combinatorio
gue han desarrollado los adolescentes de este grado, a través de las estrategias
que podrian emplear al resolver problemas de combinatoria simple. Por esta
razén, para poder desarrollar lo propuesto en el plan de estudios y cumplir con las
politicas nacionales referentes al razonamiento probabilistico, es conveniente
saber si éstos conceptos fueron abordados y asimilados en los cursos anteriores
a octavo grado, no sélo a nivel algoritmico sino de razonamiento, debido a que en
el bachillerato se enfatiza en el aprendizaje de formulas y proposicién de ejercicios
tipicos sin ser contextualizados, segun lo afirman Batanero y Navarro-Pelayo
(1996). Ademas, se conoce que la ensefianza de la probabilidad en Colombia es
orientada con metodologias tradicionales debido al poco dominio de tales
tematicas por parte de los docentes segun lo afirman Fernandez, Sarmiento y
Soler (2008) lo que ha traido como consecuencia sesgos en los conocimientos de
los estudiantes.

Con base en los argumentos anteriores, se pretende indagar sobre ¢qué
estrategias usan los estudiantes de grado octavo al resolver problemas de tipo
combinatorio simple, después de haber recibido instruccion en el campo de la
probabilidad en afios anteriores de la escolaridad basica?
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2. JUSTIFICACION

De acuerdo a documentos oficiales e investigaciones de autores mencionados a lo
largo del trabajo de indagacion, se pretende conocer como los estudiantes
abordan problemas de combinatoria simple, ya que Roa y Navarro—Pelayo (1996)
sefalan que muchas de las causas de los errores e ideas incorrectas de los nifios
en el campo de la probabilidad obedecen a la falta de razonamiento combinatorio,
mostrando que éste no se desarrolla facilmente y que es necesario prestar un
interés especial a su ensefianza en la escuela.

Al realizar un analisis sobre las estrategias de solucion para problemas de
combinatoria simple, abordadas por los estudiantes seleccionados como objeto de
estudio, se lograra tener conocimiento del proceso de ensefianza de la
combinatoria aplicado a la poblacién elegida, lo cual permitira conocer los avances
respecto al razonamiento probabilisticos en nifios entre 11 a 13 afios de la
institucion donde se llevard a cabo la indagacion. Ademas dicho pensamiento
tiene su base dentro del razonamiento combinatorio pues, como afirma Roa
(2000), numerosas investigaciones muestran que, con frecuencia, las personas
adultas que presentan dificultades o sesgos dentro de su razonamiento
probabilistico se debe a un razonamiento combinatorio deficiente.

Por otra parte, segun Batanero y Navarro-Pelayo (1996) el término combinatoria
es entendido como el arte de la enumeracién de todas las formas posibles en que
un numero de elementos pueden ser organizados sin perder algun resultado
posible. Es por ello que la combinatoria cobra gran importancia, dado que si el
sujeto no desarrolla la capacidad de enfrentarse a situaciones de tipo combinatorio
y usar la idea de probabilidad, entonces no puede generar un pensamiento
probabilistico. Por su parte, Inhelder y Piaget (1955) citado por Roa (2000),
sostienen que el razonamiento hipotético-deductivo, opera con las posibilidades
que el sujeto descubre y evalia por medio de la combinatoria, lo cual se da
solamente en las operaciones formales.

En consecuencia es importante que los docentes, ademas de considerar
situaciones de aplicacion real para introducir los conceptos probabilisticos, deben
preparar y utilizar situaciones abiertas, orientadas hacia proyectos, que sean
susceptibles de cambios, resultados inesperados e imprevisibles, que aborden
temas externos a las matematicas lo cual permitiran favorecer procesos
interdisciplinarios de gran riqueza (MEN, 1998). Aunque se ha implementado la
ensefianza de la probabilidad desde la primaria se hace necesario una formacién
docente fundamentada en el conocimiento tedrico, pedagdgico y didactico de las
tematicas incorporadas en el curriculo de matematicas (Rico, 1997) porque se
observa deficiencias en el dominio de los conceptos probabilisticos por parte de
los docentes de educacion béasica y secundaria que conlleva a una practica
pedagogica con errores segun lo manifiesta Fernandez, Sarmiento y Soler (2008).
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3. OBJETIVO

En este capitulo se hace explicito el objetivo general del presente trabajo de
indagacion, junto con los objetivos especificos que ayudan al cumplimiento del
mismo.

OBJETIVO GENERAL

Describir y categorizar las estrategias utilizadas por los estudiantes de octavo
grado, con instruccion previa, al resolver problemas de tipo combinatorio simple.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Tener un panorama general de las teméticas de probabilidad tratadas en
cada nivel escolar a través de una revision bibliografica de documentos
curriculares oficiales, referentes tedricos relacionados con la ensefianza y
aprendizaje de la combinatoria, y documentos propios de la Institucién
Educativa seleccionada.

e Proponer y aplicar una prueba diagnostica, que permita evidenciar las
estrategias utilizadas en la solucién de problemas de combinatoria simple
en estudiantes de grado octavo.

e Describir las estrategias de solucién utilizadas por los estudiantes de grado
octavo, con instruccion previa, al resolver problemas de tipo de
combinatorio simple.

e Categorizar las estrategias utilizadas por estudiantes de octavo grado, con
instruccion previa, al resolver problemas combinatorios simples,
sustentados en las investigaciones relacionadas en el marco teérico del
presente trabajo de indagacion.
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4. MARCO REFERENCIAL

En este capitulo se presenta el marco referencial orientado en tres partes: la
primera, hace referencia a la ensefianza de la combinatoria desde las propuestas
hechas en los documentos oficiales, en los que se expone su vinculacion directa
con el pensamiento aleatorio y pensamiento numeérico; la segunda, relacionada
con la caracterizacion de los problemas combinatorios simples; y la ultima,
relacionada con las estrategias que utilizan los estudiantes con instruccion previa,
ante problemas combinatorios simples.

4.1 COMBINATORIA EN EL MARCO LEGAL

Los documentos oficiales que sirven de referente sobre combinatoria son: los
Lineamientos Curriculares de Matematicas (MEN, 1998) en los que no se hace
mencion explicita de su estudio en el aula, pero en la descripcion del pensamiento
aleatorio sugiere que “debe integrar la construccion de modelos de fenbmenos
fisicos y del desarrollo de estrategias como las de simulacion de experimentos y
de conteos” (MEN, 1998, p. 69); aspecto que se puede interpretar como la
incorporacion implicita de algunos componentes de la combinatoria entendida en
este trabajo, como “el arte [...] que nos ensefia a enumerar todos los modos
posibles en que un nimero dado de objetos puede mezclarse y combinarse de
manera que estemos seguros de que no hemos omitido ninguno de los posibles”
(Batanero y Navarro-Pelayo, 1996, p. 17).

Por otra parte, en la presentacion de los Estandares Basicos de Competencias en
Matematicas (MEN, 2006) se menciona de manera explicita que “el pensamiento
aleatorio se apoya directamente en conceptos y procedimientos de la teoria de
probabilidades y de la estadistica inferencial, e indirectamente de la estadistica
descriptiva y en la combinatoria” (MEN, 2006), en donde lineas méas adelante se
vuelve a resaltar, como componentes del pensamiento aleatorio, la simulacion de
experimentos y la realizacion de conteos, asi como la importancia de realizar
conteos sistematicos del nimero de combinaciones posibles que se pueden
asumir como igualmente probables, relacionados con el célculo de probabilidades
gque permiten que los estudiantes puedan distinguir entre situaciones
deterministicas y aleatorias.

En la Tabla 1, se mencionan los estandares (MEN, 2006), en donde se observan

las competencias que se espera logren los estudiantes respecto a la tematica de
combinatoria simple.
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Tabla 1. Estandares curriculares asociados a la combinatoria (MEN, 2006).

Pensamiento Estandar asociado
aleatorio

6°y 7° Uso de modelos (diagrama de arbol, por ejemplo para discutir y
predecir la posibilidad de ocurrencia de un evento).

8°y9° Calculo de probabilidad de eventos simples, usando métodos
diversos (listado, diagramas de arbol, técnicas de conteo).

Pensamiento numérico Estandar

6°y7° Reconozco argumentos combinatorios como herramienta para
interpretacién de situaciones diversas de conteo.

Teniendo en cuenta lo anterior, se espera que los estudiantes al ingresar a octavo
grado aborden elementos para desarrollar el razonamiento combinatorio a través
de la resolucion de problemas combinatorios simples.

4.2 CARACTERIZACION DE PROBLEMAS COMBINATORIOS SIMPLES

En la revisidn tedrica se encontré que el instrumento propuesto por Roa (2000),
para evaluar el razonamiento combinatorio, relaciona las operaciones
combinatorias con la categorizacion de problemas combinatorios propuesta por
Dubois (1984).

A manera de introduccion se describen algunas palabras claves que ayudan a la
comprension de los conceptos que se involucran en los problemas combinatorios:

e Como esquema combinatorio se entienden las categorias propuestas por
Dubois (1984) al clasificar los problemas combinatorios simples en:
seleccidn, particion y colocacion.

e Como problemas combinatorios simples se entiende aquellos problemas
gue para su solucién requieren una Unica técnica de conteo 0 regla
combinatoria.

e Como técnica de conteo se consideran las permutaciones, variaciones y
combinaciones con o sin repeticion.

e Como regla combinatoria se consideran: la regla de la suma y la regla del
producto.

De otro lado, Fischbein (1975), citado por Bustos (2012), resalta el uso del
diagrama de arbol como representacion gréfica en la resolucién de problemas
combinatorios. Ademas, existen otras representaciones graficas usadas por los
estudiantes como las pictéricas (dibujos), el uso de grafos, listas y formulas
algébricas (Bustos, 2012).

Asi pues, se describe los diferentes tipos de problemas combinatorios simples
propuestos por Dubois (1984), citado en Roa (2000), ellos son:

15



1. Los problemas de seleccidén: se considera un conjunto de m objetos
(generalmente distintos), de los cuales se extrae una muestra de n
elementos. A manera de ejemplo se cita el siguiente problema tomado de
Dubois (1984), citado por Roa (2000).

En un bombo hay cuatro bolas enumeradas con los digitos 2, 4, 7y 9. Elegimos
una bola del bombo y anotamos su nimero. La bola extraida se vuelve a
introducir en el bombo, se elige una segunda bola y se anota su nimero. La bola
extraida vuelve a introducirse en el bombo. Finalmente se elige una tercera bola
y se anota su nimero. ¢Cuantos nimeros de tres cifras podemos obtener?

Segun el autor, este es un ejemplo de seleccién, en donde la palabra clave es
“elegir’, en este caso al seleccionar la muestra, se puede repetir elementos como
sucede en este ejemplo.

Al seleccionar una muestra, algunas veces se puede repetir uno 0 mas elementos
y otras veces no es posible. Segun esta caracteristica y si el orden en que la
muestra es extraida es relevante o no, se obtiene las cuatro operaciones
combinatorias béasicas, que se muestran en la Tabla 2.

Tabla 2. Diferentes operaciones combinatorias en el esquema de seleccién.

Muestra Ordenada Muestra No ordenada
Con Reemplazamiento VRmM,n Vm,n
(Variacion con repeticion) (Variacion sin repeticion)
Sin Reemplazamiento CRm,n Cm,n
(Combinacién con repeticion) (Combinacion ordinaria)

De la tabla 2 y teniendo en cuenta que m es el nimero de elementos del conjunto
y n son los elementos extraidos de la muestra, donde m>n, se aclara que: VRm,n
es la operacibn combinatoria variacion con repeticion, Vm,n es la operacion
combinatoria variacién sin repeticibn; CRm,n es la operacion combinatoria
combinacion con repeticion; Cm,n es la operacion combinatoria combinacién sin
repeticion. En el caso en que m=n se da la operacidon permutacion P con o sin
repeticion, es decir, las permutaciones son un caso especial de las variaciones.

2. Los problemas de colocacion: se refiere a colocar una serie de n objetos en
m celdas. Existen posibilidades diferentes de problemas en este modelo
dependiendo de las siguientes caracteristicas:

* Si los objetos a colocar son idénticos;
+ Si las celdas son idénticas o no;
* Si los objetos colocados dentro de las celdas se deben ordenar,
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» Condiciones que se afiadan a la colocacion, tales como el maximo numero
de objetos en cada celda.

Para cada posibilidad de problema de colocacion no hay una operacién
combinatoria distinta, y también pueden existir casos en que se utilice la misma
operacion combinatoria para diferentes problemas de colocacion. El siguiente
problema, tomado de Dubois (1984) citado por Roa (2000), es un ejemplo de
problema de colocacion.

Disponemos de tres cartas iguales. Deseamos colocarlas en cuatro sobres de
diferentes colores: amarillo, blanco, crema y dorado. Si cada sobre solo puede
contener, a lo sumo una carta. ¢De cuantas formas podemos colocar las tres cartas
en cuatro sobres diferentes?

3. Los problemas de particion: divide un conjunto de n objetos en m
subconjuntos. Se puede visualizar la colocacién de n objetos en m celdas
como la particion de un conjunto de n elementos en m subconjuntos (las
celdas). El siguiente problema, tomado de Dubois (1984) citado por Roa
(2000), es un ejemplo de particion.

Maria y Carmen tienen cuatro cromos nimeros de 1 a 4. Deciden repartirselo entre las
dos (dos cromos para cada una) ¢De cuantas formas se pueden repartir los cromos?

Teniendo en cuenta la caracterizacion de Dubois (1984), citado por Roa (2000), se
pretende abordar los problemas combinatorios simples con el fin de observar e
identificar las estrategias usadas por los estudiantes de octavo grado, con
instruccion previa, en cada uno de los tipos de problemas combinatorios antes
mencionados.

Se considera que un estudiante con instruccion previa puede identificar la
operacion combinatoria en los problemas propuestos de la prueba diagnéstica y
ayudarse del razonamiento recursivo, es decir de una secuencia o patron gque se
repite, para poder calcular todas las posibilidades sin necesidad de enumerarlas.
Ademas, segun Batanero y Navarro-Pelayo (1996), algunas de las dificultades que
podria presentarse en estudiantes con instruccion previa, al resolver problemas
combinatorios, serian:

* Que no tengan en cuenta el orden y la repeticién involucrada en los problemas
combinatorios.

* Que usen erradamente las férmulas combinatorias.

* Que interpreten inadecuadamente el diagrama de arbol
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* Que resuelvan incorrectamente problemas combinatorios que involucre una sola
operacion (combinatoria simple).

4.3. ESTRATEGIAS PARA RESOLVER PROBLEMAS COMBINATORIOS
SIMPLES.

En la investigacion de Roa, Batanero y Godino (2003) se indaga acerca de los
criterios a tener en cuenta en problemas combinatorios simples y compuestos para
mejorar su ensefianza. También caracteriza y analiza las estrategias y los errores
gue comenten los alumnos con preparacion académica al resolver problemas
combinatorios.

Para la presente indagacion se tendran en cuenta las estrategias mencionadas por
dichos autores cuando el estudiante se enfrenta con problemas combinatorios
simples, tales como traducir el problema en otro equivalente, descomponer el
problema en partes y fijar variables; junto con el uso de las reglas combinatorias
de la suma y del producto. A continuacion se explicita cada una de las
estrategias.

1. Traducir el problema en otro equivalente: se reformula el problema
cambiando el contexto de los elementos que intervienen, convirtiéndolo en
otro problema con similar estructura combinatoria.

2. Descomponer en subproblemas: se descompone el problema en otros, de
estructura combinatoria mas sencilla y parametros de menor tamafio, que
recogen de manera exhaustiva todos los casos del problema inicial.

3. Fijar variables: se asigna valores concretos a una o mas variables del
problema para convertirlo en otro del mismo tipo, pero con valores menores
que los parametros. Luego, resuelve el problema mas sencillo, y a partir de
él, generaliza para resolver el problema inicial utilizando la recursion.

En cuanto al uso de las reglas combinatorias Roa, Batanero y Godino (2003)
afirman que:

e Laregla de la suma: Supongamos que un procedimiento A se puede hacer
de m maneras, y que un segundo procedimiento B se puede hacer de n
maneras. Ademas A y B son mutuamente excluyentes. Entonces el nUmero
de maneras como se puede hace A o B es (m+n) maneras.

En términos de conjuntos:
Si A1, Az Asz...., A, son conjuntos finitos no vacios, entonces:
[ATUAUAZU. .. UAR = 1ALl + 1AL + Al + ... + A

La regla de la suma se usa cuando el estudiante no recuerda las formulas y
trata de generalizar un modelo. El estudiante aplica la regla de la suma en
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el contexto del problema, dividiéndolo en subconjuntos mutuamente
excluyentes.

e La regla del producto: supdngase que el proceso consiste en k etapas,
fases o tareas independientes. La primera tarea se puede realizar de n;
maneras o da n; resultados posibles, para cada uno de estos resultados la
segunda tarea se puede realizar de n, maneras o da n, resultados posibles,
para cada uno de estos resultados la tercera tarea se puede realizar de ng
maneras o da ns resultados posibles, y asi sucesivamente, entonces el
namero de maneras como se pueden realizar las k tareas esta dado por
N1 XNo2XN3X... XNk,

En términos de conjuntos:
Si Aq, Az, As,..., An son conjuntos finitos no vacios, entonces:
A1 X Ao X Az X ... X Al = 1Al X 1Al X 1Azl X ... X AR

La regla del produto se usa en problemas en los cuales el estudiante trate
de generalizar un modelo combinatorio, en lugar de emplear férmulas.

De otro lado, English (2007) detalla las estrategias espontaneas desarrolladas por
nifios entre 7 a 12 afos, al resolver problemas combinatorios bidimensionales y
tridimensionales en una escuela australiana, entendiendo los problemas
bidimensionales como aquellos que combinan dos conjuntos heterogéneos (por
ejemplo: camisas y pantalones); y los problemas tridimensionales donde combinan
tres conjuntos (por ejemplo: camisas, pantalones y medias). Asi mismo, clasificd
las respuestas de los estudiantes en cinco estrategias para los problemas
bidimensionales y cinco estrategias similares para los problemas tridimensionales.
Dentro de las estrategias para los problemas bidimensionales se encuentran:

Estrategia 1. Caracterizada por ensayo y error, los estudiantes seleccionan
aleatoriamente la forma de vestir a los 0sos sin tener en cuenta algin
procedimiento sistematico de conteo.

Estrategia 2 y 3. Los nifios empiezan a usar un patrén para formar las
combinaciones (posibilidades), pero en la estrategia 2 faltan algunas posibilidades;
mientras que en la estrategia 3 logran todas las posibilidades al menos para un
elemento.

Estrategia 4 y 5. Los nifilos usan un patron llamado odémetro para formar las
diferentes combinaciones a partir de un mismo elemento. En las respuestas se
observa que terminan las combinaciones de un elemento y pasan al segundo
elemento hasta encontrar todas las posibilidades, pero determina todas las
combinaciones posibles en la estrategia 5.

De igual forma, en los problemas tridimensionales se caracterizaron las siguientes
estrategias:
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Estrategia 6: Similar a la estrategia 1 caracterizada por ensayo y error, en algunos
casos puede determinar todas las posibilidades.

Estrategia 7: Los nifios eligen un elemento constante pero determinar las
posibilidades completamente.

Estrategia 8: Los nifios adoptan un elemento constante y patrones ciclicos pero los
conteos no son determinados completamente.

Estrategia 9: Usan la estrategia del odometro sin determinar todas las
posibilidades del caso.

Estrategia 10. Usan la estrategia del odometro en forma sistematica y completa.

Finalmente se concluye que los nifios de 7 a 12 afios tienen mayor éxito en los
problemas bidimensionales, siendo la estrategia del odémetro la mas usada. En el
presente trabajo de indagacion se pretende usar dicha clasificacion para compara
las estrategias generadas por los estudiantes de octavo grado en la prueba
diagnéstica y determinar las estrategias mas utilizadas al resolver problemas de
tipo combinatorio simples.

De igual forma, al revisar la investigacion de Shin y Steffe (2008) se encuentran
estrategias de soluciobn a problemas combinatorios enumerativos de dos
estudiantes de séptimo grado usando su razonamiento aditivo y multiplicativo. Los
autores involucran la unidad contable como la union de unidades simples del
problema. Por ejemplo, si el interés del problema es encontrar todas las posibles
combinaciones con camisetas y pantalonetas, la unidad contable es el par de
camiseta- pantaloneta. Teniendo en cuenta lo anterior, los autores establecen las
siguientes categorias de analisis, partiendo del razonamiento aditivo y
multiplicativo:

e Enumeracion Aditiva: Cuando las unidades contables son reconocidas y
contadas aditivamente.

e Enumeracién Multiplicativa: Cuando las unidades contables son contadas
mediante la produccion de algun procedimiento multiplicativo que ahorre lo
aditivo.

e Enumeracién Multiplicativa Recursiva: Cuando la cantidad de elementos
a combinar o permutar es relativamente grande, hay reconocimiento de que
el problema se puede resolver para una cantidad de elementos mas
pequefia y luego proceder recursivamente para encontrar la respuesta.

Teniendo en cuenta las tres anteriores investigaciones y propuestas de

estrategias, se usara la siguiente clasificacion de posibles estrategias a utilizar por
los estudiantes.
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Tabla 3. Estrategias de resolucién para problemas combinatorios simples.

Roa-Batanero-
Godino (2003)

Shin & Steffe (2008)

English (2007)

Traducir el
problema en
otro problema
equivalente.

Descomponer
el problema en
subproblemas.

Fijar variables.

Enumeracion Aditiva

Enumeracion
Multiplicativa:

Enumeracioén recursiva
multiplicativa

En los problemas tridimensionales se describen
cinco estrategias:

Estrategia 6. Caracterizada por ensayo y error.
Estrategia 7 y 8. Los niflos empiezan a usar un

patrén para formar las combinaciones
(posibilidades).

Estrategia 9 y 10. Los nifios usan un patron llamado

odémetro para formar las diferentes combinaciones a
partir de un mismo elemento.

Las anteriores estrategias se seleccionan por las siguientes razones:

Las estrategias de Roa, Batanero y Godino (2003) se consideran
estrategias generales que pueden utilizarse en cualquier tipo de problema
matematico.

Las estrategias de Shin & Steffe (2008) se consideran importantes en
problemas que involucran el conteo de las enumeraciones, para el caso de
los problemas combinatorios simples se hace el conteo de las
combinaciones posibles determinadas.

Las estrategias 6 a la 10 de English (2007) se seleccionan porque los
problemas combinatorios simples tratados en este trabajo de indagacion
hacen referencia a problemas tridimensionales.

Las Unicas estrategias mencionadas en el marco referencial que no se tienen en
cuenta son las estrategias de English (2007) para problemas bidimensionales
(estrategias del 1 al 5), puesto que dichos problemas no son tratados en el
presente trabajo de indagacion.
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5. METODOLOGIA

Par poder cumplir con los propdsitos de la indagacion, el presente trabajo se
desarrolla en las siguientes fases:

1. Fase de Revision tedrica: se realiza un estudio previo sobre problemas
combinatorios simples, con el fin de apropiarse del conocimiento
matematico y didactico que se involucra en tal tematica.

1. Fase de Disefio: se elabora la prueba diagnostica que involucra tres
problemas de tipo combinatorio simple.

2. Fase de Aplicacion: se implementa la prueba disefiada con estudiantes de
octavo grado.

3. Fase de Andlisis de Resultados: Posterior a la aplicacion de la prueba
diagnéstica, se describen las respuestas de los estudiantes a la luz de las
investigaciones relacionadas en el marco referencial del presente trabajo de
indagacion, con el fin de identificar las estrategias de solucién abordadas
por los estudiantes.

4. Fase de Categorizacion de las estrategias de los estudiantes: Una vez
descritas las estrategias de solucion, se clasifican segun el tipo de
problema combinatorio simple (seleccion, particion, colocacion).

A continuacion se presenta de manera detallada el desarrollo de cada una de las
fases y los resultados de las mismas.

5.1 FASE DE REVISION TEORICA

En primera medida, se hace una revision de los estudios e investigaciones
relacionados con la combinatoria, con el fin de tener un amplio espectro de
posibilidades tedricas de la tematica. A partir de la revision se encuentra la
clasificacion de los problemas combinatorios simples propuesta por Dubois (1984),
citado en Roa (2000), y diferentes elementos que se debe tener en cuenta al
momento de la ensefianza y aprendizaje de la combinatoria, junto con las
estrategias de solucién y los errores mas comunes al resolver tales problemas.

5.2. FASE DE DISENO

En este apartado se comenta el disefio la prueba diagndstica compuesta por tres
problemas combinatorios simples y la gestion en el aula al momento de aplicarla.

5.2.1. Disefio de la prueba diagndstica

Con el fin de recoger informaciéon para responder la pregunta de indagacién
acerca de las estrategias que usan los estudiantes de grado octavo, con
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instruccion previa, al resolver problemas de tipo combinatorio simple, se disefian
tres problemas combinatorios simples: uno de seleccion, otro de particion y otro de
colocacion.

En las tablas 4, 5 y 6 se relacionan las hipotesis acerca de lo que podrian llegar a
hacer los estudiantes al resolver dichos problemas, teniendo en cuenta
operaciones de variacion, permutacion y combinacién, con o sin repeticion; la
regla de la suma y regla del producto; y las estrategias de traducir el problema en
otro equivalente, descomponer en subproblemas, fijar variables, enumeracion
aditiva, enumeracion multiplicativa, estrategia 6 “Ensayo y error”, estrategia 7,
estrategia 8, estrategia 9 “oddmetro incompleto” y estrategia 10 “oddémetro
completo”.

e Problema de seleccién: Comprando carro nuevo

La familia Ramirez esta decidiendo su “nuevo carro”. En el concesionario
deben decidir entre camioneta o automovil, de las marcas Mazda, Renault y
Chevrolet y entre los colores blanco, negro y azul. ¢De cuantas formas
distintas puede elegir la familia Ramirez su nuevo carro?

Figura 1. Imagen del problema “Comprando carro nuevo”.

= = F ‘—‘7 K4 N
\ -
 d
/ CHEVROLET

RENAULT

Este problema corresponde a un modelo de seleccion, segun la clasificacion de
Dubois (1984), porque enumera o cuenta las diferentes posibilidades que pueden
formarse a partir de un conjunto inicial (correspondiente a los tres colores, las tres
marcas y los dos estilos de carros) y ademas se clasifica como tridimensional
segun lo propuesto por English (2007). Por lo tanto es posible que se presenten
las estrategias de la N°6 a la N°10 de English (2007), la de fijar variables de Roa,
Batanero y Godino (2003) y como operacion combinatoria, aplicar la regla del
producto tal y como lo mencionan los mismos autores. La descripcion del posible
uso de estas estrategias se da en la tabla 4.
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Tabla 4. Posibles estrategias de resolucién para el problema de seleccion.

HIPOTESIS

Estrategia N° 6
Los estudiantes seleccionan de forma aleatoria las diferentes posibilidades de los estilos de
carros sin tener en cuenta algin procedimiento sistematico para este conteo. Por ejemplo:

Blanco
/ Camioneta.~"_ azul
Mazda automaovil Nego

Camioneta blanco
Chevrolet <
automovil negro
Camioneta azul
Renault <
Camioneta blanco

De esta manera continlan cambiando las opciones de combinacién, sin tener un orden,
obteniendo asi un resultado errado, probablemente menos combinaciones de las posibles o
repitiendo combinaciones; aunque pueda ser que en algiin momento acierten por casualidad en
la cantidad de las mismas.

También puede ocurrir que, al no tener un procedimiento sistematico al asignar las tres
variables al carro, olvide alguna de ellas y sélo asigne dos variables a la misma al momento de
establecer las combinaciones posibles.

Estrategia N° 7

Los estudiantes inician la asignacion sistematica de cada uno de los valores de las variables del
problema, teniendo en cuenta un patrén. Este patron se observa al establecer las posibilidades
asociadas al primer valor de la variable, pero no se continGa con €l en todo el proceso; ni
siquiera para determinar todas las combinaciones del primer valor de la variable.

camioneta
/ blanco
automovil
Mazda
~— camioneta
negro <
automovil
/ negro camioneta
Chevrolet
camioneta
~ blanco<
automovil

Por ejemplo, asignan los valores Mazda y Chevrolet a la variable marca, luego asocian las
posibilidades de color a ambos valores pero de manera incompleta y olvidan asignar el valor
Renault a la variable marca.

Estrategia N°8

Los estudiantes realizan una asignacion sistematica de los valores a una de las variables del
problema, teniendo en cuenta un patrén. Toman un valor de dicha variable y encuentran todas
las posibles combinaciones para ella; sin embargo, las combinaciones quedan incompletas en
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los otros valores de la variable seleccionada, al no establecerse todas las posibilidades en ellas.

Blanco
Mazd sé Megro
) Azul Blanco
AUTOMOVIL Chew cle%he 1 g

Blanco Azul

camione E_T:‘-

Renault azul

Por ejemplo asignan los valores de automovil y camioneta a la variable estilo, inician con el valor
‘automovil’ y le asocian todas las posibles combinaciones (9 combinaciones); pero para el valor
‘camioneta’ no completan el proceso.

Estrategia N°9 y N° 10 “Odémetro”.

El estudiante toma constante un valor de la variable y asigna sisteméaticamente los valores de
las otras variables del problema hasta agotar todas las posibles combinaciones. Posteriormente,
realiza el mismo procedimiento con los otros valores de la variable.

Cuando el estudiante realiza el anterior procedimiento y establece todas las combinaciones del
problema estaria en la estrategia 10, en caso contrario el estudiante estaria en la estrategia 9
porque estan incompletas las combinaciones del problema. Por ejemplo, en el problema de los
carros, el estudiante selecciona una de las variables del problema (por ejemplo, toma el estilo)
y le da un valor concreto (automovil) y a partir de él asigna, siguiendo el patrén del odémetro,
los valores a las otras variables (colores y marcas) hasta agotar todas las posibilidades. Asi
pues, fijando el estilo automdvil, se asigna primero los tres marcas al carro y luego los tres
colores, obteniendo nueve posibilidades.

Blanco
Mazd Eé Megro
) Azul Blanco
ALTOMOVIL Chewrol eéh ego

Blanco Azul

Fersl.,lt'< Megro
Azul

Blanco
Mazd 5% Megro
Azul Blanco
CAMIOMET A C hevrolet %’x-’: oro

Blanco Azul
Renault Negro

Después de haber agotado todas las opciones con estilo automovil, el estudiante realiza el
mismo procedimiento con el otro estilo (camioneta), para determinar todas las posibilidades del
problema.

Aunque se fija primero, en el planteamiento de las hipotesis, los estilos de carro y a ella le
asignan las otras variables (marca y color), se aclara que el estudiante puede fijar cualquiera de
las variables a los carros. Por ejemplo, los estudiantes pueden fijar primero los colores, las
marcas 0 los estilos de los carros.
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Estrategia Fijar Variable

El estudiante da valores concretos a una o mas variables del problema, por ejemplo fija la
variable marca de carro y le asigna el valor Mazda. Luego, para formar las combinaciones, a la
marca Mazda le asigna los tres valores de la variable color (blanco, negro y azul) y los dos
valores de la variable estilo (automévil y camioneta), resuelve este problema encontrando todas
las posibles combinaciones con la marca Mazda y, a partir de este resultado obtiene la cantidad
de combinaciones para un primer valor de variable (seis modelos de carros con la marca
Mazda). Como la variable marca tiene tres valores diferentes (Mazda, Chevrolet y Renault) se
generaliza el resultado anterior a cada uno de ellas. Por lo tanto, se obtiene:

6 posibilidades X 3 marcas de carro = 18 posibilidades finales

Por ejemplo pueden llegar a usar el método grafico a través de tablas.
MARCA | COLOR | CARRO
Mazda Azul Carro
Mazda Azul Automovil
Mazda Blanco Carro
Mazda Blanco Automovil
Mazda Negro Carro
Mazda Negro Automovil

Aunque se fija primero, en el planteamiento de las hipétesis, los estilos de carro y a ella le
asignan las otras variables (marca y color), se aclara que el estudiante puede fijar cualquiera de
las variables de los carros. Por ejemplo, los estudiantes pueden fijar primero los colores, las
marcas 0 los estilos de los carros.

Operacién Regla del Producto

El estudiante, con un razonamiento mas formal que no requiere enumerar todas las
posibilidades del problema, aplica la regla del producto en donde multiplica la cantidad de
colores, con la cantidad de marcas y la cantidad de estilos de carros:

2 estilos x 3 marcas x 3 colores = 18 posibles carros.

e Problema de particion: Nuevos uniformes de futbol

Una compafiia confecciona nuevos uniformes a partir de las prendas de
cuatro equipos de fatbol (Cali, Nacional, Millonarios y Colombia) de modo
gue al combinarlas, un uniforme no queda con prendas de un mismo
equipo. Una escuela de fatbol esta interesada en contratar a esta
compafiia con el fin de adquirir los uniformes para sus jugadores.
¢,Cuantos uniformes diferentes puede ofrecer la compafiia a la escuela?
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Figura 2. Imagen del problema “Nuevos Uniformes de Futbol”.

Este problema, segun la clasificacion de Dubois (1984), corresponde a un modelo
de particién, porque clasifica los elementos del conjunto inicial (las doce prendas
de los uniformes de futbol) en subconjuntos, para formar los nuevos subconjuntos
(otros nuevos uniformes). Por parte de English (2007) se considera como un
problema tridimensional por lo que es posible que los estudiantes utilicen las
estrategias comprendidas entre la N° 6 a la N° 10; o podran llegar a aplicar la de
fijar variables, traducir el problema en otro equivalente y como operacion, la
permutacion sin repeticion, segun lo afirma Roa (2000).

En esta situacion, el problema de los uniformes esta compuesto por dos variables
correspondientes a: la variable prenda con los valores - camiseta, pantaloneta y
medias -, y la variable equipo con los valores - Millonarios, Nacional, Cali y
Colombia.

Los estudiantes pueden asumir las siguientes posturas al momento de formar los
nuevos uniformes de fatbol:
e Tomar los valores de la variable prenda como principales y a éstos
asignarles implicitamente los valores de la variable equipo.
e Tomar los valores de los equipos como principales, formando grupos de
tres valores diferentes con ellos, y a éstos asignarles implicitamente los
valores de las prendas.
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Aunque puede escogerse cualquiera de las dos posturas, para el planteamiento
de las hipétesis se asume como principal los valores de la variable prenda a las
gue se les asigna implicitamente los valores de la variable equipo.

Tabla 5. Posibles estrategias de resolucién para el problema de particion.

HIPOTESIS

Estrategia N° 6.

Los estudiantes, en primera medida, seleccionan los valores de la variable prenda para el nuevo
uniforme (camiseta, pantaloneta y medias) y a cada una de ellas le asignan en forma aleatoria y
sin repetir, valores de la variable equipos (Millonarios, Nacional, Cali y Colombia), con el fin de
establecer todas las posibles combinaciones.

CAMISETA | PANTALONETA MEDIAS
Cali Colombia Nacional
Cali Nacional Millonarios
Colombia Nacional Millonarios
Nacional Cali Colombia
Nacional Millonarios Colombia
Millonarios | Cali Nacional

De esta manera, los estudiantes continllan cambiando las opciones de combinacién, sin tener en
cuenta un orden, obteniendo asi un resultado equivocado de las combinaciones posibles o por
casualidad pueden llegar a la cantidad de repuestas correctas sin ser sistematicos en el proceso.

También puede ocurrir que, al asignar sin ningun procedimiento sisteméatico los valores de los
equipos a cada uno de los valores de las prendas, repita algin valor en dos prendas del uniforme,
llevando a que no cumpla con las condiciones del problema propuesto.

Estrategia N° 7.

El estudiante fija un valor de la variable prenda (camiseta) y a ella le asigna sistematicamente
algun valor de la variable equipo (Cali). Luego, combina los valores restantes de la variable
equipo (Colombia, Nacional y Millonarios) a algunas de las prendas restantes (pantaloneta y
medias) de tal forma que establecen las posibilidades para el primer valor de la variable
(Camiseta de Cali) de manera incompleta; ademas, no continlla con este razonamiento para los
otros valores de la variable equipo para el valor fijado camiseta, logrando una solucién parcial de
la situacion.

CAMISETA | PANTALONETA | MEDIAS
Cali Colombia Nacional
Cali Colombia Millonarios
Cali Nacional Millonarios
Cali Nacional Colombia
Colombia Millonarios Cali
Colombia Millonarios Nacional
Millonarios | Colombia Cali

Estrategia N° 8

El estudiante fija un valor de la variable prenda (camiseta) y a ella le asigna sisteméaticamente
algun valor de la variable equipo (Cali). Luego, combina los valores restantes de la variable
equipo (Colombia, Nacional y Millonarios) a las prendas restantes (pantaloneta y medias) de tal
forma que establecen de manera correcta todas las posibilidades para el primer valor de la
variable (Camiseta de Cali), pero no continGa con este razonamiento para los otros valores de la
variable equipo para el valor fijado camiseta; logrando una solucion parcial de la situacion.
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CAMISETA | PANTALONETA | MEDIAS
Cali Colombia Nacional
Cali Colombia Millonarios
Cali Nacional Millonarios
Cali Nacional Colombia
Cali Millonarios Colombia
Cali Millonarios Nacional
Colombia Nacional Cali
Colombia Cali Nacional
Millonarios | Cali Nacional

Estrategia N° 9 y N°10 “Od6émetro”

El estudiante toma constante un valor de la variable y asigna sistematicamente los valores de las
otras variables hasta agotar todas las posibles combinaciones. Posteriormente, realiza el mismo
procedimiento con los otros valores de la variable seleccionada.

Cuando el estudiante realiza el anterior procedimiento y establece todas las combinaciones del
problema estaria en la estrategia 10, en caso contrario el estudiante estaria en la estrategia 9
porgue le hacen falta algunas combinaciones del problema.

Por ejemplo, en el problema de los uniformes, el estudiante selecciona algun valor de la variable
principal, en este caso la prenda (camiseta) y a ella le asigna implicitamente un valor de la
variable equipo (Cali), luego le asignan los valores restantes de la variable equipo (Colombia,
Nacional y Millonarios) a los valores restantes de la variable prenda (pantaloneta y medias), de tal
modo que no tenga el mismo valor de la camiseta (al no existir la posibilidad de tener dos prendas
de un mismo equipo), hasta agotar todas las posibilidades.

Una vez se fija el valor de la variable principal con su respectivo valor de la variable implicita, en
este caso que algun valor de la variable prenda asuma algun valor de la variable equipo (camiseta
de Cali), se asigna los valores de la variable equipo a la prenda pantaloneta, siguiendo el patréon
del odémetro (tomando los tres valores de la variable equipo, en el orden que se desee y por
tltimo hace el mismo patrén con la prenda medias, tomando sélo los valores restantes de la
variable equipo que no han sido asignadas ni a la camiseta ni a la pantaloneta).

CAMISETA | PANTALONETA MEDIAS
Cali Colombia Nacional
Cali Colombia Millonarios
Cali Nacional Colombia
Cali Nacional Millonarios
Cali Millonarios Colombia
Cali Millonarios Nacional
Nacional Colombia Cali
Nacional Colombia Millonarios
Nacional Millonarios Colombia
Nacional Cali Colombia
Nacional Millonarios Cali
Nacional Cali Millonarios
Colombia Cali Nacional
Colombia Cali Millonarios
Colombia Nacional Cali
Colombia Nacional Millonarios
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Colombia Millonarios Cali
Colombia Millonarios Nacional
Millonarios | Colombia Nacional
Millonarios | Colombia Cali
Millonarios | Nacional Colombia
Millonarios | Nacional Cali
Millonarios | Cali Colombia
Millonarios | Cali Nacional

Después de haber agotado todas las opciones con la camiseta de Cali, realiza el mismo
procedimiento con los valores restantes de la camiseta (Colombia, Nacional y Millonarios) para
determinar todas las posibilidades del problema.

Estrategia Fijar Variable

El estudiante da valores concretos a una o mas variables del problema, en este caso fija algun
valor de la variable prenda (camiseta) y le asigna implicitamente algun valor de la variable equipo
(Cali); luego, para formar las combinaciones, a la camiseta de Cali le asigna el valor de la
pantaloneta con los tres valores restantes de la variable equipo (Colombia, Nacional y Millonarios)
gue puede asumir dicha variable principal, finalmente asigna el valor de las medias con los dos
valores restantes que puede asumir la variable implicita equipos (diferente a los valores
asignados a la camiseta y a la pantaloneta); resuelve este problema encontrando todas las
posibles combinaciones con la camiseta de Cali y a partir de este resultado obtiene la cantidad
de combinaciones para un primer valor de variable (seis uniformes con la camiseta de Cali).
Como la prenda camiseta puede asumir los cuatro valores de la variable equipo (Cali, Colombia,
Millonarios y Nacional) se generaliza el resultado anterior a cada uno de ellas.

Se aclara que el estudiante puede fijar cualquiera de los valores de las prendas y la asignacion
implicita de los valores de la variable equipo a las mismas. Por ejemplo, los estudiantes pueden
fijar primero las medias, luego la pantaloneta y por dltimo la camiseta, asumiendo cualquiera de
los cuatro valores de la variable equipo. Procediendo de la anterior forma, se obtiene:

6 posibilidades X 4 valores de camisetas = 24 posibilidades finales

Por ejemplo pueden llegar a usar el método grafico a través de tablas.

CAMISETA | PANTALONETA | MEDIAS
Cali Colombia Nacional
Cali Colombia Millonarios
Cali Nacional Colombia
Cali Nacional Millonarios
Cali Millonarios Nacional
Cali Millonarios Colombia

Estrategia Traduccién del problema a otro equivalente

El estudiante reformula el problema de los nuevos uniformes de ftbol planteando un problema
equivalente de muestreo, y a través de la solucion de dicho problema se da respuesta al problema
original. A continuacion se hace el comparativo del problema principal y un posible problema
equivalente asi:

PROBLEMA PRINCIPAL

Organizar Uniformes para el Equipo
de Futbol

PROBLEMA EQUIVALENTE
Formar grupos de 3 equipos de
futbol, Seleccionandolos de los 4
equipos de futbol dados.

1. Se cuenta con 3 prendas
(camiseta, pantaloneta vy

1. Se cuenta con 4 equipos de
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medias). fatbol  (Cali, Colombia,
2. A cada prenda se le asigha Nacional y Millonarios).

un equipo de fatbol 2. Se debe formar grupos de 3

diferente. Son 4 equipos de equipos de fatbol.

fatbol los que se tienen en 3. ¢Cuantos grupos diferentes

cuenta. de 3 equipos de futbol se
3. ¢cuantos uniformes puede formar con los 4

diferentes puede ofrecer la equipos de fatbol dados?

compaiiia a la escuela?

Con el problema equivalente, el estudiante cambia el contexto del problema principal
convirtiéndolo en uno de muestreo, donde de los cuatro equipos de fatbol se forman grupos a
través de la seleccion de tres de ellos. Las diferentes posibilidades de formar los grupos de tres
equipos de fatbol equivalen a la asignacion de dichos equipos en las prendas de los uniformes,
asi que la respuesta del problema equivalente es la misma para el problema principal.

Operacién Permutacion sin repeticion

El estudiante puede aplicar la formula de permutacion sin repeticion, porque requiere formar
grupos de uniformes con prendas que no provengan del mismo equipo de fatbol. Para ello, el
estudiante puede asumir el siguiente razonamiento:

1. Asignar las cuatro opciones a una prenda, correspondiente al nUmero de equipos de
fatbol (por ejemplo a las camisetas).

2. Luego se multiplica por las tres opciones de otra prenda, al no poder ser escogida del
mismo equipo de la camiseta. Por ejemplo, si la camiseta fuese de Cali, la pantaloneta
debe ser escogida entre Millonarios, Colombia y Nacional.

3. Finalmente se multiplica por las dos opciones que le quedan a la ultima prenda, en este
caso las medias, porque debe ser escogidas de las prendas de los equipos que no fueron
seleccionados para la camiseta ni para la pantaloneta.

4 camisetas x 3 pantalonetas x 2 medias = 24 uniformes.

e Problema de colocacion: El campamento del grupo de Scout

El grupo de Scout, formado por tres estudiantes (Juan, Luis y Ana) y dos
profesores (Carlos y Elias), sale de campamento. Para la estadia llevan dos
carpas. ¢ De cuantas formas diferentes pueden distribuirse los miembros de
Scout en las carpas?

Figura 3. Imagen del problema “El campamento del grupo de Scout”.
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Este problema corresponde a un modelo de colocacion, segun la clasificacion de
Dubois (1984), porque distribuye los objetos (los tres nifios y dos profesores) en
cajas o casillas (las dos carpas). Por consiguiente es posible que los estudiantes
usen las enumeraciones aditiva y multiplicativa que proponen Shin y Steffe (2008),
la traduccién del problema en otro equivalente y la descomposicion del problema
en subproblemas segun lo plantea Roa, Batanero y Godino (2003) y como
operacion, la variacion con repeticion, segun lo afirma Roa (2000).

Tabla 6. Posibles estrategias de resoluciéon para el problema de colocacion.

HIPOTESIS
Estrategia Descomponer el problema en subproblemas
El estudiante divide la situacién principal (distribuir cinco personas en dos carpas) en tres sub-
problemas que resuelve independientemente, y con las soluciones parciales de los
subproblemas da respuesta al problema principal. Los tres sub-problemas que el estudiante
debe plantearse son:
1. Distribuir las cinco personas en sélo una de las carpas.
2. Distribuir cuatro personas en una carpa y una persona en la otra carpa.
3. Distribuir tres personas en una carpa y dos personas en la otra carpa.

Cuando el estudiante resuelva los tres sub-problemas obtiene los siguientes resultados:

1. Al distribuir las cinco personas en s6lo una de las carpas obtiene dos posibilidades (las cinco
personas en la carpa 1, las cinco personas en la carpa 2).

2. Al distribuir cuatro personas en una carpa y una sola persona en la otra carpa se obtiene 10
posibilidades (cinco posibilidades en donde las cuatro personas estan en la carpa 1 y sélo 1
persona en la carpa 2; y las otras cinco posibilidades cuando las cuatro personas que estaban
en la carpa 1 pasan a la carpa 2 y la persona que estaba en la carpa 2 pasa a la carpa 1).

3. Al distribuir tres personas en una carpa y dos en la otra carpa se obtienen 20 posibilidades
(10 posibilidades en donde tres personas estan en la carpa 1 y dos personas estan en la carpa
2; y las otras 10 posibilidades cambiando de carpa al grupo de personas, es decir, las tres
personas que estaban en la carpa 1 pasan a la carpa 2 y las dos personas que estaban en la
carpa 2 pasan a la carpa 1).

Ahora, conociendo los resultados de los sub-problemas se determina la respuesta del problema
principal asi:
2 + 10 + 20= 32 formas diferentes de distribuirse las 5 personas en 2 carpas.

Enumeracion Aditiva

Los estudiantes identifican como unidad contable el nimero de carpas donde son distribuidas
las cinco personas. Luego, ellos realizan la distribucién de las personas en las dos carpas y
enumeran las combinaciones obtenidas a través de conteo. Por ejemplo:

N© CARPA1 CARPA 2

1 Juan, Luis, Ana, Carlos y Elias | Vacia

2 Vacia Juan, Luis, Ana, Carlos y Elias
3 Juan, Luis, Ana, Carlos Elias

4 Elias Juan, Luis, Ana, Carlos Elias
5 Juan, Luis, Ana, Elias Carlos

6 Carlos Juan, Luis, Ana, Elias Carlos
7 Juan, Luis, Calos, Elias Ana

8 Ana Juan, Luis, Carlos, Elias

9 Juan, Ana, Carlos, Elias Luis
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10 Luis Juan, Ana, Carlos, Elias
11 | Luis, Ana, Carlos, Elias Juan

12 | Juan Luis, Ana, Carlos, Elias
13 | Juan, Luis, Ana Carlos, Elias

14 | Carlos, Elias Juan, Luis, Ana

15 | Juan, Luis, Carlos Ana, Elias

16 | Ana, Elias Juan, Luis, Carlos
17 | Juan, Carlos, Ana Luis, Elias

18 Luis, Elias Juan, Carlos, Ana
19 Luis, Carlos, Ana Juan, Elias

20 | Juan, Elias Luis, Carlos, Ana
21 Luis, Juan, Elias Carlos, Ana

22 | Carlos, Ana Luis, Juan, Elias
23 | Ana, Juan, Elias Carlos, Luis

24 | Carlos, Luis Ana, Juan, Elias
25 | Ana, Luis, Elias Carlos, Juan

26 | Carlos, Juan Ana, Luis, Elias
27 | Juan, Carlos, Elias Ana, Luis

28 | Ana, Luis Juan, Carlos, Elias
29 Luis, Carlos, Elias Ana, Juan

30 | Ana, Juan Luis, Carlos, Elias
31 | Ana, Carlos, Elias Luis, Juan

32 Luis, Juan Ana, Carlos, Elias

Por ejemplo, en la representacion tabular se observa la enumeracion de las dos combinaciones
posibles para distribuir el grupo de las 5 personas en alguna de las carpas (ver color rosado),
luego establece las 10 combinaciones posibles para distribuir 4 personas en una carpa y 1
persona en la otra carpa (ver color azul) y finalmente establece las 20 combinaciones para
distribuir tres personas en una carpa y dos personas en la otra carpa (ver color naranja). En
resumen, el objetivo principal de la enumeracion aditiva es contar — o como su nombre lo indica-
enumerar todas las combinaciones posibles del problema en forma aditiva.

Si el estudiante no lleva una secuencia en la enumeracion de los casos podria ocurrir que
determine parcialmente las combinaciones posibles dando una respuesta errada del problema.

Enumeraciéon Multiplicativa

El estudiante puede reducir la enumeracion de los casos si se ayuda del razonamiento
multiplicativo. Para el problema de las carpas, el estudiante descompone el problema en tres
subproblemas (mirar la primera estrategia) y para dar respuesta a ellos (distribuir cinco
personas en una carpa y dejar la otra carpa vacia, distribuir cuatro personas en una carpa y una
persona en la otra carpa, distribuir tres personas en una carpa y dos personas en la otra carpa)
se ayuda de la enumeracion multiplicativa.

Al distribuir las cinco personas en la carpa 1 y dejar la carpa 2 vacia se obtiene:

N° | CARPA 1
1 Juan, Luis, Ana, Carlos, Elias

CARPA 2

Pero, como el mismo grupo de cinco personas puedan ser distribuidas en la carpa 2 y dejar la
carpa 1 vacia, es ahi donde el estudiante se ayuda de la enumeracion multiplicativa para
resolver los subproblemas. En este caso, 1 caso x 2 carpas = 2 posibilidades.

Asi mismo, al distribuir cuatro personas en una carpa y una persona en la otra carpa, el
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estudiante hace todas las posibilidades de que las cuatro personas estén en la carpa 1 y la otra
persona en la carpa 2, obteniendo 5 combinaciones posibles. Luego multiplica por dos las
combinaciones anteriores, indicando que ocurren las mismas posibilidades con cambiar de
carpas a las personas.

N° | CARPA 1 CARPA 2
1 Juan, Luis, Ana, Carlos Elias

2 Juan, Luis, Ana, Elias Carlos

3 Juan, Luis, Calos, Elias Ana

4 Juan, Ana, Carlos, Elias Luis

5 Luis, Ana, Carlos, Elias Juan

Ahora, si cada persona de la carpa 1 pasa a la 2, y las cuatro personas de la carpa 2 pasan a la
carpa 1, se obtendrian cinco posibilidades mas.

5 posibilidades x 2 carpas = 10 posibilidades totales
Asi mismo, el estudiante puede ayudarse de la enumeracion multiplicativa para distribuir tres

personas en una carpa y dos en la otra carpa, estableciendo las posibilidades que el grupo de
tres personas esté en la carpa 1 y las otras dos personas estén en la carpa 2.

N° CARPA 1 CARPA 2
1 | Juan, Luis, Ana Carlos, Elias
2 | Juan, Luis, Ana, Elias Ana, Elias

3 | Juan, Luis, Calos, Elias | Luis, Elias

4 | Juan, Ana, Carlos, Elias | Juan, Elias
5 | Luis, Ana, Carlos, Elias | Carlos, Ana
6 | Juan, Ana, Elias Carlos, Luis
7 | Luis, Ana, Elias Carlos, Juan
8 | Juan, Carlos, Elias Ana, Luis

9 | Luis, Carlos, Elias Ana, Juan
10 | Ana, Carlos, Elias Luis, Juan

Posteriormente, asume que ocurren los mismos casos si s6lo se cambia de lugar a las personas
de carpas (los que estaban en la carpa 1 pasan a la carpa 2 y viceversa).

10 posibilidades x 2 carpas= 20 posibilidades.

Por ultimo, suma los tres resultados obtenidos anteriormente con el fin de dar respuesta al
problema principal. Sin embargo, si el estudiante determina en forma parcial las combinaciones
en cada subproblema (las obtenidas en forma enumerativa y luego multiplica por dos) estaria
dando una respuesta errada al problema.

Traduccioén del problema en otro equivalente

El estudiante reformula el problema de organizar cinco personas en dis carpas en un problema
de lanzar cinco veces una moneda normal y determinar su espacio muestral, es decir, tiene que
describir las diferentes posibilidades de obtener (cara o sello) en un lanzamiento, en dos
lanzamientos, en tres lanzamientos, en cuatro lanzamientos y en cinco lanzamientos.

El estudiante asume los cinco lanzamientos como las cinco personas del problema principal y la
composicion de una moneda (cara, sello) es asumida como las dos carpas del problema
principal.

El estudiante resuelve el problema de los cinco lanzamientos de la moneda y asume esa
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respuesta al de la organizacién de las cinco personas en las dos capas, al ser problemas
equivalentes. Por tanto, la respuesta es 32 posibilidades.

Operacion Variacion con repeticion

El estudiante aplica la férmula de variacién con repeticion VR=n* porque quiere formar con los
elementos n de un conjunto, en este caso las dos carpas, grupos de k elementos, para este
caso las cinco personas, de tal modo que los elementos de cada arreglo contienen elementos
distintos (no puede estar la misma persona en las dos carpas a la vez). Por esa razén, se va
asignar grupos de 1, 2, 3, 4 y 5 personas en dos carpas diferentes asi:

5 personas | 4 personas | 3 personas | 2personas | 1persona
2 2 2 2 2
posibilidades | posibilidades | posibilidades | posibilidades | Posibilidades

Como cada grupo de personas tiene dos posibilidades de carpas, el estudiante deduce que se
repite 5 veces el nimero 2, es decir, 2x2x2x2x2=2"=32 posibilidades.

5.2.2. Disefio general de la intervencion
En este apartado se comenta la gestion prevista en el aula para el desarrollo de
cada uno de los problemas, junto con los materiales e implementos a utilizar.

La prueba diagndstica se realiza, en forma individual, a 38 estudiantes de un curso
de octavo grado. A cada uno de ellos se les entregara tres guias en donde se
presentan los problemas con un espacio en blanco para que los estudiantes
realicen alli los procedimientos pertinentes; asi mismo, se entregan los materiales
necesarios: en el problema de formar nuevos uniformes se entregan los recortes
(camiseta, medias y pantaloneta) de los cuatro equipos de futbol, en los otros dos
problemas (comprando carro nuevo y el campamento de los scout) solamente se
entrega la guia.

5.3. FASE DE APLICACION

La prueba diagnéstica se desarroll6 en dos horas de clase (100 minutos) a un
grupo de 38 estudiantes de octavo grado del colegio Nuestra Sefiora de Fatima.
Las dos horas de clase para dicha aplicacion se pidieron a la docente de
matematicas titular del curso con anterioridad.

El dia de la realizacion de la prueba diagnostica, los estudiantes fueron muy
colaboradores y dispuestos a la misma. Las docentes investigadoras les
comentaron que la prueba que iban a realizar mostraria lo que ellos conocian,
hasta el momento, sobre probabilidad, y mas especificamente sobre problemas
combinatorios. Luego se les dio las instrucciones sobre el desarrollo de las guias.
Cada estudiante resolvio los problemas propuestos de forma individual.
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La primera guia entregada fue “Nuevos Uniformes de Futbol” en donde la mayoria
de los estudiantes llamaban a alguna de las docentes para preguntar por lo que
debian hacer, en este caso las profesoras les pedia que contaran con sus propias
palabras lo que habian entendido del problema y de ahi se iniciaba el
direccionamiento a una mejor comprension del mismo.

A nivel general se pregunt6 a los estudiantes sobre el problema y se llego a la
comprension del mismo escuchando los comentarios de ellos y asi todos
entendieron. Los estudiantes se ayudaron de los recortes de los uniformes para
formar todas las combinaciones posibles.

Cada estudiante tenia el tiempo necesario para resolver los problemas, segun su
ritmo de trabajo se iban entregando las otras pruebas. Por esa razén, cuando el
estudiante terminaba el problema de los nuevos uniformes, se le entregaba el
problema de los carros y una vez terminado éste se le entregaba el problema de
las carpas. Finalmente se recibieron todas las guias para luego ser analizadas,
con el fin de dar solucién a la pregunta de indagacion.

5.4. FASE DE ANALISIS DE DATOS

Se da inicio al proceso de observacion y descripcion de las respuestas abordadas
por los estudiantes en cada uno de los problemas propuestos, a través del
contraste con el marco referencial segun se mostré en la tabla 3 y al mismo tiempo
con las hipotesis planteadas en las tablas 4, 5y 6.

A continuacion se describe las estrategias de solucion utilizadas por los
estudiantes en los tres problemas combinatorios simples.

5.4.1. Estrategias de solucion a problemas combinatorios de seleccién

En esta seccion se comenta las estrategias de solucion utilizadas por los
estudiantes ante el problema combinatorio de seleccion titulado “Comprando
nuevo carro” propuesto en la prueba diagndstica.

La familia Ramirez esta decidiendo su “nuevo carro”. En el concesionario
deben decidir entre camioneta o automdvil, de las marcas Mazda, Renault y
Chevrolet y entre los colores blanco, negro y azul. ¢De cuantas formas
distintas puede eleqir la familia Ramirez su nuevo carro?

o Estrategia 6 “Ensayo y error”.
Los estudiantes que utilizaron esta estrategia, asumieron las caracteristicas que
nombra English (2007), pues no siguieron un patron al momento de asignar los
valores a las tres variables del problema (marca, estilo y color), conllevando a que
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no se establecieran todas las combinaciones o que repitieran varias veces la
misma combinacién. Sin embargo, aunque English (2007) concibe tal estrategia
muy basica y de poca efectividad en la resolucién del problema, se encontré que
un estudiante determind todas las combinaciones posibles al problema de los
carros con dicha estrategia (figura 4).

Figura 4. Estrategia “Ensayo y Error” al problema de seleccion.
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En primera medida, en la figura 4 se observa que el estudiante asume la
asignacion de las caracteristicas del carro en el siguiente orden: estilo — marca —
color. Sin embargo, al momento al momento de asignar los valores de cada
variable no se observa un orden sistematico, pero logra determinar todas las
posibles combinaciones del problema.

De otro lado, en la utilizacion de esta estrategia se hizo evidente la falta de
combinaciones o la repeticién de las mismas, lo que lleva a que no obtenga las
combinaciones posibles del problema. Por ejemplo, en la figura 5 se presentan
17 combinaciones de las cuales 2 se encuentran repetidas, lo que indica que
solamente se determinaron 15 de las 18 combinaciones posibles.
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Figura 5. Utilizacion estrategia “Ensayo y Error” en forma incompleta.
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Los estudiantes que utilizaron esta estrategia, asignaron, tal y como lo afirma
English (2007), un patrén ciclico a una de las variables y posteriormente, a ella le
asocio los valores de las otras dos variables haciendo uso de un patron ciclico. Sin
embargo, en algunos casos, cambiaron el patrén ciclico en el mismo problema y

dejan pendiente o repiten algunas combinaciones.

Figura 6. Estrategia 7 en el problema de seleccion.
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En la figura 6 se evidencia la utilizacion de la estrategia 7, puesto que el
estudiante asigna el patron Renault, Chevrolet y Mazda a la variable Marca en tres
ciclos y le asocia a ellas las otras variables (color y estilo), pero no logra obtener
todas las combinaciones, al menos para un valor de la variable marca. Por
ejemplo, le hizo falta en la marca Renault las combinaciones: Renault- negro-
camioneta, Renault- azul- automovil, Renault — blanco- camioneta.

e Estrategia 8
La Unica diferencia de ésta estrategia con la estrategia 7 se debe a la

determinacién de las combinaciones posibles, pues en la estrategia 8 se
establecen dichas combinaciones al menos para un valor de la variable fijada.

Figura 7. Estrategia 8 al problema de seleccion.
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En la figura 7 se evidencia la utilizacion de la estrategia 8 propuesta por English
(2007), puesto que el estudiante asigna dos veces el patron Renault, Chevrolet y
Mazda a la variable Marca para luego asignar los otros valores de las dos
variables restantes (color y estilo). Sin embargo, se observa un cambio al interior
del patréon ciclico primario, ahora repite dos veces cada valor de la marca
conservando el patrén Renault, Chevrolet y Mazda. Aunque el estudiante no
determina todas las combinaciones del problema, al menos establece las
combinaciones posibles con la marca Renault.
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e Estrategia “Odémetro Incompleto”.
Los estudiantes que utilizaron esta estrategia, tuvieron en cuenta lo descrito por
English (2007) porque fijaron un valor de una de las variables y a ella le asociaron
las otras dos variables, pero no lograron determinar todas las combinaciones del
problema.

Figura 8. Estrategia 9 al problema de seleccion.
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Para el caso expuesto en la figura 8, el estudiante fija la camioneta como valor de
la variable estilo y a ella le asocian los valores de las otras dos variables (marca y
color), obteniendo todas las combinaciones con la camioneta (9 combinaciones
para la camioneta). Asi mismo, continla el mismo procedimiento con el valor
automovil pero no logra determinar todas las combinaciones para la segunda
asignacion.

e Estrategia 10
Los estudiantes que utilizaron esta estrategia, fijaron una de las tres variables del
problema (marca, color 6 estilo) y a ella le asociaron los respectivos valores de las
otras dos variables, con el fin de obtener las posibles combinaciones con el primer
valor de la variable fijada. Luego, realiza el mismo procedimiento con los otros
valores de la variable fijada y asi obtiene todas las posibles combinaciones del
problema.

Las figuras 9 y 10 son ejemplos de utilizacion del odémetro completo propuesta
por English (2007), puesto que establecieron las variables fijas con sus
respectivos valores (para la figura 9 se fijo la marca del carro, y para la figura 10
se fij6 el estilo del carro), obteniéndose las 18 combinaciones posibles del
problema.

40



Figura 10. Estrategia del odémetro con variable fija.

De otro lado, se observaron dos respuestas descontextualizadas que pudieron
haberse originado por la inadecuada comprensién al problema de seleccién, al no
realizar las combinaciones posibles con las tres variables indicadas para dar
solucién al problema de los carros. A continuacion se detallan los razonamientos
de estos estudiantes.
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Figura 11. Respuesta descontextualizada al problema de seleccion.
(oky

4\\’2'00,.0 s Mg (ol alt

1 A' ‘\ (“1 iy P . < >
- 0'\'- s \f '\ : - 2 ey o
v!ﬁ((;\"; ‘ e
e — 1’ Y av, A .‘\' L ~ 3 '
‘\\ t?(\“_\ _\\L‘ ‘\ VAT ka 8 ok -‘!\J. OIMiesne §U * -".J‘{ i in
et B oeheyrols | SORMoN
\ ) . i r W AR - 4 ! 4 '
T I otda \ | K \.,'J,\v.w»/.\ } ' ',“'f‘,
5 ﬁ\‘l‘ J ‘.\ *‘ Wer ) | J } ' \%e v
NI YY) ' l
< "(.,'_ , W 1A | n ..",‘
L I‘QJ‘R- * f! ¢ ’J" A 5 o

(5 (\.'f*"w(.."yx“ b Mozda ‘

En la figura 11 se observa que el estudiante concibié cada una de las tres
variables (color, marcas y estilos de carros) en forma independiente, estableciendo
las ordenaciones en cada grupo y no como la unién de las tres variables para
determinar las posibles combinaciones para el nuevo carro. Este razonamiento
muestra que el estudiante no comprendio el problema de seleccion, pues de haber
sido asi, tenia que haber asignado las tres variables al conjunto principal, en este
caso, a la determinacion del carro.

En la Figura 12, se observo el caso de la asignacién de colores diferentes a los
carros Yy no tuvo en cuenta los estilos en los carros marca Renault (primera
columna), y en las otras combinaciones no tuvo en cuenta la marca del carro
(segunda y tercera columna). Aunque estableci6 18 combinaciones, el mismo
namero de combinaciones posibles para el problema de los carros, no se pueden
asumir como validas pues so6lo tuvo en cuenta dos de las tres variables pedidas
en el problema.

Figura 12. Respuesta descontextualizada al problema de seleccion.
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5.4.2. Estrategias de solucion a problemas combinatorios de particion.

En esta seccion se comentan las estrategias de resolucion utilizadas por los
estudiantes al problema combinatorio de particion titulado “Nuevos Uniformes de
Fatbol” propuesto en la prueba diagnéstica.

Una compafia confecciona nuevos uniformes a partir de las prendas de
cuatro equipos de futbol (Cali, Nacional, Millonarios y Colombia) de modo
gue al combinarlas, un uniforme no queda con prendas de un mismo
equipo. Una escuela de futbol estd interesada en contratar a esta
compafia con el fin de adquirir los uniformes para sus jugadores.
¢ Cuéntos uniformes diferentes puede ofrecer la compafiia a la escuela?

A continuaciébn se comentan las estrategias de solucion utilizadas por los
estudiantes al resolver este problema.

o Estrategia 6 “Ensayo y Error”.
Los estudiantes que utilizaron esta estrategia, tuvieron en cuenta lo propuesto por
English (2007), porque asignaron aleatoriamente los valores de la variable equipo
(Nacional, Millonarios, Cali y Colombia) a cada uno de los valores de la variable
prenda (camiseta, pantaloneta y medias) para formar los nuevos uniformes de
futbol, de tal forma que no hubiese prendas con el mismo valor de la variable
equipo.

Al no llevar una asignacion sistemética de los valores a cada una de las prendas
del uniforme, hubo estudiantes que repitieron combinaciones o dejaron incompleta
las combinaciones.

Para el caso del problema de los nuevos uniformes no se hallé evidencia de una
correcta solucion a través de esta estrategia, pues de los estudiantes que la
aplicaron, ninguno de ellos obtuvo todas las combinaciones posibles.

Por ejemplo, en la figura 13 no se observa un orden al momento de asignar los
valores de la variable equipo (Nacional, Millonarios, Cali y Colombia) a cada una
de las prendas, y aunque tuvo en cuenta no repetir los valores de los equipos en
cada una de las prendas, al final determina dos veces la misma combinacién.
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Figura 13. Estrategia “Ensayo y Error” al problema de particién.

[1 Repite la combinacién millonarios — Colombia — Cali

También puede ocurrir que el estudiante obtiene las combinaciones dejando como
variables fijas las prendas con los valores (camiseta, pantaloneta y medias) y
realiza todas las posibles combinaciones sin tener en cuenta un conteo
sistematico, de tal forma que le asigna el mismo valor a las prendas (camiseta y
pantaloneta).

Por un lado, en la figura 14, el estudiante toma de forma aleatoria los valores de
los equipos y se los asigna a las prendas, sin tener en cuenta un orden o
secuencia que le permita obtener de forma correcta las combinaciones requeridas
para dar una correcta solucién a la situacion presentada.
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Figura 14. Valores iguales en el problema de particion.

Sin embargo, a la mayoria de los estudiantes les hizo falta combinaciones, debido
a que no seguian un patron al momento de asignarle los valores a cada una de las
prendas, tal y como se evidencia en la figura 15.

Figura 15. Estrategia Ensayo y Error en el problema de particion.
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e Estrategia 7
Los estudiantes que utilizaron esta estrategia, fijaron un valor de la variable
equipos a alguno de los valores de la variable prenda, por ejemplo, tomaron la
camiseta y le fijaron el valor de Cali; posteriormente, asignaron a través de un
patrén los valores restantes de los equipos a cada una de las prendas restantes,
teniendo en cuenta que los valores de ellas no se repitieran con el valor de la
primera prenda fijada. Sin embargo, el patron se mantiene dos veces y finalmente
recurren a ensayo y error para establecer las otras combinaciones. Ademas, no

encuentra todas las combinaciones posibles ni siquiera para el primer valor de la
prenda.

Al analizar la respuesta presentada en la figura 16, se observa un patron ciclico
(Millonarios, Nacional, Colombia y Cali) en la prenda camiseta, tal y como lo
menciona English (2007), en dos bloques y a ellas le asocia los otros valores de
los equipos a las pantalonetas y a las medias. Luego, se olvida del patron anterior
y empieza la asignacion del valor a la camiseta sin un orden, lo que lleva a que
repita algunas combinaciones (Ver figura 16).

Figura 15. Estrategia 7 en el problema de particion.
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También puede ocurrir que aunque el patron ciclico esta presente en todas las
combinaciones establecidas, no logra determinar todas las combinaciones al
menos para un valor de la prenda. Tal caso se expone en la figura 17, en donde
se asigna el patron ciclico Millonarios, Cali, Colombia y Nacional a la camiseta,
luego le asocia los otros valores a las dos prendas restantes (pantaloneta y
medias) sin lograr determinar las combinaciones al menos para un valor de la

variable camiseta, pues a cada una de ellas le determin6 3 combinaciones de las 6
combinaciones.
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Figura 16. Estrategia 7 con combinaciones faltantes.
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e Estrategia 8

El estudiante que utilizé esta estrategia, asigné un valor fijo de la variable equipo
(Nacional, Cali, Colombia y Millonarios) a la prenda camiseta, luego le asoci6 a
ella la pantaloneta y las medias con valores diferentes al asignado a la camiseta.
Posteriormente, realiz6 el mismo procedimiento asignando los otros valores de los
equipos a la camiseta y asi poder hallar las otras combinaciones. Aunque
establece catorce combinaciones, s6lo determina todas las combinaciones para la
camiseta con valor de variable Colombia (6 combinaciones posibles), dejando los
otros casos incompletos.

Por ejemplo, en la figura 18 se observa lo propuesto por English (2007), porque el
estudiante asigna un valor fijo de la variable equipo a la prenda camiseta (M que
significa Millonarios) y a ella le asocia las prendas restantes con valores diferentes
a la camiseta; luego, asigna dos valores restantes (Cali y Colombia) a la prenda
camiseta y realiza el mismo procedimiento anterior. Aunque el valor de la variable
fijada se observa en todas las combinaciones halladas, olvidé tomar a Nacional
como un valor posible para dicha combinacién; ademas, soélo establece las seis
combinaciones posibles fijando el valor de Colombia a la prenda camiseta.
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Figura 18. Estrategia 8 al problema de particion.
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1 combinaciones completas para la camiseta de Colombia.

e Estrategia “Odémetro Incompleto”.

Los estudiantes que utilizaron esta estrategia, fijaron un valor de la variable
equipos y la asignaron a un valor de la variable prenda. La mayoria de los
estudiantes asumieron el patron camiseta — pantaloneta — medias al momento de
formar los nuevos uniformes. Una vez fijada la prenda con su respectivo valor de
la variable equipo, le asocian las otras prendas con valores diferentes a la
camiseta para obtener las combinaciones posibles con el primer valor de la
variable (6 combinaciones posibles).

Posteriormente, fija los valores restantes de la variable equipo a la prenda
camiseta y procede de igual manera, para establecer las combinaciones totales;
sin embargo, le hacen falta algunas combinaciones. Por ejemplo, en la figura 18
se observa, en primer lugar, la asignacion del valor millonarios a la prenda
camiseta y a ella le asocian los valores restantes de la variable prenda
(pantaloneta y medias) con valores diferentes de la variable equipo, esto con el fin
de no repetir el valor de los equipos en las tres prendas del uniforme de fatbol.

Sin embargo, so6lo obtuvo una combinacion fijando el valor de Colombia a la

camiseta y olvidé fijar el valor de Nacional a la camiseta para determinar las
combinaciones faltantes.
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Figura 19. Estrategia 9 al problema de particion.
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[] Combinaciones totales fijando el valor de Millonarios a la camiseta.
[] Combinaciones totales fijando el valor de Cali a la camiseta.

e Estrategia “Odémetro completo”
Los estudiantes que utilizaron esta estrategia, determinaron todas las posibles
combinaciones al problema de los nuevos uniformes, tal y como lo afirma English
(2007) al ser la estrategia maxima que ésta autora propone. El razonamiento es
similar al expuesto en la estrategia 9, difiriendo Unicamente en que en la estrategia
10 se establecen todas las combinaciones del problema planteado.

Por ejemplo, en la figura 20 se observa como el estudiante toma la camiseta y a
ella le asigna los distintos valores que asume la variable equipo. En primera
medida, fija el valor de millonarios a la camiseta y le asocia la prenda pantaloneta
con los tres valores restantes de la variable equipo — en este orden, Cali,
Colombia y Nacional. Posteriormente, a cada combinacién de camiseta vy
pantaloneta le asocian las medias con los dos valores restantes que puede asumir
de la variable equipo, obteniendo asi seis combinaciones posibles para el primer
valor de la camiseta.

Finalmente, realiza el mismo procedimiento con los otros tres valores de la

variable equipo (Cali, Colombia y Nacional) que puede asumir la prenda camiseta
y asi obtiene las combinaciones totales del problema planteado.
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Figura 20. Estrategia 10 al problema de particién.
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[ Combinaciones totales fijando el valor Millonarios a la camiseta.
[] Combinaciones totales fijando el valor Cali a la camiseta.

[1 Combinaciones totales fijando el valor Colombia a la camiseta.

[ Combinaciones totales fijando el valor Colombia a la camiseta.

e Otra estrategia
Algunos estudiantes aplicaron una estrategia no conocida ni reportada en las
investigaciones relacionadas en el marco referencial del presente trabajo. Sin
embargo, sélo un estudiante obtuvo éxito con esta estrategia al obtener todas las
combinaciones posibles del problema.

Se considera una estrategia muy intuitiva y recursiva, pues determina las posibles
combinaciones fijando un valor para a la primera prenda (en este caso a la
camiseta) y los valores restantes los asigna a las otras dos prendas (pantaloneta
y medias) atendiendo a no repetir, obteniendo asi tres combinaciones para el
primer valor de la prenda fijada. Realiza el mismo procedimiento con los otros tres
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valores que puede asumir la camiseta y obtiene 12 combinaciones posibles en
total.

Figura 21. Nueva estrategia de solucion para el problema de particion.

[] Combinaciones parciales para la camiseta con valor fijo Millonarios.

[]1 Combinaciones parciales para la camiseta con valor fijo Cali.

[] Combinaciones parciales para la camiseta con valor fijo Colombia.
Combinaciones parciales para la camiseta con valor fijo Nacional.

Luego, a cada una de las doce combinaciones anteriores, deja fijo el valor de la
camiseta y s6lo cambia el valor de la pantaloneta con el valor de las medias y
viceversa. Por ejemplo, comparando las combinaciones de la camiseta con valor
fijo millonarios de la figura 21 (ver combinaciones de color rojo) con las
combinaciones de la camiseta con valor fijo millonarios de la figura 22 (ver
combinaciones de color rojo), se observa el cambio de valores de la pantaloneta
con el de las medias y viceversa.

Con cada una de las combinaciones realiza el mismo procedimiento, obteniendo
doce nuevas combinaciones posibles, para un total de 24 combinaciones en total.
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Figura 22. Continuacion de la estrategia para el problema de particion.

1 combinaciones faltantes para la camiseta con valor fijo Millonarios.

[ Combinaciones faltantes para la camiseta con valor fijo Cali.

[] Combinaciones faltantes para la camiseta con valor fijo Colombia.
Combinaciones faltantes para la camiseta con valor fijo Nacional.

También se encontrd otro estudiante que realizé combinaciones con los valores
de los equipos, repartiendo estos valores en grupos de tres, encontrando 24
posibilidades, pero no tuvo en cuenta la variable prendas, lo que no le permitié
tener una adecuada solucion al problema (ver figura 23).
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Figura 23. Distribucion de los valores de los equipos en grupos de 3 casos.
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Lo curioso de la solucién presentada en la figura 23 es que, el numero y la
enumeracion de las combinaciones obtenidas por el estudiante coinciden con las
combinaciones posibles del problema de los nuevos uniformes, lo que lleva a
deducir que posiblemente el estudiante empezé a formar las combinaciones de
tres equipos y olvido agregarlos implicitamente a la variable principal, en este caso
las prendas de los uniformes de futbol (camiseta, pantaloneta y medias).

5.4.3. Estrategias de solucion a problemas combinatorios de colocacién.
En esta seccibn se comentan las estrategias de solucion utilizadas por los

estudiantes ante el problema combinatorio de colocacion titulado “El campamento
del grupo de Scout”.

El grupo de Scout, formado por tres estudiantes (Juan, Luis y Ana) y dos
profesores (Carlos y Elias), sale de campamento. Para la estadia llevan 2

carpas. ¢ De cuantas formas diferentes pueden distribuirse los miembros de
Scout en las carpas?

En este caso, todos los estudiantes asumieron el problema de distribuir las cinco
personas en las dos carpas como la asignacion de grupos de personas a cada
carpa. Sin embargo, al momento de la asignacion de las personas se presentaron
errores que llevaron al no establecimiento de las combinaciones totales,
mostrando que la dificultad se debié mas a la inadecuada asignacion sistematica

de las cinco personas en las carpas en lugar de una inadecuada utilizacion de la
estrategia.
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El dnico estudiante que asumié ambas carpas a la vez y asigné las personas a
cada una de ellas se puede observa en la figura 25. Para ello, descompuso el
problema en 3 subproblemas (colocar cinco personas en una carpa y la otra carpa
vacia, distribuir cuatro personas en una carpa y una persona en la otra carpa,
distribuir tres personas en una carpa y dos en la otra carpa) y establecio las
diferentes combinaciones para cada una de ellas tal y como se habia propuesto en
la hipotesis descomponer el problema en subproblema, descrito en la tabla 6.

Luego, con el simbolo (€-»), indica que a cada combinacion
hallada le cambia el grupo de persona que tenia en la carpa,
asumiendo que las personas son las mismas de la primera
combinacion s6lo que en la otra carpa. Este Ultimo
razonamiento muestra la enumeracion multiplicativa de Shin &
Steffe (2008) pues, en un momento, establece todas las
combinaciones sin tener en cuenta cambiarlas de carpa, pero al
intercambia los grupos de personas obtiene las otras
combinaciones restantes. Sin embargo, el estudiante determiné
las dos combinaciones para que el grupo de cinco personas
estuvieran en alguna de las dos carpas y asumio la
enumeracion multiplicativa alli, obteniendo dos veces las
combinaciones anteriores.
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Figura 24. Convenciones al

problema de colocacion.

A continuacién se presenta la representacion simbdlica y las combinaciones

establecidas para el problema del nuevo uniforme.

Figura 25. Estrategia descomponer el problema en subproblemas.
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Combinaciones para distribuir 5 personas en una de las carpas.

Combinaciones para distribuir 4 personas en una carpa y 1 persona en la otra carpa.
] Combinaciones para distribuir 3 personas en una carpa y 2 personas en la otra carpa.
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De otro lado, algunos estudiantes asumieron la distribucién posible de las cinco
personas Unicamente en la carpa 1. Por ejemplo, en la figura 25 se observa la
asignacion de las personas en grupos de dos y tres personas en la carpa 1. Para
ello, empieza a fijar a Juan para formar las combinaciones de dos y tres personas,
obteniendo ocho combinaciones; luego realiza el mismo procedimiento fijando a
Luis obteniendo cinco combinaciones, al fijar a Ana sOlo obtiene dos
combinaciones y al fijar Carlos s6lo determina una combinacién. Al final enumera
17 combinaciones y afirma que ocurren los mismos casos para la carpa 2.

Analizando con mayor detalle la propuesta del estudiante, se observa que obtuvo
la mayoria de las combinaciones posibles al distribuir tres personas en una carpa
y las otras dos personas en la otra carpa, pero hace el conteo de tales
combinaciones por separado y no como unidad contable, es decir, olvida asumir la
asignacion de las personas en la carpa 1 y en la carpa 2 como el par de objetos a
combinar como la unidad contable propuesto por Shin y Steffe (2008).

Figura 26. Distribucion de las 5 personas Unicamente para la carpa 1.
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[ Juan es fijado para la combinacion. [] Luis es fijado en la combinacion.
[Ana es fijada en la combinacion. [_Carlos es fijado en la combinacion.

Por otra parte se observd que, aunque los estudiantes hayan asumido las dos
carpas a la vez, al momento de distribuir los grupos de personas, asignaba la
misma persona en ambas carpas lo cual no es posible. En este caso, en la figura
27, se observa a Juan asignado, en las dos primeras combinaciones, en ambas
carpas; y las dos personas de la tercera combinacion (Juan y Carlos) se
encuentran en ambas carpas; en las tres ultimas combinaciones asigna a Ana en
ambas carpas; de hecho, en todas las combinaciones establecidas existe alguna
persona en ambas carpas. Sin embargo, al observar la enumeracion de las
combinaciones se podria pensar que el estudiante form6 grupos de dos y tres
personas, en forma separada, para distribuirlas en las carpas; pero olvido asignar
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dichos grupos de personas en las carpas, lo cual lleva a pensar que no identificé la
unidad contable del problema (primer grupo de personas para la carpa 1 y el
segundo grupo de personas para la carpa 2).

Figura 27. Repeticion de personas en ambas carpas.
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1 combinaciones en los gue Juan esta en ambas carpas.
[ combinacion en la gue Juan y Carlos estan en ambas carpas.
[] combinaciones en las gue Ana esta en ambas carpas.

Asi mismo, se encontraron casos en los que faltaban personas para ser
distribuidas en las carpas, indicando que los estudiantes no asumieron
correctamente el problema porque repartian personas en las dos carpas, pero no
las cinco personas propuestas en el problema. Ejemplo de ello se muestra en la
figura 28 en donde las combinaciones de los grupos de personas para distribuir en
la carpa 1 y la carpa 2, no se encuentran las cinco personas de Scout dejando a
miembros sin asignar en las carpas. Ademas, presenta el error descrito
anteriormente, pues asigna la misma persona en ambas carpas.

Figura 28. Distribucién parcial de las cinco personas en las carpas.
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[] Asigna la misma persona en ambas carpas.
[ ] Distribuye 3 personas en las carpas.
[] Distribuye 2 personas en las capas.
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Continuando con el analisis de las respuestas de los estudiantes, se observa una
inadecuada enumeracion aditiva de las combinaciones establecidas. Por ejemplo,
la figura 29 muestra cuatro posibles combinaciones para distribuir las cinco
personas en las dos carpas; sin embargo, el estudiante da como respuesta ocho
combinaciones finales, esto se debe a que, si bien asigna cada par de
combinacion a la carpa 1 a la carpa 2, no asumié la unidad contable al momento
de dar respuesta al problema (el grupo de personas de la carpa 1 y el grupo de
personas de la carpa 2 es la unidad contable en la asignacion de las carpas).

Figura 29. Enumeracién aditiva incorrecta al problema de colocacion.
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Segun la investigacion de Shin & Steffe (2008), la unidad contable esta compuesta
por unidades simples al momento de la enumeracion. Para el caso del problema
de las carpas, la unidad contable son los grupos de personas que se forma para
ser distribuidas en la carpa 1 y en la carpa 2. Sin embargo, en la figura 28 se
enumeran las unidades simples como combinaciones finales en lugar de la union
de los casos de la carpa 1 y de la carpa 2 como la posible combinacion.

Por ultimo, se resalta la importancia de la representacion pictorica para abordar el
problema, y a la vez, sirve de ayuda a la enumeracion de las combinaciones. Tal
es el caso de la figura 30 donde se observan dos rectangulos que representan las
dos carpas y en ellas escriben los nombres de las personas que habitaran alli.

Figura 30. Representacion pictérica al problema de colocacion.
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Para la distribucion de las personas en las carpas, en la figura 30 se observa
implicitamente la descomposicion del problema en subproblemas al distribuir cinco
personas en una carpa y dejar la otra vacia, al distribuir cuatro personas en una
carpa y una persona en la otra carpa, al distribuir tres personas en una carpa y
dos personas en la otra carpa. Sin embargo, olviddé asumir el cambio del grupo de
personas a la otra carpa de las combinaciones halladas — es decir, las personas
gue estaban en la carpa 1 pasan a la carpa 2 y viceversa- con el fin de obtener las
combinaciones restantes.

5.5. FASE DE CARACTERIZACION DE LAS ESTRATEGIAS

Una vez descrita las estrategias de solucion utilizadas por los estudiantes a los
tres problemas combinatorios simples descritos en la prueba diagnéstica, se da
paso a la caracterizacion de dichas estrategias. Para ello, se contrastan las
hipotesis planteadas en las tablas 4, 5y 6 y el marco teérico con las respuestas
dadas a cada uno de los problemas combinatorios simples (seleccion, particion y
colocacion) de Dubois (1984).

5.5.1. Caracterizacion de las estrategias al problema de seleccion

El problema de seleccion titulado “Comprando carro nuevo” corresponde a un
problema tridimensional segun English (2007), porque asigna tres variables
(marca, color y estilo) a un objeto (el carro). Por tal motivo se asumi6 en las
hipotesis las cinco estrategias (N° 6 al N° 10) propuesta por dicha autora, pero al
momento de contrastarlas con las respuestas de los estudiantes prevalecié el uso
de la estrategia 6 “Ensayo y Error” y la estrategia 10 “Odémetro completo”, siendo
ésta Ultima la més asertiva al obtener todas las combinaciones posibles del
problema; y sélo un estudiante de los que utilizaron la estrategia N° 6 “Ensayo y
Error” obtuvo todas las combinaciones posibles del problema.

De otro lado, los estudiantes no asumieron la estrategia Fijar variable de Roa,
Batanero y Godino (2003), ni aplicaron la operacion combinatoria regla del
producto.

A continuacion se presenta, en la tabla 7, las estrategias propuestas en las
hipétesis junto con el nimero de estudiantes que utilizaron dichas estrategias para
resolver el problema de seleccion.

Tabla 7. Utilizacién de las estrategias al problema de seleccién.

HIPOTESIS NUMERO DE ESTUDIANTES
Estrategia 6 “Ensayo y Error” 10

Estrategia 7 5

Estrategia 8 0

Estrategia 9 2

Estrategia 10 19

Fijar Variable 0
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Oper. Regla del producto
otras

N|O

5.5.2. Caracterizacion de las estrategias al problema de particion

El problema de particién titulado “Nuevos Uniformes de futbol” corresponde a un
problema tridimensional segun English (2007), pues se debe asignar las tres
diferentes prendas (camiseta, pantaloneta y medias), las cuales pueden ser de
Cali, Colombia, Millonarios y Nacional, para formar el nuevo uniforme, es decir, se
esta asignando tres caracteristicas a un objeto.

Por esa razon, se asumio en las hipotesis las estrategias las cinco estrategias (N°
6 al N° 10) propuesta por dicha autora, pero al momento de contrastarlas con las
respuestas de los estudiantes prevalecio el uso de la estrategia 6 “Ensayo y Error”
y la estrategia 10 “Oddémetro completo”, siendo ésta ultima la mas asertiva al
obtener todas las combinaciones posibles del problema; mientras que los
estudiantes que al utilizar la estrategia N° 6 no se obtuvo todas las combinaciones
posibles del problema.

De otro lado, los estudiantes no asumieron las estrategias — fijar variable y traducir
el problema en otro equivalente — de Roa, Batanero y Godino (2003), ni aplicaron
la operacion combinatoria permutacion sin repeticion.

A continuacion se presenta, en la tabla 8, las estrategias propuestas en las
hipétesis junto con el nimero de estudiantes que utilizaron dichas estrategias para
resolver el problema de particion.

Tabla 8. Utilizacién de las estrategias al problema de particion.

HIPOTESIS NUMERO DE ESTUDIANTES
Estrategia 6 “Ensayo y Error” 19
Estrategia 7 4
Estrategia 8 1
Estrategia 9 1
Estrategia 10 7
Fijar Variable 0
Traduccién problema en otro equivalente 0
Oper. Permutacion sin repeticion 0
Traducir el problema en otro equivalente 1
otras 5
TOTAL ESTUDIANTES 38

5.5.3. Caracterizacion de las estrategias al problema de colocacion

En el problema de colocacion titulado “El campamento del grupo de Scout” se
asumio en las hipotesis las estrategias: descomponer en problema en
subproblemas y traducir el problema en otro equivalente de Roa, Batanero y
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Godino (2003); enumeracion aditiva y enumeracion multiplicativa de Shin & Steffe
(2008) y la operacién combinatoria variacién con repeticion.

De las estrategias antes mencionadas: descomponer el problema en
subproblemas fue la utilizada por todos los estudiantes con el fin de dar respuesta
al problema de colocacion, ratificando la afirmaciéon de Roa (2000) acerca de la
utilizacion de dicha estrategia principalmente en problemas de particion y
colocacion.

Sin embargo, al momento de obtener las combinaciones posibles a cada
subproblema se observo dificultad en la enumeracion de dichos casos; debido a
que no determinaron las combinaciones totales o porque hacian un conteo errado
de dichas combinaciones. La mayoria de los estudiantes utilizaron la enumeracién
aditiva de Shin &Steffe (2008) para establecer las combinaciones posibles del
problema y sélo un estudiante utilizé la numeracion multiplicativa de Shin & Steffe
(2008) para el mismo fin.

De otro lado, los estudiantes no asumieron la estrategia — traducir el problema en
otro equivalente — de Roa, Batanero y Godino (2003), ni aplicaron la operacién
combinatoria variacion con repeticion.

A continuacion se presenta, en la tabla 7, las estrategias propuestas en las

hipétesis junto con el nimero de estudiantes que utilizaron dichas estrategias para
resolver el problema de seleccion.

Tabla 9. Utilizacién de las estrategias al problema de colocacion.

HIPOTESIS NUMERO DE ESTUDIANTES
Descomponer el problema en subproblemas 38
Enumeracién aditiva 37
Enumeracién Multiplicativa 1
Traduccién problema en otro equivalente 0
Oper. Variacion repeticion 0
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6. CONCLUSIONES

A continuacion se presenta los comentarios generales del estudio realizado sobre
las estrategias de solucion de problemas combinatorios simples en estudiantes de
octavo grado. Para ello, las conclusiones estan organizadas en tres secciones: la
primera da respuesta a la pregunta de indagacion; la segunda comenta las
generalidades obtenidas al cumplimiento del objetivo general, relacionada con las
conclusiones obtenidas al contrastar las hipotesis con las respuestas de los
estudiantes, y por ultimo se comenta algunas consideraciones respecto al
problema de la indagacion.

Asi, con respecto a la pregunta de indagacion se logré dar respuesta a la pregunta
de indagacion al identificarse las estrategias de solucion a problemas
combinatorios simples por parte de estudiantes de octavo grado, quienes en afos
anteriores, tuvieron instruccion en probabilidad, para lo cual se llevaron a cabo las
siguientes acciones:

e Revisién bibliografica de documentos nacionales y extranjeros sobre la
ensefianza y aprendizaje de la probabilidad, mas especificamente de la
combinatoria, que sirvi6 para generar el marco referencial con el cual se
realiz6 el andlisis de las respuestas de los estudiantes.

e Se disefid y aplicé una prueba diagnostica compuesta por tres problemas
combinatorios (un problema de seleccion, un problema de particion, un
problema de colocacion).

e Se describieron las respuestas de los estudiantes a cada uno de los tres
problemas combinatorios propuestos en la prueba diagndstica, mas
especificamente las estrategias de solucion a dichos problemas. A partir de
alli, se categorizaron dichas estrategias a la luz de las investigaciones
consultadas y reportadas en el marco referencial.

Con respecto a la categorizacion de las estrategias de solucion a problemas
combinatorios simples, se establece dichas estrategias segun el tipo de problema
combinatorio simple (seleccion, particion y colocacion), para ello, se hace un
contraste de las hipétesis planteadas con las respuestas de los estudiantes a los
problemas combinatorios propuestos a la luz de las investigaciones relacionadas
en el marco de referencia, obteniéndose las siguientes conclusiones:

e La estrategia del odometro (English, 2007) fue la mas utilizada por los
estudiantes al resolver los problemas combinatorios de seleccion, siendo la
mas efectiva ya que los estudiantes que la utilizaron obtuvieron todas las
combinaciones posibles al problema planteado y encontraron la respuesta
correcta.
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La estrategia 6 “Ensayo y Error” de English (2007) prevaleci6 como
estrategias de solucibn en los problemas de particion, pero so6lo un
estudiante obtuvo todas las posibles combinaciones del problema con esta
estrategia, lo que implica que, aunque se considera muy primaria su
aplicacion, se puede obtener respuesta satisfactoria con ella.

Ningun estudiante resolvio el problema planteado a través de la utilizacion
de alguna operacion combinatoria, es decir, no se aplicé la regla del
producto para resolver el problema de seleccion, la permutacion sin
repeticion en el problema de particién ni la variacion con repeticion en el
problema de colocacion; aunque estas operaciones fueron vistos por ellos
en grado séptimo como técnicas de conteo, mostrando que aunque se
tenga instruccion previa en la tematica, no se logra identificar la operacion
combinatoria del problema, contrario a lo que afirman Batanero y Navarro-
Pelayo (1996).

En el problema combinatorio de colocacién prevalecio la utilizacién de la
estrategia — descomponer el problema en subproblemas - estrategia
propuesta por Roa, Batanero y Godino (2003), al asumir la distribucion de
las cinco personas en las dos carpas en tres subproblemas asi: distribuir
las cinco personas en una carpa y dejar vacia la otra carpa, distribuir
cuatro personas en una carpa y una persona en la otra carpa, distribuir tres
personas en una carpa y las otras dos personas en la otra carpa.

Asi mismo, la utilizacién de esta estrategia en el problema de colocacién
corrobora lo expuesto por Roa (2000), quien afirma que los estudiantes
suelen utilizar la estrategia de descomponer el problema en subproblemas
en problemas de particion y de colocacion.

Se presentaron errores en la enumeracion de los combinaciones posibles
del problema de colocacién al no identificarse correctamente la unidad
contable (Shin & Steffe, 2008) como la unién de dos o mas unidades
simples, lo que llevo a que los estudiantes asumieran, en el problema de las
carpas Yy las cinco personas, la distribucion de las personas en la carpa 1y
en la carpa 2 como dos combinaciones diferentes en lugar de tomarlas
como la union de ellas para una combinacién posibles del problema.

El establecimiento no adecuado de un patrén ciclico en las combinaciones
posibles conllevo a que éstas no se determinaran en forma completa o que
alguna de ellas se repitieran, por lo que no dieron respuesta satisfactoria al
problema planteado.

Tener una buena comprension del problema ayuda en su resolucion y por
ende a la determinacion de las combinaciones pedidas. Sin embargo,
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cuando ésta no existe se originan combinaciones no adecuadas al
problema.

e Los estudiantes se ayudaron de convenciones y representaciones graficas
pictoricas al momento de resolver los problemas propuestos, lo que
significa que dichas representaciones fomentan la comprension de los
problemas (Bustos, 2012).

e Se resalta la innovacion y recursividad de los estudiantes al momento de
abordar los problemas, pues emplean estrategias de solucion efectivas que
no son referenciadas en las investigaciones relacionadas del presente
trabajo de indagacion.

Se recomienda continuar el estudio de la combinatoria a nivel investigativo, pues
aunqgue los estudiantes dan respuestas correctas a los problemas planteados, se
requiere la comprension y formalizacion a través del uso adecuado de las
operaciones combinatorias y no so6lo a través de la enumeraciéon de las
combinaciones posibles. El hecho no es abolir la enumeracion de los casos, pues
éste es el pilar de un adecuado pensamiento combinatorio en situaciones que
involucren cantidades pequefas, pero se requiere generalizar dicho razonamiento
en situaciones con cantidades grandes y es ahi donde se ve la importancia de la
formalizacién procedimental y posteriormente la aplicacién de éstos en contextos
como la probabilidad y otras disciplinas.
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ANEXOS

Anexo 1. Nuevos Uniformes para el equipo de fatbol.

COLEGIO NUESTRA SENORA DE FATIMA
AREA DE MATEMATICAS

NOMBRE: CURSO

Leo con mucha atencion y resuelvo la siguiente situacion.

La compafiia confecciona nuevos uniformes a partir de las prendas de cuatro equipos de futbol
(Cali, Nacional, Millonarios y Colombia) de modo que al combinarlas, un uniforme no queda con
prendas de un mismo equipo. Una escuela de futbol estd interesada en contratar a esta
compafiia con el fin de adquirir los uniformes para sus jugadores. ¢Cuantos uniformes
diferentes puede ofrecer la compairiia a la escuela?

Docentes: Mary Nelsy Pefia Ariza — Monica Andrea Vergara Chavez
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Anexo 2. Comprando carro nuevo.

COLEGIO NUESTRA SENORA DE FATIMA
AREA DE MATEMATICAS

NOMBRE CURSO

Leo y resuelvo la siguiente situacion.

La familia Alvarez esté decidiendo su “nuevo carro”. En el concesionario debian decidir entre
camioneta o automovil, de las marcas Mazda, Renault y Chevrolet y entre los colores blanco,
negro y azul. ¢ De cuantas formas distintas pueden elegir la familia Alvarez su nuevo carro?
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Anexo 3. El campamento del grupo de scout.

COLEGIO NUESTRA SENORA DE FATIMA
AREA DE MATEMATICAS

NOMBRE CURSO

Leo y resuelvo la siguiente situacion.

El grupo de Scout, formado por tres nifios (Juan, Luis y Ana) y dos profesores (Carlos y Elias),
sale de campamento. Para la estadia llevan 2 carpas. ¢De cuantas formas diferentes pueden
distribuirse los miembros de Scout en las carpas?
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