NIVELES DE DESARROLLO DEL PENSAMIENTO ALEATORIO PARA
LA PROBABILIDAD FRECUENCIAL

CARLOS ANDRES LEON GOMEZ
NICOL ALEJANDRO GUALTEROS JIMENEZ

DEPARTAMENTO MATEMATICAS
FACULTAD DE CIENCIA Y TECNOLOGIA
UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL

BOGOTA
2016



NIVELES DE DESARROLLO DEL PENSAMIENTO ALEATORIO PARA
LA PROBABILIDAD FRECUENCIAL

CARLOS ANDRES LEON GOMEZ
2012140033

NICOL ALEJANDRO GUALTEROS JIMENEZ
2012140029

Trabajo de grado como requisito parcial para optar al titulo de Licenciado en
Matematicas

Directora de trabajo de grado
INGRITH ALVAREZ ALFONSO

Magister en Docencia de la Matematica

DEPARTAMENTO MATEMATICAS
FACULTAD DE CIENCIA Y TECNOLOGIA
UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL

BOGOTA
2016



AGRADECIMIENTOS

Agradecemos a nuestros padres, hermanos y familiares que nos brindaron su apoyo

incondicional en todo nuestro proceso de formacion profesional.

A la Universidad Pedagdgica Nacional por ofrecer un espacio Optimo para la
formacion como futuros docentes a partir de una plantilla profesional de calidad.

A la profesora Ingrith Alvarez Alfonso por su paciencia, dedicacion y compromiso en

nuestro proceso de formacion y en la elaboracién de este trabajo.
Al grupo de expertos por su colaboracion en la valoracion de la propuesta, en especial

a los doctores Humberto Cuevas y Cileda Coutinho.

“Los fenomenos de la diddctica son esencialmente fenomenos estocdsticos”

Brousseau



RESUMEN ANALITICO EN EDUCACION - RAE

1. Informacion General

Tipo de documento Trabajo de grado.

Acceso al documento Universidad Pedagdgica Nacional. Biblioteca Central

Niveles de desarrollo del pensamiento aleatorio para la

Titulo del documento | ) - ijidad frecuencial

Autor(es) Gualteros Jiménez, Alejandro; Ledn Gomez, Carlos Andrés
Director Alvarez Alfonso, Ingrith
Publicacion Bogota. Universidad Pedagogica Nacional, 2016. 87 p.

Unidad Patrocinante Universidad Pedagdgica Nacional

RAZONAMIENTO PROBABILISTICO, NIVELES DE
Palabras Claves DESARROLLO, PROBABILIDAD FRECUENCIAL,
ALEATORIEDAD, AZAR.

2. Descripcion

Este es un documento desarrollado en el campo de la Educacion Estocastica,
especificamente en el ambito de la probabilidad frecuencial. Esta propuesta fue disefiada
por futuros Licenciados en Matematica para docentes de Matematicas interesados en
categorizar el nivel de desarrollo del razonamiento probabilistico frecuencial sin importar el
grado de escolaridad de los individuos. En este documento se encuentran aspectos historicos
y conceptuales de la probabilidad frecuencial, ademas se presenta antecedentes de trabajos
realizados en el marco de la categorizacion del desarrollo cognitivo de este objeto de
estudio. Los niveles propuestos en este trabajo siguen la estructura de la taxonomia SOLO y
estan fundamentados por los referentes tedricos, histdricos y cognitivos mencionados
anteriormente. Finalmente se hace uso de una evaluacion de expertos con el fin de valorar
los componentes de la propuesta, y modificarla atendiendo a las sugerencias 0 comentarios
de los expertos.

3. Fuentes

Ente las fuentes mas relevantes para la construccion de la propuesta se encuentran:

Alvarez, 1. (2006). Alternativa metodoldgica para la acomodacion de las estructuras
cognitivas acerca de poligonos. Tesis de Maestria. Universidad Pedagogica Félix
Varela, Instituto Pedagdgico Latinoamericano y Caribefio. Santa Clara, Cuba.

Bersabe, R. (1995). Sesgos cognitivos en los juegos de azar: La ilusion de control.
Universidad Complutense de Madrid, Servicio de Publicaciones.

Biggs, J. & Collins, K. (1982). Evaluating the quality of learning: The SOLO taxonomy.
New York: Academic Press.

Crespo, T. (2007). Respuestas a 16 preguntas sobre el empleo de expertos en la
investigacion pedagdgica. Ed. San Marcos. Lima, Peru.

Diaz, C. (2003). Heuristicas y sesgos en el razonamiento probabilistico. Implicaciones para




la ensefianza de la Estadistica. En: Actas del 27 Congreso Nacional de Estadistica e
Investigacion Operativa.

Mateos, G. & Morales, A. (1985). Teoria subjetiva de la probabilidad: Fundamentos,
evolucion 'y determinacion de probabilidades. Tesis doctoral. Universidad
Complutense de Madrid, Facultad de ciencias econOmicas y empresariales,
Departamento de estadistica y métodos de decision. Madrid, Espafia.

Ministerio de Educacion Nacional. (1998). Lineamientos Curriculares de Matematicas.
Bogot4, D.C., Cooperativa Editorial Magisterio.

Ministerio de Educacion Nacional. (2006). Estandares Basicos de Competencias
matematicas. Bogota, D.C., Cooperativa Editorial Magisterio.

NCTM. (2003). Principios y Estandares para la Educacion Matemaética (M. Fernandez,
Trad.). Sevilla: SAEM Thales. (Trabajo original publicado en 2000).

Romero, J. y Vergara, M. (2014). Razonamiento probabilistico en estudiantes de undécimo
grado bajo los enfoques intuitivo, frecuencial y clasico. Departamento de
Matematicas, Facultad de Ciencia y Tecnologia, Universidad Pedagdgica Nacional.
Bogota, Colombia.

Sanchez, E. y Valdez, J. (2013). La cuantificacion del azar: una articulacion de las
definiciones subjetiva, frecuencial y clasica de probabilidad. Probabilidad
Condicionada: Revista de didactica de la Estadistica, (2).

4. Contenidos

Este trabajo consta de cuatro partes fundamentales: antecedentes, marco de referencia,
desarrollo de la propuesta y valoracion de la propuesta.

En la primera parte del trabajo se presenta los resultados de una revision de documentacion
acerca de propuestas que formulan niveles para categorizar el desarrollo del razonamiento
probabilistico, a partir de lo cual se identifican elementos que no se han tenido en cuenta en
estas propuestas y se toman como parte de las necesidades para elaborar unos niveles que
incluyan dichos elementos.

El marco de referencia esta divido principalmente en dos partes: marco conceptual y marco
cognitivo, en el marco conceptual se realiza y reporta una revision acerca de los aspectos
historicos y tedricos que conforman el concepto de probabilidad frecuencial. En el marco
cognitivo, se identificaron sesgos Yy heuristicas presentes en el aprendizaje de la
probabilidad, ademas se revisaron algunas propuestas de ensefianza de este objeto para
identificar secuencias y conocimientos previos. Finalmente se hizo un reconocimiento
normativo de la estocéstica en el &mbito nacional e internacional.

Posteriormente se encuentra el desarrollo de esta propuesta basado en los fundamentos
tedricos anteriormente mencionados, en esta parte estdn presentes Indicadores, Posibles
Relaciones entre ellos, Caracterizacion de cada nivel de desarrollo del razonamiento
probabilistico frecuencial, y un cuestionario que en algin momento se puede llevar al aula




para determinar el nivel de este razonamiento.

Luego se establece la metodologia que se implementa para la valoracion y mejoramiento de
esta propuesta, esto se hace usando la Evaluacion de Experto. En esta parte se reportan las
caracteristicas del grupo de expertos y cada una de las fases de esta metodologia, una vez
aplicada se realizan los ajustes de la propuesta atendiendo las sugerencias de los expertos.
Finalmente se presentan las Conclusiones, Referencias y Anexos correspondientes de este
trabajo.

5. Metodologia

Este trabajo inicia con la revision de propuestas que intentaran categorizar el razonamiento
probabilistico con el fin de tener un panorama claro de qué se ha realizado en esta area, y
asi identificar aspectos positivos y algunas falencias que estas pudieran tener.
Posteriormente se elabora el marco de referencia en el cual se reportaron elementos
conceptuales, historicos, didacticos y cognitivos, que permitieron definir los aspectos a
tener en cuenta en la construccion de los niveles. Luego se usaron los elementos
mencionados anteriormente para proponer diferentes indicadores que permiten caracterizar
el razonamiento probabilistico frecuencial de una persona; una vez se establecieron estos
indicadores se usé la estructura de la Taxonomia SOLO para definir los niveles y los
indicadores presentes en cada uno de ellos.

Acto seguido se implementa la metodologia de Evaluacién de expertos, solicitando a un
grupo de expertos valorar la propuesta con base en criterios especificos, esto con el fin de
conocer falencias y fortalezas de la misma y realizar los ajustes pertinentes en caso de ser
necesario. Finalmente se realizan algunos ajustes a la propuesta atendiendo a las
sugerencias dadas por los expertos y se presenta el producto final.

6. Conclusiones

A lo largo de este trabajo se evidencia la formulacion de una propuesta que permite
caracterizar el desarrollo del pensamiento aleatorio para la probabilidad frecuencial,
fundamentada en propuestas que trabajan en la misma linea y soportada en un proceso de
documentacién realizado sobre este objeto, desde aspectos: historicos, conceptuales y
didacticos. De esta manera se establecen tres categorias (Conceptos, Sesgos, Tratamiento de
Datos) que intervienen en la asignacién de la probabilidad desde una nocién frecuencial, asi
se construyen indicadores para cada una de estas categorias y se establecen posibles
relaciones entre los indicadores, teniendo en cuenta la complejidad estructural propuesta en
la taxonomia SOLO. A partir de los documentos revisados y los indicadores establecidos se
caracterizan cinco niveles que permiten categorizar el desarrollo del razonamiento
probabilistico frecuencial.

Esta propuesta fue sometida a una Evaluacion de Expertos, esta valoracion en términos
generales fue positiva, ya que se destaca la aplicabilidad de este trabajo y la importancia de
implementar la probabilidad desde un punto de vista experimental en la escuela. Ademas se
disefid un posible cuestionario que permite identificar los indicadores presentes en este
razonamiento y asi ubicarlo en su respectivo nivel.




Por otra parte, a partir de la elaboracion de este trabajo surgio la necesidad de implementar
un nuevo concepto, el cual acopia y refiere al razonamiento relacionado con la
experimentacion o simulacion de situaciones aleatorias y el célculo e interpretacion de la
probabilidad desde la nocién frecuencial, conjunto de elementos al cual se denomind
razonamiento probabilistico frecuencial.

Finalmente se resalta la importancia de llevar a cabo un Trabajo de Grado de manera
conjunta ya que esto permite generar un ambiente académico que se ve fortalecido mediante
la discusion entre pares, basdndose en fundamentos teoricos y practicos, garantizando la
veracidad y calidad de los argumentos propuestos por cada uno de los participantes. Dichas
discusiones son mediadas por un profesional con un conocimiento pleno de la tematica a
trabajar, y que permite a los futuros docentes de Matematicas tener sus primeros
acercamientos en la construccion de literatura especializada.

Elaborado por: | Gualteros Jiménez, Alejandro; Ledn Gomez, Carlos Andrés

Revisado por: Alvarez Alfonso, Ingrith
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1. INTRODUCCION

El desarrollo del pensamiento estocastico en Colombia segun el Ministerio de
Educacion Nacional [MEN] (1998) se enfoca en la recoleccion, organizacion, analisis y
representacion de datos; si estos procesos son llevados a cabo desde un enfoque
predictivo, es decir, que el estudiante sea capaz de anticipar resultados dentro de unos

rangos y tomar decisiones basadas en los datos, se generan nociones de aleatoriedad.

Partiendo de lo anterior se presenta un trabajo de grado en el marco de la Licenciatura
en Matemaéticas del Departamento de Matemaéticas de la Facultad de Ciencia y
Tecnologia de la Universidad Pedagogica Nacional, el cual aborda una propuesta de
categorias que permiten identificar el nivel de desarrollo del pensamiento aleatorio en

cuanto a la probabilidad frecuencial.

Dicho trabajo esta desarrollado en dos partes, la primera presenta el marco de referencia
en el cual se reportan resultados de consultas acerca del objeto matematico a tratar, en
este caso la Probabilidad Frecuencial, comenzando desde los primeros registros de su
aplicacion, desarrollo y formalizacion. Ademas se muestra la Taxonomia SOLO la cual
se toma como base para el disefio de los niveles de desarrollo del pensamiento aleatorio

en relacion con el objeto de estudio.

En la segunda parte del documento se encuentra el desarrollo de la propuesta, donde se
exponen los indicadores formulados por los maestros en formacion para identificar el
nivel de desarrollo del pensamiento aleatorio en relacién con la probabilidad frecuencial
a partir de los elementos formulados en el marco de referencia; estos niveles son
validados por medio de una evaluacion de expertos de la cual se reportan sugerencias
y/o recomendaciones. Finalizando el documento con las conclusiones, bibliografia y los

respectivos anexos.



2. JUSTIFICACION

Durante el proceso de formacion inicial los autores de esta propuesta notaron que los
pensamientos numeérico, espacial y variacional que hacen parte del pensamiento
matematico (MEN, 1998) tienen una forma de categorizar el nivel de razonamiento del
estudiante. Sin embargo, a finales del afio 2014 los maestros en formacion desarrollaron
una practica pedagogica en el espacio académico Ensefianza y Aprendizaje de la
Estadistica enfocada en objetos propios de la probabilidad frecuencial teniendo en
cuenta el enfoque expuesto por el MEN (2006) para el desarrollo del pensamiento
estocastico; para ello disefiaron y aplicaron una serie de actividades, las cuales tenian
como objetivo ensefar y evaluar el aprendizaje de la probabilidad en estudiantes de 7°
grado. Al aplicar estas actividades e intentar analizar los resultados teniendo en cuenta
una propuesta o referente tedrico, se evidencia que los criterios para realizar una
categorizacion respecto al desarrollo del pensamiento aleatorio son limitados en
comparacion a los otros pensamientos. Porque por ejemplo, Carlson, Jacobs, Coe,
Larsen y Hsu (2003) proponen acciones mentales y niveles para categorizar el
razonamiento covariacional, el cual esta ligado al pensamiento variacional y sistemas
algebraicos. Van Hiele (1986) plantea cinco niveles para caracterizar el razonamiento
geométrico, asociados estos al pensamiento espacial. Mientras que en el campo del
algebra y la aritmética, para el razonamiento variacional y el pensamiento numérico,
Kaput (2000), Kieran (1989) y Godino, Aké, Gonzato y Wilhelmi (2012) entre otros,
afirman que este tipo de razonamiento se puede caracterizar usando determinados
niveles, los cuales categorizan la respuesta del sujeto mas no al sujeto, dado que en la
mayoria de los casos estos niveles se adaptan a un tema especifico en cada uno de los

anteriores ambitos.

En el campo del pensamiento aleatorio o estadistico, algunas propuestas de ensefianza y
aprendizaje toman como punto de partida para caracterizar dicho pensamiento la
taxonomia Structure of Observed Learning Outcomes [SOLO] propuesta por Biggs y
Collis (1982), sin embargo esta taxonomia es aplicable para cualquier otro campo del

conocimiento humano, por lo que en muchas ocasiones ha sido usada para identificar la



comprension de los estudiantes en cuanto a temas del pensamiento aleatorio, como lo
son el diagrama de caja, la probabilidad en general y la interpretacion de datos, entre

otros.

Teniendo en cuenta lo anterior, se espera realizar una propuesta fundamentada en la
taxonomia SOLO o en otra estructura que se pueda adaptar al pensamiento aleatorio con
el objetivo de plantear niveles que permitan caracterizar el desarrollo del pensamiento
aleatorio en relacion con el objeto de estudio probabilidad frecuencial, ya que esta
nocidn de la probabilidad permite que el estudiante identifique caracteristicas esenciales
de un experimento aleatorio, para evitar que caiga en sesgos comunes como lo son la
equiprobabilidad y las secuencias aleatorias, expuestos por Batanero, Cafiizares, Ortiz, y
Serrano, (1998); ademas de que al trabajar esa nocién, también se abordan las nociones
intuitiva y clasica de la probabilidad, lo que permite generar secuencialidad en el

conocimiento y por ende niveles.
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3. OBJETIVOS

En este trabajo se plantea un objetivo general, conducente a elaborar una propuesta en el

campo de la didactica de la probabilidad, fundamentado en cuatro objetivos especificos.

3.1. Objetivo general

Formular una propuesta que permita caracterizar el desarrollo del pensamiento aleatorio

en relacion con la probabilidad frecuencial.

3.2. Objetivos especificos

e Fundamentar la elaboracion y formulaciéon de la propuesta a partir de marcos
tedricos y conceptuales.

e Conocer los componentes conceptuales y procedimentales que implica el objeto
de estudio probabilidad frecuencial, como fundamentos para los niveles de
desarrollo del pensamiento.

e Proponer ejemplos de preguntas que permitan identificar el nivel de desarrollo
del pensamiento aleatorio en relacion con la probabilidad frecuencial.

e Validar la propuesta a partir de una evaluacion de expertos.

11



4. ANTECEDENTES

A continuacion se presentan algunas propuestas que parten de la taxonomia SOLO que
permiten analizar los resultados de un proceso de ensefianza en el campo de la
probabilidad.

Landin y Sanchez (2010) proponen cuatro niveles de razonamiento probabilistico en lo

relacionado con las distribuciones binomiales:

Nivel 1. Subjetivo Nivel 2. Transicional Nivel 3 Cuantitativo Nivel 4. Numérico
informal
e Aunque se reconoce | ¢ Se representan los | ¢ Se  reconoce el | eSe reconocen la
la distribucion de elementos, no carécter variable aleatoria vy
Bernoulli el necesariamente  de combinatorio de la sus parametros; su
razonamiento es manera exhaustiva, situacion. Se caracter combinatorio
idiosincrasico 0 mediante secuencias considera la variable y se aplica la regla
basado en sesgos de E (éxitos) y F k al separar los casos del producto. Se
cognitivos; por (fracasos). Se favorables. calculan las
ejemplo, al evaluar considera el | o El calculo de combinaciones
probabilidades parametro n de la combinaciones  se apoyandose en el
binomiales se binomial en la presenta en  dos triangulo de Pascal o
presenta el sesgo de longitud de las niveles: en la formula.
representatividad, el secuencias. - mediante una lista | e Se plantea la solucién
de equiprobabilidad | ¢ Para evaluar la organizada o en términos de una
0 se cae en la ilusion probabilidad se | - utilizando diagrama instancia de la
de la linealidad. utiliza, bien o mal, la de arbol para calcular expresion general de
definicion  clasica los casos favorables la distribucion
(de Laplace) de | e Se aplica la binomial B(n, p, k) o
probabilidad o se definicion clasica o, del  binomio  de
utiliza el  valor a veces, se aplica la Newton. Se obtiene
esperado.  Revierte regla del producto la solucion mediante
frecuentemente  a para calcular la el uso de tablas,
razonamiento probabilidad de una calculadora,
subjetivo. secuencia. computadora 0
mediante calculo
directo en la férmula

Tabla 1. Jerarquia para evaluar razonamiento probabilistico de y con la distribucién binomial. Tomada
de Landin y Sanchez (2010).

Poco después estos mismos autores reformulan estos niveles llamandolos jerarquia de
razonamiento binomial, tomando como base los resultados de tareas de probabilidad

binomial aplicadas a un grupo de estudiantes de bachillerato. La nueva formulacion es:

12




Nivel

Descripcion

Nivel 1
Subjetivo

e Aunque se reconoce la distribucion de Bernoulli y posiblemente se elija la
opcion correcta no la argumenta en absoluto o la argumentaciéon es de tipo
idiosincrasico y/o con base en algun sesgo cognitivo.

e Es posible que se muestren rasgos de conocimientos pertinentes, como
diagramas de arbol o la regla del producto pero sin coherencia, con
componentes extrafios o con gran cantidad de errores

Nivel 2
Transicional

e Se representan los elementos del Espacio Muestral de manera conveniente
aunque no necesariamente de manera exhaustiva.

e Asi mismo, para evaluar la probabilidad, se utiliza, bien o mal, la definicién
clésica de probabilidad o se usa el valor esperado.

e También se clasifican en esta categoria respuestas que se apoyan en la regla del
producto y/o calculan o usan coeficientes binomiales, pero de manera
parcial, o sin hacer los calculos correspondientes o con errores importantes

Nivel 3
Cuantitativo
informal

e Se reconocen el caracter combinatorio de la situacion. Se considera la variable k
al separar los casos favorables.

e Se calculan combinaciones mediante una lista organizada o mediante la
elaboracion un diagrama de arbol

e Se aplica la definicidn clésica de probabilidad y se llega a la respuesta correcta.

e De manera alternativa, se aplica la regla del producto aunque con resultados
parcialmente correctos.

¢ En ocasiones se calculan y usan los coeficientes binomiales pero con errores de
célculo o se utiliza la férmula binomial pero se omiten los calculos

Nivel 4
Numérico

e Se reconocen la variable aleatoria, los pardmetros de la distribucion binomial y
el caracter combinatorio de la situacion. Se utiliza la regla del producto y
se cuentan las combinaciones para obtener una respuesta correcta.

o La respuesta puede ser parcialmente correcta, pero utiliza la regla del producto
y calcula el coeficiente binomial con el tridngulo de Pascal o con la
féormula de las combinaciones o, también puede clasificarse en esta
categoria respuestas que hacen uso de la formula de la distribucion
binomial, aungue con algunos errores o con resultados parciales

Nivel 5
Abstracto

e Se reconocen los parametros de una distribuciéon binomial; se plantea el
problema y obtiene la solucion en términos de una instancia de la expresion
general de la distribucion binomial B(n, p, k) o del binomio de Newton.

¢ Se reconocen la influencia de los parametros n y p en la forma gréfica de la
distribucion

Tabla 2. Jerarquia para el razonamiento binomial. Tomada de Sanchez y Landin (2011).

Esta jerarquizacion se centra en la comprension del estudiante sobre la probabilidad

binomial, es decir, que él tenga la capacidad de explicar el porqué de sus respuestas y

procedimientos. Sin embargo, como el foco de esta investigacion es la probabilidad

binomial, obliga al estudiante a tener conocimientos formales de la probabilidad clasica

y binomial; debido a ello no es posible hacer uso de esta jerarquizacién para caracterizar

el razonamiento de un sujeto que no haya tenido acercamientos conceptuales con la

probabilidad.

En Jones, Thornton, Langrall y Mogill (1997) y en Shaughnessy y Ciancetta (2004),

citados en Sanchez y Valdez (2013) se presentan unos niveles de muestreo que se toman
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como base para la propuesta de Sanchez y Valdez (2013). En este trabajo proponen
cuatro niveles de razonamiento sobre el concepto de probabilidad, estos niveles no se
enfocan en una nocién de probabilidad especifica, sino que trabaja con las nociones
subjetiva, frecuencial, clasica y las relaciones entre ellas. Asi los niveles formulados
son:
Nivel 1(Subjetivo): Asigna la probabilidad desde su intuicion, sin interpretar el
resultado ni hacer inferencias con este.
Nivel 2 (Transicional): Asigna la probabilidad de una manera subjetiva a partir
de frecuencias relativas y el espacio muestral del experimento, pero sin
relacionar las caracteristicas de cada una.
Nivel 3 (Cuantitativo informal): Se asigna la probabilidad desde méas de una
nocion, lo relaciona con la idea subjetiva y empieza a formar inferencias, pero
no asimila la variabilidad.
Nivel 4 (Numérico): Se asigna la probabilidad usando las tres nociones

asimilando la variabilidad para hacer inferencias.

Se considera que la relevancia de estos niveles radica en la consideracion de los
procesos de: interpretar, analizar y comparar la probabilidad sin dejar de lado el juicio a
priori del individuo. Sin embargo, no es conveniente que el sujeto tenga que asignar la
probabilidad usando la nocidn frecuencial, clasica y subjetiva para estar en el nivel méas
alto del razonamiento probabilistico, ya que esto puede depender del desarrollo del
pensamiento asociado con la edad y al grado de escolaridad del sujeto. Ademas no
presentan indicadores para poder ubicar el razonamiento de cada individuo en los
respectivos niveles. También se considera que no es una herramienta cercana para el
profesor de matematicas del aula de la educacion béasica, ya que faltan elementos
practicos para llevar esta propuesta al aula, y asi ayudarle al profesor a categorizar el

razonamiento de los estudiantes.
Sanchez y Valdez (2013) asumen las mismas denominaciones para los niveles segin la

propuesta de Sanchez y Landin (2011), pero en este caso las descripciones de los
niveles no se relacionan entre si, ya que en Sanchez y Landin (2011) el objeto de
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estudio es la distribucion binomial de probabilidad y en Sanchez y Valdes (2013) son
las diferentes nociones de probabilidad (clasica, frecuencial, subjetiva).

Por otra parte Romero y Vergara (2014) realizan un trabajo en el cual plantean unos
niveles de razonamiento probabilistico siguiendo la estructura de la taxonomia SOLO, a
partir de los siguientes temas asociados a la probabilidad:

e Experimento aleatorio

e Secuencias aleatorias

e Tratamiento de intuiciones

e Interpretacion de enunciados en términos frecuenciales

e Espacio muestral

e Eventos simples y compuestos

e Completar e interpretar tablas de frecuencias

e Diagramas de barras

e Leyde Laplace

e Reglade la suma y del producto

e Comparacién de probabilidades

e Convergencia estocastica

Para identificar los desempefios de los estudiantes disefian un test para cada uno de los
temas mencionados. Uno de los aspectos importantes de esta propuesta es la
completitud de la misma, ya que tienen en cuenta cada componente conceptual y
procedimental que se deben considerar a la hora de asignar una probabilidad. Pero cada
uno de estos analisis se realiza de forma totalmente independiente, lo cual por ejemplo,
no permite ver la relacion que hay entre el concepto de aleatoriedad y el espacio
muestral, y asi evidenciar la justificacion de un estudiante del por que el espacio

muestral de un experimento es vacio.

Ateniendo a la anterior revision, para el disefio de los niveles que se desarrolla en esta
propuesta, se tendran en cuenta:
e Mantener el enfoque argumentativo que se evidencia en la mayoria de estas

propuestas debido a que los célculos necesarios para asignar una probabilidad
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desde la nocion frecuencial son de poca complejidad en comparacion con otras
nociones.

Los elementos, tanto conceptuales como procedimentales, que hacen parte de la
nocion frecuencial de la probabilidad, de tal manera que estén relacionados entre
si, pues son estos los que componen en esencia el objeto de estudio.

Se brindara una herramienta para los profesores que sea de facil aplicacion al
aula, lo cual implica que cada nivel propuesto tenga indicadores necesarios que
permitan categorizar el desarrollo del pensamiento.

El enfoque de esta propuesta es categorizar el nivel de desarrollo de la
probabilidad frecuencial sin importar la edad o grado de escolaridad del sujeto,
ya que no se considera necesario el uso de conocimientos previos para ubicar el

razonamiento en los niveles iniciales.
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5. MARCO DE REFERENCIA

Mediante la elaboracion de este marco de referencia se brinda el soporte tedrico de la
propuesta. Asi, se presenta el objeto de estudio desde el punto de vista conceptual y
cognitivo. En el primero se muestra la evolucion y desarrollo que ha tenido la teoria de
la probabilidad, atendiendo al surgimiento de cada uno de los conceptos de esta teoria
desde la concepcion frecuencial; en el segundo se muestran los antecedentes didacticos
que permiten tener un panorama de las investigaciones realizadas respecto a este tema,

con el fin de asumirlas como soporte para la propuesta.

5.1. Analisis conceptual

En este apartado se presenta el desarrollo historico de la probabilidad frecuencial (sin

dejar de lado las otras nociones) y sus fundamentos tedricos.

5.1.1. Desarrollo historico de la probabilidad

La teoria de la probabilidad en un principio se enfoc6 en dar respuesta a algunas
preguntas referentes a los juegos de azar, por ejemplo, predecir resultados, repartir
ganancias, determinar si es conveniente jugar, etc. A continuacion se presenta el
desarrollo de los juegos de azar y de la teoria de probabilidad, desde sus origenes hasta

su formalizacion axiomaética.

Existen posibles registros de juegos de azar que datan de la época de la prehistoria
segun Vega-Amaya (2002), estos registros pertenecen a las culturas sumeria y asiria
(alrededor del afio 5000 A.C); que tomaban el hueso del talon de algunos animales
denominado astragalo y lo arrojaban sobre una superficie, el hueso podria caer en cuatro
posiciones diferentes lo que podria ser un antecedente del juego de los dados. Asimismo
en la cultura egipcia (alrededor del afio 3000 A.C) se han encontrado pinturas de este
hueso en las tumbas de los faraones, sin embargo no se tiene la certeza si este hueso fue
utilizado con fines religiosos o de diversion. Ademas se tienen registros del uso de este

hueso cerca del afio 1200 A.C. en diferentes regiones de Espafia, Italia y Francia. Se
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presume que Palamedes invento los dados que se utilizan cominmente a partir del juego

con este tipo de huesos.

De acuerdo con Alonso, Rodriguez y Ordas (2004) durante el renacimiento Galileo
Galilei (1564-1642) y Girolamo Cardano (1501-1576) de forma independiente, se
apasionaron por resolver algunos de los problemas mas conocidos sobre el tema de los
dados, la fascinacion por este tema llegé a tal punto que se publicaron los libros Sobre
la puntuacion en tiradas de dados (Galileo) y Libro de los juegos de azar (Cardano).
Otro de los aportes de Galileo fue definir y diferenciar el error sistemético y el error
aleatorio, posteriormente esto sirvié como apoyo para diferenciar la probabilidad de la

estadistica.

Teniendo en cuenta lo expuesto por Alcazar (2007) las primeras definiciones sobre la
probabilidad clasica se le atribuyen a Jacob Bernoulli (1654-1705) y Abraham de
Moivre (1667-1754), en las cuales establecen la probabilidad de un evento como el
cociente entre el nimero de apariciones favorables y el nimero de simulaciones. Cabe
destacar que en estas definiciones no se tenia en cuenta el concepto de equiprobabilidad.
Anélogamente Bernoulli descubre la forma de calcular la probabilidad de un evento a
partir de la experimentacion, realizando muchas simulaciones del experimento y
calculando el cociente descrito anteriormente, sin embargo al referirse a “muchas
simulaciones” daba pie para generar bastantes confusiones con el nimero de
simulaciones que se debian realizar. De esta forma se le atribuye a Jacob Bernoulli la
introduccién a la nocidn frecuencial de probabilidad, formulando el conocido Teorema

que lleva su nombre:

: f
] ——p > =0
imp ~-p >¢

n—oo

Es decir, sea € un valor positivo y “pequeno”, p la probabilidad real del evento. La
diferencia positiva entre la frecuencia relativa y la probabilidad real (siempre y cuando
sea mayor que ¢) tiende a 0 cuando el nimero de simulaciones del experimento tiende a

infinito.

Siméon Denis Poisson (1781-1840) realizd aportes relevantes a la teoria de la

probabilidad frecuencial, a tal punto que “suyo es el término Ley de los Grandes
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Numeros, para indicar la estabilidad de las frecuencias relativas y la media aritmética de

un nimero grande de observaciones” (Garzén, 2006, p. 174).

En 1866 John Venn (1834-1923) publico el libro La logica del azar, en el cual
aproxima la probabilidad de ocurrencia de un evento a partir de frecuencias relativas,
segun Mateos y Morales (1985) este es uno de los primeros trabajos de la probabilidad
frecuencial. En el siglo XX uno de los matematicos que desarrollé esta teoria fue
Richard Von Mises (1883-1953), quien en 1926 propuso el término “colectivo” para
describir la nocion de frecuencia relativa, entiéndase por colectivo como “una sucesion
de un nimero grande de observaciones idénticas o experimentos, conduciéndonos cada
uno de éstos a un resultado numérico determinado” (Franquet, 2008, p. 205). Para
identificar estas sucesiones VVon Mises define dos axiomas:

Aleatoriedad: No se admite que haya regularidades en la sucesién de los
resultados de un experimento aleatorio.

Convergencia: “La sucesion de frecuencias relativas tiende a un limite cuando

aumenta la sucesion de sucesos” (Mateos y Morales, 1985, p.116).

Sixto Cémara (1878-1964) (citado en Benito (2002)), publica un articulo en el cual
propone una definicion de limite estocastico de una sucesion numérica, ademas expone
algunas de las propiedades de dicho limite para mostrarlas como una generalizacién de
las propiedades del limite aritmético. Esta definicion la propuso con el fin de retomar el
trabajo realizado en el afio 1933, en el que expresé la necesidad de reemplazar el
término limite aritmético por limite estocastico en el postulado de convergencia

propuesto por Von Mises.

Bajo este breve panorama del desarrollo historico de la probabilidad, se concluye que
para el disefio de los niveles que permitan categorizar el desarrollo del pensamiento
aleatorio en relacién con la probabilidad frecuencial se deben tener en cuenta los

siguientes aspectos:

e Simulacion del experimento bajo idénticas condiciones.

e Recoleccion e interpretacion de datos.
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e EIl nimero necesario de simulaciones para la estabilizacion de las frecuencias
relativas.

e Lanocion de limite estocastico.

5.1.2. Nocion frecuencial de la probabilidad

Desde un punto de vista frecuencial “la probabilidad de un suceso A se define como el
limite de una frecuencia relativa, cuando el experimento se realiza un namero infinito de
veces” (Sanchez, 2004, p.8), formalmente:

n; A;

n—oo n
i=1,2,..,k donde k es el nimero de puntos muestrales,

n el numero de simulaciones y n; es el nUmero de aparicones del evento A;

Varios autores presentan sus puntos de vista sobre el uso de la nocién frecuencial de la
probabilidad. Por ejemplo Godino, Batanero y Caifiizares (1987) afirman que la
probabilidad de un evento se puede calcular a partir de su frecuencia relativa, esto es
posible si el experimento se puede repetir bajo idénticas condiciones indefinidamente, lo
que conlleva a que la probabilidad empirica o frecuencial sea aplicable a cualquier
experimento aleatorio; a lo cual Serrano, Batanero y Ortiz (1996) agregan que esta
interpretacion no es netamente objetiva, dado que el sujeto debe asimilar que aungue no
es posible repetir el experimento bajo condiciones estrictamente iguales se deben

mantener las condiciones que impidan sesgos.

Ortiz, Batanero y Serrano (1996) afirman que el uso de la nocién frecuencial promueve
al desarrollo del razonamiento proporcional ya que la frecuencia relativa se expresa
como una proporcion entre los casos en los cuales se obtiene el resultado de interés y el
total de casos. Ademas afirman que usando esta nocion de probabilidad se establece una
conexion mas evidente entre la probabilidad y la estadistica, ya que de esta forma los
conjuntos de datos, ademas de describir el comportamiento de una poblacion se
presentan como una herramienta de prediccion justificada y estructurada, permitiendo

una mayor objetividad en la toma de decisiones.
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Todos los tedricos de la probabilidad coinciden con el planteamiento del sentido
comun en reconocer que el conocimiento de las frecuencias relativas de
ocurrencias influye convenientemente, a veces, en los juicios de probabilidad. De
no ser asi, las agencias de encuestas no merecerian mas crédito que los adivinos y
su interés por la informacién estadistica seria un desatino inatil. (Black (1979)
citado en Mateos y Morales, 1985, p. 110).

Sin embargo, Batanero (2005) expone dos problemas en el uso de esta nocién, el

primero tiene que ver con célculo de la probabilidad con las frecuencias relativas dado

que no se obtiene el valor exacto, solo una aproximacién. El segundo consiste en saber

el nimero exacto de simulaciones para que la aproximacion sea “buena”.

Bajo estas miradas, se considera que para el disefio de los niveles se debe tener en

cuenta, desde lo conceptual:

La similitud de las condiciones del experimento aleatorio, en cada replicacion de
tal forma que no alteren los resultados.

La recoleccion, organizacion y sistematizacion de los datos arrojados por el
experimento.

La comparacion y estimacion de las frecuencias relativas de los diferentes
eventos dentro de un mismo experimento.

La importancia de las frecuencias relativas a la hora de predecir para no adivinar
el resultado de un experimento.

La relacion directamente proporcional entre el numero de simulaciones del
experimento y la cercania que tendra su aproximacion a la probabilidad real.

La relacidn que existe entre la asignacion de una probabilidad usando la nocion
frecuencial y el razonamiento proporcional, ya que la frecuencia relativa de un

evento se expresa como una proporcion.

5.2. Perspectiva didactica y normativa

En este item se muestran los fundamentos didacticos necesarios para el disefio de la

propuesta, para ello se toman documentos nacionales e internacionales orientadores para

el desarrollo del pensamiento aleatorio, y ademas se tienen en cuenta sesgos Yy

heuristicas de la probabilidad y teorias estructurales del conocimiento.

21



5.2.1. Pensamiento aleatorio y sistemas de datos
En 1998 el MEN publicé los Lineamientos Curriculares de Matematicas, en este
documento estructura el desarrollo del pensamiento matematico a traves de cinco
pensamientos y sus respectivos sistemas, de tal forma que el conocimiento ensefiable
Ilegue de manera integral a la escuela:

e Pensamiento numérico y sistemas numéricos

e Pensamiento espacial y sistemas geométricos

e Pensamiento métrico y sistemas de medidas

e Pensamiento aleatorio y los sistemas de datos

e Pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analiticos

En dicho documento el MEN (1998) ubica la probabilidad dentro del pensamiento
aleatorio y los sistemas de datos, y propone la estadistica como la rama de las
matematicas que domina, describe y maneja la incertidumbre, ya que esta rama permite
ordenar los fendmenos aleatorios de manera estadistica facilitando el uso de inferencias
sin dejar de lado su margen de error, con el fin de tomar decisiones en situaciones de la
vida cotidiana donde esté presente el azar. Asi, es importante que los estudiantes
recolecten, organicen, sistematicen, representen y analicen los resultados de cualquier
tipo de experimentos en un contexto significativo ayudando a conjeturar sobre dichas
situaciones, estos procesos no se deben presentar de manera formal debido que las
reglas de célculo se alejan de la naturaleza de lo aleatorio y oculta las nociones de

incertidumbre.

Mas adelante esta misma entidad presenta los Estandares Béasicos de Competencia
Matematica [EBCM] en 2006, en este documento el pensamiento aleatorio y los
sistemas de datos siguen el mismo enfoque presentado en los Lineamientos Curriculares
de Matematicas, sin embargo en los EBCM se amplia la idea de aleatorio, ya que
también lo llaman pensamiento probabilistico o estocastico, ademas se afirma que “el
azar se relaciona con la ausencia de patrones o esquemas especificos en las repeticiones
de eventos 0 sucesos, y otras veces con las situaciones en las que se ignora cuéles

puedan ser esos patrones” (MEN, 2006, p. 65).
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En MEN (2006) se proponen cuéles deben ser las competencias minimas de una
persona que ha culminado su proceso de escolaridad béasica y media, entiendo por
competencia “como saber hacer en contexto en tareas y situaciones distintas de aquellas
a las cuales se aprendio a responder en el aula de clase” (MEN, 2006, p. 49), siendo esta
una nocion restringida usada en el campo de la Educacion Matemaética antes que el

MEN realizard la construccién de estos documentos normativos.

Teniendo en cuenta lo establecido en los Lineamientos Curriculares de Matemaéticas
(MEN, 1998) y algunas posturas sobre la idea de comprension se establece un nuevo y
mas amplio significado para el término competencia, visto “como conjunto de
conocimientos, habilidades, actitudes, comprensiones y disposiciones cognitivas,
socioafectivas y psicomotoras apropiadamente relacionadas entre si para facilitar el
desempefio flexible, eficaz y con sentido de una actividad en contextos relativamente
nuevos y retadores” (MEN, 2006, p. 49).

De acuerdo a esta idea de competencia surge el interrogante sobre qué es ser
matematicamente competente. Segin el MEN (2006) una persona es matematicamente
competente si en toda actividad matematica que desarrolle estdn presentes procesos
generales, tales como los propuestos por el MEN (1998):

e Razonamiento

e Resolucion y planteamiento de problemas

e Comunicacion

e Modelacion

e Elaboracién, comparacién y ejercitacion de procedimientos

Desde un punto de vista internacional el National Council of Teacher Mathematics
(NCTM) en el afio 2000 propuso los estandares para la ensefianza de las matematicas en
Norteamérica. En el estdndar Analisis de Datos y Probabilidad se plantea la
probabilidad como el medio que permite realizar inferencias de un conjunto de datos,
por ende es necesario que el estudiante sea capaz de identificar la relacion entre la
estadistica y la probabilidad, por medio de la formulacion de preguntas de su entorno

cuya respuesta no sea obvia, y al tratar de resolverlas lo lleven a recoger y organizar
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datos a partir de encuestas o simulaciones, esto con el fin de realizar inferencias o
conclusiones sobre las preguntas planteadas sin desconocer que hay incertidumbre en
dichas conclusiones. Ademas resaltan que las conclusiones del estudiante se pueden
basar en datos recolectados por él mismo o suministrados por otros. Se recomienda que
en los primeros niveles de escolaridad el profesor suministre los instrumentos de
recoleccion y organizacion de datos, sin la necesidad que el estudiante reconozca la

razon de usar estos instrumentos y no otros.

A medida que van pasando de nivel, deberian invertir mas tiempo planificando la
recogida de datos y evaluando cémo funcionan sus métodos para obtener
informacion sobre las preguntas. En los niveles medios, se deberia trabajar mas con
datos recogidos por otros o generados mediante simulaciones. En la etapa 9-12,
deberian comprender los diversos propoésitos de las encuestas, los estudios de
observacion y los experimentos. (NCTM 2003, p. 52).

Finalmente en este documento se resalta que el Andlisis de Datos y Probabilidad es un
medio que permite al estudiante conectar entre si algunas ramas de las matematicas,
ademas facilita que el estudiante conecte la matematica con otras ciencias en contextos
cotidianos. Por ejemplo, “utilizar la proporcionalidad y una comprension bésica de la
probabilidad para formular y comprobar conjeturas sobre los resultados de experimentos

y simulaciones.” (NCTM, 2003, p. 252), muestra de manera explicita dicha relacion.

En el ambito nacional e internacional se resaltan las siguientes caracteristicas del
Pensamiento Aleatorio y Sistemas de Datos, a tener en cuenta para el disefio de los
niveles:

e Contexto. El sujeto debe identificar las situaciones azarosas de su vida cotidiana
y diferenciarlas de aquellas que son deterministas.

e Inferencias. Utilizar los resultados de un estudio estadistico para emitir
conclusiones predictivas acerca del resultado de un experimento y la
incertidumbre de dicha prediccion.

e Estadistica-Probabilidad. Usar la nocion frecuencial de probabilidad como el
medio que conecte la estadistica con la probabilidad.

e Competencia matematica. Las respuestas ubicadas en los niveles mas altos

deben reflejar que el sujeto tiene dominio de los cinco procesos generales.
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Ademés se ha de asumir que el sujeto debe reconocer la fiabilidad de los datos
recogidos por él o suministrados por una fuente confiable de informacion, teniendo en
cuenta el contexto en el que se recolectaron, esto siguiendo las sugerencias dadas entre
otros por el NCTM (2003).

5.2.2. Didéactica de la probabilidad frecuencial

En esta seccion se muestran diferentes propuestas de ensefianza de la probabilidad
frecuencial, con el objetivo de identificar algunas secuencias a seguir para la
construccion del razonamiento probabilistico y asi determinar cuéles deben ser los
conocimientos previos que se deben tener en cuenta para generar los indicadores de los
niveles que permitan categorizar el desarrollo del pensamiento aleatorio en relacion con

la probabilidad frecuencial.

Garzén y Garcia (2009) utilizan un juego disefiado por ellas para presentar el concepto
de probabilidad, este juego consiste en descubrir el personaje del oponente y mover una
ficha hasta llegar al final de una trayectoria antes que el otro jugador, cada jugador
movera su ficha un espacio si obtiene un resultado especifico al lanzar un dado de 6
caras 0 una moneda equilibrada (un jugador escoge el dado y el otro la moneda
manteniendo su eleccion hasta finalizar el juego). A continuacion se muestra la
secuencia a seguir para introducir el concepto de probabilidad y las actividades

desarrolladas por los estudiantes en cada secuencia:

Secuencia Tematica Acciones de estudiantes
. Azar, experimentos aleatorios, y | Construccion de un personaje a partir de
Secuencia 1 deterministicos experimentos aleatorios.

Crear estrategias para descartar opciones de

Secuencia 2 | Espacio Muestral personaje del compariero.

Suceso  Seguro, imposible, | Eleccién de diferentes tipos de suceso para dar la

Secuencia 3 elemental. partida
Erecuencias absolutas Reflexion de estrategia de juego comparando
Secuencia 4 : y posibilidades a partir de frecuencias relativas.
relativas .
(juegan)
Secuencia 5 Célculo y comparacion de | Eleccion de estrategia final a partir del calculo y
probabilidades comparacion de probabilidades

Tabla 3. Propuesta desarrollada por Garzon y Garcia (2009).
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En esta propuesta se identifica que antes de abordar la asignacion de probabilidades, el
estudiante debe tener conocimientos acerca de azar, experimentos aleatorios, espacio
muestral y eventos simples, seguros o imposibles, con el fin de permitir al estudiante
realizar buenas aproximaciones de la probabilidad de ocurrencia de un evento. Aunque
el estudiante no maneje estos elementos desde un punto de vista formal se hace
necesario que €l tenga nociones intuitivas de lo que ellos son, como se comportan y las

relaciones que existen entre ellos.

De otra parte, Serrano (1996), propone una serie de actividades que permite introducir
los conceptos basicos de la probabilidad frecuencial, a grandes rasgos, esta tesis consta
de dos secciones: 1) Prueba diagnostica. 2) Secuencias aleatorias y asignacion de
probabilidad con nocion frecuencial. Analizando los resultados de la prueba diagnostica
se evidencia la relevancia que la autora le da a la identificacion, creacion y comparacion
de las secuencias aleatorias, ademas pretende indagar acerca de la traduccion entre
diversos sistemas de representacién como el paso de los datos simulados a una tabla de
frecuencias. Partiendo de los argumentos presentados y las preguntas realizadas se
infiere que el estudiante necesita conocer o tener nociones sobre espacio muestral. La
segunda actividad planteada pretende sortear las dificultades evidenciadas al analizar los
resultados de la prueba diagndstica, para esto se disefia una serie de preguntas en las
cuales el estudiante identifica las caracteristicas necesarias para gue una secuencia sea
aleatoria y clasifique las que lo son, luego usa este concepto para realizar inferencias
acerca del resultado de la siguiente simulacion y sus ideas intuitivas de probabilidad
para inferir cuales secuencias son mas probables. Finalmente pretende que el estudiante
reconozca la proporcionalidad que existe entre el numero de simulaciones y la
frecuencia absoluta del evento con el fin de identificar cuales eventos son mas probables

que otros.

Yanez (2003), citado en Mantilla y Martinez (2007) define una secuencia a seguir para
introducir las nociones basicas del concepto de probabilidad a partir de los conceptos de
experimento aleatorio, espacio muestral, eventos y probabilidad frecuencial. Esta

secuencia se menciona en el marco de los antecedentes de una propuesta didactica para
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la ensefianza de la probabilidad frecuencial en la educacion pre-universitaria, la cual es

acorde con las secuencias presentadas por Garzén y Garcia (2009), y Serrano (1996).

En conclusion, a partir de las propuestas revisadas y expuestas anteriormente, se
reconoce como necesario que el sujeto tenga nociones en relacion con azar,
aleatoriedad, espacio muestral, secuencias aleatorias y tipos de eventos para poder
realizar una buena aproximacion de la probabilidad usando la nocion frecuencial. De
esta manera, en el desarrollo de la propuesta se clasificaran estos elementos segun su
importancia a la hora de asignar una probabilidad. De acuerdo a esta clasificacion se
generan indicadores que permiten categorizar el nivel de desarrollo del razonamiento

probabilistico en relacion con la probabilidad frecuencial.

5.2.3. Heuristicas y sesgos en la probabilidad

Kahneman, Slovic y Tversky (1982) (citado en Diaz, 2003) define la heuristica como
reglas simples que llevan a un sujeto a tomar juicios acerca de un experimento aleatorio
basandose en creencias, experiencias o inferencias intuitivas debido a su falta de
conocimiento probabilistico formal desde cualquier enfoque. Si se presenta alguna
heuristica lo lleva a evidenciar algin sesgo de probabilidad. Asi, tomando como
referencia varios autores que reportan asuntos sobre este tema, se construye la Tabla 4
con la definicion de cada heuristica y los sesgos asociados a ellas:

Heuristica/ Definicién Sesgos/Definicion

Insensibilidad al | Ocurre cuando el “estadistico de
correspondencia o tamar;o de la gna ntwuestNra”segg mS(e):ggndle;te
similitud entre una muestra |-uéstra e su tamaiio” (Diaz, P 3)

“la evaluacion del grado de

y una poblacion, un Segin Bersabé (1995) sucede

ejemplar y una categoria, cuando el sujeto cree que en las

& | Concepcion . . .
un acto y un actor o, mas secuencias aleatorias  siempre

errénea del azar

generalmente, un resultado féstén presentes patrones
Representatividad | y un modelo” (Tversky y irregulares.

Kahneman, 1983, citado Bersabé (1995) afirma que este

en Diaz, 2003, p. 3). sesgo sucede al asegurar que el

resultado de un experimento
aleatorio serd un evento A
basandose en la simulacion del
experimento donde habia una
racha favorable para un evento B.

Falacia del
jugador tipo |
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Falacia del
jugador tipo Il

Bersabé (1995) afirma que este
sesgo sucede al asegurar que el
resultado de un experimento
aleatorio ser& un evento A
basandose en la simulacion del
experimento donde habia una
racha favorable para un evento A.

Falacia de |la
conjuncion

Se produce cuando el sujeto
tiende a ‘“creer que es mMmas
probable la interseccion de dos
sucesos que su union” (Diaz,
2003, p. 5).

Disponibilidad

“Mediante el heuristico de
la  disponibilidad, una
persona evalta la
probabilidad de un suceso
aleatorio en términos de la
facilidad para encontrar
ejemplos 0 asociaciones
relevantes de esa misma
clase de sucesos” (Tversky
y Kahneman, 1973; citado
en Bersabé, 1995, p. 34).

Sesgos debido a la
facilidad para
recuperar
ejemplos

Diaz (2003) identifica que este
sesgo ocurre cuando se considera
mas probable un evento cuando
es més facil recordar ejemplos o
situaciones asociadas a este.

Atribuciones
flexibles

Bersabé (1995) afirma que se
presenta este sesgo cuando una
persona atribuye su éxito de
anticipar el resultado de un
experimento aleatorio a su
habilidad y su fracaso a factores
externos como la suerte, rachas,
dificultad, etc.

Tabla 4. Heuristicas y Sesgos de probabilidad.

Existen otros sesgos que son producto de otras heuristicas, las cuales hasta el momento

no se han podido identificar, los siguientes son los sesgos reportados por diferentes

autores:

e Sesgo confirmatorio: Ocurre cuando el sujeto solo tiene en cuenta los resultados

favorables de un experimento aleatorio (Bersabé, 1995).

e Sesgo determinista: Sucede cuando una persona cree que todo se modela de

manera determinista, dejando de lado el azar, la incertidumbre y la aleatoriedad.

Guisasola y Barragués (2002)

e Sesgo de equiprobabilidad: Ocurre cuando el sujeto afirma que todos los eventos

de un experimento aleatorio tienen la misma probabilidad de ocurrencia.

Serrano, Batanero, Ortiz y Cafiizares (1998)

El objetivo de realizar esta documentacion sobre heuristicas y sesgos en la probabilidad

es clasificar los sesgos de acuerdo a la forma en la que interfieren para formular una

aproximacion de la probabilidad de un evento. Por ejemplo, si una persona presenta el

sesgo determinista, es mas factible que se encuentre en un nivel inicial o primario en
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relacion con una persona que presenta el sesgo de facilidad para recuperar ejemplos, ya
que en el sesgo determinista no se tiene ninguna nocién de azar ni de aleatoriedad,
mientras que en el de facilidad, es posible que tenga nociones claras de azar y
aleatoriedad, pero debido a sus experiencias concibe un evento como mas probable que

otro.

5.2.4. Taxonomia SOLO

Desde la segunda mitad del siglo XX muchas investigaciones se han orientado a
identificar los procesos realizados para dar respuestas a un problema, una vez se
identifican estos procesos se realiza una categorizacion utilizando niveles de

complejidad del razonamiento.

Las primeras propuestas de una taxonomia que permite describir y categorizar el
razonamiento fueron: la taxonomia cognitiva de Benjamin Bloom publicada en el afio
1956, posteriormente Robert Gagné propuso su propio modelo taxonémico de
aprendizaje, sin embargo estas propuestas son limitas ya que:

Tienen muy poca relevancia en el sentido de los aspectos estructurales de los
resultados de aprendizaje, puesto que se centran en aspectos del analisis légico del
contenido y del proceso de aprendizaje, y no tiene alcance para estudios sobre los
diferentes resultados adquiridos para una materia dada. (Marton et al., 1997; citado
en Hernandez, Martinez, Da Fonseca y Rubio, 2005, p.80)

Asumiendo el argumento de Hernandez, et al., (2005) una de las teorias que mejor se
ajusta al objetivo de esta propuesta es la taxonomia expuesta por John Biggs y Kevin
Collins en 1982. En esta teoria se presenta una mirada taxondémica de las diferentes
formas de como una persona selecciona y procesa la informacion ya sea familiar o no
para €l, dicha informacién puede ser matematica o formar parte de diversos campos del
conocimiento humano. Medrano (2003) afirma que en la teoria de Biggs y Collins se
llega a la siguiente conclusion: los estadios de desarrollo de Piaget son engafiosos a la
hora de clasificar la respuesta de un estudiante, dado que estas etapas se basan en la
edad y no en los conocimientos que el sujeto pueda tener de un tema, por tanto un

adulto que segun Piaget se encuentra en el estadio operatorio formal debe resolver un
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problema de manera abstracta, pero Biggs y Collins sostienen que no es posible
resolverlo de manera abstracta si no esta familiarizado con el problema, de esta manera
Biggs y Collins plantearon unos criterios que permiten la elaboracion de los niveles de

la taxonomia SOLO:

e El nivel de atencion y memoria.
e El establecimiento de relaciones y asociaciones.

e La consistencia y la elaboracion tedrica.

De este modo “Biggs y Collins, presentaron en 1982 una propuesta para evaluar los
diferentes niveles de complejidad estructural en los resultados de aprendizaje
alcanzados” (Hernandez, et al., 2005, p. 80)

Nivel Descripcion

Respuesta centrada en aspectos irrelevantes de la propuesta de trabajo,

|. Preestructural . ) o :
con contestaciones evasivas o tautoldgicas del trabajo.

Respuestas que contienen datos informativos obvios, los cuales han sido

I1. Uniestructural . . .
extraidos directamente del enunciado.

Respuestas que requieren de dos o mas informaciones del enunciado, los
I11. Multiestructural cuales siendo obtenidas directamente de éste, son analizadas
separadamente, no de forma interrelacionada.

Respuestas extraidas tras el andlisis de los datos del problema, integrando
IV. Relacional la informacion en un todo comprensivo. Los resultados se organizan
formando una estructura.

Respuestas que manifiestan la utilizacion de un principio general y
V. Abstraccion Expandida abstracto que puede ser inferido a partir del anélisis sustantivo de los
datos del problema y que es generalizable a otros contextos.

Tabla 5. Niveles Taxonomia SOLO. Tomada de Hern&ndez, et al., (2003).

Para la construccion de los indicadores de cada nivel de esta propuesta se tendra en
cuenta la descripcion de los niveles de la taxonomia SOLO, asi por ejemplo, los
indicadores del nivel 1 deben caracterizar un razonamiento que este centrado en
aspectos irrelevantes, dando respuestas como “no se sabe”, “no se puede determinar”,

“el futuro no se puede predecir” 0 de caracter determinista.
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6. DESARROLLO DE LA PROPUESTA

Teniendo en cuenta los aspectos identificados anteriormente respecto al razonamiento

probabilistico, se generan indicadores sobre conceptos, sesgos y tratamiento de los datos

recolectados a partir de experimentos aleatorios, datos necesarios para la asignacion de

probabilidad desde una nocion frecuencial. Usando dichos indicadores se establecen las

posibles relaciones entre ellos para poder, a partir de ello, caracterizar el razonamiento

ubicando su desarrollo en un determinado nivel.

6.1. Indicadores

A continuacion se presenta la Tabla 6, en la que se clasifica y describen sesgos,

conceptos, y el tratamiento que se le dan a los datos, esto en relacion con la asignacién

de probabilidad desde una nocién frecuencial.

Categoria

Indicadores/Descripcion

Conceptos

Ci:

Las respuestas evidencian un cardcter evasivo ya que se desconocen los
procedimientos y conceptos para cuantificar la ocurrencia de un evento.

C,:

Identifica y clasifica situaciones donde esta presente el azar y la aleatoriedad.

Cs:

Define espacio muestral de un experimento aleatorio clasificando los tipos de
eventos.

Cs

Compara secuencias aleatorias en términos de més probable que, menos probable que
o0 igualmente probables.

Cs:

Calcula la probabilidad frecuencial de un evento sin reconocer la necesidad de la
repetitividad del experimento y por ende realiza pocas experimentaciones.

Cs:

Calcula la frecuencia relativa de un evento partiendo del nimero necesario de
experimentaciones o  simulaciones para que dichas frecuencias tiendan a
estabilizarse.

C,:

Calcula la frecuencia relativa de un evento teniendo en cuenta su limite estocastico,
es decir, la cercania existente entre la probabilidad real y la experimental.

Sesgos

S

Determinista: No reconoce ni diferencia las situaciones azarosas de las que no lo son.

S,:

Falacia del Jugador Tipo | y II: Predice el resultado de un experimento basado en
rachas favorables o no favorables.

Ss:

Concepcion Erronea del Azar: Considera que las secuencias aleatorias nunca pueden
tener algun patrén.

S,

Atribuciones Flexibles: Intenta manipular el resultado de un experimento aleatorio a
partir de creencias personales o mitos.

Ss:

Confirmatorio: Considera la probabilidad frecuencial partiendo de la frecuencia
absoluta de un evento.

Se:

Insensibilidad al Tamafio de la Muestra: Aproxima una probabilidad partiendo de un
nimero muy pequefio de simulaciones.

S,

Equiprobabilidad: Calcula e interpreta la frecuencia relativa como una aproximacion
de probabilidad pero considera a priori que todos los eventos definidos sobre un
experimento aleatorio son igualmente probables.

Se

: No presenta ningln sesgo.
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Tratamiento
de datos

Ty

. Desarrolla experimentos aleatorios, sin tener en cuenta si se llevan a cabo bajo
idénticas condiciones.

: Realiza experimentos aleatorios teniendo en cuenta que se deben hacer bajo idénticas
condiciones para que su resultado sea confiable.

Ts:

Disefia experimentos aleatorios teniendo en cuenta las condiciones necesarias para
que su resultado sea confiable.

Ty

Manipula herramientas tecnoldgicas que le permiten simular experimentos aleatorios.

- Reconoce la validez de los datos y es capaz de trabajar con los resultados de
simulaciones hechas por él mismo o por otros.

Te:

Asigna probabilidades basandose en resultados de experimentos propios o ajenos,
ademas reconoce el proposito de realizar las simulaciones e interpreta la
probabilidad.

Tabla 6. Indicadores del razonamiento probabilistico frecuencial.

De esta manera, los indicadores de las categorias conceptos y tratamiento de datos son

“acumulables” a excepcion del primer indicador de cada una de estas dos categorias, por

ejemplo, si esta presente el indicador Ts implica que los indicadores T, T3y T, también

lo estan. Por otra parte los indicadores de sesgo no son “acumulables”, por tanto la

presencia de uno no implica la presencia de los anteriores.

6.2. Caracterizacion de los niveles

Partiendo de la descripcion realizada para cada indicador, se construye la Tabla 7 que

contiene la clasificacion de dichos indicadores segin su complejidad estructural. Esta

clasificacion se realiza con base en los cinco niveles de complejidad propuestos en la
Taxonomia SOLO.

Nivel de Complejidad Indicadores
Preestructural S;; Cy; Ss; Sy; Sa.
Uniestructural C,; Cs; Sy; Ss; Su: Ss; S7; Ty

Multiestructural Cs; Cs; Ss; Se; T; Ts.
Relacional Cs; Cs; Sg; Ts; Ty, T
Abstraccion Expandida | Cs; Sg; Te.

Tabla 7. Clasificacion de indicadores.

A continuacion, se definen los niveles del razonamiento probabilistico frecuencial

entendiendo este razonamiento como aquel que esta relacionado con la experimentacion

o simulacion de situaciones aleatorias, el calculo e interpretacion de la probabilidad

desde la nocién frecuencial, a partir de las relaciones existentes entre los indicadores

(Tabla 6) clasificados en cada nivel de complejidad estructural (Tabla 7). Estas
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relaciones se identifican usando ejemplos de respuestas y argumentos de estudiantes de

secundaria y maestros en formacion sobre algunas situaciones azarosas.

Estos ejemplos de respuesta son tomados de diferentes espacios y experiencias
academicas de los autores de esta propuesta. Dentro del plan de estudios del Proyecto
Curricular de la Licenciatura en Matematicas (PCLM) de la Universidad Pedagogica
Nacional (UPN) se propone el espacio académico Ensefianza y Aprendizaje de la
Estadistica, en el cual los estudiantes inician su acercamiento con la didactica de la
estadistica y de la probabilidad. Este espacio fue cursado en el periodo académico 2014-
2 (de Agosto a Diciembre de 2014), en el cual se disefid una serie de actividades que
permitieran la introduccién de la probabilidad a estudiantes de grado séptimo del
Colegio Mercedario San Pedro Nolasco; dado que los estudiantes no habian tenido un
acercamiento con la probabilidad se escogié la nocién frecuencial para abordar este
concepto matematico, ya que esta nocion facilita el paso de la estadistica a la
probabilidad. Algunas actividades fueron adaptaciones de las propuestas didacticas de
Gonzélez (2008) y Coutinho (2001), para finalizar ese proceso de ensefianza los
maestros en formacion disefiaron una evaluacion de seleccion multiple con Unica
respuesta para identificar los posibles sesgos en el razonamiento de los estudiantes
(Anexo A, Parte I11).

En el periodo académico 2015-2 (de Agosto a Diciembre de 2015) los autores de esta
propuesta cursan el espacio académico Practica de Integracion Profesional a la Escuela
(Préctica I.P.E.), en el cual se realizan modificaciones de las actividades propuestas en
el espacio académico Ensefianza y Aprendizaje de la Estadistica atendiendo a las
dificultades observadas en la aplicacion de los talleres (Anexo B), luego de las
modificaciones se aplicaron a estudiantes de noveno y décimo de dos colegios oficiales
(Escuela Normal Superior Distrital Maria Montessori y Colegio Técnico Comercial
Manuela Beltran IED).

33



Finalmente se recolectd informacion de posibles respuestas a tareas relacionadas con la
probabilidad frecuencial en el marco de la XXXV Jornada del Educador Matemético®
(30 de septiembre, 1° y 2 de octubre de 2014) mediante un pilotaje a maestros en
formacion de las actividades correspondientes a la practica del espacio académico

Ensefianza y Aprendizaje de la Estadistica (Anexo A, Parte 1 y I1).

6.2.1. Nivel 1 (Preestructural)

El razonamiento probabilistico ubicado en este nivel refleja la modelacion de las
situaciones aleatorias bajo un modelo determinista (sesgo S;), por ende las respuestas de
los individuos son evasivas, evidenciando el desconocimiento de los elementos
relacionados con la cuantificacion del azar, ademas sus argumentos se asocian a otros
sesgos como: Ss, S, y S4. Por ende aun no es posible que se tenga un tratamiento de los
datos, cuando no acepta la aleatoriedad. Ejemplo de razonamiento en este nivel se puede

ver en situaciones tales como:

Situacion

Ejemplos de respuesta

Caracteristicas

Juan todos los dias para ir al
colegio debe ingresar a la
estacion de Transmilenio mas
cercana de su casa, alli espera
alguna de todas las posibles rutas
que le sirven para llegar hasta la
estacion cercana al colegio.
¢Cudl de las rutas que le sirven
sera la que pase primero? ¢Por
qué razén crees que no es
posible asegurar el resultado de
esta situacion?

No sé cudl pase primero,
porque no conozco el
futuro.

Este tipo de respuesta refleja un
caracter evasivo, ya que se sabe que
no es posible asegurar el resultado de
una situacion azarosa pero se puede
tratar de predecir el resultado
partiendo del espacio muestral del
experimento y la equiprobabilidad o
no de los puntos muestrales, es
evidente la presencia de C;.

Siempre pasa el Ruta Facil,
porque es el que pasa mas.

En esta respuesta refleja el sesgo
determinista 'y sus argumentos
muestran como sSe relaciona este
sesgo con el sesgo confirmatorio, por
tanto se identifica la relacién existente
entre S; y Ss.

En un partido cualquiera del
Chelsea, se analiza la cantidad
de tiros que falla Falcao durante
el transcurso del juego ¢puedes
decir con seguridad cual sera el
total de tiros fallados antes del
partido? Justifica tu respuesta.

Todos porque él no esta
haciendo goles.

En esta situacion se identifica la
presencia de los sesgos determinista y
falacia del jugador, ya que basa su
respuesta en una racha. Relacién entre
Sz Yy Sl-

Si  todos, porque estoy
seguro que no va a hacer

Esta respuesta evidencia un caracter
netamente determinista, se identifica

! Este evento se realiza semestralmente en la Universidad Pedagdgica Nacional de Colombia, en el cual
estudiantes y profesores de la Licenciatura en matematicas, e invitados profesionales en el ambito de la
Educacién Matematica se encargan de preparar y ejecutar conferencias, concursos, talleres, etc., para

toda la comunidad universitaria.
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goles en ese partido. la presencia del indicador S;.

Modela la situacion de manera
me da suerte y siempre voy | determinista a partir de mitos. Se
a sacar el mayor nimero. evidencia la presencia de S; y S,.

. Seis, porque los sople y eso
¢Cual es el resultado al lanzar un porg pley

dado?

Tabla 8. Respuestas y relaciones en los indicadores del Nivel 1.

Ya que el razonamiento de este nivel se caracteriza por modelar toda situacion de
manera determinista esto hace que se omita la informacion experimental o del
enunciado, por ende el tratamiento de los datos es nulo, de ahi que en este nivel no esta
presente algun indicador de tratamiento de datos.

6.2.2 Nivel 2 (Uniestructural)

El razonamiento probabilistico en este nivel se caracteriza por el reconocimiento del
azar y los tipos de eventos (C, y Cj3), pero se desconocen las caracteristicas
fundamentales para realizar una aproximacion de la probabilidad cercana a la real, ya
que la informacion usada en este proceso es obtenida directamente de las condiciones de
los problemas sin cuestionar su validez, omitiendo su andlisis; es decir trabaja con los
datos presentados en los enunciados sin tener en cuenta la existencia de otros conjuntos
de datos que permiten hacer inferencias sobre el comportamiento futuro de los
experimentos (T1), ademas de se reconoce la existencia de varios sesgos que interfieren

en la aproximacion de la probabilidad (S,), por ejemplo:

Situacién

Ejemplos de respuesta

Caracteristicas

Luego de lanzar el dado diez veces
se tomaron los siguientes datos: 5, 6,
1, 4, 5 2, 3, 3, 3, 3. ;Qué tan
probable es que salga 3 en el
siguiente lanzamiento y por qué?

Es muy probable porque
en los Gltimos
lanzamientos ha salido el
tres.

En esta respuesta se evidencia el
reconocimiento del azar, pero esta
basada en rachas. Por tanto estan
presentes los indicadores C, y S,.

Es del 50% porque existen
dos posibilidades: que
salga o no.

Es claro que en esta respuesta se
reconoce la presencia del azar, pero
cree que cualquier evento tiene un
50% de ocurrencia, de esta manera
se evidencian la relacion de los
indicadores C, y S;.
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Se seleccionaron 5 dados que
difieren en su tamafio y peso, realice
20 lanzamientos de un dado para
identificar cual es la probabilidad de
que el resultado dé un nimero par.

A) ¢(Los 20 lanzamientos los haria

A) Los hice con mas de un
dado para que los
resultados  sean mas

Estas respuestas evidencian que se
realiza el experimento sin mantener
las mismas condiciones, ademas se

. variables. L .
con un solo dado o con varios? ¢;Por B) 15% porque en 15 calcula la probabilidad partiendo de
qué? . . la frecuencia absoluta. Indicadores
lanzamientos salieron

B) Realice la tabla de frecuencias
para dichos lanzamientos y diga cual
es la probabilidad que salga un
ndmero par.

. Tl, C3, S5.
numeros pares.

Esta respuesta refleja que se cree

. , ue una secuencia aleatoria no
2 N ibl I n q ; )
Se lanz6 10 veces una moneda y se | NO es posible porque esta puede tener algdn patron y ser

anotaron los resultados C, S, C, S, C, intercalados. producto del azar. Por tanto esta

S, C, S, C, S (Cree que es posible presente el indicador Ss.

obtener estos resultados y por qué? | Si porque si lanzo la
moneda con la mano

derecha obtengo cara y con
la mano izquierda obtengo
sello.

Se evidencia la presencia del
indicador S,.

Tabla 9. Respuestas y relaciones en los indicadores del Nivel 2.

6.2.3 Nivel 3 (Multiestructural)

El razonamiento probabilistico que se encuentre en este nivel se caracteriza por analizar
informacidn obtenida directamente de los enunciados, pero dicho andlisis se hace de
manera separada (T,), es decir, tiene los conceptos necesarios para dar respuesta a las
preguntas (C,) pero la falta de asociacion de estos conceptos con el contexto de los
problemas, impide dar la respuesta correcta ya que los argumentos presentados permiten
inferir la presencia de sesgos (S,). Ademas el razonamiento utilizado para resolver los
gjercicios o problemas se hace sin tener en cuenta los analisis realizados en ejercicios

anteriores.

Situacién | Ejemplos de respuesta Caracteristicas
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Considere la siguiente situacion:

Juan y Maria lanzan cada uno 3
dados 10 y 100 veces
respectivamente 'y anotan los
resultados de cada uno de ellos.
Consideran el evento A que
resulte 1, 2, 3. Para aproximar la
probabilidad realizan la tabla de
frecuencias relativas para todos
los resultados y afirman que la
probabilidad del evento A es del
10%.

¢Cudl de las  siguientes
afirmaciones es la correcta?

a. La aproximacion de Juan es
correcta, porque realizo todos los
procedimientos necesarios,
mientras que Maria realizé
muchas experimentaciones que
No eran necesarias.

b. Las aproximaciones de Juan y
Maria son correctas, porque
realizaron todos los
procedimientos necesarios.

c. La aproximacion de Juan no es
correcta, porque realiz6 muy
pocas repeticiones del
experimento.

a. La aproximacion de Juan es
correcta, porque realiz6 todos los
procedimientos necesarios.

En esta respuesta se trabaja con
datos recolectados por otros,
pero no se tiene en cuenta la
cantidad de simulaciones, es
decir, estdn  presentes los
indicadores Ts y Se.

b. Las aproximaciones de Juan y
Marfa son correctas, porque
realizaron todos los
procedimientos necesarios.

Esta respuesta refleja trabajo con
datos ajenos y el analisis de cada
procedimiento, sin embargo el
namero de simulaciones no es un
factor relevante. Por tanto se ve
la relacion entre los indicadores
Tsy Cs.

Se  desea  determinar la
probabilidad de que el resultado
del lanzamiento de un dado sea
un nimero par a partir de las
frecuencias relativas. Mencione
cudles son los pasos necesarios
para llevar a cabo esto.

Coger un dado y lanzarlo 20
veces de la misma forma, y
anotar el resultado de cada
lanzamiento. Luego agrupar los
ndmeros que son pares y los que
no lo son, y calcular Ila
frecuencia relativa de los pares.

En esta respuesta se identifica la
necesidad de realizar las
experimentaciones bajo idénticas
condiciones para que el resultado
no se vea afectado ademas se
clasifican los eventos favorables
y no favorables a partir del
espacio muestral lo que implica
un reconocimiento del azar, sin
embargo considera suficiente 20
experimentaciones para
aproximar  la  probabilidad.
Indicadores presentes en esta
respuesta: Cz, T,y S.

6.2.4 Nivel 4 (Relacional)

El razonamiento probabilistico de este nivel

Tabla 10. Respuestas y relaciones en los indicadores del Nivel 3.

se caracteriza por el

analisis

interrelacionado de la informacidn que esta presente en la situacion, ya sea explicita o

implicitamente, ademés usa la tecnologia como un recurso que le ayuda a realizar los

procedimientos de manera agil, reconociendo la eficiencia de los software para hacer

tareas repetitivas y aleatorias (T,). Por ende hay un reconocimiento de los conceptos que
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se ponen en juego en el momento de aproximar una probabilidad (Cg), de esta manera es

posible que en el razonamiento de este nivel esté inmerso algin sesgo que no sea

determinante para aproximar la probabilidad (S).

Situacién

Ejemplos de respuesta

Caracteristicas

Se desea calcular la probabilidad
que el resultado del lanzamiento
de un dado sea un nimero par a
partir de las frecuencias relativas.
Mencione cuéles son los pasos
necesarios para llevar a cabo esto
y calculela.

Uso la funcion ‘aleatorio entre’
de Excel para generar nimeros
aleatorios entre 1 y 6. Luego
copio esta funcién 500 veces,
finalmente uso las herramientas
de Excel para hacer la frecuencia
relativa.

Se evidencia el disefio de una
simulacion en un software que
permite simular el
comportamiento de experimentos
aleatorios, ademas se resalta la
necesidad de realizar un gran
namero de simulaciones para
calcular la frecuencia relativa
(Cs), esto implica que de manera
implicita se estan realizando las
simulaciones  bajo  idénticas
condiciones y que se establece el
espacio muestral para
experimentos aleatorios. En este
procedimiento estdn presentes
los indicadores: Cg, Ty, Sg.

Tendria que hacer 300 veces este
experimento y luego calcular la
frecuencia del evento.

En esta respuesta es clara la
necesidad de realizar un gran
namero de repeticiones manuales
de los experimentos para
calcular la frecuencia relativa,
ademds maneja los conceptos
suficientes para aproximar la
probabilidad. En este
procedimiento estdn presentes
los indicadores: Cg, T3, Sg.

A continuacién se muestra el
resultado de 300 simulaciones
del lanzamiento de un dado
realizada en Excel:

Resultado |~ | Frecuencia Abs.

1 42
2 63
3 38
4 5l
3 60
& 46
Total general 300

¢Cual seria el procedimiento a
seguir  para  calcular la
probabilidad de que salga 4, y
por qué?

Calcular la frecuencia relativa
del 4 usando la tabla, porque se
realizaron muchas
experimentaciones y no es
necesario lanzar el dado.

Es evidente el reconocimiento de
la validez de los datos recogidos
por otros, ya que se acepta el
nimero de simulaciones y la
manera como Sse repitieron, por
ende son usados para aproximar
la  probabilidad. Indicadores
presentes en esta respuesta: Ts,
Sgy Cs.

Se lanz6 10 veces una moneda y
se anotaron los resultados C, S,
C, S C,S,C, S, C, S ¢Creesque
es posible  obtener  estos

Si porque todas las secuencias de
cualquier experimento aleatorio
son igualmente probables.

Se evidencia la presencia de los
indicador C, y S;7, ya que se
considera que todos los eventos
de cualquier experimento
aleatorio son equiprobables vy
estd realizando comparaciones
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resultados y por qué?

entre secuencias aleatorias que
no son mencionadas en el
enunciado.

Tabla 11. Respuestas y relaciones en los indicadores del Nivel 4.

6.2.5 Nivel 5 (Abstraccion Expandida)

En este nivel hay una ausencia de sesgos (Sg) en el razonamiento probabilistico

permitiendo una aproximacion de la probabilidad cercana a la real (C;) y sus

argumentos develan la comprension de las condiciones, caracteristicas, finalidad y

aplicacion de cada uno de los conceptos relacionados con la probabilidad frecuencial

con el objetivo de hacer inferencias en un contexto matematico o cotidiano (Tg). De este

modo estan presentes algunos procesos generales propuestos por el MEN, tales como

modelar, comunicar y conjeturar.

Situacion

Ejemplos de respuesta

Caracteristicas

Se desea calcular la probabilidad de
que el resultado del lanzamiento de un
dado sea un nimero par a partir de las
frecuencias relativas. Mencione cuéles
son los pasos necesarios para llevar a
cabo esto y calculela.

Usar un programa para
simular este experimento
las veces que sean
necesarias para que se
estabilicen las frecuencias
y dé una aproximacion
cercana a la probabilidad
real, calcular la frecuencia
relativa del evento, al
repetir esto se ve que estas
aproximaciones se mueven
alrededor del 50%.

Se ve un manejo de los conceptos
y ayudas tecnoldgicas para el
tratamiento de los datos y asi
disefia sus propias simulaciones
de los experimentos aleatorios,
realizando varios grupos de
simulaciones con el objetivo de
conjetural cual es la probabilidad
real a partir de una idea intuitiva
de limite estocastico. Indicadores
presentes C;, Sgy Ts.

A continuaciéon se muestra el resultado
de 300 simulaciones del lanzamiento
de un dado realizada en Excel:

Resultado ~ | Frecuencia Abs.

1 42
2 63
3 38
4 51
5 60
5] 46
Total general 300

¢Cual seria el procedimiento a seguir
para calcular la probabilidad de que
salga 4, y por qué?

Usar los datos ya que es
una simulacion de ese
experimento y se realiz6
un gran namero de veces y
calcular la  frecuencia
relativa del 4 y saber que
esta frecuencia es una
aproximacion cercana a la
real porque solo se tiene en
cuenta ese grupo de datos.

Se trabaja con datos recolectados
por otros y esté interesado por la
veracidad de estos, ademas
reconoce la finalidad de realizar
simulaciones de experimentos
aleatorios y esto que su
interpretacion de la probabilidad
frecuencial tenga en cuenta la
necesidad de realizar varios
grupos de simulaciones.
Indicadores presentes C;, Sg y Té.

Tabla 12. Respuestas y relaciones en los indicadores del Nivel 5.
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6.3. Pautas para determinar niveles de desarrollo

A continuacion se presenta un test que podria ayudar al docente a identificar los
indicadores presentes en el razonamiento probabilistico frecuencial de los estudiantes y
asi poder clasificar el razonamiento usando los niveles propuestos en este trabajo. En
cada una de las situaciones se puede evidenciar la presencia de los indicadores Sy; Tg;

Sg; C, y C4, ademas cada situacion fue disefiada para identificar algunos indicadores.

Situacion 1

Teniendo en cuenta el bajo nivel futbolistico y las estadisticas de su carrera como
futbolista, en un partido cualquiera del Chelsea, se analiza la cantidad de tiros que falla
Falcao durante el transcurso del juego. ¢Puedes decir con seguridad cudl seré el total de
tiros fallados antes del partido? Justifica tu respuesta.

Explicacién:

En esta situacion se puede evidenciar si estan presentes los indicadores: Ss; Sy; Co y Sy.

Situacion 2
Se seleccionaron 5 dados que difieren en su tamafio y peso. Para identificar cual es la
probabilidad de que el resultado de 20 lanzamientos dé un nimero par, usted ¢haria los

20 lanzamientos con un solo dado? ¢O con varios? ;Con todos? ¢Por qué?

A) Realice una tabla de frecuencias para los 20 lanzamientos con un mismo dado.
Teniendo en cuenta la informacion registrada, determine cual es la probabilidad que
salga un numero par. ¢Esta probabilidad se mantendria en caso de realizar 100

lanzamientos del mismo dado?
B) Al hacer este experimento con alguno de los dados se obtuvo el siguiente resultado:

2,1,1,2,4,3,2,3,3,6,1,5,6,6, 4,3, 3, 3, 3, 3. ;{Qué tan probable es que salga 3 en el

siguiente lanzamiento y por qué?
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C) Al hacer este experimento con alguno de los dados se obtuvo el siguiente resultado:
1,2,3,4,56,1,2,3,45,6,1,2,3,4,5, 6,1, 2. ;Cree que es posible obtener estos

resultados y por qué?

Explicacion:

Las primeras preguntas se relacionan con el hecho de mantener las mismas condiciones
de un experimento (indicadores Ty y T»); en el literal A) se pueden evidenciar los
indicadores Cs; Cs; Sa; Ss ¥ Se. En el literal B) Sy; S5y Cs. En el literal C) Cy; S7y Ss.

Situacion 3:

Considere la siguiente situacion:

Juan y Maria lanzan cada uno 3 dados 10 y 100 veces respectivamente y anotan los
resultados de cada uno de ellos. Consideran el evento A que resulte 1, 2, 3. Para
aproximar la probabilidad realizan la tabla de frecuencias relativas para todos los

resultados y ambos afirman que la probabilidad del evento A es del 10%.

¢ Cudl de las siguientes afirmaciones es correcta?

a. La aproximacion de Juan es correcta, porque realiz6 todos los procedimientos
necesarios, mientras que Maria realizd muchas experimentaciones que no eran
necesarias.

b. Las aproximaciones de Juan y Maria son correctas, porque realizaron todos los
procedimientos necesarios.

c. La aproximacién de Juan no es correcta, porque realizd6 muy pocas repeticiones del

experimento.
Explicacion:
Si el estudiante selecciona la opcion a en su razonamiento esta presente el indicador Se,
si selecciona la opcién b esta presente el indicador Cs o si selecciona la opcion ¢ esta

presente le indicador Ce.

Situacién 4:
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Se desea calcular la probabilidad que el resultado del lanzamiento de un dado sea un
ndmero par a partir de las frecuencias relativas. Mencione cudles son los pasos

necesarios para llevar a cabo esto y calculela.

Explicacion:
En esta situacion se pueden identificar los indicadores Cs; Cs; C7; Sa; Ss; Se; T3; T4y Ts.

Situacién 5:

A continuacion se muestra el resultado de 300 simulaciones del lanzamiento de un
dado, realizadas en Excel:

Resultado ~ Frecuencia Abs.

1 42
2 63
3 38
4 31
5 60
B 46
Total general 300

Partiendo de la informacién de la tabla, ;Cudl seria el procedimiento a seguir para

calcular la probabilidad de que salga 4, y por quée?

Explicacion:

En esta situacion se pueden identificar los siguientes indicadores: Cg; C7; S5y Ts.
La idea es que el profesor use de manera conjunta y complementaria las situaciones

antes planteas para identificar y/o corroborar alguno de los indicadores que caracterizan

el razonamiento probabilistico frecuencial.
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7. VALIDACION DE LA PROPUESTA

La evaluacion de expertos es una modalidad alternativa de validacion de las
producciones académicas o cientificas, en esta se solicita a una comunidad de
especialistas en un objeto de estudio especifico, emitir valoraciones cualitativas y
recomendaciones que permitan ajustar la propuesta, con el fin de validarla sin necesidad

de llevarla en una primera instancia al aula.

La evaluacion de expertos se realiza con base en los siguientes interrogantes:

e ;Cuales son los criterios para la seleccion de los expertos y su grado de
competitividad?

e (Cuéles son los indicadores que permiten a los expertos la valoracion de la
propuesta?

e (Qué métodos fueron utilizados para la recoleccion, procesamiento y anélisis de la

informacion dada por los expertos?

Para iniciar, se define el perfil del experto que ha de valorar la propuesta, de tal manera
que se ajuste al campo de estudio y contexto de la misma, asi debe ser una persona que
sea capaz de emitir una valoracion conclusiva y hacer recomendaciones partiendo de
una ética profesional, imparcialidad y autocritica, con la disposicion de formar parte de
la construccion de un producto de otra autoria, esto atendiendo a la definicion de
experto dada por Crespo (2007). Ademas de estas caracteristicas, para la presente
propuesta se hace necesario que el profesional que se ha de considerar como experto
tenga un nivel de educacion profesional en lo posible postgradual en el campo de la
Educacién Matematica, con una experiencia superior a 5 afios impartiendo cursos de

probabilidad o trabajando como investigador en este ambito (Anexo C).

7.1 Seleccidn de expertos

Para determinar el grupo de expertos, atendiendo a la definicion de experto propuesta
por Crespo (2007) anteriormente mencionada; se hizo contacto con 40 profesionales del
area de la Educacion Estadistica, a través de correo electrénico, por medio del cual se

envio el Anexo C, solicitandoles el diligenciamiento del mismo, esto si aceptaban
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valorar la propuesta. De los 40 profesionales 15 de ellos aceptaron ser parte de la
valoracion de la propuesta y conformaron asi el grupo de expertos al cumplir el perfil

establecido.

Para determinar el grado de competitividad del experto se les realiza una consulta para
autoevaluar las fuentes de argumentacion (Anexo C). A partir de los resultados de la
consulta y a la luz de los valores asignados a cada una de las fuentes de argumentacion
(Tabla 13), se calcula el coeficiente de argumentacion F, de cada uno de los expertos, el

cual se reporta en el Anexo D.

GRADO DE INFLUENCIA DE CADA UNA DE
FUENTES DE ARGUMENTACION LAS FUENTES ES SUS CRITERIOS

ALTO (A) MEDIO (M) BAJO (B)

1. Investigaciones tedricas y/o experimentales

. 0,05 0,05 0,05
relacionadas con el tema.

2. Experiencia obtenida en la actividad
profesional (docencia en educacion basica, 0,5 0,4 0,25
pregrado y/o posgrado)

3. Andlisis de literatura especializada y

publicaciones de autores nacionales relacionadas 0,1 0,1 0,05
con el tema.
4. Andlisis de literatura especializada vy
publicaciones de autores extranjeros, relacionadas 0,2 0,1 0,05
con el tema.
5. Conocimiento del estado actual de la

o . 0,1 0,1 0,05
problemética en algunos contextos del pais.
6. Intuicién 0,05 0,05 0,05
Total 1 0,8 0,5

Tabla 13. Fuentes de Argumentacion de los expertos. Tomado de Crespo (2007).

Anéalogamente se le pregunta a cada uno de los expertos sobre su nivel de conocimiento
respecto al tema (Nc), solicitando una valoracion de 0 a 10 (Tabla 14) siendo O el
desconocimiento del tema y 10 el conocimiento pleno de tema, usando el siguiente

formato:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tabla 14. Autoevaluacion nivel de conocimiento del tema.

Los resultados de esta autoevaluacién del nivel de conocimiento del tema se reportan en

el Anexo D.

44




Una vez se obtiene el resultado de las fuentes de argumentacion del experto (Fa) y su
autovaloracion del conocimiento del tema (Nc), se calcula el promedio para determinar

su grado de competitividad, tal y como lo propone Crespo (2007):

F,+ N./10
2
G.: Grado de competitividad

G, =

F,: Resultado de la autoevaluacion de las fuentes de argumentacion

N.: Resultado de la autoevaluaciéon del nivel de conocimiento del tema

De esta manera el grupo de expertos queda conformado por 15 profesionales de la
Educacion Matematica, que han trabajado en el area de la ensefianza-aprendizaje de la
probabilidad (Anexo E). Este grupo se caracteriza por estar compuesto por 10
colombianos (67%), 1 brasilefio (7%), 1 venezolano (7%), 1 chileno (7%) y 2
mexicanos (13%). Dado que esta propuesta se hace en el marco de la Licenciatura en
Matemaéticas de la Universidad Pedagdgica Nacional, la mayoria de los expertos son del
ambito nacional, ademas de esto la mitad de los expertos nacionales desempefian su

labor en dicha Universidad.

Nacionalidades

= Brasil
A Colombia
= México

= Venezuela
66% = Chile

Grafico 1. Nacionalidad de los expertos.

Todos los expertos manifestaron tener estudios post-graduales en el campo de la
Educacién Matematica, 11 de ellos tiene nivel de magister (73%) y 4 nivel doctoral
(27%).
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Nivel de Educacion

= Doctoral = Magister

Grafico 2. Nivel de Educacién de los expertos.

Actualmente todos los expertos desempeiian el cargo de docente en colegios o
universidades. Ademas los expertos de nivel doctoral realizan investigaciones en el
campo de la Educacién Matematica. Por otra parte el promedio de afios de experiencia
es aproximadamente 15 afios, esto se ve permeado por los datos referidos a los expertos
cuya edad supera los 45 afios, lo cual conlleva a que su experiencia profesional sea
bastante amplia (aproximadamente 25 afios de experiencia en promedio).

Una vez se sistematizaron los resultados de la informacion acopiada a través del Anexo
C (ver sistematizacion en el Anexo F), se identificd que doce de los expertos tienen un
grado de competitividad alto y tres de ellos un grado medio. Partiendo de esta
valoracion, se puede inferir que las recomendaciones de los expertos seran de gran

utilidad para el perfeccionamiento de esta propuesta.

7.2 Valoracion de propuesta

Una vez definido el grupo de expertos, se le envié a cada uno de ellos por correo matriz
de evaluacién (Tabla 15) acompafiada de un resumen de la propuesta, donde se muestra
como se construyen los indicadores y las posibles relaciones entre ellos (Anexo G).
Ademas se presenta la caracterizacion de cada nivel para su respectiva valoracion.

Dicha matriz consta de varios indicadores que permiten evaluar la fiabilidad,
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aplicabilidad, viabilidad y relevancia (Crespo, 2007) de la propuesta, bajo los siguientes
indices de valoracion: Muy Adecuado (MA), Bastante Adecuado (BA), Adecuado (A),
Poco Adecuado (PA) y Muy Inadecuado (MI). Igualmente se le solicita a los expertos
describir fortalezas, falencias y sugerencias de la propuesta atendiendo a las
calificaciones realizadas en los distintos criterios (Anexo H), para prever los posibles
efectos (Crespo, 2007).

VALORACION

o
N INDICADORES VA TBA A TPA [ M

Los niveles para la categorizacion del desarrollo del razonamiento
1 | probabilistico frecuencial, reflejan los sustentos teéricos de la
propuesta.

El marco de referencia presentado bajo el cual se sustenta la
2 | construccion de los niveles favorece el logro del objetivo por el cual se
elaboro la propuesta.

Los niveles e indicadores presentados permiten que un profesor (en el
3 | campo de la Educacion Matematica) clasifique el desarrollo del
razonamiento probabilistico frecuencial de sus estudiantes.

El nimero de niveles propuestos es acorde con la complejidad del
objeto de estudio (probabilidad frecuencial).

De acuerdo a la propuesta, es necesario que para alcanzar un nivel
5 | determinado de razonamiento se deben transite por los niveles
anteriores. Es decir, los niveles son jerarquicos.

La justificacion de cada uno de los niveles es acorde con la teoria que
se usa para fundamentar la propuesta.

Tabla 15. Indicadores para la valoracion de la propuesta. Adaptada de Alvarez (2006).

Una vez se recolectaron estas valoraciones fue posible establecer un panorama general

de las fortalezas, falencias y sugerencias de la propuesta.

Fortalezas

Uno de los aspectos de mayor relevancia para el grupo de expertos es la cercania que
esta propuesta tiene con el ambiente educativo en cursos de secundaria, ya que con los
indicadores establecidos es facil y preciso realizar un diagnostico del nivel de desarrollo
del razonamiento probabilistico frecuencial de un grupo de personas, y a partir de ello
poder generar propuestas que favorezcan el desarrollo de este razonamiento. Por otra
parte se destaca que el uso de la Taxonomia SOLO es adecuado para una propuesta con
estas caracteristicas, debido que esta teoria se ha sometido a prueba durante décadas,

esto implica que el marco tedrico es robusto y confiable. Finalmente se resalta la
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importancia de trabajar con la probabilidad frecuencial, puesto que no es comun que la

probabilidad se trabaje en la escuela desde un punto de vista experimental.

Falencias

(1) La mayoria de los expertos expresaron la necesidad de disefiar un cuestionario que
permita identificar el nivel de razonamiento a partir de los indicadores expuestos. (2)
Uno de los expertos manifestd que los antecedentes relacionados con la categorizacion
del razonamiento probabilistico frecuencial no son suficientes, dado que solo se
presenta una propuesta que trabaja la probabilidad frecuencial. (3) Por ultimo, para
algunos de los expertos no es claro cudl es el producto de este trabajo de grado, ya que
se cuestiona acerca de si el resultado son los indicadores, las relaciones, las preguntas

que permiten identificarlos o simplemente los niveles.

Sugerencias

Los expertos sugirieron ampliar la explicacion de los indicadores para facilitar la
comprension de los mismos, ademas de mejorar la redaccién de los indicadores C3, Cs,
S1Yy Sy, ¥ hacer uso de tablas y gréficos en la situaciones que se han de proponer a los
estudiantes para obtener informacidn sobre el nivel de desarrollo de su razonamiento.
También sugirieron agregar la descripcion de las categorias Conceptos, Sesgos Yy
Tratamiento de datos a partir de las cuales se forjaron los niveles presentados.
Finalmente se recomienda aplicar la propuesta como parte de investigaciones para

realizar ajustes a partir de los resultados que se logren obtener en el campo.

Reacciones

1. En relacién con el taller solicitado por los expertos, en la seccion 6.3 se expone un
posible cuestionario que ha de permitir la identificacion del nivel de razonamiento
probabilistico frecuencial, el cual no fue sometido a la valoracion de los expertos dado
que este no se contempla como la esencia de este trabajo y podia generar mas tiempo

para la valoracién por parte de los expertos.

2. Con respecto a los antecedentes de la propuesta, cabe resaltar que no todos se

incluyeron en el resumen de la propuesta enviado a los expertos, y contemplados en el
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documento en extenso (el presente), por lo que se pudo generar la percepcion de poca
consulta al respecto. Sin embargo, en la revision realizada para construir la seccion de
antecedentes, se encontraron muy pocas producciones relacionadas directamente con el
razonamiento probabilistico frecuencial, por ende se seleccionaron las méas acordes con

el objetivo de esta propuesta.

3. Es importante aclarar que el producto de este trabajo de grado son los indicadores, las
relaciones y la caracterizacion de los niveles de desarrollo del razonamiento
probabilistico frecuencial. Para algunos expertos esto no fue claro, ya que en el Anexo
G no fue posible mostrar cada uno de los pasos para la caracterizacion de cada nivel,

como se hizo a lo largo de este trabajo.

7.3 Ajustes a la propuesta

A continuacion se realizan algunos ajustes a la propuesta atendiendo a las sugerencias
hechas por el grupo de expertos. De esta manera se realiza la conceptualizacion de cada
categoria presente en los indicadores.

A lo largo de la revision bibliogréafica para la construccion del marco tedrico se
identifican tres categorias que influyen en la asignacion de la probabilidad, desde la
nocion frecuencial, las cuales son Conceptos, Sesgos y Tratamiento de Datos, que se

caracterizan asi:

Conceptos: En esta categoria se encuentran los elementos probabilisticos que se
usan para realizar una aproximacion de la probabilidad bajo esta nocion. Cada
indicador de esta categoria estd asociado a uno de estos elementos
probabilisticos. Por ejemplo: C, se asocia con los elementos azar y aleatoriedad,;

C3 se asocia con espacio muestral y eventos.

Sesgos: En esta categoria se encuentra un conjunto de obstaculos cognitivos que

se deben “a una limitacion de la capacidad de procesamiento de la informacion”
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(Tversky y Kahneman, 1983; citado en Diaz, 2003, p. 2), de esta manera se
identifican los principales obstaculos que interfieren con la asignacion de
probabilidad.

Tratamiento de datos: En esta categoria se muestran formas de manejar la
informacion bien sea de procesos experimentales propios o ajenos. Por ejemplo:
En T4 se muestra cdmo un sujeto obtiene la informacion a partir de simular

experimentos con algun recurso tecnoldgico.

Ademas de la conceptualizacion realizada, se reformulan algunos indicadores bien sea
por necesidad de mejorar redaccion o ampliar su definicibn para una mejor

comprension:

Categoria Indicadores/Descripcion

C.: Las respuestas evidencian un cardcter evasivo ya que se desconocen los
procedimientos y conceptos para cuantificar la ocurrencia de un evento.

C,: Identifica y clasifica situaciones donde esta presente el azar y la aleatoriedad.

Cs: Define espacios muestrales de experimentos aleatorios, clasificando los eventos
como: posibles, imposibles o seguros.

C,: Compara dos 0 mas secuencias aleatorias en términos de mas probable que, menos
Conceptos probable que o igualmente probables.

Cs: Calcula la probabilidad frecuencial de un evento sin reconocer la necesidad de la
repetitividad del experimento y por ende realiza pocas experimentaciones.

Cs: Reconoce que a mayor nimero de experimentaciones o simulaciones la probabilidad
frecuencial tiende a estabilizarse alrededor de la probabilidad real.

C;: Calcula la frecuencia relativa de un evento teniendo en cuenta su limite estocastico,
es decir, la cercania existente entre la probabilidad real y la experimental.

S;: Determinista: No reconoce ni diferencia las situaciones azarosas de aquellas que son
deterministas.

S,: Supone las rachas de resultados de un experimento como insumo suficiente para
predecir el siguiente resultado de la experimentacion.

S;: Concepcidén Erronea del Azar: Considera que las secuencias aleatorias nunca pueden
tener algln patrén, ya que el azar implica la ausencia de algin orden en la totalidad
de los resultados de un experimento.

S4: Atribuciones Flexibles: Intenta manipular el resultado de un experimento aleatorio a
Sesgos partir de creencias personales o mitos producto de experiencias propias o ajenas.

Ss: Confirmatorio: Considera la probabilidad frecuencial de un evento asumiendo que es
la frecuencia absoluta de este.

Se: Insensibilidad al Tamafio de la Muestra: Aproxima la probabilidad de un evento
realizando un nimero muy pequefio de simulaciones.

S;: Equiprobabilidad: Calcula e interpreta la frecuencia relativa como una aproximacién
de probabilidad pero considera a priori que todos los eventos definidos sobre un
experimento aleatorio son igualmente probables.

Sg: No presenta ningun sesgo.

T,: Desarrolla experimentos aleatorios, sin considerar que se deben llevar a cabo bajo
Tratamiento idénticas condiciones.

de datos T,: Realiza experimentos aleatorios teniendo en cuenta que se deben hacer bajo idénticas
condiciones para que su resultado sea confiable.
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Ts:

Disefia experimentos aleatorios teniendo en cuenta las condiciones necesarias para
que su resultado sea confiable.

Ty

Manipula herramientas tecnoldgicas que le permiten simular experimentos aleatorios.

Ts:

Reconoce la validez de los datos presentados en tablas o graficos, y es capaz de
trabajar con los resultados de simulaciones hechas por él mismo o por otros.

Te:

Asigna probabilidades basandose en resultados de experimentos propios o ajenos,
ademas reconoce el propdsito de realizar las simulaciones e interpreta la probabilidad
favoreciendo la construccion de gréaficos de probabilidad.

Tabla 16. Reformulacién de los indicadores del razonamiento probabilistico frecuencial.

51




8. CONCLUSIONES

Respecto al trabajo desarrollado y plasmado a lo largo de este documento, se evidencia
la formulacion de una propuesta que permite caracterizar el desarrollo del pensamiento
aleatorio para la probabilidad frecuencial, fundamentada en propuestas que trabajan en
la misma linea y soportada en un proceso de documentacion realizado sobre este objeto,
desde aspectos: historicos, conceptuales y didacticos. De esta manera se establecen tres
categorias (Conceptos, Sesgos, Tratamiento de Datos) que intervienen en la asignacién
de la probabilidad desde una nocion frecuencial, asi se construyen indicadores para cada
una de estas categorias y se establecen posibles relaciones entre los indicadores,
teniendo en cuenta la complejidad estructural propuesta en la taxonomia SOLO. De
acuerdo a las posibles relaciones se construyen los niveles de desarrollo del
razonamiento probabilistico frecuencial. Estos indicadores, sus relaciones y los niveles
fueron sometidos a una valoracién por parte de un grupo de expertos en el campo de la
Educacion Matematica, especificamente en el area de la probabilidad; esta valoracién en
términos generales fue positiva, ya que se destaca la aplicabilidad de este trabajo y la
importancia de implementar la probabilidad desde un punto de vista experimental en la
escuela. Ademas se diseid un posible cuestionario que permite identificar los
indicadores presentes en este razonamiento y asi ubicarlo en su respectivo nivel,
esperando a futuro aplicar el cuestionario e implementar la propuesta de los niveles en
una investigacion formal con el fin de realizar ajustes que permiten hacer un aporte en

la ensefianza y aprendizaje de la probabilidad.

Por otra parte, a partir de la elaboracion de este trabajo surgio la necesidad de
implementar un nuevo concepto, el cual acopia y refiere al razonamiento relacionado
con la experimentacion o simulacion de situaciones aleatorias y el calculo e
interpretacion de la probabilidad desde la nocion frecuencial, conjunto de elementos al

cual se denomind razonamiento probabilistico frecuencial.
Con respecto al proceso de formacion como futuros licenciados de matematicas, para la

elaboracion de esta propuesta fue necesario poner en practica y profundizar en aspectos

tedricos, metodoldgicos y didacticos, que en algin momento se trabajaron en espacios
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academicos del Proyecto Curricular. Entre otros aspectos fue necesario retomar
elementos historicos de la probabilidad frecuencial trabajados de manera tangencial en
espacios académicos como Probabilidad; lo referente a la normatividad colombiana en
el ambito de la Educacion Matematica tratada en Teoria Curricular y Curriculo escolar
colombiano y en la electiva Materiales didacticos para la ensefianza de las matematicas;
ademas elementos de la didactica de la Educacion Estocastica como Dificultades,
Obstaculos y Errores presentes en los procesos de aprendizaje de esta rama de las
matematicas, llamados en probabilidad Sesgos y Heuristicas, vistos en el espacio
academico Ensefianza y Aprendizaje de la Estadistica; también se revisan secuencias
didacticas propuestas en los diferentes espacios de practicas iniciales y de inmersion
como Ensefianza y Aprendizaje de la Estadistica, y Practica de Integracion Profesional

a la Escuela.

Por otra parte fue necesario la revision autdnoma de otros elementes que a lo largo de la
formacion académica no fueron tratados y fueron esenciales en el desarrollo de este
trabajo de grado, tales como: el estudio de la Taxonomia SOLO como herramienta y
base para la construccién de los niveles para el razonamiento probabilistico frecuencial;
la implementacion de la evaluacion de expertos como alternativa de valoracion y
validacion de una propuesta didactica; y el uso adecuado de todas las herramientas que

brinda un programa para el procesamiento de textos como Microsoft Word.

Finalmente se resalta la importancia de llevar a cabo un Trabajo de Grado de manera
conjunta ya que esto permite generar un ambiente académico que se ve fortalecido
mediante la discusion entre pares, basandose en fundamentos tedricos y préacticos,
garantizando la veracidad y calidad de los argumentos propuestos por cada uno de los
participantes. Dichas discusiones son mediadas por un profesional con un conocimiento
pleno de la temaética a trabajar, y que permite a los futuros docentes de Matematicas

tener sus primeros acercamientos en la construccion de literatura especializada.
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ANEXO A. ACTIVIDADES E & A DE LA ESTADISTICA

PARTE I

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA FACULTAD DE CIENCIA'Y TECNOLOGIA

NACIONAL 3 DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

ENSENANZA Y APRENDIZAJE DE LA ESTADISTICA
Alejandro Gualteros
Carlos Andrés Ledn

[ Educadora de educadores |

UN DIA DEL AZAR

Un dia de la semana te levantas temprano para ir al colegio, para llegar debes
ingresar a la estaciéon de Transmilenio mas cercana de tu casa, alli esperas
alguna de todas las posibles rutas que te sirven para llegar hasta Flores. ¢Cual
de las rutas que te sirven sera la que pase primero? Cuando te hayas subido al
bus sabras exactamente: jcuantas personas hay en el bus? sCuantas personas
se subiran a cantar en el bus? ;Cuantas paradas en otras estaciones hara el
bus? Y finalmente ;Cuanto tiempo tardara el recorrido?

Cuando llegas al colegio encuentras a tus compafieras de clase hablando sobre
el programa de television que vieron la noche anterior ¢Cual pudo haber sido
ese programa del que tanto hablan tus compafieras?, luego ves a dos de tus
amigos jugando Mortal Kombat en sus PSP ;Quién ganara?. Al comenzar la
clase de Espanol el profesor aplica un cuestionario ¢Puedes saber cuantas
preguntas tendra? Luego llega el profesor de matematicas y hace su clase
¢Sabras a qué hora terminara su clase (si no se presentan eventualidades y toda
la clase se desarrolla a la perfeccion)?

Al finalizar la clase suena el timbre para ir al descanso Sabras a dénde te
dirigiras al descanso? Luego decides jugar un partido de microfutbol con tus
amigos ¢Ganaras o perderas el partido? :Cuantos goles haras? Se acaba el
descanso y tienes clase de sociales ¢Puedes saber el salon en el que te toca esa
clase? ¢Qué tarea dejara el profesor? ¢El profesor te sorprendera molestando a
tus amigos?

Luego sales del colegio y te diriges a tu casa pero no te queda dinero para el
pasaje y tratas de ingresar a la estacion sin pagar ¢Podras hacerlo?, antes de
egar a tu casa te sorprende un ladrén y quiere robarte ;Con qué arma tratara
llegar a t t prend ladrén y g barte ¢Con q trat
e hacerlo? ;Lo atrapara la policiar egar a la casa prendes la television ¢En
de hacerlo? ¢Lo atrapara la policfa? Al llegar a 1 prendes la tel ¢E
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cual canal estara?, al pasar los canales ves que hay un partido de fatbol: Real
Madrid Vs Alianza Petrolera ;Quién va a ganar?

Al llegar la noche quieres ver Los Simpson ¢A qué hora empezari el
programa? Luego te empieza a dar suefio y decides irte a dormir para
continuar tu rutina de azar al siguiente dfa.

e :Cuales preguntas planteadas en la historia puedes responder con

certezar

e :Por qué razén crees ti que no es posible asegurar el resultado de las

otras situaciones?
e :Es posible en cambio, poder intuir algunos sucesos de la historia?
e Qué caracteristica comun encuentras en estas situaciones?

e :Hs posible decir que en estos ejemplos entra en juego el factor suerte?

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA FACULTAD DE CIENCIAY TECNOL'OGI'A
NACIONAL ) DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
| ENSENANZA'Y APRENDIZAJE DE LA ESTADISTICA
Alejandro Gualteros
Carlos Andrés Leon

[ Educadora de educadores

Experimentando en lo cotidiano

1. Lea con atencion las siguientes situaciones y conteste las preguntas que

se plantean:

e J.a mama de Marta le pide que cuide la sopa que esta en la estufa y le
apague una vez esté lista, mientas va a recoger a su hermanito menor y
lo lleva al médico, Marta muy obediente le dice a su mama que si, ella se
pone a jugar en su computador y se le olvida que debe mirar la sopa
luego de 4 horas, se acuerda y va muy preocupada a revisar. spuedes

decir con seguridad qué le paso a la sopa?
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Una nifia tiene 3 monedas de $200, le pide a su papa 3 monedas, del

mismo valor, spuedes decir con seguridad cuanto dinero posee ahora la

pequena?

Juan compra una libra de sal, para realizar el siguiente experimento

toma un vaso lleno de agua y le echa la libra de sal. ¢puedes decir con

seguridad cual sera el sabor del agua del vaso?

¢Si se repiten 50 veces estos experimentos (bajo las mismas

condiciones) cambiara el resultado que predijiste? Justifica tu respuesta.

¢Qué tienen en comun estos experimentos, teniendo en cuenta sus

resultados?

Lea con atencion las siguientes situaciones y conteste las preguntas que

se plantean:

Si se contabiliza el nimero de vehiculos que transitan por la esquina
del colegio durante el dia. Podrias adelantarte a asegurar, scuantos

autos pasaran entre las 10 y las 12 horas? Justifica tu respuesta.

En un partido cualquiera de la seleccion, se analiza la cantidad de
tiros que ataja el arquero colombiano durante el transcurso del juego
spuedes decir con seguridad cual sera el total de tapadas antes del
partido? Justifica tu respuesta.

Se le pide a Martin que saque una carta de una baraja de 52 cartas,
¢puedes decir con seguridad el color de la carta que saco Martin?
Justifica tu respuesta.

Tienes la posibilidad de revisar tu facebook solamente los dias
Domingo, ¢puedes decir con seguridad cuantos mensajes tienes sin

leer? Justifica tu respuesta.

¢Si se repiten 50 veces estos experimentos (bajo las mismas

condiciones) cambiara el resultado que predijiste? Justifica tu respuesta.

¢Qué tienen en comun estos experimentos, teniendo en cuenta sus

resultados?

Conteste las preguntas que se plantean en cada situacion
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e De una alcancia tratas de sacar unas monedas (la alcancia tiene
monedas de todos los valores), solamente puedes retirar 2
monedas cualquiera, stendras certeza de cuanto suman ambas?,
¢qué posibles resultados pueden darse?

e Conociendo a un nuevo compafiero, le dices cual es tu equipo
tavorito de futbol, luego le preguntas si su equipo favorito es el
mismo que el tuyo, squé posibles respuestas podrias obtener?
¢Te adelantarias a asegurar lo que respondera?

e Silanzas un dado al aire, y estudias el nimero resultante en la

cara superior squé posibles resultados existen?

8. ¢Qué tienen en comun estos experimentos, teniendo en cuenta sus

resultados?

9. ¢Cuales son las diferencias que encuentra entre los dos grupos de
situaciones?

10. Un nifio tiene el dia Lunes clases de Matematica, Musica, Espafiol,
Historia y Artes. Su madre ha forrado todos sus cuadernos del mismo
color

e En cierto momento, el nifio saca un cuaderno al azar desde su mochila
¢a qué asignatura correspondera el seleccionado?

e Su compafiero le pide prestado el cuaderno de Ciencias Naturales ¢es

posible que el nifio encuentre este cuaderno en la mochila?

¢Qué tan posible es que el nifio saque un cuaderno de una materia cuyo
nombre tenga mas de cuatro letras?

PARTE II

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA FACULTAD DE CIENCIAY TECNOL'OGI'A

NACIONAL ) DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

ENSENANZA Y APRENDIZAJE DE LA ESTADISTICA
Alejandro Gualteros
Carlos Andrés Leon

[ Educadora de educadores |

Simulacién con Cabri Il

1. Abra el documento que se llama figura 1, alli se presenta una construccién que permite lanzar un
punto aleatoriamente dentro de un rectangulo, para observar esto haga doble clic sobre el valor
de N, cambie este valor bien sea usando las flechas o escribiendo un nimero.

2. ¢Cual cree que es la posibilidad de que el punto caiga en la parte azul del rectangulo?
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Ahora vaya a la opcidn animacion que se encuentra en el segundo menu de derecha a izquierda,
sefiale la tabla y luego haga clic sobre el valor de N y sin soltar arrastre el mouse hacia abajo
suavemente, inmediatamente observara que se realizaran una cantidad numerosa de repeticiones
del experimento y en la tabla quedara consignado si el punto P queda en la regién azul o en la
blanca, uno cuando quede en lo azul y espacio en blanco cuando quede en la regién blanca.
Usando los valores de la tabla de Cabri realice una tabla de frecuencias absolutas usando y
relativas usando Excel, para esto siga estos pasos:
e Seleccione la tabla de Cabri con el cursor y una vez seleccionas oprima ctrl+C
e Abra el documento de Excel llamado simulacidn sefiale la celda A2 y oprima ctrl+V
e Ahora dirijase al menu de insertar y selecciona la opcidn tabla dindmica, ahi aparecera
una ventana donde dice tabla o rango seleccione todos los datos validados incluyendo el
titulo y en la opcion “elija donde desea colocar el informe de tabla dindmica” seleccione
la opcién hoja de calculo existente y en el espacio en blanco seleccione la celda donde
guedard la tabla dinamica.
e  Aparecerd un menu de la tabla dindmica, arrastre el rotulo de “valores validados™ en el
recuadro inferior izquierdo.
e Tome nuevamente este rotulo y ubiquelo en el recuadro inferior derecho.
e Teniendo la tabla de frecuencias absolutas calcule las frecuencias relativas para cada
variable estadistica.

Nota: Cada una de las frecuencias relativas es una aproximacion de las probabilidades que ese evento

ocurra.

5. Determine ventajas y desventajas de usar esta concepcion para asignar probabilidades.

6. Teniendo en cuenta las condiciones del experimento aleatorio determine cuales deben ser las
condiciones para un evento seguro e imposible. Determine el espacio muestral del experimento
inicial.

PARTE 1lI
UNIVERSIDAD PEDAGOGICA FACULTAD DE CIENCIA Y
NACIONAL TECNOLOGIA
i e aaa . DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
ENSENANZA Y APRENIZAJE DE LA ESTADISTICA
Alejandro Gualteros
Carlos Leon
NOMBRE: FECHA
EVALUACION 1
Pregunta 1:

Expligue qué es un experimento aleatorio y diga que otros tipos de experimentos hay y
cuéles son sus diferencias con el experimento aleatorio.

Pregunta 2:

Considere la siguiente situacion:
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Juan y Maria lanzan cada uno 3 dados 10 y 100 veces respectivamente y anotan los
resultados de cada uno de ellos. Consideran el evento A que resulte 1, 2, 3. Para
aproximar la probabilidad realizan la tabla de frecuencias relativas para todos los
resultados y afirman que la probabilidad del evento A es del 10%. ¢Cudl de las
siguientes afirmaciones es la correcta?

a. La aproximacién de Juan es correcta, porque realizé todos los procedimientos
necesarios, mientras que Maria realiz6 muchas experimentaciones que no eran
necesarias.

b. Las aproximaciones de Juan y Maria son correctas, porque realizaron todos los
procedimientos necesarios.

c. La aproximacion de Juan no es correcta, porque realizé muy pocas repeticiones del
experimento.

d. La aproximacién de Juan no es correcta, porque la probabilidad de este resultado es
del 50% ya que solo hay dos posibilidades que salga o que no salga.

Prequnta 3:

Un experimento aleatorio consiste en lanzar dos dados y anotar su suma, a continuacion
se presenta la tabla de frecuencias absolutas:

sumadelos Dado Frecuencia Absoluta
2 10
3 36
4 30
5 60
6 75
7 80
8 71
S 58
10 38
11 27
12 15
_Totalgeneral 500

Teniendo en cuenta la informacion de la tabla diga cual de los siguientes eventos tiene
mayor probabilidad de ocurrencia:

a. Que la suma sea mdltiplo de dos y de tres.

b. Que la suma sea maltiplo de dos o de tres.

c. Que la suma sea 7, porque su probabilidad es del 80%.

d. No se puede saber, porque todos tienen la misma probabilidad de ocurrencia.

Pregunta 4:

Un jugador quiere calcular la probabilidad de sacar un nimero menor o igual que 2 al
lanzar un dado. ¢Cual de los siguientes procedimientos es el mas confiable para
aproximar esa probabilidad?
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a. Afirmar que es el 50%, ya que existen dos posibles casos: (1) Que el nimero sea
menor o igual que 2, (2) Que el nimero sea mayor que 2

b. Soplar los dados (para la buena suerte) y decir que la probabilidad es muy alta.

c. Realizar 300 lanzamiento y calcular la frecuencia relativa de los nimeros menores o
iguales que 2.

d. Realizar 2 lanzamientos para decir si es el 0%, 50% o 100%.

Pregunta 5:

Se desea calcular la probabilidad que el resultado del lanzamiento de un dado sea un
numero par a partir de las frecuencias relativas. Mencione cuales son los pasos
necesarios para llevar a cabo esto y calculela.

Pregunta 6:

A continuacion se muestra el resultado de 300 simulaciones del lanzamiento de un dado
realizada en Excel:

Resultado | = | Frecuencia Abs.

1 42
2 63
3 38
a 3l
5 60
& 46
Total general 300

¢Cual seria el procedimiento a seguir para calcular la probabilidad de que salga 4, y por
qué?
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ANEXO B. ACTIVIDADES PRACTICA I.P.E.

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA FACULTAD DE CIENCIAY TECNOL’OGI’A
NACIONAL DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
Carlos Andrés Le6n

[ Educadora de educadores ]

UN DIA DEL AZAR

Un dia de la semana te levantas temprano para ir al colegio, para llegar debes
ingresar a la estaciéon de Transmilenio mas cercana de tu casa, alli esperas
alguna de todas las posibles rutas que te sirven para llegar hasta Narifio. ;Cual
de las rutas que te sirven sera la que pase primeror Cuando te hayas subido al
bus sabris exactamente: jcuantas personas hay en el bus? sCuantas personas
se subiran a cantar en el bus? ;Cuantas paradas en otras estaciones hara el
bus? Y finalmente ;Cuanto tiempo tardara el recorrido?

Cuando llegas al colegio encuentras a Lesmes y Galindo hablando sobre la
novela que vieron la noche anterior ¢Sera la de Diomedes, Lady, Las
hermanitas Calle, Tu voz Kids u otra?, luego ves a Barefio y Paez jugando
Mortal Kombat en sus celulares ¢Quién ganara? Al comenzar la clase de
Matematicas la profe Claudia y el profe Carlos llegan de mal genio y aplican
un cuestionario ¢Puedes saber cuantas preguntas tendra? Luego llega el
profesor de Espafiol y hace su clase ¢Sabras a qué hora terminara su clase (si
no se presentan eventualidades y toda la clase se desarrolla a la perfeccion)?

Al finalizar la clase suena el timbre para ir al descanso Sabras a dénde te
dirigiras al descanso? Luego decides jugar un partido de microfatbol con tus
amigos ¢Ganaras o perderas el partido? ¢Cuantos goles haras? Se acaba el
descanso y tienes clase de Sociales ;Puedes saber el salén en el que te toca esa
clase? ¢Qué tarea dejara el profesor? ¢El profesor te sorprendera molestando a
tus amigos?

Luego sales del colegio y te diriges a tu casa pero no te queda dinero para el
pasaje y tratas de colarte jPodras hacerlo?, antes de llegar a tu casa te
sorprende un ladrén y quiere robarte ;Con qué arma tratara de hacerlo? ¢Te
robara el bicho? ;Lo atrapara la policia? Al llegar a la casa prendes la television
¢En cual canal estara?, al pasar los canales ves que hay un partido de futbol:
Real Madrid Vs Alianza Petrolera ;Quién va a ganar?
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egar la noche quieres ver Los Simpson en Fox ¢A qué hora empezara e
Al llegar 1 he q Los Simp Fox ¢A qué h P 1
programa? Luego te empieza a dar suefio y decides irte a dormir para
continuar tu rutina de azar al siguiente dfa.

e Subraya las preguntas del texto que puedes responder con certeza

e .Por qué razon crees que no es posible asegurar el resultado de las otras
situaciones?

e Qué caracteristica comun encuentras en estas situaciones?

e Es posible predecir el resultado de algunas preguntas de la historia?

e .Es posible decir que en estos ejemplos entra en juego el factor suerte?

¢Por qué?
UNIVERSIDAD PEDAGOGICA FACULTAD DE CIENCIA Y TECNOLOGIA
NACIONAL DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

[ Educadora de educadores | CarIOSAndreS Leon

Experimentando en lo cotidiano

1. Lea con atencion las siguientes situaciones y conteste las preguntas que

se plantean:

e [a mama de Marta le pide que cuide la sopa que esta en la estufa y le
apague una vez esté lista, mientas va a recoger a su hermanito menor y
lo lleva al médico, Marta muy obediente le dice a su mama que sf, ella se
pone a jugar en su computador y se le olvida que debe mirar la sopa,
luego de 4 horas se acuerda y va muy preocupada a revisar. ¢puedes

decir con seguridad qué le paso a la sopa?
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e Una nina tiene 3 monedas de $200, le pide a su papa 3 monedas, del
mismo valor, ¢puedes decir con seguridad cuanto dinero posee ahora la
pequena?

e Juan compra una libra de sal, para realizar el siguiente experimento
toma un vaso lleno de agua y le echa la libra de sal. spuedes decir con

seguridad cual sera el sabor del agua del vaso?

¢Si se repiten 50 veces estas situaciones (bajo las mismas condiciones)
cambiara el resultado que predijiste? Justifica tu respuesta.

¢Qué tienen en comun estos experimentos, teniendo en cuenta sus
resultados?

2. Lea con atencion las siguientes situaciones y conteste las preguntas que

se plantean:

e Si se contabiliza el nimero de vehiculos que transitan por la esquina
del colegio durante el dia. Podrias adelantarte a asegurar, scuantos

autos pasaran entre las 10 y las 12 horas? Justifica tu respuesta.

e En un partido cualquiera del Chelsea, se analiza la cantidad de tiros
que falla Falcao durante el transcurso del juego ¢puedes decir con
seguridad cual sera el total de tiros fallados antes del partido?
Justifica tu respuesta.

e Se le pide a Martin que saque una carta de una baraja de 52 cartas,
¢puedes decir con seguridad el color de la carta que saco Martin?

Justifica tu respuesta.

e Tienes la posibilidad de revisar tu Facebook solamente los dias
Domingo, ¢Puedes decir con seguridad cuantos mensajes tienes sin
leer? Justifica tu respuesta.

¢Si se repiten 50 veces estos experimentos (bajo las mismas
condiciones) cambiara el resultado que predijiste? Justifica tu
respuesta.
¢Qué tienen en comun estos experimentos, teniendo en cuenta sus
resultados?

3. ¢Cuales son las diferencias que encuentra entre las situaciones de la

pregunta 1y la pregunta 27
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4. Conteste las preguntas que se plantean en cada situacion

® De una alcancia tratas de sacar unas monedas (la alcancia tiene
monedas de todos los valores), solamente puedes retirar 2
monedas cualquiera, stendras certeza de cuanto suman ambas?,
¢qué posibles resultados pueden darse?

e Conociendo a un nuevo compafiero, le dices cual es tu equipo
tavorito de futbol, luego le preguntas si su equipo favorito es el
mismo que el tuyo, ¢qué posibles respuestas podrias obtener?
¢Te adelantarias a asegurar lo que respondera?

e Si lanzas un dado al aire, y estudias el numero resultante en la

cara superior squé posibles resultados existen?

5. Un nifio tiene el dia Lunes clases de Matematica, Musica, Espafiol,
Historia y Artes. Su madre ha forrado todos sus cuadernos del mismo

color

e En cierto momento, el nifio saca un cuaderno al azar desde su mochila
¢a qué asignatura correspondera el seleccionado?

e Su compafiero le pide prestado el cuaderno de Ciencias Naturales ¢es
posible que el nifio encuentre este cuaderno en la mochila?

e :Qué tan posible es que el nifio saque un cuaderno de una materia cuyo

nombre tenga mas de cuatro letras?

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA FACULTAD DE CIENCIAY TECNQLOGI'A
NACIONAL DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
| Carlos Leon

l Educadora de educadores

EVALUACION

Pregunta 1:

Expligue qué es un experimento aleatorio y diga que otros tipos de experimentos hay y
cudles son sus diferencias con el experimento aleatorio.
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Pregunta 2:

Considere la siguiente situacion:

Juan y Maria lanzan cada uno 3 dados 10 y 100 veces respectivamente y anotan los
resultados de cada uno de ellos. Consideran el evento A que resulte 1, 2, 3. Para
aproximar la probabilidad realizan la tabla de frecuencias relativas para todos los
resultados y afirman que la probabilidad del evento A es del 10%. ¢Cudl de las
siguientes afirmaciones es la correcta?

a. La aproximacion de Juan es correcta, porque realizé todos los procedimientos
necesarios, mientras que Maria realizd muchas experimentaciones que no eran
necesarias.

b. Las aproximaciones de Juan y Maria son correctas, porque realizaron todos los
procedimientos necesarios.

c. La aproximacion de Juan no es correcta, porque realizd muy pocas repeticiones del
experimento.

d. La aproximacion de Juan no es correcta, porque la probabilidad de este resultado es
del 50% ya que solo hay dos posibilidades que salga o que no salga.

Pregunta 3:

Luego de lanzar el dado diez veces se tomaron los siguientes datos: 5, 6, 1, 4, 5, 2, 3, 3,
3, 3. ¢ Qué tan probable es que salga 3 en el siguiente lanzamiento y por qué?

Pregunta 4:

Se lanz6 10 veces una moneda y se anotaron los resultados C, S, C, S,C, S, C, S, C, S
¢ Cree que es posible obtener estos resultados y por qué?

Pregunta 5:

Se desea calcular la probabilidad que el resultado del lanzamiento de un dado sea un
namero par a partir de las frecuencias relativas. Mencione cuales son los pasos
necesarios para llevar a cabo esto y calculela.
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ANEXO C. AUTOEVALUACION DE EXPERTICIA

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA FACULTAD DE CIENCIAY TECNO’LOGIA
NACIONAL DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
{ Educadora de educadores I Alejandro Gualter,OS

Carlos Ledn

Apreciado(a) docente

El OBJETIVO del presente cuestionario es determinar su nivel de experticia en relacion
con el proceso de ensefianza aprendizaje de la probabilidad frecuencial, y por ende el
desarrollo del razonamiento probabilistico frecuencial®

Por lo anterior le pedimos el favor de diligenciar por completo y de forma veridica la
siguiente informacion.

A. INFORMACION SOBRE EL EXPERTO
Nombre:

Género:

Edad:

Nivel de educacion:

Cargo que desempefia:

Pais:

Ciudad:

Institucion donde labora:

Afos de experiencia:

Marque una equis (X) en la tabla siguiente, la casilla que refleja su nivel de
conocimiento acerca de la ensefianza aprendizaje de la probabilidad freciencial.

1. Considere que la escala que se le presenta es ascendente, es decir, el namero 10
corresponde al mayor nivel, 9 al siguiente y asi sucesivamente hasta el nimero 0 que
corresponde al menor nivel de conocimiento.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 Entiéndase por razonamiento probabilistico frecuencial como aquel que esta relacionado con la
experimentacion o simulacion de situaciones aleatorias, el calculo e interpretacion de la probabilidad
desde la nocion frecuencial.
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2. Realice una evaluacion del grado de influencia que cada una de las fuentes que se
presentan a continuacion, ha tenido en su conocimiento y criterios sobre el
razonamiento probabilistico y su ensefianza. Para ello marque con una cruz (X), segin
corresponda, en A (alto), M (medio) o B (bajo).

FUENTES DE ARGUMENTACION

GRADO DE INFLUENCIA DE CADA UNA DE
LAS FUENTES ES SUS CRITERIOS

ALTO (A) MEDIO (M) BAJO (B)

1. Investigaciones tedricas y/o experimentales
relacionadas con el tema.

2. Experiencia obtenida en la actividad

profesional (docencia en educacidon bésica,
pregrado y/o posgrado)
3. Andlisis de literatura especializada vy

publicaciones de autores nacionales relacionadas
con el tema.

4. Andlisis de literatura especializada vy
publicaciones de autores extranjeros relacionadas
con el tema.

5. Conocimiento del estado actual de Ila

problematica en algunos contextos del pais.

6. Intuicion
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ANEXO D. RESULTADOS AUTOEVALUACION Fa Y Nc

Fuentes de Argumentacion

% Fuentes de Argumentacion

Experto F1 | F2 | F3 | F4 | F5 | F6 | %F1 | %F2 | %F3 | %F4 | %F5 | %F6 | Fa
1 A A A A A A 0050501 ]02]01]005]1
2 A A M A M B [005]/05|01 |02 ]01]005]1
3 A A A A B B [005]05 |01 02 ]005]0,05]09
4 A A A A M B [005]/05|01 |02 ]01]005]1
5 M A M B A A 1005/ 05|01 005] 01 |0,05]085
6 A A M A M A |005/05]01]02 |01 005] 1
7 A A A A A A 005/ 05|01 02]01]005]1
8 A A M A B M 00505 ]01]02]005]0,050,95
9 M A M B B M 1005|0501 ]005]005]005]|0,8
10 A A B A M M 00505 ]005]02]01]0,05])095
11 A A M A M A |005/ 0501|0201 ]005] 1
12 M A B A M M 00505 ]005]02] 011005095
13 M A B A B A |005)05]005] 02 |005|005]09
14 M A M M M M 1005|0501 ]01]01]005]|09
15 A B M A M M 1005/025] 01 ] 02]01]0,05])0,75

Resultados Autoevaluacion Nivel de Conocimiento del tema de los 15 expertos

Experto

1

N

»

10| 11

12113

14

15

Nc

10

7110

8] 6

6

6
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ANEXO E. LISTA DE EXPERTOS

Nivel de Afios de
Nombre Educacion Experiencia Pais
Raimundo José Elicer Coopman | Magister 5 Chile
Jeisson Camilo Sua Flérez Magister 5 Colombia
Karen Yissed Torres
Mondrag6n Magister 5 Colombia
Karen Yulemy Hernandez Magister 8 Colombia
Diana Milena Montoya Cortés | Magister 10 Colombia
Tulia Esther Rivera Florez Magister 10 Colombia
William Alfredo Jiménez
GOmez Magister 10 Colombia
Claudia Patricia Mancipe
Caicedo Magister 12 Colombia
Felipe Jorge Fernandez
Hernandez Magister 13 Colombia
Jack Edwardo Toloza
Fernandez Magister 14 Colombia
Jess Humberto Cuevas Acosta | Doctoral 18 México
Julia Elena Sanoja Doctoral 25 Venezuela
Héctor Oswaldo Puerto Moreno | Magister 25 Colombia
Santiago Inzunza Cazares Doctoral 29 México
Cileda de Queiroz e Silva
Coutinho Doctoral 35 Brasil
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ANEXO F. NIVEL DE COMPETENCIA DE LOS EXPERTOS

EXPERTO F.A. (Coeficiep,te N.C. (_Ni\_/el de | G.C. (Gradc_) de Nivel de _
de argumentacién) | conocimiento) competencia) | Competencia
1 1 10 1 ALTO
2 1 7 0,85 ALTO
3 0,95 8 0,875 ALTO
4 1 9 0,95 ALTO
5 0,85 8 0,825 ALTO
6 1 9 0,95 ALTO
7 1 9 0,95 ALTO
8 0,95 8 0,875 ALTO
9 0,8 9 0,85 ALTO
10 0,95 7 0,825 ALTO
11 1 10 1 ALTO
12 0,95 8 0,875 ALTO
13 0,9 6 0,75 MEDIO
14 0,9 6 0,75 MEDIO
15 0,75 6 0,675 MEDIO
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ANEXO G. PROPUESTA ENVIADA

Introduccion

A continuacién se presenta el producto de un trabajo de grado en el marco de la Licenciatura en
Matematicas del Departamento de Matematicas de la Facultad de Ciencia y Tecnologia de la Universidad
Pedagogica Nacional, el cual aborda una propuesta de categorias que permiten identificar el nivel de
desarrollo del pensamiento aleatorio en cuanto a la probabilidad frecuencial.

Esta propuesta surge a partir de las necesidades observadas por los autores en la practica pedagdgica del
espacio académico Ensefianza y Aprendizaje de Estadistica que se realizé a finales del afio 2014, para ello
disefiaron y aplicaron una serie de actividades, las cuales tenian como objetivo ensefiar y evaluar el
aprendizaje de la probabilidad en estudiantes de 7° grado, los maestros en formacién deciden abordar esto
desde la nocidn frecuencial, ya que esta nocidn evidencia la relacion entre la estadistica y la probabilidad.
Se evidencia que los criterios para realizar una categorizacién respecto al desarrollo del pensamiento
aleatorio son limitados en comparacidn a los otros pensamientos (numeérico, variacional, espacial).

Partiendo de lo anterior se plantea un objetivo general: Formular una propuesta que permita caracterizar
el desarrollo del pensamiento aleatorio en relacion con la probabilidad frecuencial. Para ello se realizd
una revision de algunas propuestas que permiten caracterizar este desarrollo mediante la implementacion
de niveles, en esta revision se destacan los trabajos realizados por Landin y Sanchez (2010) y Sanchez y
Valdez (2013), ya que en estos se plantean cuatro niveles que permiten caracterizar el razonamiento
acerca de las distribuciones binomiales y las nociones de probabilidad clésicas, frecuencial y subjetiva
respectivamente, sin embargo no presentan indicadores para poder ubicar el razonamiento de cada
individuo en los respectivos niveles, por ende no son de facil adaptacion para un objeto probabilistico
diferente, también se considera que no son herramientas cercanas para el profesor de matematicas del aula
de la educacion bésica. Atendiendo a estas falencias se disefian unos niveles especificamente para la
probabilidad frecuencial, que contengan indicadores que permiten a cualquier profesor identificar el nivel
de desarrollo del razonamiento probabilistico frecuencial.

En el campo del pensamiento aleatorio o estadistico, algunas propuestas de ensefianza y aprendizaje
toman como punto de partida para caracterizar dicho pensamiento la taxonomia Structure of Observed
Learning Outcomes [SOLO] propuesta por Biggs y Collis (1982), una de las conclusiones de esta teoria
es que los estadios de desarrollo de Piaget son engafiosos a la hora de clasificar la respuesta de un
estudiante, dado que estas etapas se basan en la edad y no en los conocimientos que el sujeto pueda tener
de un tema, por tanto un adulto que segin Piaget se encuentra en el estadio operatorio formal debe
resolver un problema de manera abstracta, pero Biggs y Collins sostienen que no es posible resolverlo de
manera abstracta si no esta familiarizado con el problema, de esta manera Biggs y Collins plantearon unos
criterios que permiten la elaboracion de los niveles de la taxonomia SOLO:

e El nivel de atencién y memoria.
e El establecimiento de relaciones y asociaciones.
e Laconsistenciay la elaboracion tedrica.

De este modo Biggs y Collins, presentaron en 1982 una propuesta para evaluar los diferentes niveles de
complejidad estructural en los resultados de aprendizaje alcanzados:

Nivel Descripcién

Respuesta centrada en aspectos irrelevantes de la propuesta de trabajo, con contestaciones

. Preestructural . . .
evasivas o tautoldgicas del trabajo.

Respuestas que contienen datos informativos obvios, los cuales han sido extraidos directamente

I1. Uniestructural .
del enunciado.
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1. Respuestas que requieren de dos o mas informaciones del enunciado, los cuales siendo
Multiestructural obtenidas directamente de éste, son analizadas separadamente, no de forma interrelacionada.

Respuestas extraidas tras el analisis de los datos del problema, integrando la informacién en un

IV. Relacional . .
todo comprensivo. Los resultados se organizan formando una estructura.

Respuestas que manifiestan la utilizacion de un principio general y abstracto que puede ser
inferido a partir del analisis sustantivo de los datos del problema y que es generalizable a otros
contextos.

V. Abstraccién
Expandida

Tabla 1. Niveles Taxonomia SOLO.

Desarrollo de la propuesta

Teniendo en cuenta los aspectos identificados anteriormente respecto al razonamiento probabilistico, se
generan indicadores sobre conceptos, sesgos y tratamiento de los datos recolectados a partir de
experimentos aleatorios, datos necesarios para la asignacién de probabilidad desde una noci6n
frecuencial. Usando dichos indicadores se establecen las posibles relaciones entre ellos para poder, a
partir de ello, caracterizar el razonamiento ubicando su desarrollo en un determinado nivel.

Indicadores

A continuacion se presenta la Tabla 2, en la que se clasifica y describen sesgos, conceptos, vy el
tratamiento que se le dan a los datos, esto en relacién con la asignacion de probabilidad desde una nocién
frecuencial.

Categoria Indicadores/Descripcion

Cy: Las respuestas evidencian un caracter evasivo ya que se desconocen los procedimientos y
conceptos para cuantificar la ocurrencia de un evento.

C,: Identifica y clasifica situaciones donde esta presente el azar y la aleatoriedad.

C,: Define espacio muestral de un experimento aleatorio clasificando los tipos de eventos.

C,: Compara secuencias aleatorias en términos de mas probable que, menos probable que o
igualmente probables.

Conceptos — - - - ——
P Cs: Calcula la probabilidad frecuencial de un evento sin reconocer la necesidad de la repetitividad del

experimento y por ende realiza pocas experimentaciones.

Cq: Calcula la frecuencia relativa de un evento partiendo del nimero necesario de experimentaciones o
simulaciones para que dichas frecuencias tiendan a estabilizarse.

C;: Calcula la frecuencia relativa de un evento teniendo en cuenta su limite estocastico, es decir, la
cercania existente entre la probabilidad real y la experimental.

S;: Determinista: No reconoce ni diferencia las situaciones azarosas de las que no lo son.

S,: Falacia del Jugador Tipo | y Il: Predice el resultado de un experimento basado en rachas favorables
0 no favorables.

S Concepcidn Errénea del Azar: Considera que las secuencias aleatorias nunca pueden tener algin
patron.

S, Atribuciones Flexibles: Intenta manipular el resultado de un experimento aleatorio a partir de
creencias personales 0 mitos.

Sesgos Ss: Confirmatorio: Considera la probabilidad frecuencial partiendo de la frecuencia absoluta de un
evento.

Se: Insensibilidad al Tamafio de la Muestra: Aproxima una probabilidad partiendo de un nimero muy
pequefio de simulaciones.

S;: Equiprobabilidad: Calcula e interpreta la frecuencia relativa como una aproximacion de
probabilidad pero considera a priori que todos los eventos definidos sobre un experimento
aleatorio son igualmente probables.

Sg: No presenta ningun sesgo.

T1: Desarrolla experimentos aleatorios, sin tener en cuenta si se llevan a cabo bajo idénticas
condiciones.

Tratamiento

de datos T

Realiza experimentos aleatorios teniendo en cuenta que se deben hacer bajo idénticas condiciones
para que su resultado sea confiable.

N

T,: Disefia experimentos aleatorios teniendo en cuenta las condiciones necesarias para que Su
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resultado sea confiable.

T,: Manipula herramientas tecnoldgicas que le permiten simular experimentos aleatorios.

Ts: Reconoce la validez de los datos y es capaz de trabajar con los resultados de simulaciones hechas
por él mismo o por otros.

Te: Asigna probabilidades basandose en resultados de experimentos propios o ajenos, ademas
reconoce el propdsito de realizar las simulaciones e interpreta la probabilidad.

Tabla 2. Indicadores del razonamiento probabilistico frecuencial.

De esta manera, los indicadores de las categorias conceptos y tratamiento de datos son “acumulables” a
excepcion del primer indicador de cada una de estas dos categorias, por ejemplo, si esta presente el
indicador Ts implica que los indicadores T,, Tz y T4 también lo estan. Por otra parte los indicadores de
sesgo no son “acumulables”, por tanto la presencia de uno no implica la presencia de los anteriores.

Caracterizacion de los niveles

Partiendo de la descripcion realizada para cada indicador, se construye la Tabla 3 que contiene la
clasificacion de dichos indicadores segun su complejidad estructural. Esta clasificacién se realiza con
base en los cinco niveles de complejidad propuestos en la Taxonomia SOLO.

Nivel de Complejidad Indicadores
Preestructural S1; Cy; Ss; Sy; Sa.
Uniestructural C,; Cs; Sy; S3; Su: Ss; S7; Ty

Multiestructural Cs; Cs; Ss; Sg; To; Ts.
Relacional Cs: Ca; Sg; Ts; Ty, Ta.
Abstraccion Expandida | C;; Sg; Te.

Tabla 3. Clasificacion de indicadores.

A continuacion, se definen los niveles del razonamiento probabilistico frecuencial entendiendo este
razonamiento como aquel que estd relacionado con la experimentacién o simulacién de situaciones
aleatorias, el calculo e interpretacion de la probabilidad desde la nocion frecuencial, a partir de las
relaciones existentes entre los indicadores (Tabla 6) clasificados en cada nivel de complejidad estructural
(Tabla 7). Estas relaciones se identifican usando ejemplos de respuestas y argumentos de estudiantes de
secundaria y maestros en formacion sobre algunas situaciones azarosas.

Estos ejemplos de respuesta son tomados de diferentes espacios y experiencias académicas de los autores
de esta propuesta. Dentro del plan de estudios del Proyecto Curricular de la Licenciatura en
Matematicas (PCLM) de la Universidad Pedagdgica Nacional (UPN) se propone el espacio académico
Ensefianza y Aprendizaje de la Estadistica, en el cual los estudiantes inician su acercamiento con la
didactica de la estadistica y de la probabilidad. Este espacio fue cursado en el periodo académico 2014-2
(de Agosto a Diciembre de 2014), en el cual se disefié una seria de actividades que permitieran la
introduccién de la probabilidad a estudiantes de grado séptimo del Colegio Mercedario San Pedro
Nolasco; dado que los estudiantes no habian tenido un acercamiento con la probabilidad se escogio la
nocién frecuencial para abordar este concepto matematico, ya que esta nocion facilita el paso de la
estadistica a la probabilidad. Algunas actividades fueron adaptaciones de las propuestas didacticas de
Gonzélez (2008) y Coutinho (2001), para finalizar ese proceso de ensefianza los maestros en formacion
disefiaron una evaluacion de seleccién maltiple con Gnica respuesta para identificar los posibles sesgos en
el razonamiento de los estudiantes.

En el periodo académico 2015-2 (de Agosto a Diciembre de 2015) los autores de esta propuesta cursan el
espacio académico Practica de Integracion Profesional a la Escuela, en el cual se realizan modificaciones
de las actividades propuestas en el espacio académico Ensefianza y Aprendizaje de la Estadistica
atendiendo a las dificultades observadas en la aplicacion de los talleres, luego de las modificaciones se
aplicaron a estudiantes de grados noveno y décimo de dos colegios oficiales (Escuela Normal Superior
Distrital Maria Montessori y Colegio Técnico Comercial Manuela Beltran IED).
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Finalmente se recolectd informacién de posibles respuestas a tareas relacionadas con la probabilidad
frecuencial en el marco de la XXXV Jornada del Educador Matematico® (30 de septiembre, 1° y 2 de
octubre de 2014) mediante un pilotaje a maestros en formacion de las actividades correspondientes a la
practica del espacio académico Ensefianza y Aprendizaje de la Estadistica.

Nivel 1 (Preestructural)

El razonamiento probabilistico ubicado en este nivel refleja la modelacion de las situaciones aleatorias
bajo un modelo determinista (sesgo S;), por ende las respuestas de los individuos son evasivas,
evidenciando el desconocimiento de los elementos relacionados con la cuantificacion del azar, ademas
sus argumentos se asocian a otros sesgos como: Ss, S, ¥ S4. Por ende aun no es posible que se tenga un
tratamiento de los datos, cuando no acepta la aleatoriedad. Ejemplo de razonamiento en este nivel se
puede ver en situaciones tales como:

Situacién

Ejemplos de respuesta

Caracteristicas

Juan todos los dias para ir al colegio
debe ingresar a la estacion de
Transmilenio méas cercana de su
casa, alli espera alguna de todas las
posibles rutas que le sirven para
Ilegar hasta la estacion cercana al
colegio. ¢Cual de las rutas que le
sirven serd la que pase primero? ¢Por
qué razon crees que no es posible
asegurar el resultado de esta
situacion?

No sé cuél pase primero,
porque no conozco el futuro.

Este tipo de respuesta refleja un caréacter
evasivo, ya que se sabe que no es posible
asegurar el resultado de una situacion
azarosa pero se puede tratar de predecir el
resultado partiendo del espacio muestral
del experimento y la equiprobabilidad o no
de los puntos muestrales, es evidente la
presencia de C;.

Siempre pasa el Ruta Fécil,
porque es el que pasa mas.

En esta respuesta refleja el sesgo
determinista y sus argumentos muestran
cémo se relaciona este sesgo con el sesgo
confirmatorio, por tanto se identifica la
relacion existente entre S; y Ss.

En un partido cualquiera del
Chelsea, se analiza la cantidad de
tiros que falla Falcao durante el
transcurso del juego ¢ puedes decir
con seguridad cual seré el total de
tiros fallados antes del partido?
Justifica tu respuesta.

Todos porque él no esta
haciendo goles.

En esta situacion se identifica la presencia
de los sesgos determinista y falacia del
jugador, ya que basa su respuesta en una
racha. Relacion entre S,y S;.

Si todos, porque estoy seguro
que no va a hacer goles en ese
partido.

Esta respuesta evidencia un caracter
netamente determinista, se identifica la
presencia del indicador S;.

¢Cual es el resultado al lanzar un
dado?

Seis, porque los sople y eso me
da suerte y siempre voy a sacar
el mayor nimero.

Modela la situacion de manera
determinista a partir de mitos. Se
evidencia la presenciade S; y S,.

Tabla 4. Respuestas y relaciones en los indicadores del Nivel 1.

Ya que el razonamiento de este nivel se caracteriza por modelar toda situacion de manera determinista
esto hace que se omita la informacion experimental o del enunciado, por ende el tratamiento de los datos
es nulo, de ahi que en este nivel no esta presente algin indicador de tratamiento de datos.

Nivel 2 (Uniestructural)

El razonamiento probabilistico en este nivel se caracteriza por el reconocimiento del azar y los tipos de
eventos (C,y Cs), pero se desconocen las caracteristicas fundamentales para realizar una aproximacién de
la probabilidad cercana a la real, ya que la informacion usada en este proceso es obtenida directamente de
las condiciones de los problemas sin cuestionar su validez, omitiendo su analisis; es decir trabaja con los

% Este evento se realiza semestralmente en la Universidad Pedagdgica Nacional de Colombia, en el cual estudiantes y
profesores de la Licenciatura en matematicas, e invitados profesionales en el ambito de la Educaciéon Matematica se
encargan de preparar y ejecutar conferencias, concursos, talleres, etc., para toda la comunidad universitaria.
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datos presentados en los enunciados sin tener en cuenta la existencia de otros conjuntos de datos que
permiten hacer inferencias sobre el comportamiento futuro de los experimentos (T,), ademas de se
reconoce la existencia de varios sesgos que interfieren en la aproximacion de la probabilidad (S,), por

ejemplo:

Situacion

Ejemplos de respuesta

Caracteristicas

Luego de lanzar el dado diez veces se
tomaron los siguientes datos: 5, 6, 1, 4,
5,2, 3,3, 3, 3. ;Qué tan probable es que
salga 3 en el siguiente lanzamiento y
por qué?

Es muy probable porque en
los Gltimos lanzamientos ha
salido el tres.

En esta respuesta se evidencia el
reconocimiento del azar, pero esta basada
en rachas. Por tanto estan presentes los
indicadores C, y S,.

Es del 50% porque existen
dos posibilidades: que salga
0 no.

Es claro que en esta respuesta se reconoce
la presencia del azar, pero cree que
cualquier evento tiene un 50% de
ocurrencia, de esta manera se evidencian
la relacion de los indicadores C, y S;.

Se seleccionaron 5 dados que difieren
en su tamafio y peso, realice 20
lanzamientos de un dado para
identificar cudl es la probabilidad de
que el resultado dé un ndmero par.

A) ¢Los 20 lanzamientos los haria con
un solo dado o con varios? ¢Por qué?
B) Realice la tabla de frecuencias para
dichos lanzamientos y diga cuél es la
probabilidad que salga un nimero par.

A) Los hice con més de un
dado para que los resultados
sean mas variables.

B) 15% porque en 15
lanzamientos salieron
ndmeros pares.

Estas respuestas evidencian que se realiza
el experimento sin mantener las mismas
condiciones, ademas se calcula la
probabilidad partiendo de la frecuencia
absoluta. Indicadores Ty; Cs; Ss.

Se lanzé 10 veces una moneda y se
anotaron los resultados C, S, C, S, C, S,
C, S, C, S ;Cree que es posible obtener
estos resultados y por qué?

No es posible porque estan
intercalados.

Esta respuesta refleja que se cree que una
secuencia aleatoria no puede tener algin
patron y ser producto del azar. Por tanto
esta presente el indicador Ss.

Si porque si lanzo la moneda
con la mano derecha
obtengo cara y con la mano
izquierda obtengo sello.

Se evidencia la presencia del indicador S,.

Nivel 3 (Multiestructural)

Tabla 5. Respuestas y relaciones en los indicadores del Nivel 2.

El razonamiento probabilistico que se encuentre en este nivel se caracteriza por analizar informacion
obtenida directamente de los enunciados, pero dicho andlisis se hace de manera separada (T,), es decir,
tiene los conceptos necesarios para dar respuesta a las preguntas (C,) pero la falta de asociacion de estos
conceptos con el contexto de los problemas, impide dar la respuesta correcta ya que los argumentos
presentados permiten inferir la presencia de sesgos (S,). Ademas el razonamiento utilizado para resolver
los ejercicios o problemas se hace sin tener en cuenta los analisis realizados en ejercicios anteriores.

Situacion

Ejemplos de respuesta

Caracteristicas

Considere la siguiente situacion:

Juan y Maria lanzan cada uno 3 dados
10 y 100 veces respectivamente y
anotan los resultados de cada uno de
ellos. Consideran el evento A que

a. La aproximacion de
Juan es correcta, porque
realiz6 todos los
procedimientos
necesarios.

En esta respuesta se trabaja con datos
recolectados por otros, pero no se tiene en
cuenta la cantidad de simulaciones, es decir,
estan presentes los indicadores Ts y Se.
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resulte 1, 2, 3. Para aproximar la
probabilidad realizan la tabla de
frecuencias relativas para todos los
resultados y afirman que la probabilidad
del evento A es del 10%.

¢ Cudl de las siguientes afirmaciones es
la correcta?

a. La aproximacion de Juan es correcta,
porque realizé todos los procedimientos
necesarios, mientras que Maria realiz6
muchas experimentaciones que no eran
necesarias.

b. Las aproximaciones de Juan y Maria
son correctas, porque realizaron todos
los procedimientos necesarios.

c. La aproximacion de Juan no es
correcta, porque realiz6 muy pocas
repeticiones del experimento.

Juan y Maria son
correctas, porque
realizaron todos los
procedimientos
necesarios.

b. Las aproximaciones de

Esta respuesta refleja trabajo con datos ajenos
y el andlisis de cada procedimiento, sin
embargo el nimero de simulaciones no es un
factor relevante. Por tanto se ve la relacion
entre los indicadores Ts y Cs.

Se desea determinar la probabilidad de
que el resultado del lanzamiento de un
dado sea un nimero par a partir de las
frecuencias relativas. Mencione cuéles
son los pasos necesarios para llevar a
cabo esto.

20 veces de la misma
forma, y anotar el
resultado de cada
lanzamiento. Luego

son, y calcular la

pares.

Coger un dado y lanzarlo

agrupar los nimeros que
son pares y los que no lo

frecuencia relativa de los

En esta respuesta se identifica la necesidad de
realizar las experimentaciones bajo idénticas
condiciones para que el resultado no se vea
afectado ademas se clasifican los eventos
favorables y no favorables a partir del espacio
muestral lo que implica un reconocimiento
del azar, sin embargo considera suficiente 20
experimentaciones para aproximar la
probabilidad. Indicadores presentes en esta

respuesta: Cs, T, Y Se.

Nivel 4 (Relacional)

Tabla 6. Respuestas y relaciones en los indicadores del Nivel 3.

El razonamiento probabilistico de este nivel se caracteriza por el andlisis interrelacionado de la
informacion que esta presente en la situacién, ya sea explicita o implicitamente, ademas usa la tecnologia
como un recurso que le ayuda a realizar los procedimientos de manera agil, reconociendo la eficiencia de
los software para hacer tareas repetitivas y aleatorias (T,). Por ende hay un reconocimiento de los
conceptos que se ponen en juego en el momento de aproximar una probabilidad (Cg), de esta manera es
posible que en el razonamiento de este nivel esté inmerso algiin sesgo que no sea determinante para

aproximar la probabilidad (S;).

Situacién

Ejemplos de respuesta

Caracteristicas

Se desea calcular la probabilidad que
el resultado del lanzamiento de un
dado sea un nimero par a partir de
las frecuencias relativas. Mencione
cudles son los pasos necesarios para
llevar a cabo esto y calculela.

Uso la funcion ‘aleatorio
entre’ de Excel para
generar nimeros
aleatorios entre 1 y 6.
Luego copio esta funcion
500 veces, finalmente uso
las herramientas de Excel
para hacer la frecuencia
relativa.

Se evidencia el disefio de una simulacion en un
software que permite simular el
comportamiento de experimentos aleatorios,
ademas se resalta la necesidad de realizar un
gran nimero de simulaciones para calcular la
frecuencia relativa (Cg), esto implica que de
manera implicita se estan realizando las
simulaciones bajo idénticas condiciones y que
se establece el espacio muestral para
experimentos aleatorios. En este procedimiento
estan presentes los indicadores: Cg, Ty, Sg.

Tendria que hacer 300
veces este experimento y
luego calcular la
frecuencia del evento.

En esta respuesta es clara la necesidad de
realizar un gran nimero de repeticiones
manuales de los experimentos para calcular la
frecuencia relativa, ademas maneja los
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conceptos suficientes para aproximar la
probabilidad. En este procedimiento estan
presentes los indicadores: Cg, T3, Ss.

A continuacion se muestra el
resultado de 300 simulaciones del
lanzamiento de un dado realizada en
Excel:

Resultado ~ | Frecuencia Abs.

1 47 | Calcular la frecuencia Es evidente el reconocimiento de la validez de

2 63 relativa del 4 usando la los datos recogidos por otros, ya que se acepta

3 23 tabla, porque se realizaron | el nimero de simulaciones y la manera como
muchas experimentaciones | se repitieron, por ende son usados para

4 21 y no es necesario lanzar el | aproximar la probabilidad. Indicadores

5 60 dado. presentes en esta respuesta: Ts, Sgy Cs.

il 46

Total general 300

¢Cual seria el procedimiento a seguir
para calcular la probabilidad de que
salga 4, y por qué?

Se evidencia la presencia de los indicador C, y

Se lanzé 10 veces una moneda y se Si porque todas las S;, ya que se considera que todos los eventos
anotaron los resultados C, S, C, S, C, | secuencias de cualquier de cualquier experimento aleatorio son

S,C, S, C, S ;Crees que es posible experimento aleatorio son | equiprobables y esté realizando comparaciones
obtener estos resultados y por qué? igualmente probables. entre secuencias aleatorias que no son

mencionadas en el enunciado.

Tabla 7. Respuestas y relaciones en los indicadores del Nivel 4.

Nivel 5 (Abstraccion Expandida)

En este nivel hay una ausencia de sesgos (Sg) en el razonamiento probabilistico permitiendo una
aproximacion de la probabilidad cercana a la real (C;) y sus argumentos develan la comprension de las
condiciones, caracteristicas, finalidad y aplicacion de cada uno de los conceptos relacionados con la
probabilidad frecuencial con el objetivo de hacer inferencias en un contexto matematico o cotidiano (Ts).
De este modo estan presentes algunos procesos generales propuestos por el MEN, tales como modelar,
comunicar y conjeturar.

Situacion Ejemplos de respuesta Caracteristicas
. Se ve un manejo de los conceptos y
Usar un programa para simular este Jgt
- - ayudas tecnologicas para el
Se desea calcular la probabilidad de | experimento las veces que sean . P
. . . tratamiento de los datos y asi disefia
que el resultado del lanzamiento de necesarias para que se estabilicen las L .
. . . . L sus propias simulaciones de los
un dado sea un ndmero par a partir frecuencias y dé una aproximacion . . .
. . - experimentos aleatorios, realizando
de las frecuencias relativas. cercana a la probabilidad real, . . .
. . - . varios grupos de simulaciones con el
Mencione cuéles son los pasos calcular la frecuencia relativa del - . .
. . objetivo de conjetural cual es la
necesarios para llevar a cabo esto y evento, al repetir esto se ve que estas . . .
, o probabilidad real a partir de una idea
calculela. aproximaciones se mueven alrededor | . .. o -
intuitiva de limite estocéstico.
del 50%. .
Indicadores presentes C;, Sgy Ts.
Usar los datos ya que es una Se trabaja con datos recolectados por
simulacion de ese experimento y se otros y esta interesado por la
A continuacion se muestra el realiz6 un gran nimero de veces y veracidad de estos, ademas reconoce
resultado de 300 simulaciones del calcular la frecuencia relativa del 4 y | la finalidad de realizar simulaciones
lanzamiento de un dado realizada en | saber que esta frecuencia es una de experimentos aleatorios y esto
Excel: aproximacion cercana a la real que su interpretacion de la
porque solo se tiene en cuenta ese probabilidad frecuencial tenga en
grupo de datos. cuenta la necesidad de realizar varios
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grupos de simulaciones. Indicadores
presentes C;, Sgy Ts.

Resultado ~ | Frecuencia Abs.

1 42
2 63
3 38
4 51
3 60
5] 46
Total general 300

¢ Cual seria el procedimiento a seguir
para calcular la probabilidad de que
salga 4, y por qué?

Tabla 8. Respuestas y relaciones en los indicadores del Nivel 5.
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ANEXO H. VALORACION DE LA PROPUESTA

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA

FACULTAD DE CIENCIA Y TECNOLOGIA

NACIONAL DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
Alejandro Gualteros
Carlos Le6n

l Educadora de educadores I

A continuacion se presenta una lista de indicadores con las respectivas unidades de
medicién, con el propdsito de que marque con una cruz (X) la celda que corresponda

con la evaluacion que usted le otorga a cada item.

Unidades de medicion: Muy adecuado (MA), Bastante adecuado (BA), Adecuado (A),

Poco adecuado (PA), Muy inadecuado (MI).

N° INDICADORES

VALORACION

MA

BA

A

PA

Ml

Los niveles para la categorizacion del desarrollo del razonamiento
1 | probabilistico frecuencial, reflejan los sustentos teéricos de la
propuesta.

El marco de referencia presentado bajo el cual se sustenta la
2 | construccion de los niveles favorece el logro del objetivo por el cual se
elaboro la propuesta.

Los niveles e indicadores presentados permiten que un profesor (en el
3 | campo de la Educacion Matematica) clasifique el desarrollo del
razonamiento probabilistico frecuencial de sus estudiantes.

El nimero de niveles propuestos es acorde con la complejidad del
objeto de estudio (probabilidad frecuencial).

De acuerdo a la propuesta, es necesario que para alcanzar un nivel
5 | determinado de razonamiento se deben transite por los niveles
anteriores. Es decir, los niveles son jerarquicos.

La justificacion de cada uno de los niveles es acorde con la teoria que
se usa para fundamentar la propuesta.

Ofrezca sus ideas y criterios sobre las bondades, deficiencias e insuficiencias que
presenta la Alternativa Metodoldgica en su concepcion tedrica y que pudiera presentar
al ser aplicada en la préactica escolar, con el fin de poder generar un perfeccionamiento
de la misma. Para sus recomendaciones, tenga en cuenta los indicadores que valoro
como: Adecuados (A), Poco adecuados (PA), Muy inadecuados (MI).

Fortalezas
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Falencias

Recomendaciones
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