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4.Contenidos

En el capitulo 1 se presenta una breve introduccién que expone un poco sobre el trabajo que ha
venido desarrollando el seminario de algebra de la Universidad Pedagogica Nacional en los
tltimos semestres. El capitulo 2 alude a los conceptos preliminares donde se define el conjunto

Z(ﬁ) ademas se define la suma, la multiplicacion y la relacion de divisibilidad en éste conjunto.
En el capitulo 3 se hace un estudio detallado sobre las Unidades en Z(+/2), en este capitulo se
caracterizan las unidades y se establece un algoritmo mediante la funcibn N para identificar
cuando un elemento en Z(v2) es una unidad o no. En el capitulo 4 se definen y se caracterizan
algunos ntimeros primos en Z(v2), ademas, se establecen algoritmos mediante la funcién N

para identificar nUmeros primos en este conjunto. En el capitulo 5 se presentan algunos criterios
de divisibilidad. En el capitulo 6 se realiza una propuesta que genera un acercamiento al

teorema homologo al teorema fundamental de la aritmética en Z(v2). En el capitulo 7 se

proponen algunos temas de estudios para trabajos posteriores. Por ltimo en el capitulo 8 y 9 se
presentan las conclusiones obtenidas en el desarrollo de este trabajo y las referencias
bibliograficas que se usaron.

5.Metodologia

Las ideas fundamentales de este trabajo surgen de las distintas sesiones que se desarrollaron
en el seminario de algebra del departamento de matematicas de la Universidad Pedagdgica
Nacional en los ultimos semestres. Inicialmente se realizé una exploracion mediante el uso de
dos software, el primero elaborado por el estudiante de la licenciatura en matematicas, Nicolas
Mahecha y el segundo elaborado por el profesor Yeison Sanchez del departamento de
matematicas de la Universidad Pedagodgica Nacional, seguidamente, con base a los resultados
obtenidos mediante la exploracion de los dos software, se realizaron algunas conjeturas y
posteriormente se procedié a demostrarlas en su mayoria. Por otra parte, algunas definiciones
fundamentales se tomaron en base a un consenso que se realizd en el seminario de algebra,
dado que el objetivo de éste es establecer algunas definiciones sobre algunos elementos de la
teoria de niumeros en estructuras algebraicas no usuales.

6.Conclusiones

1. La principal caracteristica del conjunto Z(v2) radica en que todos sus elementos tienen
infinitos divisores, diferente a lo que sucede en el conjunto de los nimeros naturales y
enteros. Lo cual representa un cambio en torno a la nocién que se tenia respecto a las
unidades, nimeros primos y niimeros compuestos.

2. Una forma que permite encontrar unidades en Z(v2) es mediante el uso de la ecuacion

de Pell-Fermat a? — 2b? = 41, donde hay infinitas soluciones, asi, se tiene que en Z(x/f)
hay infinitas unidades, muy distinto a lo que se sucede en el conjunto de los nimeros
naturales y enteros.

3. Un algoritmo que permite identificar si una pareja de la forma (2n,m) es primo 0 no es




verificar que (2n, m)|(0,1), si (2n,m)|(0,1) entonces (2n, m) es primo.

Un algoritmo para identificar si (a,b) € Z(\/?) es primo o no, sin necesidad de elaborar
una lista de sus divisores, es aplicando la funcion N, asi, si N(a,b) = x donde x = |p|
siendo p un ndmero primo 6 x = p? donde p es un nimero primo de la forma 4n + 1 con
n impar 6 x = p? donde p es un nimero primo de la forma 4n + 3 con n par, entonces
(a, b) es primo.

En N,, bajo la definiciéon usual de unidad, se tiene que analogamente al conjunto de los
numeros naturales, 1 es la unidad.

En N,, a pesar de ser un subconjunto de los nimeros naturales, existen elementos que
son primos en este conjunto y que a su vez no son nimeros primos en los naturales.

En Z(v2) se pueden establecer criterios de divisibilidad.

Es posible realizar un acercamiento al teorema homdlogo al teorema fundamental de la
aritmética en Z(v2)

Como futuros profesores de matematicas, es importante reflexionar en torno a la nocion
que se tiene de unidad, nimero primo y nimero compuesto, por lo tanto, las definiciones
usuales que se presentan sobre estos elementos diferenciados no siempre funcionan.
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Objetivos

Objetivo General

Definir y caracterizar algunos nimeros primos en Z(ﬁ)

Objetivos Especificos

= Indagar y concertar definiciones de unidades y niimeros primos en con-
juntos numéricos conocidos observando si estos funcionan para el con-

junto Z(v/2)
= Definir y caracterizar las unidades en Z(v/2)
» Establecer algoritmos que permitan identificar unidades en Z(\/ﬁ)
= Establecer algoritmos que permitan identificar nimeros primos en Z(ﬂ)
= Establecer criterios de divisibilidad en Z(v/2).
= Definir y caracteriza algunos ntimeros compuestos en Z(\/i)

= Establecer un acercamiento al teorema homélogo al teorema fundamen-
tal de la aritmética en Z(v/2)
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Capitulo 1

Introduccion

El Grupo de Algebra de la Universidad Pedagogica Nacional estudia ac-
tualmente el proceso matematico de analizar, una estrategia utilizada para
desarrollar su investigacion, y a su vez la motivacion por parte de los es-
tudiantes, es a através del seminario de algebra, espacio de libre asistencia
en el cual sus participantes (estudiantes de la licenciatura) han adoptado
problemas que tienen que ver con la divisibilidad en diversos conjuntos no
usuales y con ello intentar responder a las preguntas: ;qué es un nimero pri-
mo? jqué es un nimero compuesto? jexisten teoremas homélogos al teorema
fundamental de la aritmética? etc.

En terminos generales, el proceso de analizar es aquel que busca describir
los objetos de una estructura matematica en términos de sus partes. Es asi,
como el grupo de &lgebra se ha planteado estudiar el proceso de analizar
desde el objeto matematico de la divisibilidad en estructuras algebraicas no
usuales, partiendos de ejemplos conocidos.

De esta forma es como el presente trabajo surgio, del estudio adelantado
en el seminario, de conjuntos de la forma:

Z(k) ={a+0bk|abcZik*cZ y k¢ 7}

Sobre estas estructuras se definen un par de operaciones y con base en ellas
se busca caracterizar los nimeros primos de dicho conjunto. Para ello se es-
tablecen ciertos elementos diferenciados o especiales del conjunto, entre los
cuales, estan aquellos a los que se les denomina primos.

Luego de esto, se plantea el problema de poder descomponer un nimero que

no pertenezca a los elementos diferenciados en producto o suma de ntme-
ros primos de la estructura, con el fin de encontrar un teorema analogo al

11



teorema fundamental de la aritmética en dicha estructura.
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Capitulo 2

Conceptos preliminares

2.1. El conjunto Z(1/2)

Uno de los objetos de estudio para el seminario de algebra de la Uni-
versidad Pedagogica Nacional se centra en definir algunos elementos de la
teoria de nimeros en estructuras algebraicas no usuales; en particular, en el
seminario, se estudiaron los conjuntos Z(v/k).

Se puede ampliar el conjunto de los niimeros enteros a un conjunto que los
incluya y que involucren a vk en nuevos nimeros de la forma

z=a -+ bk

donde a y b son nimeros enteros, k> € Z y k ¢ Z, al conjunto de estos
elementos se les denotard por Z(k).

Para encontrar resultados generales sobre las estructuras Z(vk), es impor-
tante realizar algunos estudios sobre casos particulares, asi, este trabajo busca
realizar un estudio detallado sobre el conjunto Z(v/2).

El conjunto Z(+/2) es el conjunto de los niimeros de la forma:
z=a+bV2
donde a y b son niimeros enteros, k> =2 € Zy V2 &€ Z

2.2. Parejas Ordenadas

Para el desarrollo de este trabajo, se denotara el nimero a + bk mediante
la pareja ordenada (a,b), donde la primera componente sera la parte entera
y la segunda componente serd, el niimero entero que acompana a k = /2.

13



2.3. Igualdad entre niimeros de Z(v/2)

Definiciéon 2.1 Dos nimeros z = a + bk y w = ¢+ dk son iguales si y
solo si @ = ¢y b = d. Reescribiendo esta definicion en términos de parejas
ordenadas, se tiene que (a,b) = (¢,d) siy s6losia=cy b=d.

2.4. Suma en el conjunto de Z(v/2)

Sea a + bk y ¢ + dk que pertenecen a Z(+/2), es natural pensar que la
suma de estos elementos se realiza sumando término a término de forma
usual, luego:

(a+bk)+ (c+dk) = (a+c)+ (b+ d)k

asi, es conveniente definir la suma en Z(+/2) de la siguiente forma:

Definicién 2.2 Suma: Sean (a,b) y (c, d) que pertenecen al conjunto Z(v/2),
la suma de estos numeros se define como:

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)

Es importante realizar una aclaracion respecto a la notacién usada para de-
finir la suma en Z(v/2) ; el simbolo “+” que estd dentro de las parejas or-
denadas si representa la suma usual de los niimeros enteros, sin embargo el
simbolo “+” que se encuentra por fuera y entre las parejas ordenadas no
tiene el mismo significado que la suma usual de nimeros enteros, este es
precisamente el simbolo usado para definir la operacién, que por costumbre,
también llamamos suma.

2.4.1. Propiedades de la suma en Z(1/2)

Teorema 2.1 Propiedad conmutativa: Sean (a,b) y (¢, d) que perte-
necen a Z(v/2) se cumple que (a,b) + (¢, d) = (c,d) + (a, b).

Demostracién: Aplicando la definicién de suma en el conjunto de Z(v/2),
se tiene:

(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)

por la propiedad conmutativa de la suma en los niimeros enteros:

(a,b) + (¢,d) = (c+a,d+b)

14



por la definicién de suma en el conjunto de Z(y/2) se obtiene la siguiente
igualdad:
(a,0) + (¢, d) = (¢, d) + (a,b)

Por lo tanto se cumple la propiedad conmutativa de la suma en Z(1/2)

Teorema 2.2 Propiedad asociativa: La suma en el conjunto Z(1/2) cum-
ple la propiedad asociativa.

Demostracién: Sean (a,b), (c,d) y (e, f) que pertenecen al conjunto Z(v/2),
luego, por definicién de suma en Z(+/2) se tiene:

((a,0) + (¢, d)) + (e, f) = (a+ ¢, b+ d) + (e, f)

aplicando de nuevo la definicién de suma en Z(\/@), se tiene la siguiente
igualdad:

((a,b) + (e,d)) + (e, /) = ((a+c)+e, (b+d) + f)
utilizando la propiedad asociativa de la suma de los niimeros enteros:
((a,b) + (¢,d)) + (e, f) = (a+ (c+e€),b+ (d+ f))
aplicando dos veces la definicién de adicién en Z(v/2):
((a,b) + (¢, d)) + (e, f) = (a,b) + (c+e,d + f)

((a,0) + (¢,d)) + (e, f) = (a,b) + ((¢, d) + (e, f))-

Por lo tanto, se cumple la propiedad asociativa de la suma en Z(y/2).

Una vez demostrada la propiedad asociativa de la suma en Z(1/2), se procede
a verificar si en este conjunto existe elemento neutro o no bajo la suma, para
esto, sean (a,b) y (x,y) que pertenecen al conjunto de Z(+/2) tal que:

(a,b) + (z,y) = (a,b)
por definicién de suma en Z(v/2) se tiene:
(a+z,b+y) = (a,b)

por igualdad de parejas ordenadas, se obtiene el siguiente sistema de ecua-
ciones:
at+xr=a
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b+y=0

resolviendo el anterior sistema de ecuaciones se obtiene que (z,y) = (0,0)
por lo tanto:

(a,b) +(0,0) = (a,b)
y por la propiedad conmutativa de la suma en Z(\/ﬁ) se tiene que:
(0,0) + (a,0) = (a,b)

luego (0,0) es el elemento neutro de la suma en Z(/2)

Teorema 2.3 Elemento Neutro: la suma en el conjunto Z(/2) cumple la
propiedad de la existencia del elemento neutro.

Demostracién: sea (a,b) € Z(v/2), y sea (0,0) € Z(v/2), luego
(a,b) + (0,0) = (a,b)

(0,0) + (a,b) = (a,b)

en este caso (0,0) se denomina elemento neutro.

una vez demostrado que la suma en Z(y/2) cumple con la propiedad de la
existencia de elemento neutro, ahora se procede a ver si existen elementos
inverso, para esto, sean las parejas (a,b) y (x,y) que pertenecen al conjunto
de Z(/2) tal que:

(a,0) + (z,y) = (0,0)

por definicién de suma en Z(1/2) se tiene:
(a+z,b+y)=1(0,0)

por igualdad de parejas ordenadas, se obtiene el siguiente sistema de ecua-
ciones:
a+x=0

b+y=20

resolviendo el anterior sistema de ecuaciones se obtiene que (z,y) = (—a, —b)
por lo tanto:

(a,b) + (—a,—b) = (0,0)

y por la propiedad conmutativa de la suma en Z(1/2) se tiene que:
(—CL, _b) + (CL, b) = (07 0)
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Teorema 2.4 Elementos inversos: la suma en el conjunto Z(1/2) cumple
la propiedad de la existencia de elementos inversos.

Demostracién: sean (a,b) y (—a, —b) que pertenecen a Z(+/2), luego
(CL, b) + (_aa _b) = (07 0)
(—CL, _b) + (av b) = (07 0)

En este caso, a la pareja (—a, —b) se le llama el inverso aditivo de (a,b)

En consecuencia, el conjunto de Z(1/2) es un grupo abeliano bajo la suma
puesto que cumple con la propiedad conmutativa, la propiedad asociativa,
existe un elemento neutro y existen elementos inversos.

2.5. Multiplicacién en el conjunto de Z(1/2)

Anélogamente a la suma, para definir la multiplicacién en Z(v/2) es na-
tural pensar en lo siguiente: Sea a + bk y ¢ + dk, entonces la multiplicacion
de estos dos elementos se realiza de forma usual, utilizando la propiedad dis-
tributiva, agrupando términos semejantes y tomando el hecho de que k2 = 2,
asi:

(a + bk)(c+ dk) = (ac + 2bd) + (ad + be)k

Por lo tanto, es conveniente definir la multiplicacién de la siguiente forma:

Definicién 2.3 Multiplicacién: Sean (a,b) y (c, d) que pertenecen a Z(+/2),
se define la multiplicacién como:

(a,b) * (¢,d) = (ac + 2bd, ad + bc)

De forma similar a la suma, es importante mencionar que ac, 2bd, ad y bc
representa el producto usual de los nimeros enteros y el simbolo ” + 7 que
se encuentra dentro de la pareja ordenada representa la suma usual de los
nimeros enteros; sin embargo, el simbolo % no representa el producto usual
en los niimeros enteros.

Nota: Por simplicidad, de ahora en adelante, omitiremos el signo * para

referirnos a la multiplicacién en el conjunto Z(v/2) , es decir, de ahora en
adelante se denotara (a,b) * (¢,d) como (a,b)(c, d).

17



2.5.1. Propiedades de la multiplicacién en Z(1/2)

Teorema 2.5 Propiedad asociativa: Sean (a,b), (¢,d) y (e, f) que
pertenecen a Z(ﬁ), entonces:

((a,b)(c, d)) (e, f) = (a,0)((c, d)(e, [))

Demostracién: Por definicién de multiplicacién en Z(1/2) se tiene:
((a,b)(c, d))(e, f) = (ac + 2bd, ad + be)(e, f)

((a,b)(c,d))(e, f) = ((ac+ 2bd)e + 2(ad + be) f, (ac + 2bd) f + (ad + be)e)

utilizando la propiedad distributiva en los nimeros enteros:
((a,b)(c,d))(e, f) = (ace + 2bde + 2adf + 2bcf, acf + 2bdf + ade + bee)

utilizando las propiedades conmutativa de la suma y la multiplicacion en los
numeros enteros:

((a,b)(c,d))(e, f) = (ace + a2df + 2bef + 2bde, acf + ade + bee + b2df)
aplicando propiedad distributiva en los nimeros enteros:
((a,b)(c,d))(e, ) = (a(ce + 2df) + 2b(cf + de), a(cf + de) + b(ce + 2df))
utilizando la definicién de multiplicacién en Z(y/2) dos veces:
((a,0)(c,d))(e, f) = (a,b)(ce + 2df, cf + de)
((a,0)(c,d))(e, ) = (a,b)((c,d))(e, f))

Por lo tanto, la multiplicacién en el conjunto Z(y/2) cumple la propiedad
asociativa.

Teorema 2.6 Propiedad Conmutativa: Sean (a,b) y (c,d) que perte-
necen a Z(+/2), entonces (a,b)(c,d) = (c,d)(a,b)

Demostracién: Por definicién de multiplicacién en Z(1/2), se tiene:
(a,b)(c,d) = (ac+ 2bd, ad + be)

aplicando la conmutatividad de la suma y multiplicaciéon de los niimeros
enteros:

(a,b)(c,d) = (ca + 2db, cb + da)

18



usando la definicién de multiplicacion en Z(v/2):
(a,0)(c,d) = (¢,d)(a,b)
Asi, la multiplicacién en Z(v/2) cumple la propiedad conmutativa.

Una vez demostrada la propiedad conmutativa de la multiplicacién en Z(/2),
se procede a verificar si existe elementos neutros, para esto, sea (a,b) y

(c,d) € Z(v/2) tal que
(a,b)(c,d) = (ac+ 2bd, ad + bc) = (a, b)
por igual de parejas ordenadas, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

ac+ 2bd = a
ad +bc=1b

Resolviendo el sistema de ecuaciones, se tiene que c=1y d =10

Teorema 2.7 Propiedad modulativa: la multiplicaciéon en el conjunto
Z(+/2) cumple la propiedad de la existencia de elemento neutro.

Demostracién: Sea (a,b) € Z(v/2), vy sea (1,0) € Z(+/2) luego
(1,0)(a,b) = (a,b)

(a,b)(1,0) = (a,b)

En este caso, a la pareja (1,0) se le llama el modulo de la multiplicacién en
Z(\/ﬁ), asi, la multiplicacion en el conjunto de Z(\/ﬁ) cumple la propiedad
modulativa.

Observacion: Existen parejas (a,b) que no poseen elemento inverso, por
ejemplo, sea la pareja (0, 2), se debe encontrar la pareja (x, y) tal que (0, 2)(x,y) =
(1,0), por definicién de multiplicacién en el conjunto de Z(+/2) se obtiene:

(2y,z) = (1,0)

por igualdad de parejas ordenadas, se construye el siguiente sistema de ecua-
ciones:



Este sistema de ecuaciones no tiene solucién en el conjunto de los nimeros
enteros, por lo tanto, no existe (z, y) tal que (0,2)(z,y) = (1,0) = (z,y)(0,2),
asi, la multiplicacién en Z(\/§) no cumple la propiedad de existencia de ele-
mentos Inversos.

Este hecho es precisamente el que motiva el estudio que se adelantard mas
adelante, ya que al no haber inversos multiplicativos para todos los elemen-
tos, una cuestion inmediata que surge es estudiar aquellos elementos que
si tienen inversos y por eso, adquiere sentido el estudio de la divisibilidad.

2.6. Divisibilidad

Anélogo al caso de los nimeros enteros, se define la relacién de divisibi-

lidad en el conjunto de Z(y/2)

Definicién 2.4 Sean (a,b) y (c, d) que pertenecen a Z(1/2) con (a, b) diferen-
te de (0,0), se dice que (a,b) divide a (c,d) si y sélo si existe (z,y) € Z(v/2)
tal que (a,b)(z,y) = (¢,d). En tal caso se denota como (a, b)|(c, d). También
se dice que (a,b) es un divisor de (¢,d) o que (¢, d) es un multiplo de (a, b).

Para indicar que (a, b) no divide a (¢, d) se escribe (a,b) f(c,d).

Noétese que se definié la relacién de divisibilidad para (a,b) # (0,0), esto

se debe a que si (a,b) = (0,0), y si (a, b)|(c, d), entonces (¢,d) = (0,0), la jus-

tificacién de este hecho radica en que para todo (z,y) € Z(v/2), (0,0)(z,y)
(a,b

(0,0), por lo tanto, no tiene mucho sentido estudiar el caso en que (a,b) =
(0,0).

2.6.1. Algunas propiedades de la divisibilidad

Teorema 2.8: Si (a,b) # (0,0) entonces (a, b)|(0,0)
Demostracién: Como (a, b)(0,0) = (0,0) se tiene que (a, b)|(0,0)
Teorema 2.9: Si (a,b) # (0,0) entonces (a, b)|(a,b)

Demostracion: Por la propiedad modulativa de la multiplicacion en Z(\/E)
se tiene:

(a,b)(1,0) = (a,b)
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por lo tanto (a,b)|(a,b)
Teorema 2.10: Si (a, b) # (0,0) entonces (—a, —b)|(a, b)

Demostracién: Sea (—1,0) € Z+/2, luego
<_&7 _b)(_la O) = (a7 b)
, asi (—a, —b)|(a,b).

Teorema 2.11: Si (a,b)|(c, d) entonces (a,b)|(c,d)(e, f)

Demostracién:Como (a, b)|(c, d) entonces existe (x,y) tal que:

(a,0)(z,y) = (c,d)
Multiplicando a ambos lados de la igualdad por (e, f) se obtiene:

(a,b)(z, y)(e, f) = (¢, d)(e, f)

por la propiedad asociativa de la multiplicacion en Z(\/ﬁ), se tiene:

(a,)((z,y)(e, [)) = (¢, d)(e, [)
por tanto (a,b)|(c,d)(e, f)

Teorema 2.12 Transitividad: Si (a,b)|(c,d) y si (¢, d)|(e, f) entonces (a, b)|(e, f)

Demostracién: Como (a, b)|(c, d) entonces existe (x,y) tal que:

(a,0)(,y) = (c,d)

Andlogamente como (¢, d)|(e, f) entonces existe (w, z) tal que:

(¢, d)(w, z) = (e, f)
reemplazando (¢, d) = (a,b)(z,y) en la ecuacién (¢, d)(w, z) = (e, f) se obtie-
| (60) () (w, ) = (e,

Por la propiedad asociativa de la multiplicacién en Z(ﬂ), se obtiene:

(a,0)((z,y)(w, 2)) = (e, )

por lo tanto, (a,b)|(e, f).
Teorema 2.13 si (a,b)|(x,y) entonces (—a, —b)|(x,y)

Demostracién: por el teorema 2.10 se tiene que (—a,—b)|(a,b) y como
(a,b)|(x,y), entonces por el teorema 2.12 se tiene que (—a, —b)|(x,y)
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Capitulo 3

Las Unidades en el conjunto

Z(V2)

3.1. ;Qué son Unidades?

Como el objetivo de este trabajo de grado es desarrollar algunos elementos
de la teorfa de ntimeros en Z(+/2) es importante identificar algunos elementos
diferenciados. Para esto, es importante tener como referencia algunas estruc-
turas algebraicas usuales, aquellas que se tienen a la mano son el conjunto
de los nimeros enteros y el conjunto de los niimeros naturales.

En el conjunto de los niimeros naturales existe un elemento que es diferen-
te a todos los demas cuya caracteristica principal es tener un tnico divisor,
el inico elemento en este conjunto que cumple con esta caracteristica es el
nimero 1 cuyo unico divisor es él mismo; no existen otros elementos que
pertenezcan a este conjunto y que cumplan con esta condicién. Otra forma
de identificar este elemento es caracterizar a aquellos que dividen a todos
los demads, nétese que en el conjunto de los nimeros Naturales 1 es el tini-
co elemento que cumple con esta condicién puesto que 1 | n para todo n € N.

En el conjunto de los nimeros enteros existen un par de elementos que son
diferentes a todos los demas en el sentido de que tienen tinicamente dos divi-
sores, los tinicos elementos en este conjunto que cumplen con esta condicion
son el nimero 1 y —1, dado que los tinicos divisores de 1 y —1 son 1 y —1;
no existen otros elementos en este conjunto que tengan tunicamente dos di-
visores. Otra forma de identificar estos elementos es caracterizar a aquellos
ntumeros que dividan a todos los demas, notese que los nicos nimeros que
cumplen con esta condiciéon son el 1 y —1, pues estos dividen a todos los
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nimeros que pertenecen al conjunto de los niimeros enteros.

A estos elementos que se diferenciaron en el conjunto de los niimeros natu-
rales y enteros se les denominan unidades. El objetivo de la siguiente seccion
es identificar estos elementos pero en Z(v/2).

3.2. Unidades en el conjunto Z(1/2)

Tomando como referencia las unidades en el conjunto de los niimeros na-
turales y el conjunto de los niimeros enteros, se define de forma analoga las
unidades en el conjunto de Z(v/2)

Definicién 3.1 Unidad en Z(v/2). (a,b) € Z(v/2) se denomina unidad,
si y sélo si, para todo (x,y) € Z(v/2), (a,b) | (z,y). Asi, el conjunto U de las
unidades de Z(x/?) se define como:

U ={(a.b) € Z(V2) : ¥(a,) € Z(VD) : (@, D)|(2.)}

Caracterizacién de las unidades en Z(v/2)

Una vez planteada la definicién de unidad en Z(\/ﬁ) se procede a buscar
y a caracterizar las unidades en este conjunto, para esto, se sospecha que una
unidad es la pareja (1,0) por ser el médulo de la multiplicacién

Teorema 3.1: El elemento (1,0) es una unidad en el conjunto Z(v/2)

Demostracién: Como (1,0) es el elemento neutro de la multiplicacién en
Z(+/2), se tiene que para todo (a,b) € Z(v/2), (1,0)(a,b) = (a,b), luego por
definicién de divisibilidad en Z(v/2) (1,0)|(a,b), ast (1,0) es una unidad.

Para encontrar otras unidades en el conjunto Z(\/§), se utiliza la propie-
dad transitiva de la divisibilidad en Z(+/2), pues si (1,0)|(x,y) para todo
(z,y) € Z(v/2) vy si (a,b)|(1,0) entonces, por propiedad transitiva de la di-
visibilidad (a,b)|(x,y), esto quiere decir que el conjunto de divisores de la
pareja (1,0) son elementos del conjunto U, es decir son elementos del con-

junto de las unidades en Z(v/2).

Sea (a,b) € Z(v/2) tal que (a,b)|(1,0), luego, por definicién de divisibilidad,
existe la pareja ordenada (z,y) tal que:

(a,0)(z,y) = (1,0)
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aplicando la definicién de multiplicacién en Z(v/2), se tiene:
(azx + 2by, ay + bzx) = (0,1)

por definicién de igualdad de parejas ordenadas, se obtiene el siguiente sis-
tema de ecuaciones:

ar + 2by =1
br +ay =0
resolviendo, se obtiene que:
B a
TT e
B b
YT T e

Pero estos elementos deben ser niimeros enteros, ya que como vimos, no todos
los elementos de Z(\/i) tienen inversos, por tanto, es necesario establecer
condiciones para saber cuando los niimeros anteriores son enteros, para esto,

observemos que:
2 2
9 9 a b
o= ) o2
v Y (a2—2b2> (aQ—QbQ)

C a2 — 22

por lo tanto, al suponer z, y enteros, es claro que 22 — 2y? es entero, pero por
la igualdad anterior, para que se dé este hecho, es necesario que a?—2b? = +1.
Esta es una ecuacién de Pell-Fermat'; asi, hemos encontrado que los divi-
sores de la pareja (1,0) en el conjunto de Z(v/2) satisfacen la ecuacién de
Pell-Fermat anterior.

Se ha demostrado que si (a,b)|(1,0) entonces a* — 2b* = +1, ahora se quiere
verificar si el reciproco de este resultado es cierto.

Teorema 3.2: Si a® — 2b*> = £1, entonces (a,b)|(1,0)

Demostracién: Por definicién de multiplicacién en Z(1v/2) Se tiene que

IAlanya, S. Fracciones continuas, ecuacién de Pell y unidades en el anillo de
enteros de los cuerpos cuadréticos (2004). Extraido el 4 de Noviembre de http:
//sisbib.unmsm.edu.pe/bibVirtualData/monografias/basic/alanya_ps/cap8.pdf
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(a,b)(a,—b) = (a* — 20*,0). Como a? — 2b*> = +1 entonces (a,b)(a, —b) =
(£1,0), de lo cual se obtienen dos casos

Caso 1: si (a,b)(a,—b) = (1,0) entonces por definicién de divisibilidad
(a,b)|(1,0)

Caso 2:i (a,b)(a, —b) = (—1,0), entonces (a, b)|(—1,0) y como (—1,0)(—1,0) =
(1,0) entonces (—1,0)|(1,0) luego por propiedad transitiva de la divisibilidad
entonces (a,b)|(1,0)

De lo anterior, se tiene entonces que si (a,b)|(1,0) entonces (a,b) es uni-
dad. Por otra parte si a®> — 2b*> = +1 entonces (a,b)|(1,0) es decir (a,b) es
unidad.

Ahora bien, establecidos los resultados anteriores, se quieren buscar las so-
luciones de la ecuaciéon de Pell-Fermat mencionada, para esto, se usé un
software?, con el cual se encontré que algunos divisores de (1,0) son: (1,1),
(3,2), (7,5), (17,12), (41,29), (99,70), (239,169). Otra forma de encontrar
algunas soluciones de la ecuacién a® — 2b? = £1 es a través de las reductas o

convergentes de la fraccién continua simple de v/2 donde las reductas son®:

Reducta No. 1:

==

Reducta No. 2:

N

Reducta No. 3:

[SHEN]

Reducta No. 4: %

2’Este software fue desarrollado en Pascal por el compaiero Nicolds Mahecha, partici-
pante del seminario de dlgebra.
3La fraccién continua de v/2 es:

V2=1+

2+
2+

2+
2+
2+

1
24 ...
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Reducta No. 5: %

Reducta No. 6: %

. 239
Reducta No. 7: T

Observando las reductas se tiene:

3 7 41 99 239
PR O [t
{Fnknzo { ’275729° 70’ 169 }

esta sucesion se puede definir por recurrencia como:

Tn

fn:_
Un

donde zg=1,yo=1,21 =3, 01 =2, Tps1 =Ty + 2Un Y Ynt1 = Tn + Yn, POT
lo cual, surge el siguiente teorema.

Teorema 3.3: si (z,y) es solucién de la ecuacién a® — 20> = =41, enton-
ces (z + 2y,x + y) es solucion a la ecuacion.

Demostracién: considere la siguiente expresion (z +2y)? —2(z +y)?, luego:

(x42y)* —2(x+y)* = 2®+4day+4y® —2(2° + 22y + ¢°)
= —2?+ 2y
= —(a" —2y")
= —(£1)
+1

Noétese que como (z, y) satisface la ecuacién de Pell-Fermat entonces (z, y)|(1, 0),
por otra parte (z + 2y, z + y) también satisface la ecuacién de Pell-Fermat,
entonces (z + 2y, x + y)|(1,0).

De lo anterior, se puede concluir que dado una solucién podemos obtener
mas soluciones por recurrencia, es decir que la ecuacién de Pell-Fermat tie-
ne infinitas soluciones, por lo tanto (1,0) tiene infinitos divisores y como los
divisores de (1,0) son unidades, entonces existen infinitas unidades.

Por otra parte, como (1,0)|(a, b) para todo (a,b) € Z(+/2) (por ser unidad) y
como (1,0) tiene infinitos divisores, entonces por la propiedad transitiva de
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la divisibilidad, (a,b) tiene también infinitos divisores.

Asi se ha presentado un ejemplo de una estructura algebraica donde todos
sus elementos tienen infinitos divisores y hay infinitas unidades, muy distinto
a lo que pasa en el conjunto de los niimeros naturales y enteros.

3.3. Funciéon N

A continuacién se dard una definicién muy importante que se utilizardn
en algunos resultados posteriores.

Definicién 3.2 Funcién N: Sea N : Z x Z — N tal que para todo
(a,b) € Z X Z,
N(a,b) = |a® — 2b|
Nota: (0,0) es la tinica pareja en Z(y/2) tal que al aplicar la funcién N
su resultado es cero.

3.3.1. Propiedades de la Funcion N

Teorema 3.4 Sean las parejas ordenadas (a, b) y (¢, d) , entonces N((a, b)(c,d)) =
N(a,b)N(c,d)

Demostracién: Por definicién de multiplicacién en Z(+/2), se tiene:
(a,b)(c,d) = (ac + 2bd, ad + be)
aplicando la funcion N, se tiene:

N((a,b)(¢,d)) = N(ac+ 2bd,ad + bc)

|(ac + 2bd)? — 2(ad + bc)?|

la*c? + dabed + 4b*d* — 2a*d* — dabed — 26*C?|
|(a%c® — 2a*d?) + (4b*d® — 20°c?)|

= a(c® — 2d?%) — 2b*(c* — 2d?)|

(@ —26%)[|(c* — 2d%)|

= N(a,b)N(c,d)

Teorema 3.5 Si N(a,b) = 1 entonces (a,b)|(1,0)

Demostracién: Como N(a,b) = 1 entonces |a* — 2b%| = 1, esto quiere
decir que a? — 20* = £1 que es la ecuacién de Pell-Fermat, luego aplicando
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el teorema 3.2 se tiene que (a,b)|(1,0)

Teorema 3.6 Sea (a,b) € Z(1/2) tal que N(a,b) = 1, y sea (c,d) € Z(/2)
tal que (c,d)|(a,b) entonces N(c,d) = 1.

Demostracién: Como (c,d)|(a, b), entonces existe (z,y) € Z(+/2) tal que:
(c;d)(z,y) = (a,b)
luego, aplicando la funcién N se tiene:
N((c,d)(x,y)) = N(a,b)
como N(a,b) =1y aplicando el teorema 3.4
N(e,d)N(z,y) =1

luego por definicién de la funcién N se tiene que N(c,d) tiene que ser un
nimero natural, por lo tanto N(c, d) obigatoriamente debe ser igual a 1.

Con este teorema, podemos concluir que si N(a,b) = 1 entonces para to-
do (z,y) que sea divisor de (a,b) se tiene que N(z,y) =1 .

Teorema 3.7 Sea (a,b) € Z(v/2), si N(a,b) = 1 entonces (a,b)|(x,y) para
todo (z,y) € Z(v/?2)

Demostracién: Como N(a,b) = 1, entonces por el teorema 3,5, se tiene que
(a,b)|(1,0), luego por el teorema 3,1 (1,0)|(z,y) pata todo (z,y) € Z(\/2) ¥
por el teorema 2,15 (a, b)|(z,y), por lo tanto (a,b) es unidad.

Dado el anterior teorema, se puede reescribir el conjunto U de las unida-
des como:

U={(z.y) € Z(V2) | N(x,y) =1}

Asi por ejemplo, (3,2) es unidad pues N(3,2) = [3%2-2(2)?] = [9-8|] = 1.
Resultado que también puede verificarse utilizando la definicion de unidad,
dado que (3,2)(3a—4b,3b—2a) = (a, b), esto quiere decir que V(a,b) € Z(+/2)
(3,2)[(a,b) -
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Capitulo 4

Niuimeros Primos en el conjunto

Z(V2)

4.1. ;Qué es un numero primo?

En los casos usuales de los niimeros naturales y enteros, una vez halladas
las unidades, rapidamente se caracterizan otros elementos, de los que he-
mos llamado diferenciados o especiales (como el caso de las unidades) y son
precisamente los niimeros que llamamos primos, pero, ;qué es un nimero pri-
mo?. Como es costumbre, volvamos la mirada de nuevo a los casos conocidos.

En el conjunto de los nimeros naturales, usualmente se dice que un nimero
es primo si y solo si tiene exactamente dos divisores, el uno y él mismo, esto
hace que un nimero natural sea primo si pertenece al conjunto de aquellos
nimeros cuyo numero de divisores es exactamente dos.

Por otra parte, en el conjunto de los nimeros enteros, una forma de ca-
racterizar a los nimeros primos es mediante el nimero de divisores que éste
tiene, asi, se dird que un nimero es primo si y sélo si tiene la segunda menor
cantidad de divisores (al igual que en los nimeros naturales).

Aunque estas formas de caracterizar nimeros primos en el conjunto de los
nimeros enteros y naturales sean muy comunes, éstas, sin embargo, no per-
miten generar una definicién de nimero primo para elementos de Z(v/2),
pues como se demostrd en el capitulo anterior, todo elemento que pertenece
a Z(\/i) tiene infinitos divisores. Por lo tanto, el desarrollar algunos concep-
tos de teoria de niimeros en este conjunto numérico se torna en un problema
un poco mas complejo, ya que es claro que las definciones usuales de ntimero
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primo resultan dificiles de adaptar para el ejemplo que se esta considerando.

Uno de los objetivos que se trabajé en el seminario de dlgebra fue llegar
a un consenso sobre la definicién de unidades y ntiimeros primos en distintas
estructuras algebraicas, donde dicha definicién acordada debia funcionar en
todas las estructuras, asi, la definicién a la que se llegd de niimero primo fue:

Un ndmero es primo si y sélo si es divisible inicamente por las unidades
y sus asociados, donde dos niimeros son asociados si y sé6lo si se dividen entre
si.

Nétese que esta definicién funciona para el conjunto de los nimeros natu-
rales y enteros; asi, por ejemplo en el conjunto de los nimeros enteros, 2 es
primo porque este es divisible por 1, —1, pero ademas por —2 y por 2. De
manera similar, —7 es primo pues sus unicos divisores son 1, —1, 7y —7.
En estos ejemplos se observa ademas que 7 divide a —7 y —7 divide a 7, de
la misma forma, 2 divide a —2 y —2 a 2. En general, aquellos nimeros a y
b tales que a divide a b y b a a, decimos que a y b son asociados. Con esta
definicién, podemos entonces concluir que en Z un niimero es primo si y sélo
si es divisible exactamente por las unidades y sus asociados.

El objetivo fundamental de éste capitulo es identificar y caracterizar a los
niimero primos en el conjunto Z(1/2) partiendo de ésta definicién de ntimero

primo, para esto es importante definir asociados en Z(y/2)

Definicién 4.1 Asociados en Z(1/2): Sean (a,b) y (c,d) que pertenecen a
Z(v/2), (a,b) y (c,d) son asociados si y sélo si (a,b)|(c,d) vy (c,d)|(a,b).

4.2. Ntuimeros Primos en Z(1/2)
Definicién 4.2 Niimero primo en Z(v/2): Sea (a,b) € Z(1/2) se dice
que (a,b) es primo si y sélo si tiene como tinicos divisores a los elementos del

conjunto U de las unidades de Z(v/2) y a los elementos del conjunto A,y
formado por los asociados de (a,b), esto es:

U={(e,y) €Z(v2); Niz.y) =1}
Ay = {(5,0) € Z(V2) 5 (@ B)l(zw) A (zw)|(a,0) }
Teorema 4.1 Sean (a,b) y (c,d) € Z(\/2), si (a,b) vy (c,d) son asociados,
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entonces N(a,b) = N(c,d)

Demostracién: Como (a,b) y (¢,d) son asociados, entonces (a,b)|(c,d) y
(¢,d)|(a,b) , luego por definicién de divisibilidad, existen las parejas (x1,y;)
y (z2,y2) tales que

(a,b)(z1,91) = (¢.d)

(C7 d) ('x27 92) = (Cl, b)
al sustituir (¢, d)(za,y2) = (a,b) en (a,b)(x1,y1) = (¢, d) se obtiene:

(c,d)(x2,y2)(x1,91) = (c,d)

al aplicar la funciéon N en ambos lados de la igualdad y aplicando el teorema
3.4, se tiene:
N(c,d)N(z2,y2)N(z1,91) = N(c, d)

N(9527 yZ)N(xlv yl) =1

como N (x2,y2) y N(z1,y1) € N entonces N(xs,y2)N(z1,71) € N Por lo tan-
to obligatoriamente N(za,y2) = N(z1,y1) = 1. Asi, como (a,b)(xq1,y1) =
(¢,d), entonces N(a,b)N(z1,y1) = N(c,d), y como N(z1,y;) = 1 entonces
N(a,b) = N(c,d).

Puede pensarse, debido al resultado anterior, que si N(a,b) = N(c,d), en-
tonces (a,b) y (¢,d) son asociados, sin embargo, se encontraron varios casos
en donde esto no se cumple, por ejemplo: sean las parejas (3,1) y (—5,4), en
ambos casos, N(3,1) = |32 —2(1)?| =|7| =Ty N(=5,4) = |(—=5)* — 2(4)?| =
| = 7| = 7, pero (—5,4) no divide a (3,1) pues no existe (x,y) tal que
(=5,4)(z,y) = (3,1). Esto demuestra que el reciproco del teorema 4.1 es
falso, sin embargo, el siguiente teorema proporciona condiciones necesarias y
suficientes para que una proposicién similar al reciproco del teorema anterior
sea verdadera.

Teorema 4.2 Sean (c,d) y (a,b) que pertenecen a Z(v/2) si (c,d)|(a,b) y
si N(c,d) = N(a,b) entonces (a,b)|(c,d), es decir, (a,b) y (¢, d) son asocia-
dos.

Demostracién: como (¢, d)|(a,b) entonces existe (z1,y;) tal que

(07 d)(xla yl) = <a7 b)
por definicién de multiplicacién en Z(/2)

(cxy + 2dyy, cyy + dzy) = (a,b)
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por definicion de igualdad de parejas ordenadas

a = cxry + 2dy,
b= cy +dxy
resolviendo este sistema de ecuaciones se obtiene:
2bd — ac
NT 2 o
bc — ad
N= 2 op

por otra parte, se debe probar que existe (za,ys) tal que
(a,0)(w2,92) = (c,d)
por definicién de multiplicacién en Z(1/2) se tiene
(axe + 2bys, ays + bxs) = (c, d)

por definicion de igualdad de parejas ordenadas

axy + 2bys = ¢
ays + bxry = d
resolviendo este sistema de ecuaciones se obtiene:
2bd — ac
R
_ad—bc
¥2= a? — 2b2

como (c,d)|(a,b), es claro que x; y y; son numeros enteros. Por otra parte
para que (a, b)|(c, d) se debe probar que x5 e ys pertenecen al conjunto de los
nimeros enteros. Como N(c,d) = N(a,b) entonces |¢* — 2d?| = |a? — 2b%| de
lo cual ¢ — 2d? = a® — 20® 6 & — 2d* = —a® + 21?

s Caso 1: Si 2 — 2d? = a? — 2b? entonces

2bd — ac
To = Q=735
2 — 2d?
por lo tanto x5 = x; y como x; es un nimero entero, entonces x, tam-

bién lo es.

por otra parte

_ad—bc _—(bc—ad)
T2 T e T N

por lo tanto, como y; es un nimero entero, entonces y, también lo es
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» Caso 2: Sic?—2d? = —a®+2b?, el desarrollo se hace de forma ansloga
al caso 1

Asi, (a,b)|(c,d) es decir, (a,b) y (¢,d) son asociados.

De acuerdo a este teorema, podemos re definir el concepto de ntimero primo
como:

Definicién 4.3 Sea (a,b) € Z(v/2) se dice que (a,b) es primo si y sélo
tiene como unicos divisores a los elementos del conjunto U y el conjunto
Aap) tales que:

U={@y e2(2); Na.y) =1}

Afan) = {(z,w) € Z(V2) : N(z,w) = N(a,b) A (z,w)\(a,b)}

Una vez re definido el concepto de niimero primo en Z(ﬂ), ahora el obje-
tivo es encontrar algunos primos en nuestro conjunto de estudio, para esto
inicialmente se consideran las parejas (2n,m)

4.3. Las parejas de la forma (2n,m)

Desde el proceso de analizar, es importante realizar estudios para casos
particulares, un primer caso que se estudia es el de las parejas de la forma
(2n,m) donde n,m € Z. En el conjunto de los niimeros naturales y enteros
se tiene que 2 es un numero primo, asi y dado que N(0,1) = 2 entonces se
sospecha que (0, 1) es un niimero primo en Z(1/2), por lo tanto, inicialmente
se considera una primera exploracion sobre esta pareja.

La pareja (0,1)

En la siguiente tabla, se muestra algunos divisores de (0, 1) donde ambas
componentes son positivas, ya que segin el teorema (2.13) si (a, b) divide a
(x,y), entonces (—a, —b) también divide a (x,y)
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Divisores de la Unidad Divisores de (0, 1) donde N(a,b) =
(1,0) (0,1)
(1) 2.1)
(3.2) (4,3)
(7,5) (10,7)

(17,12) (24,17)

(41, 29) (58,41)

(99, 70) (140, 99)
(239,169) (338, 239)
(577, 408) (816,577)
(1393, 985) (1970, 1393)

Cuadro 4.1: Divisores de (0, 1)

En la tabla 4,1 se han expuesto algunos divisores y estos a su vez se han
clasificado en dos grupos, en un primer grupo se encuentran algunos divi-
sores que pertenecen al conjunto U de las unidades y en un segundo grupo
se han expuesto algunos divisores de (0,1) tal que N(0,1) = 2, es impor-
tante mencionar que por el teorema 4,2 estos 1ltimos divisores pertenecen al
conjunto A ). Por lo tanto, bajo el proceso de analizar, el primer elemento
que se encontré que es candidato a ser primo en Z(\/ﬁ) bajo la definicién 4.2
es la pareja (0,1). Demostremos que (0,1) es un nimero primo en Z(/2),
para esto, suponga que (0,1) no es primo, luego debe existir un (x,y) don-
de (x,y)|(0 1) tal que (z,y) ¢ U y que (z,y) ¢ Aq,); por definiciéon de
divisibilidad existe (w, z) tal que

(z,y)(w, 2) = (0,1)

aplicando la funcién N a ambos lados de la igualdad y aplicando el Teorema
3,4 se tiene:
N(z,y)N(zw) = N(0, 1)

N(z,y)N(z,w) =2

por definicién de divisibilidad en los niimeros naturales N(z,y)|2, pero como
en N los tinicos divisores de 2 son el 1 y 2 entonces N(z,y) =10 N(z,y) = 2
de lo cual surgen dos casos:

» Caso 1: Cuando N(z,y) = 1: Si N(z,y) = 1 entonces por el teorema
3.7 (z,y) € U lo cual es una contradiccién pues se habia supuesto que

(z,y) ¢ U
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» Caso 2: Cuando N(z,y) = 2: Si N(z,y) = 2 y como (z,4)|(0,1)
entonces por el teorema 4,2 (x,y) € A1) lo cual es una contradiccion
pues se habia supuesto que (z,y) € A1)

Por lo tanto (0,1) dnicamente tiene dos conjuntos de divisores, el conjunto
Uy el conjunto A1, asi (0,1) es un nimero primo.

Es importante encontrar un algoritmo que permita identificar cuando una
pareja de la forma (2n,m) es primo o no, sin necesidad de listar los divisores.
Para esto, se consideran los siguientes teoremas:

Teorema 4.3 Sean las parejas ordenadas (0,1) y (2n,m) € Z(1/2) entonces
(0, D[(2n, m)

Demostracién: Como (0, 1)(m,n) = (2n,m) entonces (0, 1)|(2n, m).

Teorema 4.4 Sean (0,1) y (2n,m) donde n y m son enteros cualesquiera, si
(2n,m)|(0, 1) entonces (2n, m) tiene exactamente dos conjuntos de divisores,
el conjunto U y el conjunto A, ), es decir, (2n,m) es primo.

Demostracién: Sea (a,b) € Z(1/2) tal que (a, b)|(0, 1), del teorema anterior
se tiene que (0,1)|(2n, m), luego, por propiedad transitiva de la divisibilidad
se tiene que (a,b)|(2n, m) por lo tanto (2n,m) por lo menos tiene el mismo
conjunto de divisores de (0,1), es decir el conjunto U y el conjunto A ).
Ahora se debe probar que (2n,m) no tiene otro conjunto de divisores, pa-
ra esto, sea la pareja (w,z) € Z(v/2) tal que (w, z)|(2n,m), por hipdtesis
se tiene que (2n,m)|(0,1), luego por propiedad transitiva de la divisibilidad
(w, 2)|(0,1) por lo tanto (w, z) pertenece al conjunto de divisores de la pareja
(0,1) es decir debe pertenecer al conjunto U o al conjunto A 1, asi, (2n,m)
tnicamente tiene como divisores el conjunto A1) y el conjunto U. Ahora
se debe probar que A1) = Anm), para esto, sea (p,q) € Awnm) luego
por definicién de asociados se tiene que (p,q)|(2n,m) y (2n,m)|(p,q), por
otra parte se tiene que (2n,m)[(0,1) y (0,1)|(2n, m) por propiedad transiti-
va de la divisibilidad se tiene que (p,q)|(0,1) y que (0, 1)|(p, q) por lo tanto
(p,q) € Ao,1) esto quiere decir que todas las parejas que pertenecen a Ay, )
también pertenecen a A1), de forma andloga se demuestra que todas las
parejas que pertenecen a A ;) también pertenecen a Az, por lo tanto
A1) = A2n,m)- Asi, los tinicos conjuntos de divisores de (2n,m) son el con-
junto U y el conjunto A(gpm), por tanto (2n,m) es primo.

Este teorema se constituye en un criterio para saber cuando un nimero de
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la forma (2n,m) es primo, ademds, se ha probado también que cualquier
elemento de A1) es un niimero primo, esto es, cualquier asociado a (0, 1)
es un numero primo. Este hecho también es cierto en el caso de los niimeros
enteros, ya que por ejemplo 5 es un nimero primo en Z y como —5 | 5, vemos
que —5 también es un nimero primo.

4.4. Uso de la funciéon N para encontrar niime-
ros Primos

En esta seccién, se hara énfasis en el problema de generar un algorit-
mo para verificar cudndo un (a,b) € Z(+/2) es primo o no, para esto, se
utilizara nuevamente la funcién N. Debido al estudio anterior, una primera
conjetura en relacién con la solucién al problema es la siguiente: si N(a, b) es
un nimero entero primo, entonces (a,b) es un primo en Z(y/2). Al realizar
una exploracién con algunas parejas ordenadas se obtuvo que efectivamente
las parejas con esta condicién tnicamente tenia como divisores el conjunto
U de las unidades y el conjunto A, de sus asociados, es decir son primos.
A continuacién una justificacion de este resultado:

Teorema 4.5 Si N(a,b) = |p|, con p un ndmero entero primo, entonces
(a,b) es primo en Z(/2).

Demostracion: La demostracion se realiza por contradiccion, supongamos
que (a, b) no es primo, luego debe existir (¢, d) tal que (¢, d)|(a,b), N(c,d) # 1
(es decir, no es unidad) y (a,b) 1 (¢,d) (o sea, no es un asociado de (a,b)).
Por definicién de divisibilidad, existe (z,y) tal que:

(¢, d)(x,y) = (a,b)

aplicando la funcién N en ambos lados de la igualdad y aplicando el teorema
3,4 se tiene:
N(e,d)N(z,y) = N(a,b)
N(e, d)N(z,y) = [pl

como [p| es un nimero primo, entonces, los tinicos divisores de |p| son 1y
Ip|, por lo tanto N(c,d) = 1 6 N(c,d) = |p|. Si N(¢,d) = 1 llegamos a
una contradiccién, pues se habia supuesto que N (¢, d) # 1, por otra parte si
N(e,d) = |p| entonces N(c,d) = N(a,b) y como (c,d)|(a,b) entonces por el
teorema 4.2 se obtiene que (a,b)|(c,d) llegando a una contradiccién. Por lo
tanto (a,b) es primo.
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Es importante mencionar que durante el proceso de exploracion, se encontra-
ron parejas (a, b) tales que N(a,b) no son numeros primos, pero las parejas
(a,b) si son primos bajo la definicién 4.2. Para caracterizar a estas parejas
es importante indentificar para cudles niimeros enteros x no existe la pareja
(a,b) tal que N(a,b) = z, en la siguiente tabla se listan algunos nimeros
enteros que cumplen esta condicion.

4n 4+ 1 con n impar 4n + 3 con n par

5 3
13 11
29 19
37 43
53 29
61 67

Cuadro 4.2: Enteros Positivos = para los cuales no existe (a,b) tal que
N(a,b) ==z

A continuacién, algunos resultados que permiten justificar las exploracio-
nes asociadas a estas observaciones:

Teorema 4.6 Todo cuadrado perfecto es de la forma 4n o 4n + 1

Demostracién: Sea x un cuadrado perfecto, entonces * = m?, donde m
puede ser un nimero par o impar
Caso 1: Si m es par, es de la forma 2k, por lo tanto:

r = (2k)(2k) = 4k*

Si k? = n, entonces
r =4n

Por lo que si z es un cuadrado perfecto, con y/z igual a un ndmero par,
entonces x es de la forma 4n.

Caso 2: Si m es impar es de la forma 2k + 1, por lo tanto:
r=02k+1)2k+1) =4k +4k +1=4(k* + k) +1
Si k2 + k = n, entonces

r=4n+1
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Por lo que si z es un cuadrado perfecto, con y/x igual a un nimero impar,
entonces x es de la forma 4n + 1.

Teorema 4.7 Si 4n + 1 es un cuadrado perfecto, entonces n es par.

Demostracion: Como 4n 4+ 1 es un numero cuadrado, entonces, existe
un nimero natural x tal que 4n + 1 = 2% Por otro lado, tenemos que
x? = 2(2n)+1, por tanto, 2% es impar de modo que x es impar, asi, v = 2k+1,
con lo que:

An+1= 2k +1)> =4k* +4k +1

de donde,
dn = 4(k* + k)

y de esto,
n=*k+k

en el caso en que k sea un nimero par, es claro que n es par. En el caso en
el que k sea un ntimero impar, k% es impar, por tanto, k% + k es par y por
tanto, n es par.

Teorema 4.8 Sea x un numero de la forma 4n + 3 con n > 0 y n par,
entonces no existe un (a,b) € Z(v/2) tal que N(a,b) =z

Demostracién: Por definicion de la funcién N se tiene:
N(a,b) = |a® — 20%|

Como n es par, es de la forma 2k, y suponiendo que el consecuente del
enunciado del teorema es falso, resulta:

la? —20*| =2 = 4n +3

para algin n > 1y n = 2k. Como a? y b* son cuadrados perfectos (dado
que a y b son enteros), entonces son de la forma 4m o 4m + 1, de lo cual se
obtienen 4 casos:

Caso 1: Si a® = 4m y b = 4p, entonces
|4m — 2(4p)| = 4n + 3
|4(m — 2p)| = 4n + 3

4|(m —2p)| =4n +3
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Lo cual es falso, ya que el primer término es divisible entre 4 y el segundo
término no, y dos ntmeros iguales deben tener exactamente los mismos di-
visores.

Caso 2: Si a? = 4m y b?> = 4p + 1, entonces
[4m —2(4p+ 1) =4n +3

dm — 8p — 2| = dn + 3
12(2m —4p — 1) =4n + 3
2|/(2m —4p—1)| =4n+3

Lo cual es falso, ya que el primer término es un ntimero par y el segundo
término es un nimero impar, ya que la suma de 4n que es par con 3 que es
impar da un nimero impar.

Caso 3: Sia? =4m + 1y b?> = 4p + 1, entonces
[dm+1—2(4p+1)| =4n+3

[4m +1—8p—2| =4n+3
|[4(m —2p) — 1| =4n+3
si m — 2p = g,entonces
|4g — 1| = 4n + 3

Pero n es par (es lo dado) y m también es par (por el teorema 4.5), entonces
m — 2p es par (ya que 2p es par, y la sustraccién entre niimeros pares da un
nimero par), por ende ¢ es un nimero par, por definicién de valor absoluto,
se tiene los siguientes dos casos:

Caso 3.a:
4(20) — 1 = 4(2k) + 3

8l—1=8k+3
8l =8k +4
20=2k+1

Lo cual es falso, ya que el primer niimero es par y el segundo impar.

Caso 3.b:
—4(21) +1=4(2k) + 3
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—8l+1=8k+3
—8l =8k +2
-4l =4k +1

Lo cual es falso, ya que el primer término es divisible entre 4 y el segundo
término no, y dos ntmeros iguales deben tener exactamente los mismos di-
visores.

Caso 4: Sia’>=4m+ 1y b*> =4p
|(4m + 1) — 2(4p)| = 4n + 3

por definicion de valor absoluto se tienen dos casos:

caso 4.a:
(4m + 1) — 2(4p) =4n+3

dm+1-8p=4n+3
4(m —2p)+1=4n+3

si m — 2p = q, entonces
dg+1=4n+3

Ag = 4n + 2

Lo cual es falso, ya que el primer término es divisible entre 4 y el segundo
término no, y dos ntimeros iguales deben tener exactamente los mismos di-
visores.

Caso 4.b:
—(4m+1)+2(4p) =4n+3

—4Am —14+8p=4n+3
—dm+8p=4n+4
4(—m+2p) =4n+4

—4g=4n+14
—qg=n+1
n+qg=-1

notese que 2p es un nimero par y m también es un nimero par por el teore-
ma 4,7, luego la resta de dos nimeros pares es un nimero par, por lo tanto
¢ es un numero par, luego, como n es par y como ¢ es par, entonces la suma
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debe ser un ntmero par, llegando a una contradiccion.
Por tanto, no existe un (a,b) € Z(1/2) tal que N(a,b) = z.

Teorema 4.9 Sea (a,b) € Z(1/2) con N(a,b) = [p*| donde p es primo de la
forma 4n + 3, con n > 0 y n par, entonces (a, b) es primo en Z(/2).

Demostracion: La demostracion se realizarda por contradiccion. Suponga-
mos que existe (z,%) € Z(v/2) de modo que (x,y)|(a,b) con N(z,y) # 1y
(a,b) 1 (z,y). Por definicién de divisibilidad, existe (w,2) € Z(v/2) tal que
(x,y)(w, z) = (a,b), aplicando la funcién N a ambos lados de la igualdad y
aplicando el teorema 3.4 se tiene:

N(z,y)N(w,z) = N(a,b)

por definicién de divisibilidad en Z se tiene que N(z,y)|N(a,b) y como
N(a,b) = |p? entonces sus unicos divisores en Z* son 1, p y p?, luego,
N(x,y) = 16 N(x,y) = |p| 6 N(z,y) = [p?], si N(z,y) = 1 se llega a
una contradiccién, pues se habia supuesto que N(x,y) # 1. Si N(z,y) = |p|
donde p es primo de la forma 4n + 3, con n > 1 y n par, entonces por el
teorema 4.8 no existe la pareja (z,y) tal que N(z,y) = |p| por lo tanto este
caso se descarta. Por tltimo, como (z,y)|(a,b) y como N(z,y) = |p?| se tiene
que N(z,y) = N(a,b), luego por el teorema 4.2 se obtiene que (a,b)|(z,y)
llegando a una contradiccién, dado que se habia supuesto que (a,b) 1 (z,y),
por lo tanto (a,b) es un nimero primo.

A continuacién se realiza un tratamiento similar a lo anterior, pero para
los enteros de la forma 4n + 1:

Teorema 4.10 Sea x un numero de la forma 4n 4+ 1 conn > 1 y n im-
par, entonces no existe un (a,b) tal que N(a,b) = z.

Demostracién: Por definicion de la funcién N se tiene:
N(a,b) = |a* — 20%|

Como n es impar, se dice que es de la forma 2k + 1, y suponiendo que el
consecuente del enunciado del teorema es falso, resulta:

la? —20*| =2 = 4n + 1

conn >1yn=2k+ 1. Pero como a® y b? son cuadrados perfectos (dado
que a y b son enteros), luego a? y b* son de la forma 4m o 4m + 1, de lo cual
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aparecen 4 casos:
Caso 1: a®> =4m y b*> = 4p
|4m — 2(4p)| = 4n + 1

4|(m —2p)| =4n+1

sea m — 2p = q, luego
dlg| = 4n+1

Lo cual es falso, ya que el primer término es divisible entre 4 y el segundo
término no, y dos ntmeros iguales deben tener exactamente los mismos di-
visores.

Caso 2: a’>=4my b =4p+1
[4m —2(4p +1)| =4n +1
|[4m —8p — 2| =4n+1
2(2m—4p—1)|=4n+1
sea 2m — 4p — 1 = ¢, luego
2lq =4n+1

Lo cual es falso, ya que el primer término es un nimero par y el segundo
término es un numero impar, ya que la suma de 4n que es par con 1 que es
impar da un ntimero impar.

Caso 3:a’>=4m+1y b =4p+1
[4m+1—2(4p+1)| =4n+1

[A4m+1—-8p—2|=4n+1
|4(m —2p) — 1| =4n +1

sea m — 2p = q, luego
4 — 1| =4n+1

por definicion de valor absuloto, surgen dos casos:

Caso 3.a
4g—1=4n+1
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Ag = 4n + 2

Lo cual es falso, ya que el primer término es divisible entre 4 y el segundo
término no, y dos ntmeros iguales deben tener exactamente los mismos di-
visores.

Caso 3.b
—49g+1=4n+1

—4q = 4n

notese que ¢q es par dado que m es un numero par por el teorema 4,7 y 2p es
un numero par, y la resta de dos niimeros pares da par, por otro lado, n es
un numero impar, por lo tanto no es posible tener que la igualdad anterior
sea cierta.

Caso 4: a> =4m + 1y b> =4p
dm+1—2(4p)| =4n+1
|4m +1—8p|=4n+1
[4(m —2p) + 1| =4n+ 1

sea m — 2p = q, luego
|4+ 1] =4n +1

por definicion de valor absoluto, surgen 2 casos:

Caso 4.a
dg+1=4n+1

Pero n es impar (es lo dado) y m es par, entonces que m — 2p es par (ya que
2p es par, y la sustraccién entre nimeros pares da un nimero par), por lo
tanto ¢ es un nimero par, de lo cual:

A20)+1=402k+1)+1
81+1=8k+4+1
81 =8k +4

Lo cual es falso, ya que el primer ntimero es divisible entre 8 y el segundo
término no, y dos ntmeros iguales deben tener exactamente los mismos di-
visores.

Caso 4.b
—4qg—1=4n+1
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—4q=4n +2

Lo cual es falso, ya que el primer término es divisible entre 4 y el segundo
término no, y dos ntimeros iguales deben tener exactamente los mismos di-
visores.

por lo tanto, no existe (a,b) tal que N(a,b) = = donde x es un nimero
de la forma 4n + 1 con n > 1 y n impar.

Teorema 4.11 Sea (a,b) € Z(+/2) con N(a,b) = [p?| Si p es primo de
la forma 4n + 1, con n > 1 y n impar, entonces (a, b) es primo.

Demostracion:La demostracion es andloga al teorema 4.9.

En conclusion y de acuerdo a los teoremas 4.5, 4.9 y 4.11 un algoritmo para
verificar si (a,b) € Z(+/2) es primo o no, sin necesidad de elaborar una lista
de sus divisores, es aplicando la funcién N asi, si N(a,b) = z donde z = |p|
siendo p un ndmero primo é z = p? donde p es un nimero primo de la forma
4n+1 con n impar 6 = = p? donde p es un nimero primo de la forma 4n + 3
con n par, entonces (a,b) es primo.

A continuacion se presentan algunos teoremas que permiten identificar cuales
otros nimeros son primos dado que se tiene un (a,b) € Z(+/2) primo.

Teorema 4.12 Si (p, q) es primo, entonces (—p, —q) es primo.

Demostracién: utilizando la funcién N se tiene que N(p,q) = |p* — 2¢%,

por otra parte al aplicar la funcién N a (—p, —q) se tiene que N(—p, —q) =

[(=p)? — 2(—q)?|, como (—p)? = p* vy (—q)* = ¢*, se tiene que |(—p)? —

2(—q)?*| = |p* — 2p?|, luego N(p,q) = N(—p,—q), por otra parte se tiene
que (p,q)(—1,0) = (—p, —q) por lo tanto (p, q)|(—p, —q) y por el teorema 4.2
(—p, —q@)|(p, q) es decir que (p, q) y (—p, —q) son asociados. Sea (w, z) tal que
(w, 2)|(—p, —¢q) luego por propiedad transitiva de la divisibilidad (w, 2)|(p, q)
como (p, q) es primo, entonces (w, z) pertenece al conjunto U de las unidades
6 al conjunto A, q), esto quiere decir que los tinicos conjuntos de divisores de
(—p, —q) es el conjunto U y el conjunto A, 4. Ahora se debe probar que to-
dos los elementos de A, 4 pertenecen a A(_,, ), para esto sea (a,b) € A, q),
por definicién de parejas asociadas (a, b)|(p,q) v (p,q)|(a,b), luego por pro-
piedad transitiva de la divisibilidad (a,b)|(—p, —q) v (—p, —q)|(a,b), luego
(a,b) € A_p_q por lo tanto todos los elementos del conjunto A,y son ele-
mentos del conjunto A_, _4), asi, (—p, —¢) inicamente tiene dos conjuntos
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de divisores, el conjunto U y el conjunto A_, ).
Teorema 4.13 Si (—p, ¢) es primo, entonces (p, —q) es primo.
Demostracion: andloga al teorema 4.12.

Una vez caracterizados los nimeros primos de la anterior forma,se intuye
que no hay mas ntimeros primos en Z(\/§) distintos a los presentados en los
teoremas 4.5, 4.9 y 4.11. Para abordar este problema, se estudiard un nuevo
conjunto numérico denominado N.

4.4.1. EIl Conjunto N,

Anteriormente se elaboré un algoritmo para identificar cuando (a,b) es
una unidad o un nimero primo mediante el uso de la funciéon N, ahora, y con
base en la funcién N, se procede a establecer un nuevo conjunto numérico
que sera de gran utilidad en el capitulo 6, denominado Ny que se define como:

Ny, = {z € N: (3(a,b) € Z(V2))(N(a,b) = z)}

nétese que Ny C N, ahora considere la estructura (Ng,*) donde x es el
producto usual en N, para verificar algunas propiedades del producto usual
de los numeros naturales en Ny, primero se debe verificar que * es cerrada
en Ny, para esto, sea z y y que pertenecen a Ns, luego existe la pareja (a,b)
y (¢,d) tal que N(a,b) =z y N(c,d) =y, luego

xxy = N(a,b)N(c,d)
aplicando el teorema 3.4 se tiene:
zxy = N((a,b)(c,d))

ahora, como (a, b)(c,d) € Z(~/2), entonces N((a,b)(c,d)) € Ny, por lo tanto,
xxy € Ns.

Dado que la multiplicacién usual de los nimeros naturales en N, es una
operacién cerrada, se procede a mostrar algunas propiedades. Como Ny C N
, entonces (Na,*) hereda algunas propiedades de (N, *) como lo son la pro-
piedad asociativa y la propiedad conmutativa. Ademds, en el capitulo de
Unidades, se mostré que existen parejas (a,b) para los cuales N(a,b) = 1,
luego 1 € Ny, dado que 1 es el elemento neutro de la multiplicacién en el
conjunto de los nimeros naturales y como Ny C N entonces 1 también es el
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elemento neutro de la multiplicacién en Ny, por lo tanto, Ny cumple con la
propiedad modulativa bajo el producto usual de los nimeros naturales. Por
ultimo, dado que N(0,1) = 2 entonces 2 € N, es evidente que en Ny no
existe un elemento x tal que 2 x x = 1, por lo tanto en Ny no se cumple la
propiedad de existencia de elementos inversos bajo el producto usual de los
numeros naturales.

Una vez definido el conjunto N,, ahora se procede a definir algunos ele-
mentos diferenciados en N,. Andlogamente al conjunto Z(1/2), uno de los
primeros elementos diferenciados son las unidades, bajo la misma definiciéon
que se ha venido trabajando, se dird que = es una unidad en N, si y solo si
x divide a todos los elementos que pertenecen a N,, es evidente que el tinico
elemento en Ny que cumple con la definicién de unidad es 1.

El segundo conjunto de elementos diferenciados que se consideran en Ny
son los nimeros primos, donde un nimero en Ny es primo si y sélo si es di-
visible iinicamente por las unidades y sus asociados, donde dos niimeros son
asociados si y sélo si se dividen entre si. Como se mencioné anteriormente,
se tiene que 1 es la tinica unidad que existe en Ny, por otra parte, se tiene
que si dado dos elementos x y y que pertenecen a No, entonces x|y y y|z si
y sélo si x = y, la justificacion de este hecho radica en lo siguiente:

Si z|y y si y|z, entonces existe w y z que pertenecen a Ny tales que
Tw =1y

Yz =1x

luego, xwyz = xy, por la propiedad conmutativa de la multiplicaciéon en N,
se tiene que xywz = xy, luego wz =1, asiw =1y z = 1, Por lo tanto = = y.
Por otra parte se tiene que si x = y entonces x * 1 =y y y* 1 = x, por lo
tanto, z|y y y|z.

El anterior hecho implica que si x € N,, entonces su tunico asociado es él
mismo, asi, se puede reescribir la definicion de nimero primo en Ny como:

Un ntimero x es primo en Ns si y s6lo si es divisible por 1 y por si mismo.

Una vez definido niimero primo en N,, ahora se procede a caracterizar los
numeros primos en Ny
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4.4.2. Caracterizacion de algunos nimeros primos en
Ny

Para caracterizar algunos nimeros primos en Ny, inicialmente se procede
a demostrar los siguientes teoremas:

Teorema 4.14 Sea x € N,, entonces 22 € N,

Demostraciéon: Como x € N, y como la multiplicacién es una operacion
cerrada en N,, entonces z2 = = x x también pertenece a Ns.

Teorema 4.15 Sea x ¢ Ny, entonces 22 € N,
Demostracion: Vamos a considerar dos casos:

Caso l:seaz =2n—1conn > 0, donde x ¢ Ny, seaa = (2n—1) y
b=0,comoa € Zyb € Z, entonces (2n — 1,0) € Z(+/2), aplicando la
funciéon N se tiene:

N(2n —1,0) = (2n — 1)

por lo tanto, x = (2n — 1)? € No.
Caso 2: sea x = 2n con n > 0, donde © ¢ Ny, sea a = (2n) y b = 0,
como a € Z y b € Z, entonces (2n — 1,0) € Z(+/2), aplicando la funcién N

se tiene:

N(2n,0) = (2n)?
por lo tanto, x = (2n)? € Ns.
asi, dado los teoremas (4.14) y (4.15), se puede afirmar que todo cuadrado

perfecto pertenece a N,. Ahora, se procede a caracterizar algunos nimeros
primos en Ny mediante los siguientes teoremas:

Teorema 4.16: si p es un numero primo en N y si p € N, entonces p
también es un nimero primo en Ny
Demostracion: Como Ny C N, vy como los unico divisores de p en N son 1
)
y el mismo, entonces se tiene que los tnicos divisores de p en Ny son el 1y

¢l mismo, por lo tanto p es un ntimero primo en Nj.

Teorema 4.17 Si x = p? con p un ndmero primo en N de la forma 4n + 1
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con n > 1y n impar entonces z es un nimero primo en No

Demostracién: Sea x = p?, entonces los tinicos divisores de x son 1, p
y p* en N, pero por el teorema (4.10) no existe (a, b) tal que N(a,b) = p, por
lo tanto, p € N, por otra parte, por el teorema (4.15) p* existe en Ny, luego
x Unicamente tiene como tnicos divisores a 1 y a él mismo, por lo tanto = es
primo.

Teorema 4.18 Si z = p? con p un niimero primo en N de la forma 4n + 3
con n > 0y n par entonces x es un nimero primo en N,.

Demostracién: La demostracién se realiza de forma andloga al teorema
4.17.

Para comprender un poco mejor los resultados anteriores, considere el si-
guiente ejemplo.

Ejemplo 4.1 25 efectivamente pertenece a Ny, ya que, N(5,0) = 25, y
(5,0) € Z(+/2), en el conjunto de los niimeros naturales, los divisores de 25
son el 1,5 y 25, pero como 5 no pertenece a Ny (por el teorema 4.10) , enton-
ces 25 es un numero primo en Ny pues sélo tiene como divisores a la unidad
y a él mismo.

Habiendo definido ntimero primo en N,, se procede a definir niimeros com-
puestos en Ny, para esto, se utiliza la definicién usual de niimero compuesto
en el conjunto de los niimeros naturales, donde un nimero es compuesto si y
solo tiene como divisores al conjunto de las unidades, el conjunto de sus aso-
ciados y ademaés tiene otro conjunto de divisores que no es subconjunto del
conjunto de las unidades y de sus asociados, ésta definicion es equivalente a
decir que un niimero en Ny es compuesto si y solo si tiene tres o mas divisores.

Una vez definido los nimeros primos y compuestos en Ny, se sospecha que
no hay mas primos distintos a los caracterizados anteriormente en Ny, para

abarcar este problema, considere los siguientes teoremas:

Teorema 4.19 sea ¢ € N, ¢ es un cuadrado si y sélo si los exponentes
de su factorizacién prima son pares:

Demostracién: Como ¢ es un cuadrado perfecto, entonces ¢ = 2, por el
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teorema fundamental de la aritmética en N, se tiene que = = aq * ... % ag, asi:

2% = (ay * ... % ap)(ay * ... x ay,)

2 _ 2 2
x° = ajy k.. *ay

por otra parte, si ¢ = a% * ..k ai, entonces:
c=(ay *...xag)(ay * ... % ag)

sea x = (ap *...*ay), entonces ¢ = z2, por lo tanto ¢ es un cuadrado perfecto.

Teorema 4.20 Sea ¢ un nimero compuesto en N tal que ¢ ¢ N,, enton-
ces ¢ es un nimero compuesto en Ny

Demostracién: Como ¢? es un cuadrado perfecto, entonces por el teore-
ma (4.15), se tiene que ¢* € N, por otra parte, por el teorema fundamental
de la aritmética en N y por el teorema (4.19) se tiene:

2 _ 2 2
c”=aj*..x*xaj

luego, por los teoremas (4.14) y (4.15) se tiene que a? € Ny, ..., a2 € Ny, por
lo tanto, ¢ es un ndmero compuesto en Ns.

Teorema 4.21 Sic ¢ Ny y d € Ny, entonces cd ¢ Ny
Demostracién: Como d € N, entonces existe (a,b) € Z(1/2) tal que
N(a,b) = |a* — 2V*| = d, luego

cla® — 20*| = cd

|ca? — 2cb?| = cd

ahora, como ¢ ¢ Ny entonces ¢ no es un cuadrado perfecto, de lo cual, ca® y
cb? no son cuadrados perfectos y por ende, al no existir z y y tal que 22 = ca?
y y? = cb? se tiene que cd ¢ N,

Teorema 4.22 Sea z € N tal que z = ca?*™!, k > 0, donde = es de la

forma 4n 4+ 1 con n impar 6 4n + 3 con n par con x # cy ¢ € Ny entonces
z ¢ NQ

2k+1

Demostracién: Si z = cz?**!, entonces z = cz?x, de lo cual se tiene dos

Casos:
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Caso 1: Si # = 4n + 1 con n impar, entonces z = c(4n + 1)%*(4n + 1),
nétese que (4n + 1)?* es un cuadrado perfecto, por lo tanto (4n + 1)%* € Ny,
por otra parte, como ¢ € N, entonces por la propiedad clausurativa de la
multiplicacién c(4n + 1)** € Ny, ahora, por el teorema (4.10) se tiene que
no existe (a,b) € Z(v/2) tal que N(a,b) = 4n + 1,asf, por el teorema (4.21)
z = cx®**t ¢ N,

Caso 2: para x = 4n + 3 con n par, mediante el uso del teorema (4.8)
y de forma andloga al caso anterior se obtiene que z = cx?**! ¢ N,

Teorema 4.23 si z = cz? con k > 0y ¢ € N, entonces z € N,

Demostracién: sea z%* = (2%)?) luego % € N, por ser un cuadrado per-

fecto, como ¢ € N,, entonces por la propiedad cerrada de la multiplicacion
— 2k

z =cx™" € N,.

Una vez demostrado los teoremas anteriores, se procede a estudiar los ele-
mentos que pertenecen a Ny distintos a los caracterizados en los teoremas
(4.16), (4.17) y (4.18), para esto, se divide en tres grupos al conjunto de los
nimeros naturales como se muestra en la siguiente figura, nétese que en esta
division, no se tiene en cuenta el nimero 1 puesto que habiamos dicho que 1
es la unidad en el conjunto de los nimero naturales y también es la unidad
en el conjunto No:

Mumeros Compuestos queno
son cuadrados perfectos

NUmeros Primos

MNumeros Compuestos que
son cuadrados perfectos

Figura 4.1: Conjunto de los nimeros Naturales

De la figura 4.1, se consideran 3 casos, un primer caso que correponde al
conjunto de los niimeros primos en N, un segundo caso que corresponde al

50



conjunto de los nimeros compuestos que son cuadrados perfectos en N y un
tercer caso que corresponde a los nimeros compuestos que no son cuadrados
perfectos en N

Caso 1: Considere todos los niimeros primos en N, de estos nimeros
primos, hay algunos que pertenecen a N, y otros que no, como unicamente
nos interesa el caso en que pertenezcan a N, se tiene que si p pertenece a
N5 entonces por el teorema 4.16 se tiene que p es un nimero primo en Ny.

Caso 2: Considere todos los niimeros compuestos que son cuadrados per-
fectos, anteriormente se demostré que si un nimero es un cuadrado perfecto,
entonces éste pertenece a N, luego, para caracterizar a estos nimeros, se
tomaran 4 casos:

Caso 2.1 Sea (4n)?, con n > 0, ndtese que 4n es un nimero compuesto
en N, luego si 4n ¢ N, entonces por el teorema (4.20) (4n)? es un nimero
compuesto en N,. Por otra parte, si 4n € N, entonces (4n)? = (4n)(4n),
asf 4n|(4n)?, por lo tanto (4n)? es un ntimero compuesto.

Caso 2.2 Sea (4n + 1)?, para estos cuadrados perfecto, se toman los si-
guientes casos:

Caso 2.2.1si (4n+1) € Ny, entonces (4n+1)* = (4n+1)(4n+1), luego
4n + 1|(4n + 1)2, por lo tanto (4n + 1)? es un ntiimero compuesto en No.

Caso 2.2.2 si (4n+ 1) ¢ Ny con (4n + 1) un nimero compuesto en N,
entonces por el teorema (4.20) (4n + 1)? es un nimero compuesto en Ny

Caso 2.2.3 si (4n+ 1) ¢ Ny con (4n + 1) un nimero primo en N y n
impar, se tiene que (4n + 1)? es un ntimero primo en N, como ya se habfa
mencionado anteriormente.

Caso 2.2.4 si (4n+1) ¢ Ny con (4n+ 1) un nimero primo en N y n par,
se tiene que este caso no se puede dar, puesto que al ser (4n + 1) un nimero
primo, este no es multiplo de ningin niimero de la forma 4n + 1 con n impar
0 4n + 3 con n par, por lo tanto si p es un nimero primo de la forma 4n + 1
con n par, este siempre va a pertenecer a Ny y por tanto, se remite al caso
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2.2.1.

Caso 2.3 Sea (4n + 2)?, con n > 0, ndtese que 4n + 2 es un nimero com-
puesto en N (por ser divisible entre 2), luego si (4n+2) ¢ N, entonces por el
teorema (4.20) (4n + 2)? es un ntimero compuesto en N,. Por otra parte, si
(4n + 2) € N, entonces (4n + 2)* = (4n + 2)(4n + 2), asi (4n + 2)|(4n + 2)?,
por lo tanto (4n 4 2)? es un nimero compuesto.

Caso 2.4 Sea (4n + 3)%, para estos cuadrados perfecto, se toman los si-
guientes casos:

Caso 2.4.1 si (4n+3) € Ny, entonces (4n+3)? = (4n+3)(4n+3), luego
4n + 3|(4n + 3)?, por lo tanto (4n + 3)* es un nimero compuesto en No.

Caso 2.4.2 si (4n + 3) ¢ Ny con (4n + 3) un nimero compuesto en N,
entonces por el teorema (4.20) (4n + 3)? es un nimero compuesto en Ny

Caso 2.4.3 si (4n+ 3) ¢ N, con (4n + 3) un nimero primo en N y n
par, se tiene que (4n + 3)? es un ntimero primo en N, como ya se habfa
mencionado anteriormente.

Caso 2.4.4 si (4n+ 3) ¢ N, con (4n + 3) un nimero primo en N y n
impar, se tiene que este caso no se puede dar, puesto que al ser (4n + 3) un
nimero primo, este no es multiplo de ningtin niimero de la forma 4n + 1 con
n impar o 4n+ 3 con n par, por lo tanto si p es un nimero primo de la forma
4n + 3 con n par, este siempre va a pertenecer a Ny v por tanto, se remite al

caso 2.4.1.

Nétese que (4n)? y (4n + 2)? se pueden escribir de la forma 4k, por otra
parte, (4n + 1)* y (4n + 3)? se pueden escribir de la forma 4/ + 1 con k
y | nimeros enteros positivso, asi, por el teorema 4.6 y por los resultados
expuestos en el caso 2 se puede concluir que si ¢ es un cuadrado perfecto dis-
tinto a los expuestos en los teoremas (4.17) y (4.18) entonces ¢ es un nimero
compuesto en Ny

Caso 3: En este caso, se va cosiderar todos los numeros compuestos en
N que no son cuadrados perfectos y que pertenecen a Ny, mediante el uso de
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un software ! se realizé una exploracién de forma rigorosa, de la cual surgié la
siguiente conjetura:

Conjetura 4.1: Si ¢ es un nimero compuesto en N, tal que ¢ no es un
cuadrado perfecto y si ¢ pertenece a N, entonces ¢ es un niimero compuesto
en N2

Una vez estudiados los casos 1,2 y 3 mencionados anteriormente, se tiene
entonces como conjetura que no existen otros nimeros primos en N, distin-
tos a los caracterizados en los teoremas (4.16), (4.17) y (4.18).

Una vez estudiado el conjunto de los niimeros primos en N, se retoma de
nuevo el conjunto Z(v/2), con el fin de estudiar otros elementos diferenciados
que denominaremos nimeros compuestos.

4.4.3. Ntmeros Compuestos en el conjunto Z(1/2)

Continuando con el estudio del conjunto Z(1/2), en esta seccién se con-
sideraran ahora unos nuevos elementos diferenciados denominados ntimeros
compuestos. Sea (a,b) € Z(1/2), se dice que (a,b) es un nimero compuesto
si y sélo si tiene como divisores el conjunto U de las unidades, el conjunto
Aap) de sus asociados y ademads tiene otro conjunto de divisores C, ) donde

Clapy = {(2.9) € Z(V2) : (x,9)|(a.b) A (2,y) € U A (2,9) ¢ Ay}

una vez definido niimeros compuestos en Z(1/2), se procede a realizar un al-
goritmo que permita identificar cuando (a,b) es un nimero compuesto, para
esto, se utilizara de nuevo la funciéon N. Mediante multiples pruebas utili-
zando un software?, se lleg a la siguiente conjetura:

Conjetura 4.2 Sea (a,b) € Z(+/2), si N(a,b) es un niimero compuesto en
N, entonces (a, b) es un niimero compuesto en Z(/2)

Recordemos que si N(a,b) = p con p un nimero primo en N 6 si N(a, b) = p?
con p un numero primo en N de la forma 4n 4+ 1 con n impar 6 con p un
ntimero primo de la forma 4n+ 3 en N con n par, entonces (a, b) es un niime-
ro primo en Z(\/ﬁ), por otra parte, se tiene como conjetura que no existen

!Elaborado por el profesor Yeison Sanchez del departamento de mateméticas de la
Universidad Pedagdgica Nacional

2Para el estudio de niimeros compuestos en Z(/2), se utilizé de nuevo el programa
elaborado por el estudiante Nicolas Mahecha de la lincenciatura en Matematicas

33



nimeros primos en Ny distintos a los caracterizados en los teoremas (4.16),
(4.17) y (4.18), por lo tanto, se intuye que si N(a,b) = p con p un nimero
primo en Ny, entonces (a,b) es un nimero primo en Z(v/2), asf, y dado la
conjetura 4.2, se tiene:

Conjetura 4.3 No existen nimeros primos en Z(1/2) distintos a los ca-
racterizados en los teoremas (4.5), (4.9) vy (4.11).
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Capitulo 5

Criterios de Divisibilidad en

Z(V2)

En el capitulo de conceptos preliminares, se definié la relacion de divisi-
bilidad en Z(\/ﬁ) y algunas de sus propiedades; en este capitulo, se exponen
algunos criterios de divisibilidad en el conjunto Z(/2). Para esto vamos a
considerar seis casos: Caso Cero-Par, caso Par-Par, caso Par-Impar, caso
Cero-Impar, caso Impar-par y caso Impar-Impar, los cuales se definen a con-
tinuacion:

5.1. Caso Cero - Par

En esta seccién, se considera inicialmente la pareja (0,2n) con n € Z y
n # 0, ahora, se desea encontrar (O, <) € Z(v/2) donde (0,2n)|(0, <), por
definicién de divisibilidad existe (x,y) tal que

(0,2n)(z,y) = (B,0)
por definicién de multiplicacién en Z(1/2) se tiene:
(4ny, 2n2) = (D, )

por igualdad de parejas ordenadas se obtiene el siguiente sistema de ecuacio-
nes:

dny =0
2nxe = <&
despejando se obtiene que y = % y = %, como z e y deben pertenecer

a Z entonces O = 4ncdondec € Zy & =2nddonded € Z. Asix =dey = c.
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Teorema 5.1 Sea la pareja (0,2n) € Z(+/2) entonces (0,2n)|(4nc, 2nd) con
n,c,d € 7

Demostracién: Por definicién de divisibilidad, debe existir (x,y) € Z(v/2)
tal que
(0,2n)(x, y) = (4nc, 2nd)

por definicion de multiplicacién se tiene:
(4ny, 2nx) = (4nc, 2nd)
por definicion de igualdad entre parejas ordenadas se tiene:
dny = 4dnc

2nx = 2nd

resolviendo este sistema de ecuaciones se tiene que si y = ¢y x = d, entonces
(0,2n)|(4nc, 2nd).

5.2. Caso Par - Par

Sean las parejas (2b,2n) y (©,0) € Z(V/2) tal que (2b,2n)|(<,0), por
definicién de divisibilidad, existe (z,%) € Z(v/2) tal que:

(2b,2n)(z,y) = (©,0))
por definicién de multiplicacién en Z(1/2) se tiene:
(2bz + 4ny, 2by + 2nzx) = (<, 0)

por definicion de igualdad de parejas ordenadas se tiene:

2bx +4dny = < (5.1)
2by + 2nx = 0O (5.2)
De la ecuacién 5.2 se obtiene
O — 2by
r =
2n

como x € Z entonces O = 2nc + 2by, con ¢ € Z luego se tiene:

2nc + 2by — 2by
r =
2n
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Tr =cC

Reemplazando x = ¢ en la ecuacién 5.1 se obtiene:

2bc + dny = <

& — 2be
in
como y € Z, entonces <& = 4nd + 2bc luego
_4nd + 2bc — 2bc
B an
y=d
luego, & = 4nd + 2bc y O = 2nc + 2bd.

y:

Y

Teorema 5.2 Sea la pareja (2b, 2n) € Z(+/2) entonces (2b, 2n)|(4nd+2bc, 2nc+
2bd) con b,n,c,d € Z

Demostracién: Por definicién de divisibilidad, debe existir (z,y) € Z(v/2)
tal que
(20,2n)(z,y) = (4nd + 2bc, 2nc + 2bd)

por definicién de multiplicacién en Z(1/2) se obtiene:
(2bx + 4ny, 2by 4 2nx) = (4nd + 2bc, 2nc + 2bd)
por definicion de igualdad entre parejas ordenadas se tiene:
2bx 4 4ny = 4nd + 2bc

2by + 2nx = 2nc + 2bd

resolviendo este sistema de ecuaciones se tiene que si x = ¢ e y = d, entonces
(2b,2n)|(4nd 4 2bc, 2nc + 2bd).

5.3. Caso Par - Impar

Sean las parejas (2b,2n—1) y (¢, 0) € Z(v/2) tal que (2b,2n—1)|(<, O),
por definicién de divisibilidad, existe (z,y) € Z(1/2) tal que:

(2b7 2n — ].)(l’, y) = (<>7 D))
por definicién de multiplicacién en Z(+/2) se tiene:

(2bx +2(2n — 1)y, 2by + (2n — 1)x) = (<, 0)
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por definicion de igualdad de parejas ordenadas se tiene:

2bx +2(2n — 1)y =< (5.3)
2by + (2n — 1)z = 0O (5.4)
De la ecuacién 5.4 se obtiene;
O —2by
2n —1

como x € Z entonces O = (2n — 1)c + 2by, con ¢ € Z luego se tiene:
(2n — 1)c + 2by — 2by

N on—1
Xr = C

Reemplazando = = ¢ en la ecuacién 5.3 se obtiene:
20c+22n — 1)y =<
O — 2bc
2(2n — 1)
como y € 7 entonces & = 2(2n — 1)d + 2bc luego
2(2n — 1)d + 2bc — 2bc
2(2n — 1)
y=d
luego, & =2(2n — 1)d+ 2bcy O = (2n — 1)c + 2bd.

y:

Teorema 5.3 Sea la pareja (20, 2n—1) € Z(+/2) entonces (2b, 2n—1)[(2(2n—
1)d + 2bc, (2n — 1)c + 2bd) con b,n,c,d € Z

Demostracién: Por definicién de divisibilidad, debe existir (z,y) € Z(v/2)
tal que
(2b,2n — 1)(z,y) = (2(2n — 1)d + 2bc, (2n — 1)c + 2bd)
por definicién de multiplicacién en Z(/2) se obtiene:
(2bx +2(2n — 1)y, 2by + (2n — 1)z) = (2(2n — 1)d + 2bc, (2n — 1)c + 2bd)

por definicion de igualdad entre parejas ordenadas se tiene:

2bx +2(2n — 1)y = 2(2n — 1)d + 2bc

20y + (2n — 1)ax = (2n — 1)c + 2bd)
resolviendo este sistema de ecuaciones se obtiene que si x = c e y = d entonces

(2b,2n — 1)[(2(2n — 1)d + 2bc, (2n — 1)c + 2bd)
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5.4. Caso Cero - Impar

Considere la pareja (0,2n — 1) con n € Z, sea (O,0) € Z(v/2) tal que
(0,2n — 1)|(O, <), por definicién de divisibilidad existe (z,y) tal que

(Oa 2n — 1)(.%, y) = (D> <>)
por definicién de multiplicacién en Z(1/2) se tiene:
(2(2n — 1)y, (20— 1)z) = (0, 0)

por igualdad de parejas ordenadas se obtiene el siguiente sistema de ecuacio-
nes:
22n — 1)y =0

2n—1z=2<

despejando se obtiene que y = % yr= 2;;—1’ como z e y deben pertene-
cer a Z entonces 0 =2(2n — 1)c donde c € Z y & = (2n — 1)d donde d € Z.
Asiz=dey=c.

Teorema 5.4 Sea la pareja (0,2n — 1) € Z(1/2) entonces (0,2n —1)(2(2n —
1)e,(2n — 1)d) con n,c,d € Z

Demostracién: Por definicién de divisibilidad, debe existir (z,y) € Z(v/2)
tal que

por definicién de multiplicacién se tiene:
(2(2n — Dy, (2n — 1)x) = (2(2n — 1)¢, (2n — 1)d)
por definicion de igualdad entre parejas ordenadas se tiene:
22n — 1)y =2(2n — 1)c

(2n— 1)z =(2n—1)d

resolviendo este sistema de ecuaciones se tiene que si y = ¢y x = d entonces
(0,2n — 1)[(2(2n — 1)¢, (2n — 1)d)
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5.5. Caso Impar - Par

Sea las parejas (2n — 1,2m) y (O, <) que pertenecen a Z(1/2) tales que
(2n —1,2m)|(0, ©), por definicién de divisibilidad, existe (z,y) € Z(1/2) tal
que:

(2n —1,2m)(x,y) = (O, 0)

por definicién de multiplicacién en Z(1/2) se tiene:
((2n — Dz + 4my, (2n — 1)y + 2mzx) = (O, O)

por igualdad de parejas ordenadas se obtiene el siguiente sistema de ecuacio-
nes:

(2n — 1)z +4my =0 (5.5)
2n — 1Dy +2mz =< (5.6)
de la ecuacién 5.6 se obtiene:
O — _
. (2n — 1)y
2m

como z € Z entonces < = 2mc + (2n — 1)y donde ¢ € Z, luego

_2me+(2n—1)y—(2n—1)y
B 2m

x
r=c
Reemplazando x = ¢ en 5.5 se tiene:
(2n —1)c+4my =0

O—(2n—1)c

y= 4m

como y € Z entonces O = 4md + (2n — 1)c, luego

dmd+ (2n — 1)e — (2n — 1)c
v 1
m

y=d
Ast, O=4dmd+ (2n — 1)cy & =2me+ (2n — 1)d.

Teorema 5.5 Sea la pareja (2n—1,2m) € Z(+/2) entonces (2n—1,2m)|(4md+
(2n — 1)¢,2mc+ (2n — 1)d) con m,n,c,d € Z
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Demostracién: por definicién de divisibilidad, debe existir (z,y) € Z(v/2)
tal que (2n—1,2m)(z,y) = ((4md+(2n—1)c, 2me+(2n—1)d), por definicién
de multiplicacién en Z(/2) se tiene

((2n — 1)z + 4my, 2n — 1)y + 2mzx) = (4dmd + (2n — 1)c,2me + (2n — 1)d)

por definicion de igualdad de parejas ordenadas se obtiene el siguiente sistema
de ecuaciones
(2n — 1)z + 4my = 4md + (2n — 1)c

(2n — 1)y 4 2mx = 2mc+ (2n — 1)d

resolviendo, se obtiene que si x = ¢ e y = d entonces (2n — 1,2m)|(4md +
(2n — 1)¢, 2me + (2n — 1)d).

5.6. Caso Impar - Impar

Sea las parejas (2n—1,2m—1) y (O, ©) que pertenecen a Z(1/2) tales que
(2n —1,2m —1)|(0, ©), por definicién de divisibilidad, existe (x,y) € Z(1/2)
tal que:

(2n—1,2m — 1)(z,y) = (30,0)

por definicién de multiplicacién en Z(1/2) se tiene:
(2n—1Dz+22m—1)y,2n— Dy + (2m — 1)z) = (O, 0)

por igualdad de parejas ordenadas se obtiene el siguiente sistema de ecuacio-
nes:

2n—1)z+22m—-1)y=0 (5.7)
Cn—1y+(2m—-1)z=2> (5.8)
de la ecuacién 5.8 se obtiene:
S _
. (2n — 1)y
2m — 1

como = € Z entonces & = (2m — 1)c+ (2n — 1)y donde ¢ € Z, luego
2m—1c+(2n—1)y—(2n—1)y
2m —1

Tr =cC

xTr =

reemplazando x = c en 5.7 se tiene:

(2n—1)c+22m— 1)y =0
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O—(2n—1)c
2(2m — 1)
como y € Z entonces O = 2(2m — 1)d + (2n — 1)¢, luego

y:

22m —1)d+ (2n — 1)ce— (2n — 1)c
2(2m — 1)

y =
y=d
Asi, O=22m —1)d+ (2n—1)cy & =(2m — 1)c+ (2n — 1)d.

Teorema 5.5 Sea la pareja (2n—1,2m —1) € Z(\/2) entonces (2n — 1, 2m —
DI2@2m —1)d+ (2n — 1)c, (2m — 1)c+ (2n — 1)d) con m,n, c,d € Z

Demostracién: por definicién de divisibilidad, debe existir (z,y) € Z(v/2)
tal que (2n—1,2m—1)(x,y) = (2(2m—1)d+(2n—1)c, 2m—1)c+(2n—1)d),
por definicién de multiplicacién en Z(1/2) se tiene

((2n—1)z+2(2m—1)y, 2n—1)y+(2m—1)x) = (2(2m—1)d+(2n—1)c, (2m—1)c+(2n—1)d)

por definicién de igualdad de parejas ordenadas se obtiene el siguiente sistema
de ecuaciones

(2n— 1Dz +22m—1)y=22m —1)d+ (2n — 1)c

2n—1y+(2m—1)xz=2m—1)c+ (2n—1)d

resolviendo, se obtiene que si x = c e y = d entonces (2n—1,2m—1)[(2(2m —
d+ (2n —1)c,(2m — 1)e+ (2n — 1)d).

62



Capitulo 6

Acercamiento al teorema
homodlogo al teorema
fundamental de la aritmética en

Z(V2)

6.1. Acercamiento al teorema homodlogo al teo-
rema fundamental de la aritmética en

Z(v2)

Una vez realizado un estudio sobre las unidades, nimeros primos y com-
puestos en Z(ﬁ), es natural pensar en elaborar un acercamiento al teore-
ma homélogo al teorema fundamental de la aritmética en Z(1/2) utilizando
Unicamente los nimeros primos caracterizados en el capitulo 4, para esto,
se utilizara de nuevo la funciéon N, ademds, se hard uso de un algoritmo,
basado en ecuaciones modulares, que permitiran encontrar (a,b) dado que
N(a,b) ==z

6.1.1. Dado z € N,, algoritmo para hallar (a,b) € Z(~/2)
de modo que N(a,b) ==z

En esta seccion, se hara énfasis en el problema de encontrar un algoritmo
que permita encontrar (a,b) dado que N(a,b) = z, para esto, se utilizardn
ecuaciones modulares.
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Sea la pareja (a, b) por definicién de la funcién N:
N(a,b) = |a® — 2b*| =z
por definicion del valor absoluto
a’ —2b° = tu
luego se obtiene los siguientes dos casos:

s Caso 1:
a’? —20* =x (6.1)

s Caso 2:
a? — 20> = —x (6.2)

Consideremos el caso 1, despejando a en funcién de b se tiene a? = x + 2b%.
De lo cual escribimos la ecuacién como:

a®> =1 (mod?2)

el coeficiente independiente de esta ecuacion es x dado que este es un valor
conocido, si el modulo fuera un niimero primo mayor que 2, se podria utilizar
el criterio de Euler !, por ende, trabajaremos la primer raiz como a; = x + 2t,
que es una solucion paramétrica. Gracias a los estudios de Gauss si una ecua-
ci6n cuadratica ménica (una ecuacién cuadrética con una incdgnita) admite
una raiz, también admitira como segunda raiz su inversa. La inversa de un
nimero, respecto al médulo, es su complemento. Por ende, la segunda raiz
serd as =y + 2t, donde x +y = 0 (mod 2).

Como a?—2b? = x es una ecuacién con dos incégnitas, si la primera incégnita
tiene dos raices, la segunda también, reemplazando cada una de las soluciones
en la ecuacién (6,1) y despejando b; se obtiene:

(z — (z+2t)?)
(—2)

(4202 — 2(b)? = & = (by)? = £ ES) 20%) L, = i\/

(y+2t)* = 2(by)* = = (b)* = (o= y+207) = by = i\/(x : Eg;) i

!Parra . R, Restos Cuadréticos Y Ley de Reciprocidad Cuadrética, Disponible en:
hojamat.es, Directorio: http://hojamat.es/parra/restocuad.pdf
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como by positivo y negativo sirven, lo mismo para by, solo se utilizard el valor
positivo, ya que solo se necesita un resultado.

Como estamos trabajando con un valor de x que pertenece a N, debe exis-
tir un (a, b) tal que N(a,b) = x, para esto, damos valores a t, buscando un
cuadrado en a tal que restando x y dividiendo por 2 obtengamos un cuadrado.

Si se desea tomar el segundo caso es decir cuando a® — 2b*> = —x, se plan-
tea la ecuacién modular a®> = —z  (mod 2) y lo demés se realiza de forma
andloga al primer caso (cuando a? — 2b* = z). Es importante mencionar que
si se plantea la ecuacién modular a®> = —z (mod 2) se encuentra una pareja
distinta al caso de la ecuacién modular a®> = x  (mod 2). Para efectos de este
capitulo, siempre se utiliza primero el primer caso, si no funciona se remite
al segundo caso.

Ejemplo 6.1 Encontrar un (a,b) tal que N(a,b) =4
Solucién: N(a,b) = a*> — 20* = 4
a; = 4 + Qt

a’> =4 (mod 2) =
a2:0+2t

R e L \/ (4= (201

(2t)? = 2(by)* =4 = (b)? =

Para t = 1 se tiene

a1 =4+2t=4+2=6yb =+/(6+8+2t2) =/(6+8+2)=/16=4

como ambas soluciones son enteros no necesitamos reemplazar en ay y by
y la solucién es (6,4).

Ejemplo 6.2 Encontrar un (a,b) tal que N(a,b) =3

Solucién: Por el teorema (4.8) no existe un (a, b) tal que N(a,b) =3
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Ejemplo 6.3 Encontrar un (a,b) tal que N(a,b) = 14

Solucién: N(a,b) = a® — 2b* = 14

a1:14+2t
a® = 14(mod 2) =
&2:a220+2t

(14+2t)*=2(b1)? = 14 = (b)* = —2)

by = /(91 + 28t + 2t2)

P20 =14 o7 = P g, | JUZBOD o)

(4-(4+20) \/(14 — (14 + 2t)?)

para t = 1 se tiene

ap =144+2t =14+2=16y by = /(91 + 28t +22) = /(91 + 28 + 2) =
V121 =11

como ambas soluciones son enteros no necesitamos reemplazar en ay y by
y la solucién es (16, 11).

Ejemplo 6.4 Encontrar un (a,b) tal que N(a,b) =7

Solucién: N(a,b) = a*> —20* =7

ap =7+ 2t
a® = T(mod 2) =
as =142t
2 2 _ o (T—(T+2t)°) (T =(T+2t)%)

by = /(21 + 14¢ + 212)

(7—(1+2t)?) (7= (1+2t)%)
—2) é“‘¢

by = /(=3 + 2t + 2t2)

(1420 = 2(b)* =T = (o) =

Para t = 1 se tiene
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a =T+2t=T+2=9yb =/(21 + 14t + 2t2) = /(21 + 14 + 2) = /37,
como by es un nimero no entero necesitamos realizar el reemplazo en as y bs.

ay =142t =142=3yby=+/(-3+2t+2t2) = /(-3+2+2)=V/1=1
Como ambas soluciones son enteros hemos terminado, la solucién es (3, 1).
Ejemplo 6.5 Encontrar un (a,b) tal que N(a,b) =9
Solucién: N(a,b) = a* — 20* =9

ar =9+ 2t

a® = 9(mod 2) =
a9 = 1 +2t

(942t —2(b))* =9 = (b)* =

(9 —(9+ 2t)?) (9= (9+2t)?)
02 - ¢

by = /(36 + 18t + 2t2)
(9 — (1+2t)?) O—(1+2t)?)
(—2) :“‘¢
by = \/(—4 + 2t + 2t2)

Parat =1setienea; =9+2t =942 =11y b = \/(36+18t+2t2) =

v/ (36 4+ 18 4+ 2) = /56, como b; es un nimero no entero necesitamos realizar
el reemplazo en as y bs.

(142t) = 2(bs)? =9 = (by)? =

ay =142t =142=3yby= /(-4 +2t+2t3) = /(-4 +2+2) =/0=0
Como ambas soluciones son enteros hemos terminado, la solucién es (3,0).

Una vez estudiado el algoritmo para obtener (a, b) dado que se tiene N(a,b),
se propone ahora un acercamiento al teorema homologo al teorema funda-
mental de la aritmética en Z(1/2)

6.1.2. Una propuesta del teorema homadlogo al teorema
fundamental de la aritmética en Z(1/2)

A continuacién se presenta un algoritmo que permite realizar el estudio
de descomposicion de ntimeros en Z(\/ﬁ) en términos de factores primos que
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se caracterizaron en los teoremas (4.5) (4.9) y (4.11), para ello, sea (a,b) €
Z(v/2), luego:

1. Aplicar la funcién N a (a,b)

2. Descomponer en factores primos a N(a, b) teniendo en cuenta los niime-
ros primos que se caracterizaron en Ny a través de los teoremas (4.16),
(4.17) y (4.18), obteniendo:

N(a,b) = N(a1,b1)N(ag,bs)...N(ay, by)

3. Ordenar los factores primos de menor a mayor obteniendo
N(CL, b) = N(a(l), b(l))N(a(g), b(g))...N(CL(k), b(k))
donde N(ag),bu)) < N(a),by)) para i < j

4. Aplicar el algoritmo expuesto en la seccién 6.1.1 a N (a1, b(1y) (es decir,
al menor de los factores primos) partiendo de la ecuacién modular a* =
x  (mod 2) para obtener (ay,by), y verificar que (ay,b1)|(a,b), si en
determinado caso (aq,b1) /(a,b) entonces se aplica el algoritmo 6.1.1
a N(aqy,bu)) pero esta vez partiendo de la ecuacién modular a® =
—x  (mod 2) (ver ejemplo 6.11)

5. Por tltimo, se procede a buscar los otros factores mediante el uso de
sistema de ecuaciones.

Se puede observar de forma general que el método para descomponer a (a, b)
en factores primos consiste inicialmente en utilizar la funcién N, esto se hace
con el objetivo de no trabajar directamente con el conjunto Z(1/2), sino con
el conjunto Ny, después, se descompone en factores primos a N (a, b) ,por ulti-
mo, volvemos de nuevo a Z(1/2). Como estamos elaborando un acercamiento
a un teorema homélogo al teorema fundamental de la aritmética en Z(v/2),
es necesario hacer énfasis en la unicidad de la factorizacién, suponga que no
se utiliza el paso 3 y 4 del algortimo descrito, luego, al momento de pasar
del conjunto N; al conjunto Z(+/2), existen multiples parejas (c, d) tales que
N(e,d) = z donde z es un factor primo de N(a,b) y que ademas (¢, d)|(a, b),
por lo tanto la factorizacién en Z(1/2) no es tinica. Para comprender un poco
mejor esta afirmacién, considere el siguiente ejemplo:

Ejemplo 6.6: Sea (2,0), al aplicar la funcién N se tiene que N(2,0) =4, 4
es un nimero compuesto en Ny puesto que 2|4 y 2 € Ny, luego al factorizar
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en factores primos a 4 en N se tiene que 4 = (2)(2), luego, se deben en-
contrar a dos elementos (ay,by) v (az,by) en Z(+/2) tales que el producto de
estos sea (2,0) y ademéds que N(ay,b1) = 2y N(ag,by) = 2. Existen multi-
ples parejas que cumplen con estas condiciones entre las cuales tenemos: Sea
(0,1), luego (0,1)(0,1) = (2,0), y N(0,1) = 2, por otra parte, sea (2,1) y
(2,—-1), luego (2,1)(2,—1) = (2,0) y N(2,1) = N(2,—1) = 2. Nétese que
como N(0,1) = N(2,1) = N(2,—1) = 2, entonces por el teorema (4.5) se
tiene que (0,1), (2,1) y (2,—1) son primos. Asi, la factorizacién prima en
Z(+/2) no es tnica.

Aunque la factorizacién en Z(\/ﬁ) no es unica, una forma de solucionar este
inconveniente es mediante los pasos 3 y 4 del algoritmo, pues estos permiten
generar una unica factorizacion. A continuacién se presentan algunos ejem-
plos del algoritmo propuesto en la seccién 6.1.2

Ejemplo 6.7 Descomponer (16,11) en factores primos.

Solucion: Aplicando la funcién N se tiene:
N(16,11) = [16% — 2(11)?| = |256 — 2(121)| = |256 — 242| = |14| = 14

vemos que 14 es un nimero compuesto en Ny luego 14 = (2)(7), vemos que
2 y 7 son numeros primos en Ny, ahora se debe encontrar un (a, b) tal que
N(a,b) = 2, aplicando el algoritmo anterior se tiene:

N(a,b) = a*> — 2b* =2
a1:2+2t

a® = 2(mod 2) =
a9 = 2t

22 =2 =2 = B EEED) \/ (2-(2+2tP)

by = /(1 + 4t + 2t2)

2 2 _ (2 (2)) _[(2—=(2t)%)

bg - (—1 + 2t2)

Para t = 1 se tiene
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ap =24+2=4yb =V1+4+2 = V7, como b, es un nimero no en-
tero necesitamos realizar el reemplazo en ay v bs. luego

as =2y by =+—1+ =v1=1
Como ambas soluciones son enteros hemos terminado, la solucién es (2, 1).

Ahora se debe encontrar la pareja (z,y) tal que (16,11) = (2,1)(x,y) pa-
ra esto, aplicando la definicién de multiplicacién en Z(+/2) se obtiene:

(2z + 2y,2y + x) = (16,11)

por definicién de parejas ordenadas se obtiene el siguiente sistema de ecua-

clones
20 + 2y = 16

20+ =11

resolviendo se obtiene que © = 5 e y = 3, ndtese que N(5,3) = 7, luego la
descomposicién en factores primos de (16, 11) es:

(16,11) = (2,1)(5,3)

Ejemplo 6.8 Descomponer (—7,3) en factores primos:

Solucién: Como N(—7,3) = [(=7)2 — 2(3)?| = |49 — (2)(9)| = |49 — 18] =
31| = 31, como 31 es primo entonces (—7,3) es un nimero primo (Teorema
4.5).

Ejemplo 6.9 Descomponer (2,4) en factores primos.

Solucién:
N(2,4) = |2 —2(4)%| = |4 — 2(16)| = | — 28| = 28

como 28 es un numero compuesto en Ny, entonces se descompone a 28 como
28 = (2)(2)(7), vemos que 2 y 7 son nimeros primos, ahora se debe encontrar
un (a,b) tal que N(a,b) =2, el cudl se ha encontrado en el ejemplo 6.6 que
es (2,1), como (2,1)[(2,4), entonces existe (z,y) tal que (2,1)(z,y) = (2,4),
por definicién de multiplicacién en Z(+/2) se obtiene:

(22 +2y,2y + ) = (2,4)
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por definicion de igualdad de parejas ordenadas se tiene el siguiente sistema
de ecuaciones

20 4+ 2y =2
r+2y=4
resolviendo este sistema de ecuaciones se obtiene x = —2 e y = 3, luego

(2,4) = (2,1)(—2,3)

noétese que N(—2,3) = 14 = (2)(7), entonces ahora se debe descomponer
(—2,3) en factores primos, luego del ejemplo 6.6 se tiene que N(2,1) = 2,
asi se debe encontrar (w, z) tal que (2,1)(w, z) = (-2, 3), por definicién de
multiplicacién en Z(+/2) se tiene

(2w + 22,22+ w) = (—2,3)

por igualdad de parejas ordenadas se obtiene el siguiente sistema de ecuacio-
nes
20+ 2z = =2

w—+2z2=3

resolviendo se obtiene que (w,z) = (—5,4), ademds N(—5,4) = 7 por lo
tanto, al descomponer (2,4) en factores primos se obtiene

(2,4) =(2,1)(2,1)(—5,4)

Ejemplo 6.10 Descomponer (5,4) en factores primos:

Solucién: Como N(5,4) = |(5)2 — 2(4)?| = |25 — (2)(16)] = |25 — 32| =
131] = 7, como 7 es primo entonces (5,4) es un nimero primo (teorema 4.5).

Ejemplo 6.11 Descomponer (33,24) en factores primos

Solucién: N(33,24) = |33% — 2(24)%] = [1089 — 1152 = | — 63| = 63,
como 63 es un numero compuesto en Ny se puede expresar como factores
primos de la forma 63 = (7)(9), donde 9 y 7 son nimeros primos en N, se
debe encontrar una pareja (a,b) tal que N(a,b) = 7, aplicando el algoritmo
se encuentra que la pareja es (3,1), ahora se debe encontrar (x,y) tal que

(3,1)(z,y) = (33,24), por definicién de multiplicacién en Z(1/2) se tiene

(3x +2y,3y + ) = (33,24)
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por igualdad de parejas ordenadas
3r +2y =33

3y+x =24

este sistema de ecuaciones no tiene solucién, esto quiere decir que a pesar de
que N(3,1)|N(33,24) no necesariamente (3,1)|(33,24). Sin embargo, el algo-
ritmo que se utiliz6 para encontrar la pareja (3, 1) fue utilizando la ecuacién
modular a® = 7(mod 2), como no funciond, entonces se utiliza el segundo
caso del algoritmo que es utilizar la ecuacién modular a? = —7(mod 2), al
aplicar el algoritmo se obtiene la pareja (—5,4) donde N(—5,4) = 7 y de
forma andloga a los ejemplos anteriores se encuentra que:

(33,24) = (—5,4)(51,39)

noétese que N(51,39) =9
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Capitulo 7

Horizontes del trabajo

En este capitulo se expone algunos trabajos a futuro que se pueden rea-
lizar tomando como base lo que se desarrolld en los capitulos anteriores.

= En el capitulo 4, fue necesario realizar un estudio sobre un conjunto
numérico denominado Ny, donde a través de los teoremas (4.14) y (4.15)
se demostro que todos elementos que pertenezca a N y que ademas son
cuadrados perfectos, pertenecen a N,. Por otra parte, por medio de
los teoremas (4.21) y (4.22) se caracterizaron algunos elementos que
no existen en N,. Asi, para enriquecer estos resultados, se propone
realizar un estudio detallado sobre Ny con el objetivo de caracterizar
absolutamente a todos los elementos que pertenecen a dicho conjunto.

= Continuando con el conjunto N, en este trabajo se lograron caracteri-
zar algunos nimeros primos en Ny por medio de los teoremas (4.16),
(4.17) y (4.18), aunque se tiene como conjetura que no existen nimeros
primos en Ny distintos a los caracterizados en estos teoremas, se pro-
pone como tema de estudio caracterizar a todos los niimeros primos en
NQ.

= En cuanto al estudio del conjunto Z(1/2), a través de los teoremas (4.5),
(4.9) y (4.11), se lograron caracterizar algunos nimeros primos, analo-
gamente al item anterior y como se expuso en este trabajo, se intuye
que no existen otros niimeros primos distintos a los caracterizados en
estos teoremas, asi, se propone como tema de estudio caracterizar a
todos los ntimeros primos en Z(/2).

= En el capitulo 6 de este trabajo, se propone un acercamiento al teo-
rema homdélogo al teorema fundamental de la aritmética en Z(y/2) en
términos de factores primos que se lograron caracterizar, asi y dado el
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item anterior, se propone para trabajos posteriores elaborar un teorema
homélogo al teorema fundamental de la aritmética en Z(/2).

En el seminario de algebra de la universidad Pedagogica Nacional, se ha
venido estudiando casos particulares del conjunto Z(k) que se define como:

Z(VEk)={a+bk|abeZ;k> €l y k¢ 7}

Asi, una vez estudiados varios casos particulares, se propone los siguientes
temas de estudio:

= De forma andloga a como se definio Ny, definir Ny, y realizar un estudio
general sobre este conjunto, donde se caractericen niimeros primos.

= Realizar un estudio de forma general sobre Z(v/k) caracterizando niime-
ros primos y elaborar un teorema homélogo al teorema fundamental de
la aritmética.
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Capitulo 8

Conclusiones

= La principal caracteristica del conjunto Z(+/2) radica en que todos sus
elementos tienen infinitos divisores, diferente a lo que sucede en el con-
junto de los nimeros naturales y enteros. Lo cual representa un cambio
en torno a la nocién que se tenia respecto a las unidades, ntimeros
primos y nimeros compuestos.

= Una forma que permite encontrar unidades en Z(/2) es mediante el
uso de la ecuacién de Pell-Fermat a? — 20> = £1, donde hay infini-
tas soluciones, asi, se tiene que en Z(\/ﬁ) hay infinitas unidades muy
distinto a lo que se sucede en el conjunto de los niimeros naturales y
enteros.

» Un algoritmo que permite identificar si una pareja de la forma (2n,m)
es primo o no es verificando que (2n,m)|(0, 1), si (2n,m)|(0, 1) entonces
(2n,m) es primo.

= Se encontrd que un algoritmo para identificar si (a,b) € Z(+/2) es primo
o no, sin necesidad de elaborar una lista de sus divisores, es aplicando
la funcién N asi, si N(a,b) = = donde z = |p| siendo p un nimero
primo 6 x = p? donde p es un ntimero primo de la forma 4n + 1 con n
impar 6 x = p? donde p es un nimero primo de la forma 4n + 3 con n
par, entonces (a,b) es primo.

= En N,, bajo la definiciéon usual de unidad, se tiene que analogamente
al conjunto de los niimeros naturales, 1 es la unidad.

= En N,, a pesar de ser un subconjunto de los niimeros naturales, exis-
ten elementos que son primos en este conjunto y que a su vez no son
nimeros primos en los naturales.
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= En el conjunto Z(v/2) se pueden establecer criterios de divisibilidad.

= Se encontré una forma de descomponer a un elemento en Z(y/2) en
términos de factores primos que se lograron caracterizar.

= Como futuros profesores de matemaéticas, es importante reflexionar en
torno a la nocién que se tiene de unidad, nimero primo y nimero
compuesto, por lo tanto, las definiciones usuales que se presentan sobre
estos elementos diferenciados no siempre funcionan.
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