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2. Descripcion

Este es un documento en el que se aborda el estudio de la distancia usual entre dos puntos pero en
sistemas no usuales, ya que se modifica el &ngulo de interseccion entre los ejes coordenados y por
lo tanto se debe establecer una forma para localizar los puntos por medio de rectar paralelas y rectas
perpendiculares, esto en el plano y para luego generar una extension hacia el espacio, junto a esto
se presentan ilustraciones de los applets construidos con el software Geogebra como ayuda visual,

de ser necesario consultarlos estos se encuentran vinculados en la pagina web del software.
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4.Contenidos

El trabajo estd compuesto por cinco capitulos:

El primero de ellos es el marco tedrico el cual se enfoca en dar a conocer algo de la historia que
existe alrededor de la distancia, junto a su construccion matematica de la misma, estableciendo los
caminos para construir una geometria que tenga como caracteristica algin tipo de distancia, también
se establecen los parametros que se van a seguir a lo largo del documento como, las notaciones y
nomenclaturas, las caracteristicas y sistemas que se van a utilizar, el segundo se enfoca en la
construccion de la ecuacion de distancia en el plano, estableciendo el sistema coordenado y la forma
de localizacidn, para los puntos A y B, con esto se presentan los resultados por medio de tablas,

apoyado visualmente por ilustraciones.

Para el tercer capitulo se establecen las ecuaciones de distancia en el espacio, teniendo en cuenta la
modificacion de uno de los angulos diedros del mismo, se muestran algunas imagenes del sistema

a trabajar junto a una tabla donde se resume las ecuaciones de cada sistema.

En el cuarto capitulo se encontraran las conclusiones producto del trabajo desarrollado, por ultimo
en el quinto capitulo se encuentran algunos aspectos que quedaron abiertos durante el desarrollo del

mismo que se pueden investigar en posteriores trabajos.

5.Metodologia

La metodologia que se utiliza es primero establecer el tipo de distancia con la que se va a trabajar,
luego se establece el sistema de ejes coordenados, luego el método de localizacion de puntos, con
todo lo anterior se modela el sistema y por ultimo con estrategias algebraicas y geométricas se
establece la ecuacion o ecuaciones que permitan determinar la distancia entre un par de puntos

cualesquiera.
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| 6. Conclusiones

Durante la investigacion se indago sobre desarrollo cronoldgico de la construccion de la distancia
pero se evidencio que presenta vacios, como por ejemplo la construccién del plano cartesiano, ya
que se da por entendido que fue dedicado a Descartes, asi que a la hora de consultar documentos
especificos y de historia relacionados con esta construccidn, se encuentro que no se especifica quien
fue el autor de dicho plano, asi que muchos documentos al igual que en este se deja como un

desarrollo colectivo de los matematicos de la época.

A lo largo de la deduccion de las ecuaciones se perciben las equivalencias con los sistemas de
coordenadas polares y cilindricas, asi que se vislumbra la importancia que tiene el estudio de la
trigonometria, por ende este tipo de ejercicios son de apoyo para el estudio de la Geometria Analitica
0 en un curso de Pre-Calculo donde se llevan a cabo este tipo de transformaciones y construcciones,

ya que brinda herramientas para abordar caminos de construccion equivalentes.

El uso de un software como Geogebra que permite con facilidad la modelacién de los problemas,
esto fue indispensable ya que la visualizacién es un aspecto de suma importanciay sin este el camino
para la deduccidn de las ecuaciones seria complicado y engorroso, junto a esto se tiene la posibilidad
de los vinculos en la pagina web del mismo software, asi que se tiene la posibilidad de tener los

applets a mano, para la verificacion de la deduccidn de las ecuaciones.

Otro aspecto importante y que cabe resaltar es que el trabajo al enmarcarse en una estructura tan
compleja como la distancia, a la hora de su desarrollo se reduce a un tema menos complejo como
la solucién de triangulos por medio de estrategias algebraicas y geométricas, a su vez el poder
deducir para cada caso presentado la ecuacién que determina la distancia para cada sistema, por otro
lado se puede establecer una vista mas compleja de la distancia por medio de las transformaciones

lineales que permita una generalizacion mas fuerte.

Asi pues la culminacion de este trabajo me permitio poner en juego los conocimientos adquiridos a
lo largo de la carrera, también fue posibles evidenciar errores que se pueden cometer y dificultades

que podrian tener los estudiantes que lleguen a estudiar este tema de la distancia, enriqueciendo asi
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el sendero de ensefianza que se puede abordar a la hora de ejercer la docencia, también permitio ver
que acerca de este tipo de sistemas es muy poco lo que se ha escrito de manera formal, asi que hay
mucho por escribir y estudiar puesto que estos aspectos se trabajan en clases de la linea de la
geometria y la aritmética de la universidad, pero estos resultados no se consolidan en documentos
publicables llevando a que los desarrollos sobre el tema solo existen algunos trabajos de grado que
se trabajaron en simultaneo a este.

Elaborado por: | \\eNDIGARIO TRIANA, Victor Armando.

Revisado por: | William Alfredo Jiménez Gémez.

e Fecha de elaboracion del 27 | Octubre 2016
Resumen:
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INTRODUCCION

Este trabajo se enmarca en torno al problema de encontrar una ecuacion de distancia entre un
par de puntos sobre un plano no usual y un espacio no usual, este problema se presenta
durante las clases de Geometria Analitica y algunas de la linea del Algebra de la Licenciatura
en Matematicas de la Universidad Pedagdgica, con el objetivo de indagar sobre estos planos
y espacios, ya que no se encuentra bibliografia que se centre en este tema, siendo la distancia

la base para estudios mas profundos de la geometria y el célculo.

Asi que siempre se apoya geometrica y algebraicamente lo desarrollado en el trabajo,
aportando asi una base para el avance de estudios asociados a la distancia para posteriores
investigaciones, para eso en el primer capitulo se presenta la construccion de la distancia, por
medio de la de una geometria métrica la cual nos permite hablar de distancias, una vez se
construya se proponen algunos ejemplos de distancias tanto en el plano como en el espacio,
a lo largo del mismo se define cual sera la distancia utilizada en el trabajo, junto a las
notaciones y nomenclaturas a utilizar, el siguiente capitulo se procede a la construccion de
planos no usuales, con esto el primer paso es la localizacién de puntos en cada sistema
coordenado, luego por medio de estrategias geométricas y algebraicas se establece cudl es la

ecuacion que permite determinar la distancia entre un par de puntos.

Para siguiente capitulo se hara una extension de lo encontrado en los planos no usuales hacia
los espacios no usuales donde también por medio de estrategias geométricas y algebraicas se
encontrara la ecuacién de la distancia entre un par de puntos, posterior a esto se encontraran
las conclusiones donde se evidencia lo encontrado a lo largo del trabajo y por ultimo se tienen
algunas cuestiones abiertas que se presentaron en el mismo y que son de gran interés para

una investigacion.

Todo esto se apoya en un software en este caso fue Geogebra el cual permite modelar los

sistemas de localizacion mencionados en el trabajo, a su vez sirven para visualizar y verificar



las deducciones presentadas, estos modelos (applets) se encuentran anclados en la pégina
web del software ya que el caso del espacio no es del todo claro por medio de imagenes

planas.



JUSTIFICACION

Para iniciar es necesario remitirnos a la época de Descartes y Fermat hacia el aflo1600, donde
a lo largo de los estudios se plante6 un sistema coordenado como base para la modelizacion
de problemas que venian desde la época de Apolonio, con esto se genera la Geometria
Analitica, para ello se plante6 un plano el cual lleva el nombre de plano cartesiano en honor
a Descartes el cual consiste en intersecar un par de rectas en forma perpendicular, para asi

dar paso al estudio de rectas, ecuaciones lineales, etc...

Pero este plano cartesiano presenta un limitante, la intercesion en angulo recto deja de lago
la posibilidad de modificar dicha interseccion, asi que con este trabajo se buscara romper
dicha brecha y permitir la existencia de planos donde el angulo de interseccion sea distinto
al angulo recto, posterior a esto se pretende establecer ecuaciones que permitan determinar
la distancia entre un par de puntos para ello se tienen algunos indicios alrededor de planos

no usuales donde algunos comparieros y docentes de la Universidad han realizado estudios.



OBJETIVOS

General

v Determinar la ecuacion de distancia entre un par de puntos en diferentes sistemas

coordenados tanto en el plano como en el espacio.

Especificos

v" Realizar una indagacién en la literatura referente a la distancia entre un par de
puntos.

Generar sistemas de localizacion de puntos en planos no usuales.

Generar sistemas de localizacion de puntos en espacios no usuales.

Ubicar puntos en los diferentes sistemas coordenados.

SN NEE NN

Modelar los sistemas coordenados en Geogebra.



MARCO TEORICO

El primer paso es entender qué es a lo que le llamamos distancia, asi pues todo inicia con los
problemas planteados hacia el afio 1600 donde los matematicos buscaban la comprension de
su entorno, para eso se utilizo la geometria la cual durante los afios fue adaptandose de tal
forma que otras ciencias la complementaron, hasta el punto de concebir la Geometria
Meétrica, esto bajo un sistema el cual juega un papel fundamental, este consiste en permitir
que los numeros reales desempefien el papel de ordenar, esto consiste en poner el sistema de
numeros reales en correspondencia a los objetos geométricos que se tienen en primera
instancia puntos y rectas, la intencion es proporcionarle a la geometria ciertas caracteristicas

muy Utiles para el propdsito de encontrar distancias.

En primera medida es necesaria una estructura algebraica que en este caso sera un triplete
notado como [R, + ,x ], donde, se cumplen las propiedades bésicas del sistema de numeros
reales. del cual el conjunto de R sus elementos se llaman nameros reales, junto a esto son
dadas dos operaciones, estas son adicion y multiplicacion, indicados por + y x,
respectivamente; Sobre esto se penso en darle un orden a dicha estructura de tal forma que
sujeta a ciertas condiciones se logra ordenarlos, para eso se notara dicho orden como

[R,+,*,<], con esta estructura es posible obtener una geometria denominada abstracta
donde a consiste en un subconjunto de &, cuyos elementos son Ilamados puntos, junto con

una coleccion £ no vacia denominada lineas, de manera que.

v' Paradospuntos A,B € & ,hayunalineal € £,conA€lyB €l

v' Toda linea tiene al menos dos puntos.

De acé que si @ = {&, ¢}, es una geometria abstracta, donde A € § y L € ¢ de tal forma que
A € [, podemos generar un axioma que nos asegura que, cada par de puntos se encuentran
en alguna linea de #.

Para seguir en el camino de encontrar la distancia es necesario abordar otro nivel del

desarrollo geométrico denominada, geometria incidente en donde {5, £}, se tiene.



v/ Cada dos puntos en ¢ es una linea Unica.

v' Existen tres puntos 4, B, C en & que no se alinean en una sola linea.

Notacion. Si {§, £} es una geometria de incidenciay P, Q € [, hace que dicha linea sea Unica.

Por ultimo para llegar a hablar de distancia se tiene en cuenta lo planteado por Millman. Ry
Parker. G, donde hacen referencia a algunos autores como Borsuk y Szmiclew (1960) ademés
de Greenberg (1980), buscando una definicidon para lo que se determina “Distancia”, para
ello se le denomina por medio de una funcién la cual asigna un nimero y se denota d(4, B),
donde A 'y B son puntos, ademas no hay relevancia si se tiene de Aa B ode B a A de aca se
tiene la primer propiedad y es que d(A4,B) = d(B,A), a lo anterior es posible apreciar
también que la distancia entre dos puntos es cero si los puntos son el mismo, asi que desde

un punto de vista mas formal se tiene.

Dada una funcién distancia en un conjunto [ es una funcién d: 1 X | —» R* U {0}, tal que para
todo A, B € [ se tiene.

i) d(A,B) > 0.
ii) d(4,B) = 0, Sii A = B.

iit) d(A, B) = d(B, A).

iv) d(4,B) < d(A,C) + d(C,B).

De tal modo que esta es considerada como una Geometria Métrica donde se tiene la terna
[ 8,¢,d] y la distancia se comporta de la siguiente forma d : § X§ — R* U {0} , para cada
[ € ¢, existe f: £ - Rdemodo que paratodo A,B € 4, ladistancia

d(A,B) = |f(A) — f(B)|. (Moise, 1990).

Asi pues es posible definir formas de encontrar la distancia, como por ejemplo si



| = R? donde A = (x;,¥;) Y B = (x;,¥;), la distancia usual (Euclidiana), est4 dada por la

ecuacion d(4, B) = \/(xi - x]-)2 + (v — yj)z , siendo esta la que se tendra en cuenta a lo

largo del trabajo pero se tienen otras distancias en base a otras métricas como por ejemplo.

La distancia mencionada por Millman y Parker (n.f) es la del taxista donde dados Ay B se

tiene,

dr(4,B) = |x; — x| + |y — v

Otra es la correspondiente a las coordenadas polares , donde [ = R? con,

A= (r,0)yB = (r;,6,), definida como:

dg = \/rl-z + 1?7 = 2r;15C0s(6; — 6)).

Otra exatica es la de Poincaré la cual mencionan Millman y Parker (n.f), teniendo en cuenta

que ahora se trabaja sobre el plano de Poincaré, esta se define de la siguiente forma.

dp(A,B) = |1n (i—i)| Cuando x; = x;,

dp(A,B) = |In % Donde Ay B en L.

Asi de esta manera encontramos distintas formas en las que se puede encontrar la distancia

entre un par de puntos.

Por otro lado también en el espacio existen distintos sistemas de localizacion de puntos,
entonces se tiene por medio de una terna y la siguiente funcion R3 = R xR xR =
{(x,y,2);x € R,y € R,z € R}, ahora bien si dadas las ternas (x,y,z) y (x',y’,z) €

R3 estas seran igualessiysolosix = x",y =y ,z = z’;



De esta forma dados los puntos A = (x,y,z) y B = (x;,¥1,2,) la ecuacion de su distancia

sera:

d(A,B) = /(x; — x)2+ (y; — y)2 + (2, — 2)2,
También se tienen distintos sistemas de localizacion de puntos como los siguientes:
El sistema de coordenadas cilindricas por ejemplo el cual se establece por medio de una terna

(r,0,z)donde r > 0,y 0 < 6 < 2m, con esto se logra obtener la localizacion presentada en

la ilustracion 1.

>N

P(r, 6,2)
3

llustracion 1. Sistema Cilindrico.

Ya que se conoce la localizacion existe el método en que se conoce la distancia entre dos
puntos, para ello una vez dadas las coordenadas de los puntos, se utiliza una transformacion
lineal que permite transformar las coordenadas cilindricas a las coordenadas cartesianas, con
esto una vez hecho el cambio se aplica la ecuacion de distancia menciona anteriormente,

estas trasformaciones son:
x =1 *cos(0),
y =1 *sen(6),
zZ = Z.
Asi que la ecuacién de distancia serd, dados los puntos Ay B donde A = (r,60,2) y

B = (Tl' 91! Zl)!



d(A,B) = \/(r % C0s @ — 1y xcos0,)?+ (r+senf —ry xsen6,)? + (z — z;)2.

También se tiene otra opcion para la localizacion de puntos en el espacio, este se conoce

como sistema coordenado esférico el cual consiste de lo siguiente.

Una terna dada por (p,6,¢), donde p e R*,0 < 6 <2m, 0 < ¢ <m, con esto en

mente tendremos el sistema de localizacion de puntos presentado en la ilustracion 2.

>

Hﬁﬁw

llustracion 2. Sistema Esférico.

Para la encontrar la distancia en este sistema existe una transformacion lineal que permite el
paso del sistema cartesiano al sistema esférico, para luego aplicar la ecuacion de distancia

en el espacio, asi que estas son las transformaciones.
x = p * cos(8) * sen (¢p),
y = p * sen(0) = sen (¢),
z = p * cos().

Asi que la ecuacién de distancia serd, dados los puntos Ay B donde A = (p,0,¢) y
B(p1, 61, $1),

d(A,B)

= \/(p x cos(8) * sen (¢p) — py * cos(8;) * sen ((,151))2 + (p x sen(0) * sen (¢) — p1 * sen(6,) = sen (¢1))2 + (p * cos(¢p) — py* COS((l)l))Z.



Adicional a esto es necesario tener en cuenta la siguiente desigualdad para poder desarrollar
las demostraciones del teorema namero iv, la cual se conoce como la desigualdad de
Minkowski donde se tiene que,

S (3e) ()

k=1

[
| =

Para p = 1 la desigualdad es siempre verdadera. Si p > 1, seaq > 1 tal que %+ é =1.

Usando que (p — 1)q = p y la desigualdad de Holder, se tiene.

n n
Z(ak + b)P = Z(ak + by) (a; + b )",
k=1 k=1

(ax +b)? = ) aglax + b )P~ + ) by (a + b )"
1 1 1 1
i( + by)P (i ‘ )p <i( +b )q@‘”)q + (i ; >p< n (ax +b )q@-l))q
a = a a a a
k=1 ) ) k=1 * k=1 ) ) k=1 ¥ k=1 * )
1 1 1 1
n n P n n P n
D @+ br = (z a£> (Z(aﬁbk)*’) . (Z a,€> <Z(ak+bk)P>
=1 =1 =1 =1 =1
1 1 1
zn:( + by )P (i(a +b )p)‘? (i al >p+ (iap >P
a k)T = k k
k=1 ) k=1 k=1 ¥ k=1 ¥
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Construccidn de la ecuacion de distancia para planos no usuales

Teniendo en cuenta cual sera nuestra funcidn de distancia, ahora se establecera la regla o
reglas para localizar los puntos, para ello lo primero que se debe establecer es el sistema de
ejes coordenados ya que el caso usual es cuando este sistema esta conformado por un par de

rectar que se intersecan de forma perpendicular como en la ilustracién 3.

o=490°
| o

llustracion 3. Caso usual de sistema de ejes coordenados.

Por otro lado también se pueden establecer sistemas donde el angulo que forman los ejes no

es recto como en la ilustracion 4.

X
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llustracion 4. Sistemas de coordenados a trabajar.

Asi pues que de forma general a lo largo del trabajo veremos que este angulo sera notado
como a, lo siguiente seré establecer las componentes de las coordenadas sobre los ejes esto
sera de la forma usual donde a cada punto de la recta se le asigna un namero real como en la
ilustracion 5.

YA

& L
)
o
Al
'
w—
J
N 4+
]
—
|
.
1
—h
O
w +
a1
o +
o +
<Y

2.1
3.1
44
51
64

llustracion 5. Asignacion de valores sobre los ejes.

Del mismo modo tendremos una forma general para denotar dichos nimeros asi que se veran
las notaciones x;,x,,..,x, para la componente de las coordenadas sobre el eje X vy
Y1, V2, -, Yo Para la componente de las coordenadas sobre el ejes Y, ahora bien para la
localizacion de puntos se establece una nomenclatura la cual indica cdmo debe trazarse las

rectas.
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Pa, se traza una recta paralela al eje opuesto de la componente de la coordenada, que pase
por la componente de la coordenada esta se vera de color verde durante el documento, como

lo muestra la ilustracion 6 siendo x; una componente de la coordenada del punto.

llustracion 6. Nomenclatura Pa.

Pe, se traza una recta perpendicular al eje al que pertenece la componente de la coordenada

por la componente, esta se vera de color rosa durante el documento como lo muestra la
ilustracion 7 siendo y; una componente de la coordenada del punto.

Sl
|_
&

llustracion 7. Nomenclatura Pe.

Per, se traza una recta perpendicular al eje opuesto que contiene la componente de la

coordenada que pase por la componente esta se vera de color naranja durante el documento

como lo muestra la ilustracion 8, siendo x; una componente de la coordenada del punto.
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Qf
|_
S

/ S

llustracion 8. Nomenclatura Per.

Ahora se tienen los siguientes casos de sistemas de localizacion, dado A = (x;, y;) se tiene
(PaPa), el cual consiste en trazar por x; y y;, una recta que cumpla con las caracteristicas de
ser Pa de tal forma que al intersecar las rectas trazadas se encontrara A como en la ilustracion
9, otro ejemplo sera (PaPe), el cual consiste en trazar por x; una recta que cumpla con las
caracteristicas de ser Pay por y; una recta que cumpla con las caracteristicas de ser Pe, de
esta forma al intersecar las rectas trazadas se encontrara A como en la ilustracion 10, de esta
forma se tendrdn  otros  posibles  sistemas de  localizacion  como:
(PaPer), (PePa), (PerPa), (PePe), (PerPer), (PePer), (PerPe), pero cabe aclara que
para los casos de PePer y Perpe las rectas que se trazan resultan ser paralelas por lo tanto
no hay interseccion llevandonos a que no habrian puntos, las siguientes ilustraciones

ayudaran a visualizar lo mencionado con anterioridad, entonces dado A = (x4, y;) Se tiene.

I=
&

llustracion 9. Sistema de localizacion PaPa.
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llustracion 11. Sistema de localizacion PaPer.
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llustracion 12. Sistema de localizacion PePa.

llustracion 13. Sistema de localizacién PePe.

llustracion 14. Sistema de localizacion PerPa.
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llustracion 15. Sistema de localizacion PerPer.

Asi pues para generar las distintas ecuaciones de distancia, es necesario generar algunas
notaciones adicionales, siendo las siguientes.

AyAx = AxAy = Axy
AzAx = AxAz = Azx
AyAz = AzAy = Ayz
Los siguientes ejemplos ayudaran a aclarar el uso de esta notacion y a qué casos corresponde
de la siguiente forma,

Dados los puntos A = (2,5)yB = (3,8)
Ax = |x;, —x4| =13 —=2|=1.
Ay = |y, —y1l = 8 —=5] =3.
(Ax)? = A%x =12 =1.
(Ay)? = A’y =32=09,
AyAx = Axy =1%3 = 3.

17



Otro ejemplo del uso de esta nomenclatura seré.
Dados lospuntos A = (—1,4,7) y B = (2,—7,9) se tiene lo siguiente.

Ax = |x; —x| =12 = (-D] =3
Ay = lyz =yl = |-7 -4l = -11
Az = |z, —z1|=19-7| =2
(Ax)? = A’x=3%2=9
(Ay)? = A%y =(-11)? =121
(Az)? = A’z=22=4
AyAx = Axy =3* —11 = —-33
AzZAx = Azx =3%x2=06
AyAz = Ayz = =112 = =22,

Por medio de la modelizacion en Geogebra es posible estableces relaciones que permiten
determinar la ecuacion de distancia entre dos puntos, todas estas enmarcadas por la
Geometria de Hilbert, la cual nos permite establecer congruencia, semejanzas, aplicacion de

teoremas asociados a la trigonometria, entre otros, siempre y cuando sean validos se usaran,

el primer de estos modelo sera.
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PaPa

Dado los puntos A = (xq,y1) ¥ B = (x3,v,) Y a, Se generan casos para d(4,B), para el
primer caso sera cuando se tiene, x; < x, Ay; <y, V x, < x1 Ay, < y,, el segundo caso
seracuando x; < x, Ay; >y, Vx, < x; Ay, > yq, tambiéndonde x; = x, Y

v, = y,, Una vez visto esto se pueden realizar estrategias algebraicas y geométricas en

busca de la distancia entre los puntos A, B, de la siguiente forma.

llustracion 16. Caso 1 PaPa.

Lo primero que se puede apreciar son las cosas que son equivalentes, ya que tienen rectas

paralelas asi que en la siguiente ilustracion se observaran dichas cosas.

llustracion 17. Primer paso deduccion PaPa.
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Se tiene que Ax = Ax; y Ay = Ay, por el paralelismo, podemos afirmar la existencia del
triangulo A, D, B, ahora el siguiente paso sera ver la correspondencia entre angulos de la

siguiente forma.

llustracion 18. Segundo paso deduccion PaPa.

De lo anterior tenemos que los angulos a, @, y a-, resultan ser iguales gracias al teorema de
angulos internos alternos entre paralelas, ahora como a es dado se puede encontrar el valor

de B al ser estos complementarios de la siguiente manera,
a+ B =180°,
B =180° — a,
con esto se puede aplicar el teorema del coseno para encontrar d (4, B) de la siguiente forma.

(d(4,B))” = A%x + A%y — 2Axy Cos (180 — ),

d(4,B) = \/A%x + A%y — 2Axy Cos (180 — a).

Ahora bien hace falta probar que esta ecuacién es una métrica para el sistema construido asi

que con apoyo en esta deduccidn se demostraran los cuatro axiomas mencionados en el marco

tedrico.
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i) d(4,B) = 0.

Este es verdadero ya que si vemos en su deduccion al utilizar el teorema del coseno tenemos

(d(A, B))2 el valor de d(A4, B) al estar elevado al cuadrado siempre sera positivo.

ii) d(4,B) = 0, Sii A = B.

JA2x + A2y — 2Axy Cos (180 — a) = 0 Sii, A= B
Entonces esto es verdad ya que:
A%x = 0,vyaque, Ax = |x, —x;| = 0, porque x, = x4,
A%y =0,yaque, Ay = |y, —y;| = 0, porque y, = yy,
Asi que reemplazando lo anterior en la ecuacidn tendremos que.

O+ 0—2(0) Cos (180 — a) = 0.

ii)) d(A, B) = d(B, A).

Para este punto se tiene que, Ax = |x; — x2| = |x, — x4 | de igual forma para Ay, de esta
forma tendremos la misma distancia sin importar su orden, apoyado en la siguiente propiedad

del valor absoluto |x; — x,| = |—(x1 — x2)| = |xy — x4].

iv) d(4,B) < d(A,C) + d(C,B).

Donde A = (x,y),B = (x1,y1) Y C = (x5, y,) se tiene lo siguiente por las definiciones de
delta, siempre cuando setengaque x < x, < x; Yy < Vo < y;.

Ax = |x — x4],

Axy =[x — x,],

Axy = |x; — x4l

Ay =y =yl
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Ayr = |y = yal,

Ay, = ly2 =yl
Axy = |x = x| * [y — yl,
Axy; = |x = x| * ly — yal,

Axy, = |x3 — x1] * |y2 — y1l,

Con esto se debe demostrar que.

d(4,B) < \/Ale + A%y, — 2Axy, Cos (180 —a) + \/AZxZ + A%y, — 2Axy, Cos (180 — a)

Para su demostracion hace falta aplicar la desigualdad de Minkowski mencionada y
demostrada en el marco tedrico.

De tal forma que:

a; = A%x; + A%y, — 2Axy, Cos (180 — a) y b; = A%x, + A%y, — 2Axy, Cos (180 — a)

Para asi tener la desigualdad de la siguiente manera:

(@ + )2 < ()2 + (b)?

1 1
JA%x; + A%y, — 2Axy, Cos (180 — a) + A2x, + A%y, — 2Axy, Cos (180 —a) < (a)Z+ (b))?

1 1
\/Ale + A2x, + A2y, + A2y, — (2 Cos (180 — a))(Axy, + Axy;) < (a2 + (b)?

VA2x + A2y — (2 Cos (180 — a)) (Axy) < (ai)% + (bi)%

1 1
JA%x + A2y — 2Axy Cos (180 — a) < (a)z+ (b))
Por ultimo se tiene que efectivamente.
d(A,B) < d(A,C) + d(C,B).
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De esta forma se deduce y comprueba que la ecuacion de la distancia para el primer caso del
sistema PaPa, satisface los teoremas para una métrica, de aca en adelante se omitiran dichas
pruebas ya que se establecen de forma analoga a la presentada, para el caso cuando

X1 <xy Nyy >y, Vx, <x; ANy, > yq, Se deduce de forma analoga a la presentada.

./\u1 o
—

llustracion 19. Caso 2 PaPa.

Para este caso se tiene como ecuacion para la distancia,

d(A,B) = \/A%x + A2y — 2Axy Cos (a).
Por otro lado esto nos permite construir la tabla 1 donde se podra visualizar mejor los casos

analogos entre las distancias.

y1>Y2 JA2x + A2y — 2Axy Cos (180 — a)
X1 > Xy
Y1 <Y JA2x + A%y — 2Axy Cos (a)
Y1>Y2 JA2x + A2y — 2Axy Cos (a)
X1 < Xy
Y1 <Y JA2x + A2y — 2Axy Cos (180 — a)
Y1>Y2 Ay
X1 = Xy
Y1 <Yz Ay
X1 > Xy Ax
Vi=Y2
X1 < Xy Ax

Tabla 1. Distancias PaPa.
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PaPe

Dado los puntos A = (x1,y1) y B = (x3,¥2) Y @, no se presentan casos para d (4, B), sin
importar que, x; < x, Ay; <y, Vx, < x; Ay, < yq, tampoco cuando

X1 <x, Nyy >y, Vxy, <xq; Ay, > yq,tan solo se modificara d (4, B) donde

X1 = X, V y;=1y,, Una vez visto esto se pueden realizar estrategias algebraicas y

geomeétricas en busca de la distancia entre los puntos A y B, de la siguiente forma.

llustracion 20. Sistema de localizacion PaPe.

El primer paso para la deduccion de la distancia sera trazar una recta paralela al eje X que
pase por el punto E el cual corresponde a la interseccién entre las rectas que contienen a y,

Yy x,, de la siguiente forma.
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llustracion 21 Primer paso de la deduccion PaPe.
Ahora bien se vera las equivalencias que se encuentran, estas son Ax = Ax;,Ay = Ay, estas
por estar entre rectas paralelas, « = a4, § = [; por ser angulos internos alternos entre

rectas paralelas lo cual se puede ver en la siguiente ilustracion.

llustracion 22. Segundo paso de la deduccidon PaPe.
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Se construyen de esta forma los triangulos, A, F,E y A, E, B, ahora bien del tridngulo A, F, E

se obtiene d(4, E), por medio del teorema del seno de la siguiente forma,

d(AE)  Ax
sen (a) sen(90)’

d(A,E) = Ax x sen (a),

De esta forma como se tiene que el triangulo A, E, B es rectangulo, tan solo hace falta

aplicar el teorema de Pitdgoras para determinar d(4, B), de la siguiente forma.

(d(A,B))2 = A%y + Sen?(a)A%x.

d(4,B) = \/A%y + Sen?(a)A2x.

La demostracion que esta es una distancia resulta andloga a la presentada en el caso PaPa.

Y1>Y2 JAZy + Sen?(a)A%x
X1 > Xy
Y1 <Y JAZy + Sen?(a)A%x
Y1>Y2 JAZy + Sen?(a)A%x
X1 < Xy
Y1 <Yz JA%y + Sen?(a)A%x
Y1>Y2 Ay
x1 = xz
Y1 <Y Ay
X1 > X Ax sen(a)
yi=Yy
1 2 x; < Xy Ax sen (a)

Tabla 2. Distancias Pape.
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PaPer

Dado los puntos A = (x1,y1) ¥ B = (x3,¥,) Y a, Se generan casos, uno donde se tiene que
X1 <X Nyg <y, Vi, <xqy ANy, <y;,yparael segundo caso se tiene que,

X1 <x3 ANyy >y, Vi, <x1 Ny, > yq,ycuando se tiene x; = x, V y; = y,, Una vez visto
esto se pueden realizar estrategias algebraicas, de la siguiente forma, y la deduccion de cada

caso sale homologa a los ya presentados en los sistemas anteriores.

llustracion 24. Caso 2 PaPer.
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Para el caso 1 se tiene como ecuacion para la distancia,

d(4,B) = \/A%2x tan2(180 — a) + A%y — (2tan(180 — a) Axy Sen (180 — a)),

Para el caso 2 se tiene como ecuacion para la distancia,

d(A,B) = \/Azx tan?(a) + A%y — (2tan(a) Axy Sen (a)).

La demostracion que estas son una distancia resulta analoga a la presentada en el caso PaPa.

Y12 Y2 \/Azx tan?(180 — @) + A%y — (2tan(180 — a) Axy Sen (180 — a))
Y1 <Y \/Azx tan?(a) + A%y — (2tan(a) Axy Sen (a))
Y1>¥2 JA%x tan?(a) + A%y — (2 tan(a) Axy Sen (a))

X, < Xy
Y1<Y2 | [A2xtan2(180 — a) + A2y — (2tan(180 — a) Axy Sen (180 — a))
Y1>Y2 Ay

X1 = X2
Y1 <Yz Ay
X, > X, Ax tan(a)

Y=Y
x; < Xy Ax tan(a)

Tabla 3. Distancias PaPer.
PePa

Dado los puntos A = (x1,y1) y B = (x3,y2) Y a, para este sistema no se presentan casos

por lo tanto su distancia viene dada por la siguiente ecuacién, y la deduccion de la ecuacién

de distancia es anéloga a las ya presentadas en los sistemas anteriores, se presenta también

su configuracion en la ilustracion 26.
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llustracion 25. Caso PePa.

d(4,B) = \/A%x + A%y Sen (a)).

La demostracion que esta es una distancia resulta analoga a la presentada en el caso PaPa.

Y1>Y2 JA2x + A2ySen?(a)
X1 > Xy
Y1 <Yz JA2x + A2ySen?(a)
Y1>Y2 JA2x + A2ySen?(a)
X1 < Xy
Y1 <Y JAZx + A2ySen?(a)
Y1>Y2 Ay sen(a)
X1 = X2
Y1 <Yz Ay sen(a)
X1 > Xy Ax
V1=
x1 < Xy Ax
Tabla 4. Distancias PePa.
PePe

Dado los puntos A = (x4,v1), B = (x3,y,) Y a, Se generan casos, el primero es donde se

tiene que x; < x, Ay, <y, Vx, < x1 Ay, < yq, para el segundo caso se tiene que

X1 <% Nyqy >y, Vx, < x4 Ay, > yq, Una vez visto esto se pueden realizar estrategias

algebraicas, de la siguiente forma.
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llustracion 27. Caso 2 PePe.

Para el caso 1 se tiene como ecuacion para la distancia,

d(4,B) = Csc(180 — a){/A%x + A%y — (2 Axy Cos (180 — a)),

Para el caso 2 se tiene como ecuacion para la distancia,

d(A4,B) = Csc(a)/A2x + A%y — (2 Axy Cos (@)).

La demostracion que estas son una distancia resulta analoga a la presentada en el caso PaPa.

X1 > X, 1> Y2 Csc(a)/A2x + A%y — (2 Axy Cos (180 — a))
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Y1 <Y Csc(180 — a)\/A2x + A2y — (2 Axy Cos (a))
Y1>Y2 Csc(180 — a)\/A2x + A2y — (2 Axy Cos (a))
X1 < Xy
Y1 < Y2 Csc(a)/A2x + A%y — (2 Axy Cos (180 — a))
1> Y2 Csc(a) Ay
x1 == xZ
Y1 <Y Csc(a) Ay
X; > Xy Csc(a) Ax
Y1=Yy
! 2 X1 < Xy Csc(a) Ax
Tabla 5. Distancias PePe.
Perpa

Dado los puntos A = (x1,v1), B = (x3,y,) Y @, Se generan casos, el primero se tiene que
X1 <X ANyp <y2 Vi, <xq ANy, <y;,paraun segundo caso se tiene que
X1 <x3 ANyg >y, Vxy <xq Ay, >y, Una vez visto esto se pueden realizar estrategias

algebraicas, de la siguiente forma.

llustracion 28. Caso 1 PerPa.
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llustracion 29. Caso 2 PerPa.

Para el caso 1 se tiene como ecuacion para la distancia,

d(4,B) = \/A%x + A%y Tan(180 — a) — 2 Axy Sen (180 — a) Tan(180 — a),

Para el caso 2 se tiene como ecuacion para la distancia,

d(4,B) = \/Azx + (A%y Tan(a)) — 2 Axy Sen (a) Tan(a).

La demostracion que estas son una distancia resulta analoga a la presentada en el caso PaPa.

Y122 VA2x + A2y Tan(180 — ) — 2 Axy Sen (180 — ) Tan(180 — a)
X1 > Xy
Y1 <Y2 JAZx + A%y Tan(a) — 2 Axy Sen (@) Tan(a)
Y122 JA2x + A%y Tan(a) — 2 Axy Sen (@) Tan(a)
Y1<Y2 VA2x + A2y Tan(180 — &) — 2 Axy Sen (180 — a) Tan(180 — )
Y1>Y2 Ay Tan(a)
X1 = Xy
Y1 <Yz Ay Tan(a)
X1 > Xy Ax
Y1=DY2
X1 < Xy Ax

Tabla 6. Distancias PerPa.
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PerPer

Dado los puntos A = (x4,y1), B = (x3,¥,) Y @, Se generan dos casos, uno donde se tiene que
X1 <x ANyg <y, Vi, <xq Ny, <y, parael segundo caso se tiene que
X1 <% ANyy >y, Vxy <xqy Ay, >y, Una vez visto esto se pueden realizar estrategias

algebraicas, de la siguiente forma.

vl

7 S

llustracion 30. Caso 1 PerPer.

llustracion 31. Caso 2 PerPer.

Para el caso 1 se tiene como ecuacion para la distancia,

d(4,B) = ArcTan(a),/A%x + A2y — 2 Axy Cos (a),
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Para el caso 2 se tiene como ecuacion para la distancia,

d(A,B) = ArcTan(180 — a)/A%x + A%y — 2 Axy Cos (180 — a) .

La demostracion que estas son una distancia resulta analoga a la presentada en el caso PaPa.

Y122 ArcTan(a)/A%x + A2y — 2 Axy Cos (a)
Y1 <72 ArcTan(180 — a)/A2x + A%y — 2 Axy Cos (180 — @)
Y122 ArcTan(180 — a)/A%x + A%y — 2 Axy Cos (180 — a)
Y1 <Y2 ArcTan(a)/A%x + A2y — 2 Axy Cos (a)
Y1>Y2 ArcTan(a) Ay

x1 = xz
Y1 <2 ArcTan(a) Ay
X1 > Xz ArcTan(a) Ax

Vi=Yy

o X < Xy ArcTan(a) Ax

Tabla 7. Distancias PerPer.
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Construccidn de la ecuacion de distancia para espacios no usuales.

El analisis del espacio se observan distintas formas en las que se puede determinar la ecuacion
de distancia entre dos puntos, adicionales a las mostradas en el marco tedrico, para empezar
sobre el espacio se construyen planos paralelos y perpendiculares a los planos que se

muestras en la ilustracion 33.

llustracion 32. Nuevo sistema para el espacio.

En la construccion del espacio se tendrd esta nueva configuracion donde el eje Z sera
perpendicular al plano determinado por los ejes X, Yy, con esta configuracion se tiene que los
planos determinados por los ejes X, z y y, z seran perpendiculares al plano X, y, asi que el
angulo que se modificara es el determinado entre los plano x, zy y, z, tal como lo muestra la

ilustracion 34.
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llustracion 33. Sistemas de coordenados espacio.

A su vez, se seguira con la convencion de colores para el tipo de plano que se trazard, esto es
los planos que se vean de color morado seran los que contiene las rectas de los ejes
coordenados, el color rosa serd un plano perpendicular por la componente coordenada
correspondiente a su propio eje, el color verde sera para un plano paralelo al plano opuesto
de la componente de la coordenada por la componente, y el de color naranja que sera un
plano perpendicular al plano opuesto por la componente de la coordenada, como se muestra
en la ilustracion 35.
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llustracion 34. Ejemplo de localizacién de punto.
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Modificacion de un angulo.

Ya que existe la posibilidad de modificar, tres angulos diedros en el espacio se decide la
modificacién de uno de ellos, en este caso se modificara el comprendido entre los planos X,
ZYyYy, z, de este modo el eje Z, se mantendra de forma perpendicular al plano comprendido
entre los ejes x, y, asi se tendrdn los siguientes casos y haciendo una extension de la
nomenclatura utilizada en los planos hacia los espacios, por otro lado estos se encuentran
apoyados con applets en la pagina oficial de Geogebra donde se puede interactuar con los

mismo de ser necesario, para una mejor comprension del espacio formado.
PaPaPe

Dado los puntos A = (x4,v1,21)y B = (x3,¥2,2,) Y a, Se generan algunos casos, el
primero donde se tiene que x; < x, Ay; <y, Vx, < x; Ay, < yq, Un segundo caso sera
cuando x; < x, Ay; >y, Vxy, < x4 Ay, > yq, también cuando

X1 = X3, Y1 = Y2, Z1 = Z, UNa Vez Visto esto se pueden realizar estrategias algebraicas y
geomeétricas en busca de la distancia entre los puntos A4, B, de la siguiente forma.

Se mostrara el caso donde x; < x, Ay; <y, Vx, <x; Ay, <y, NO se tendré en cuenta

elcasode Z, < Z, V Z{ > Z, ya que Az es el mismo para cada caso.

llustracion 35. Caso 1 PaPaPe.

38


https://www.geogebra.org/m/pDFGtAan

Para ayudar con la visualizacion se trazan las rectas de interseccion entre los planos antes
mostrados ilustracion 36, tal como lo muestra la ilustracion 37.

llustracion 36. Interseccion entre plano para deduccion PaPaPe.

Ahora bien se puede construir los puntos Ay, B; sobre el plano x,y, en este plano ya

conocemos d(A;, B;) dado por la ecuacién ya mencionada en el sistema PaPa, de la

siguiente forma d(A;, B;) = y/A%x + A%y — 2Axy Cos (180 — @) , esto se puede ver la
ilustracion 38.
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llustracion 37. Deduccion distancia sistema PaPaPe.

De esta forma se pueden establecer algunas equivalencias como d(A;, B;) = d(4,E) ya
que estas se determinan por rectar paralelas a su vez es posible encontrar que £ es recto ya
que es la interseccion entre rectas perpendiculares de la siguiente forma, tal como lo

muestra la ilustracion 39.

llustracion 38. Ultimo paso de la deduccion sistema PaPaPe.
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De acé y con ayuda del tridngulo A, E, B, al ser rectangulo se puede obtener d(A, B) por

medio del teorema de Pitagoras, de la siguiente manera,

(al(A,B))2 = (JA%x + A2y — 2Axy Cos (180 — a))z + A%z,
(d(4,B))" = A2x + A%y — 2Axy Cos (180 — a) + A2z,

(d(4,B))" = A%x + A%y — 2Axy Cos (180 — a) + AZz,

d(4,B) = \JA%x + A%y — 2Axy Cos (180 — a) + A2z

i) d(A,B) = 0.

Este es verdadero ya que si vemos en su deduccion al utilizar el teorema de Pitdgoras tenemos

(d(4, B))2 el valor de d(4, B) al estar elevado al cuadrado siempre sera positivo.

ii)d(4,B) =0,Sii A = B.

JA2x + A2y — 2Axy Cos (180 — @) + A2z = 0 Sii,A = B
Entonces esto es verdad ya que:
A’x = 0,yaque, Ax = |x, —x;] = 0, porque x, = xq,
A*y = 0,yaque, Ay = |y, —y;|l = 0, porque y, = y;,
A’z =0,yaque, Az = |z, — z;| = 0, porque z, = z,,

Asi que reemplazando lo anterior en la ecuacion tendremos que.

O+ 0—2(0)Cos (180 —a) + 0 = 0.
iii) d(A,B) = d(B, A).
Para este punto se tiene que, Ax = |x; — x| = |x, — x;| de igual forma para Ay y Az, de esta

forma tendremos la misma distancia sin importar su orden, apoyado en la siguiente propiedad

del valor absoluto |x; — x| = |—(x1 — x2)| = |xy — x4].
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iv) d(4,B) < d(4,C) + d(C,B).

Donde A = (x,y,2),B = (x1,y1,Zz1) Y C = (x3,¥,,2,) Se tiene lo siguiente por las
definiciones de delta, ademas se debe cumplirque x < x, < x; Yy <y, <y; Y
z <z, <Z.

Ax = |x — x4],

Ax; = |x — x5],

Axy = |x3 — x4],

Ay =y =yl
Ay, = |y - }’2|,
Ay, = |y, — il

Az = |z — z4],
Az, = |z — 75|,
Az, = |z — 74,
Axy = |x — x| * [y — y1l,
Axy; = |x — x| * |y — ¥2l,
Axy, = |xz — x1] * |y2 — y1l,

Con lo anterior se quiere demostrar que

d(A,B) < /A%xy + A%y, — 2Axy; Cos (180 — a) + A%z + /A%x, + A%y, — 2Axy, Cos (180 — a) + A%z
1

Para su demostracion hace falta aplicar la desigualdad de Minkowski mencionada y
demostrada en el marco teorico.
De tal forma que,
a; = A%x; + A%y, — 2Axy, Cos (180 — a) + A%z
b; = A?x, + A%y, — 2Axy, Cos (180 — a) + A%z,
Para asi tener la desigualdad de la siguiente manera:
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(a; + b )% < (ai)% + (bi)%

1 1
A2x, 4+ A%y, — 2Axy; Cos (180 — &) + A%z, + A2x, + A%y, — 2Axy, Cos (180 — @) + A2z, < (a;)Z+ (b))2

1 1
\/Ale + A%x, + A%y, + A2y, + A2z; + A2z, — (2 Cos (180 — ))(Axy; + Axy,) < (a)Z+ (b;)2

JA2x + A2y + A2z — (2 Cos (180 — a)) (Axy) < (ai)% + (bi)%

1 1
JA2x + A2y + A%z — 2Axy Cos (180 — @) < (a)z + (b))
Por ultimo se tiene que efectivamente.
d(A,B) < d(A,C) + d(C,B).

De forma analoga es posible encontrar y demostrar que d (4, B) cuando

X1 < X /\yl > Vo V.XZ < Xq /\yz > 4T también si X1 =Xy, Y1 =Y2, Z1 = Zy, CON la

configuracion de la ilustracion 40.

llustracion 39. Caso 2 PaPaPe.
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Para el caso 2 se tiene como ecuacion para la distancia,

d(A,B) = \/Azx + A%y — 2Axy Cos (a) + A%z .

Zy > 7 JAZx + A2y — 2Axy Cos (180 — a) + A2z
Y z1 < 7 JAZx + A2y — 2Axy Cos (180 — a) + A2z
o Zy > Zp JAZx + A%y — 2Axy Cos () + A%z
sy zy < Z JA2x + A2y — 2Axy Cos () + A%z
Zy > 7 JAZx + A2y — 2Axy Cos () + A%z
< e z1 < Z JA2x + A%y — 2Axy Cos (@) + A%z
e - zy > 7 JA2x + A2y — 2Axy Cos (180 — a) + A2z
e z; <z JA2x + A2y — 2Axy Cos (180 — a) + A2z
Zy > 7 JA%y + A2z
Y1 >Y2 7 <7 Ny
o n> 2, N
s Z1 < Z; A%y + A%z
. Z1 > 2Zy \/m
B It o
T M ey
R Ty
Y1>Y2 VA2x + A%y — 2Axy Cos (180 — a)
o Y1 <Y VA2x + A2y — 2Axy Cos (a)
aTn y1>Y2 JA2x + A%y — 2Axy Cos (a)
s V1 <Yz VA2x + A%y — 2Axy Cos (180 — a)

Tabla 8. Distancias PaPaPe.
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PaPePe

Dado los puntos A = (x1,¥1,21), B = (x3,¥2,2,) Y «, para esta configuracion no se

presentan casos lo cual se aprecia en la ilustracién 41, por lo tanto su distancia viene dada

por la ecuacion.

llustracion 40. Caso PaPePe.

d(A,B) =/ A%y + Sen?(a)A%x + A2z,

Z1> 27y \ A2y + Sen?(a)A%x + A2z
Y1> Y2
21 <2z, \ A2y + Sen?(a)A%x + A2z
X1 > Xy
Zy > Z; \ A2y + Sen?(a)A%x + A%z
Y1 <Y
z1<2; J A%y + Sen?(a)A%x + A2z
zy > 7, J A%y + Sen?(a)A%x + A2z
y1>Y2
z1<2; J A%y + Sen?(a)A%x + A2z
Zy > 2y J A%y + Sen?(a)A%x + A2z
Y1 <Yz
z1 <2z J A%y + Sen?(a)A%x + A2z
X1=X2 | Y1>)2 Z1 > 7 A%y + A2z
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z <7 VAZy + A2z
Z) > 7y VAZy + A2z
Y1 <Yz
Zq < Zy \/m
A ) JSen?(a)A%x + A2z
X1 > Xy
21 <2, JSen?(a)A%x + A2z
Yi=DY2
A ) JSen?(a)A%x + A2z
X1 < Xy
z1<2; JSen2(a)A%x + A2z
y1>Y2 JA%y + Sen?(a)A%x
X1 > Xy
Y1 <Y JA%y + Sen?(a)A%x
Zl = Zz
Y1>Y2 JA%y + Sen?(a)A%x
X < Xy
Y1 <Y JA2y + Sen?(a)A%x

Tabla 9. Distancias PaPePe.
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PaPerPe

Dado los puntos A = (x41,y1), B = (x3,¥2) Y @, se generan dos casos, uno donde se tiene que
X1 <X Nyp <y, Vxy, <x; ANy, <yy,Yparael segundo caso Se tiene que,
X1 <Xy Nyy >y, Vx, < x4 ANy, > yq, Una vez visto esto se pueden realizar estrategias

algebraicas, de la siguiente forma.

llustracion 41. Caso 1 PaPerPe.
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llustracion 42. Caso 2 PaPerPe.

Para el caso 1 se tiene como ecuacion para la distancia,

d(A,B) = JAzx tan2(180 — ) + A%y — (2tan(180 — a) Axy Sen (180 — a)) + A2z

Para el caso 2 se tiene como ecuacion para la distancia,

d(A,B) = \/Azx tan?(a) + A%y — (2 tan(a) Axy Sen (a)) + A%z,

#1122 J A%x tan?(180 — @) + A%y — (2 tan(180 — a) Axy Sen (180 — @)) + A2z
Y1>Y2
7y < 7, J A%x tan?(180 — @) + A%y — (2tan(180 — a) Axy Sen (180 — a)) + A%z
X1 > Xy
4> 2 \/ A%xtan®(a) + A%y — (2 tan(a) Axy Sen (a)) + A%z
Y1 <Y o
N \/ Axtan®(a) + A%y — (2 tan(a) Axy Sen (a)) + A%z
7> 2 J A%xtan®(a) + A%y — (2 tan(a) Axy Sen (a)) + A%z
Y1>Y2
x; < Xy 7 <2 J A%xtan?(a) + A%y — (2 tan(a) Axy Sen (a)) + A%z
v1 <Y, Z1 > 7, JAZx tan?(180 — @) + A%y — (2tan(180 — a) Axy Sen (180 — a)) + A%z
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2, < 2, JAzx tan?(180 — @) + A%y — (2tan(180 — a) Axy Sen (180 — a)) + A%z
Z1 > 2 VA%y + A%z
Y1>Y2
X, =X
! 2 Z1 > Zy /Azy + A2z
Y1 <Y
71 <7, VA%y + A%z
Z1 > 7y JTan?(a)A%x + A2z
=y 7, < 7, JTan?(a)A%x + A2z
1= )2
o< Z1 > 7 JTan?(a)A%x + A2z
1 2
z1 <2 JTan?(a)A%x + A2z
Y1>Y2 | \/A2xtan?2(180 — a) + A%y — (2tan(180 — a) Axy Sen (180 — a))
X1 > X,
Y1 <Y \/Azx tan?(a) + A%y — (2 tan(a) Axy Sen (a))
Zl = ZZ
Y1>)2 VA%x tan2(a) + A%y — (2 tan(a) Axy Sen (a))
X1 < Xy
Y1 <Y \/Azx tan?(180 — a) + A%y — (2tan(180 — a) Axy Sen (180 — a))

Tabla 10. Distancias PaPerPe.
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PePaPe

Dado los puntos A = (x4,v1,21), B = (x3,¥2,2,) Y «, para esta configuracion no se

presentan casos por lo tanto su ecuacion de distancia viene dada por la ecuacion.

llustracion 43. Caso PePaPe.

d(4,B) = \/A%x + A%y Sen (a)) + A%z.

zZy > 2y J A%2x + A2ySen?(a) + A2z
y1>Y2
z1 <2z J A%2x + A2ySen?(a) + A2z
X > Xy
Zy > 2y JA2x + A2ySen?(a) + A2z
Y1 <Yz
z21<72; J A%x + A2ySen?(a) + A%z
Z1> 7 J A%x + A2ySen?(a) + A%z
Y1 > Y2
X1 < X 21 <7 V A2x + A%2ySen?(a) + A2z
Y1 <Y Z1 > 7 V A2x + A%2ySen?(a) + A2z
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z <7 J A%2x + A2ySen?(a) + A2z
zy > 7 JA2ySen?(a) + A%z
Y1>Y2
z1<2; JA2ySen?(a) + A2z
xl = xz
A ) JA2ySen?(a) + A2z
Y1 <Y
21 <2, JA2ySen?(a) + A2z
7, > 7, JAZx + A2z
X1 > Xy
Z1 < Zy VA%2x + A%z
Vi=DY2
- Z1 > Zy VAZx + A2z
X1 < X
7, < 2z, JAZx + A2z
Y1>Y2 J A%x + A2ySen?(a)
X1 > Xy
Y1 <Y2 J A%x + A2ySen?(a)
Z1 = Zy
Y1>Y2 J A%x + A2ySen?(a)
X1 < Xy
Y1 <Y2 J A%x + A2ySen?(a)
Tabla 11. Distancias PePaPe.
PePePe

Dado los puntos A = (x1,¥4,21), B = (x3,¥2,2,) Y @, e generan dos casos, uno donde se

tiene que x; < x, Ay; <y, Vx, <x; Ay, <y, para el segundo caso se tiene que

X1 <Xy ANy1 >y, Vx, < x4 ANy, > yq, Una vez visto esto se pueden realizar estrategias

algebraicas, de la siguiente forma.
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llustracion 44. Caso 1 PePePe.

llustracion 45. Caso 2 PePePe.

Para el caso 1 se tiene como ecuacion para la distancia,
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d(A,B) = Csc(a)\/Azx + A%y — (2 Axy Cos (a)) + A%z,

Para el caso 2 se tiene como ecuacion para la distancia,

d(A,B) = Csc(180 — a)\/Azx + A2y — (2 Axy Cos (180 — a)) + A2z

Z1 > 2 Csc(a)\/Azx + A%y — (2 Axy Cos (@) + A%z
Y1>Y2
Z1 < Zp Csc(a) [A2x + A2y — (2 Axy Cos (a)) + A%z
X1 > Xy
21> 22 | (sc(180 — a)\/Azx + A2y — (2 Axy Cos (180 — @) + A%z
Y1 <Yz
71 <72 | Csc(180 — a) [A2x + A%y — (2 Axy Cos (180 — ) + A%z
21> 22 | (sc(180 — a)JAzx + A2y — (2 Axy Cos (180 — @) + A%z
1> Y2
71 <72 | Csc(180 — a)JAZx + A%y — (2 Axy Cos (180 — @) + A%z
X1 < Xy
Z1 > 22 Csc(a) [A2x + A2y — (2 Axy Cos (a)) + A%z
Y1 <Y
A < VA 2 2 2
Csc(a)\/A x + A%y — (2 Axy Cos (a)) + A%z
Z1 > Zy Csc(a)y/ A%y + A2z
Y1>Y2
Z1 < Zy Csc(a)y/ A%y + A2z
X1 = X2
Z1> 2y Csc(180 — a)/A%y + A2z
Y1 <Y
z1 < Zy Csc(180 — a) /A%y + A2z
Z1 > 2Zy Csc(a)yA%x + A%z
X1 > Xy
Z1 < Zy Csc(a)yA%x + A%z
Yi=DY2
Z1 > 7y Csc(180 — a)/A%x + A%z
X < Xy
z1 < 7y Csc(180 — a)+/A%x + A%z
S Vi > Yo Csc(a)/A%x + A2y — (2 Axy Cos (a))
X1 = X3
V1 <Yy Csc(180 — a){/A%x + A2y — (2 Axy Cos (180 — a))
Zl = ZZ
- V1> Yo Csc(180 — a){/A%x + A2y — (2 Axy Cos (180 — a))
X1 < X2
V1 <Yy Csc(a)/A%x + A2y — (2 Axy Cos (a))

Tabla 12. Distancias PePePe.
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PerPaPe

Dado los puntos A = (x1,¥1,21), B = (x2,¥,,22) Y @, Se generan dos casos, uno donde se
tiene que x; < x, Ay, <y, Vx, < x; Ay, < y;, para el segundo caso se tiene que
X1 <Xy Ny1 >y, Vx, <x1 Ay, > yq, Una vez visto esto se pueden realizar estrategias

algebraicas, de la siguiente forma.

llustracion 46. Caso 1 PerPaPe.

llustracion 47. Caso 2 PerPaPe.
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Para el caso 1 se tiene como ecuacion para la distancia,

d(4,B) = \/(A2x + (A%y Tan(180 — a) — (2 Axy Sen (@) Tan(180 — @)) + A2z,

Para el caso 2 se tiene como ecuacion para la distancia,

d(4,B) = \/A%x + (A2y Tan(a) — (2 Axy Sen (a) Tan(a)) + A2z,

Z1 > 7, V(A2x + (A%y Tan(180 — @) — (2 Axy Sen (@) Tan(180 — a)) + A2z
Y1>)2
z1 < Zy V(A2x + (A%y Tan(180 — @) — (2 Axy Sen (@) Tan(180 — a)) + A2z
Z1 > 7, J(A%x + (A%y Tan(a) — (2 Axy Sen () Tan(a)) + A%z
Y1 <)
71 < Z; V(A2x + (A%y Tan(a) — (2 Axy Sen (a) Tan(a)) + A2z
VAR S) V(A2x + (A%y Tan(a) — (2 Axy Sen (a) Tan(a)) + A2z
Y1>Y2
z1 < 2z, J(A2%x + (A%y Tan(a) — (2 Axy Sen () Tan(a)) + A%z
Z1 > 7, V(A2x + (A%y Tan(180 — @) — (2 Axy Sen (@) Tan(180 — a)) + A2z
Y1 <)2
z1 < Zy V(A2x + (A%y Tan(180 — a) — (2 Axy Sen (@) Tan(180 — a)) + A2z
zZ, >z, JA2y Tan(a) + A%z
Y1>Y2
7z, < 7, VA2y Tan(a) + A%z
x1 = xz
zZ, >z, JAZy Tan(a) + A%z
Y1 <)z
7z, < z, JA2y Tan(a) + A%z
Z,>2; VAZx + A2z
71 < 7, VA%x + A%z
Vi =Y
Zy > 7y VAZx + A%z
X < Xy
7, < Zy VAZx + A%z
V1> Yo V(A2x + (A2y Tan(180 — &) — (2 Axy Sen (@) Tan(180 — ))
V1 <Y2 J(A2x + (A%y Tan(a) — (2 Axy Sen () Tan(a))
Zl = Zz
< V1 >Y2 J(A2%x + (A%y Tan(a) — (2 Axy Sen (a) Tan(a))
X1 < X2
V1 < Vs (A%x + (A?y Tan(180 — a) — (2 Axy Sen («) Tan(180 — a))
Tabla 13. Distancias PerPaPe.
PerPerPe

Dado los puntos A = (x1,v1,21),B = (x2,V5,2,) Y @, Se generan dos casos, uno donde se

tiene que x; < x, Ay, <y, Vx, <x; Ay, <y, para el segundo caso se tiene que

X1 <% Nys >y, Vx, < x4 Ay, > yq, Una vez visto esto se pueden realizar estrategias

algebraicas, de la siguiente forma.
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https://www.geogebra.org/m/ArmZAw2g

llustracion 48. Caso 1 PerPerPe.

llustracion 49. Caso 2 PerPerPe.

Para el caso 1 se tiene como ecuacion para la distancia,

d(A,B) = ArcTan(a),/A2x + A2y — 2 Axy Cos () + A%z,

Para el caso 2 se tiene como ecuacion para la distancia,

d(A,B) = ArcTan(180 — a){/A%x + A%y — 2 Axy Cos (180 — a) + A?z.
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Z1 > 7 ArcTan(a)/A%x + A%y — 2 Axy Cos () + A%z
St 7z, <z, ArcTan(a)/A%x + A%y — 2 Axy Cos (a) + A%z
e zZy > 7, ArcTan(180 — a)\/AZx + A%y — 2 Axy Cos (180 — a) + A%z
s 71 < 7, ArcTan(180 — a){/A2x + A%y — 2 Axy Cos (180 — a) + A2z
2 > 7, ArcTan(180 — a),/A%x + A%y — 2 Axy Cos (180 — @) + A2z
Yz z, < 2z, ArcTan(180 — a)\/Azx + A%y — 2 Axy Cos (180 — a) + A%z
s Z) > 2z, ArcTan(a)/A%x + A2y — 2 Axy Cos (a) + A%z
=y 2, < 2, ArcTan(a){/A%x + A2y — 2 Axy Cos (a) + A%z
Z, >z, ArcTan(a)\/m
= 7z, < Zy ArcTan(a)\/m
T Zy > 7, ArcTan(a)\/m
sy 21 < 2, ArcTan(a)\/m
Z1 > 2 ArcTan(a)yA?x + A%z
o 71 <z, ArcTan(a)m
= Z > 2, ArcTan(a)\/m
s 7z, <7, ArcTan(a)yA%x + A%z
Y1> Y2 ArcTan(a)\/A%x + A2y — 2 Axy Cos (a)
o y1<y2 ArcTan(180 — a)\/Azx + A%y — 2 Axy Cos (180 — )
aTe Y1> Y2 ArcTan(180 — a),/A%x + A2y — 2 Axy Cos (180 — a)
s Y1 <2 ArcTan(a),/A%x + A%y — 2 Axy Cos (a)

Tabla 14. Distancias PerPerPe.
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CONCLUSIONES

Un aspecto importante es ver como en muchos documentos se presentan las distancias por
medio de una transformacion lineal o algebraica de tal forma que se lleva a aplicar la ecuacién
de la distancia usual, asi que no se respeta o tiene en cuenta el sistema en el que se encuentra,

siendo esto una desventaja para la generalizacion.

A lo largo de la deduccidn de las ecuaciones se perciben las equivalencias con los sistemas
de coordenadas polares y cilindricas, asi que se vislumbra la importancia que tiene el estudio
de la trigonometria, por ende este tipo de ejercicios son de apoyo para el estudio de la
Geometria Analitica o en un curso de Pre-Calculo donde se llevan a cabo este tipo de
transformaciones y construcciones, ya que brinda herramientas para abordar caminos de

construccion equivalentes.

El uso de un software como Geogebra brindo la facilidad de modelacién de los sistemas
propuestos tanto de los planos como en los espacios, ayudando en la deduccidn y verificacion
de cada una de las ecuaciones de distancia desarrolladas, por otro lado es importante que para

cada sistema propuesto se logro deducir una ecuacion de distancia.

Asi mismo es importante que el trabajo al enmarcarse en un tema tan complejo como la
distancia, a la hora de sus desarrollos se reduce a un tema menos complejo como la solucion
de tridngulos con ayuda de la trigonometria, entonces se puede percibir como un tema mas

sencillo de lo que parece.

Asi pues la culminacion de este trabajo me permitié poner en juego los conocimientos
adquiridos a lo largo de la carrera, encontrando errores y dificultades que desde la vista de
estudiante se pueden llegar a cometer, enriqueciendo asi el sendero de ensefianza que se
puede abordar a la hora de ejercer la docencia, también me permitidé ver que acerca de este
tema es muy poco lo que sea escrito de manera formal, asi que hay mucho por escribir y
estudiar, puesto que estos aspectos estudiados se hacen tanto en clases de la linea de la
geometria y la aritmética de la universidad pero estos resultados no se formalizan, asi que los

desarrollos del tema solo existen algunos trabajo de grado que se trabajaron en simultanea a
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este, con la esperanza que sea visto como una base para la construccion de plano y espacios

que enriquezcan el trabajo en la universidad.
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CUESTIONES ABIERTAS.

A lo largo de la investigacion cronoldgica de la construccion de la distancia se presentan
vacios como ejemplo en la construccion del plano cartesiano, ya que se da por entendido que
fue dedicado a Descartes, pero al indagar en documentos especificos y de historia
relacionados con el tema de la distancia se encuentra que no se especifica quien fue el autor
de dicho plano, asi que muchos documentos se deja como un desarrollo colectivo de los
matematicos de la época, asi que queda abierto el seguir investigando al respecto para lograr

completar dicho vacio.

Por otro lado se puede pensar aparte de modificar el &ngulo determinado entre los ejes
coordenados, que los ejes no sean rectas, asi que se presentan algunas configuracién
tentativas para la medicacion de dichos ejes tal como en la ilustracion 51, ademas también se
puede reproducir el camino de este trabajo pero viéndolo con otros tipos de métrica tal vez

con alguna de las presentadas en el marco teorico.
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llustracion 50. Nuevos ejes coordenados.

Otro aspecto importante que se puede trabajar es determinar las trasformaciones lineales que
permitan llevar de un sistema, asi como las matrices de transformacidn se existen para asi

llegar a una generalizacion del plano y el espacio sin importar los tipos de ejes y localizacion.

Por ultimo un aspecto que hace falta determinar en los espacios no usuales es la modificacion
total de los angulos que lo determinan, a lo largo de la investigacion se logro apreciar que se
genera un plano que a partir de combinaciones de los casos de los planos se puede llegar a
generalizar por completo las ecuaciones del espacio, pero el inconveniente es determinar el
valor del angulo que en dicho plano se determina como se muestra en la ilustraciéon 52, y que

sea a partir de las cosas dadas.
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llustracion 51. Sistema coordenado con modificacion de los dngulos.
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