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2.Descripcion

El trabajo estd dirigido a docentes y estudiantes interesados en potenciar el Talento
Matematico en estudiantes mayores de 12 afios, especificamente se hallan diversas
tareas que aportan al desarrollo del talento en matematicas, organizadas por
capacidades. Se presentan inicialmente aspectos generales sobre el talento en
matematicas y su identificacién, y una recopilacion de diferentes capacidades asociadas
con el talento matematico teniendo en cuenta autores como de Guzman, Greens, Touron,
entre otros, privilegiando las expuestas por Krutetskii ya que se consideraron mas
generales e incluyen a las descritas por los demas autores. Las tareas que se exponen
fueron tomadas de la pagina Web del sitio espafol Estimulo al Talento Matematico
[ESTALMAT]. También se presenta(n) solucién(es) a las tareas presentadas y su
respectiva clasificacion segun la capacidad que potencia y segun el tipo de contexto del

problema (real, semireal, y matematicas puras).
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School children. En J. Kilpatrick e I. Wirszup (Eds.), Soviet Studies in the
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Mathematical Abilities.(pp.87-88) Estados_Unidos: University of Chicago Press.

4. Contenidos

El trabajo esta compuesto por tres capitulos:

El primero comprende los preliminares relacionados con la justificacion del trabajo, los

objetivos y la metodologia.

En el segundo capitulo se presenta el marco de referencia en dos partes principales. En la

primer parte se describe el Talento Matematico y su identificacibn asi como las




capacidades relacionadas. En el siguiente apartado del capitulo se desarrolla un cuadro
donde se expone las capacidades que fomentan el Talento Matematico de acuerdo a los
diferentes autores; en comparacion a las determinadas por Krutetskii. Ademas se
presenta una breve descripcidon de cada una de las caracteristicas propuestas por
Krutestkii.

En el tercer capitulo se presentan las tareas clasificadas segun la capacidad asociada y
se indica el tipo de tarea segun el contexto. Posteriormente se incluye la tarea junto con
una(s) posible(s) solucion(es) mediante las cuales se puede evidenciar la capacidad en la

gue se clasifico.

5. Metodologia

Se realiz6 una busqueda de referencias bibliograficas respecto al Talento Matematico y su
tratamiento, con el fin de apropiarse del tema y para decidir y concretar bajo qué
orientaciébn se iba a hacer la clasificacion de las capacidades, de este modo las
determinadas por Krutetskii (1979) fueron el referente mas influyente para dicha

clasificacion.

Para el desarrollo del proyecto se utilizaron diferentes tipos de pruebas y actividades
publicadas por el proyecto espafiol ESTALMAT en su sitio Web. Se realizé un cuadro
comparativo teniendo como base las capacidades matematicas descritas por Krutetskii
con algunas modificaciones que se consideraron con el fin de presentarlas de una manera

mAas precisa.

Finalmente se desarrollaron de las tareas seleccionadas para establecer cuéles

caracteristicas de talento matematico estan relacionadas con estas.

6. Conclusiones

Este trabajo nos permitio reflexionar respecto a situaciones que tal vez se presenten en el
aula y no estamos preparados, como por ejemplo cuando en el aula de clase se
encuentra un estudiante con capacidades superiores en el area de matematicas en

comparacion con sus compafieros, lo ideal seria, que en la enseflanza de las




matematicas, tener en cuenta las caracteristicas de los estudiantes y si se hallan nifios
con talento, atender a sus necesidades; consideramos que con este trabajo tendremos
herramientas para hacer que sus condiciones de excepcionalidad no pasen
desapercibidas durante la escuela. La busqueda bibliografica nos permitié fortalecer
nuestro conocimiento en tanto a la identificaciéon y fortalecimiento del Talento Matematico;
la meta como futuros docentes es ser mas que un guia para el estudiante, alguien que
sirve de intermediario para que se presente mas interés en las matematicas y afianzar las
altas capacidades. Capacidades que pueden trabajarse con tareas diversas las cuales no
tiene un algoritmo definido para resolver ampliando la creatividad de los estudiantes vy
haciendo que ellos planteen diferentes estrategias de solucion siendo asi una ayuda no

solamente para hacer calculos sino para afrontar retos y superarlos y asi divertirse.

Amaya Ochoa lvonne Daniela
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1. PRELIMINARES

1.1. JUSTIFICACION

Los maestros de matematicas, siempre se encuentran con alumnos (algunos,
pocos 0 muchos) caracterizados por su claridad o creatividad en la resolucion de
problemas, su habilidad en la ejercitacion de algoritmos, en la facilidad para hacer
conexiones, por su gusto al desarrollar las actividades propuestas, en general,
destacados por sus destrezas en mateméaticas que son las perseguidas en la
educacidbn en matematicas, estos estudiantes, al igual que quienes tienen
dificultades, requieren atencién en las aulas de clases de matematicas y en
general, del sistema educativo. El fallecido espafiol Miguel de Guzman (2006) en

su trabajo expone:

Con seguridad se encuentran en una comunidad escolar de
una de nuestras grandes ciudades 20 nifios entre 12 y 14

afos con un talento especial para las mateméticas.

¢Qué sucederad con ellos si no se les presta la debida
atencion? Muy probablemente transcurrirdn sus afos
escolares inadvertidos, frustrados, sin fruto para la sociedad,
por falta de un tratamiento adecuado; posiblemente van al

fracaso y a la inadaptacion por aburrimiento.

¢, Qué sucederia si se pudiera atender de algin modo a su
orientacién? Sin duda una gran satisfaccion personal para
ellos, un gran beneficio para la sociedad, una gran utilidad

para el avance de la ciencia y tecnologia. (p. 2)

Desde el ambito social, la atencién de los estudiantes con altas capacidades es un
tema de interés al que es importante prestarle atencion, puesto que, como plantea
Freiman (2006), esta poblacion representa un recurso unico intelectual de la

humanidad para la sociedad que no debe ser desaprovechado.
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Las razones anteriores son muestra de la importancia de centrar la atencion en los

estudiantes que tienen altas capacidades, especificamente, para nuestro caso, en

los estudiantes que son considerados talentosos en matematicas, puesto que:

v

En especifico, en esta area se suelen descuidar los estudiantes con talento
bajo la hipdtesis de que esta poblacion no necesita atencién especial y no

necesitan ayuda, ademas porque son mas aquellos que tienen dificultades.

Las habilidades matematicas suelen ser evaluadas en los test de
coeficiente intelectual, por tanto es necesario revisar qué es lo que se

considera tener un buen rendimiento en matematicas.

Las concepciones sobre la evaluacion del Talento Mateméatico ha

evolucionado, produciendo un salto de lo cuantitativo hacia lo cualitativo.

El National Council of Teachers of Mathematics en el documento An
Agenda for Action (1980) establece que “Los estudiantes mas olvidados, en
términos de alcanzar su potencial, son los estudiantes superdotados de

matematicas”. (p. 18)

De otro lado, ya de manera particular:

1)

2)

Uno de los autores de este documento (Daniela Amaya) fue estudiante del
Club de Matematicas de la Universidad durante tres semestres
consecutivos en 2006 y 2007.

En el ciclo de profundizacién del Proyecto Curricular Licenciatura en
Matematicas de la Universidad Pedagégica Nacional se incluye el
desarrollo de practicas pedagodgicas, entre las cuales esta la “practica
segun modalidad”. Uno de los autores del presente documento llevo a cabo
dicha préactica en la Institucion Educativa General Santander (Soacha,
Cundinamarca) con estudiantes identificados como talentosos en
matematicas mediante pruebas diagndsticas por parte de los docentes de la

institucion. En esta practica se pudo evidenciar que el trabajo que
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usualmente se desarrolla con estos estudiantes en el aula de clases regular
no es el adecuado, entre otras razones porque estos niflos son
frecuentemente desatendidos (jYa entienden!). Los profesores en general,
no los identifican (muchas veces se confunde al estudiante juicioso con el
estudiante talentoso) y cuando lo hacen, se encuentran desprovistos de
tareas que puedan proponerles para desarrollar sus capacidades. Cuando
el maestro en formacion esta interesado en generar propuestas educativas
para estos estudiantes se encuentra también con inconvenientes, uno de
ellos es que, aunque hay actividades referidas al desarrollo del talento,

estas no estén clasificadas segun las capacidades que potencian.

Con base en esta experiencia y en lo anteriormente presentado, surge el interés
por desarrollar el trabajo de grado que se presenta, recopilando un conjunto de
tareas seleccionadas de trabajos ya publicados relacionados con el tema de
Talento Matematico que se constituyan en herramienta para la atencion a

estudiantes considerados talentosos en matematicas.

La principal idea de esta monografia es proporcionar un documento con un
conjunto de tareas matematicas y una caracterizacion de las mismas a partir de
las capacidades que potencien en pro de aportar en la atencion a estudiantes

talentosos en matematicas en las aulas.
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1.2. OBJETIVO GENERAL

Recopilar y clasificar, segun la capacidad matematica, un conjunto de tareas

dirigidas a la atencién del talento en matematicas.

1.2.1. OBJETIVOS ESPECIFICOS

1. Determinar los componentes de la capacidad matematica referidos al

talento en matematicas a partir de la revision bibliogréfica.

2. Asignar capacidades mateméaticas asociadas a las diferentes tareas

propuestas para el tratamiento del Talento Matemaético.

3. Clasificar las tareas segun su contexto: Matematicas puras,

semirreal, situaciones de la vida real.

4. Proveer al Departamento de Matematicas un documento dirigido a
los maestros en formacion que se constituya en una herramienta que
contribuya al desarrollo de sus practicas pedagdgicas asociadas al
tratamiento del Talento Matematico o en general, a los profesionales

interesados en el tema
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1.3. METODOLOGIA

Este trabajo hace parte de la Linea Actividades Matematicas para el Desarrollo de
Procesos Lagicos en la Formacion de Nifios Talentosos en Matematicas del Grupo
de Algebra de la Universidad Pedagdgica Nacional y responde a los intereses de
ella. Para su desarrollo se utilizaron, fundamentalmente, tareas propias del
proyecto de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales (Espafia)
Estimulo al Talento Matematico: “ESTALMAT":

En principio se hizo una busqueda de referencias bibliograficas respecto al Talento
Matematico y su tratamiento, con el fin de apropiarse del tema asi como de decidir
y concretar bajo qué orientacion se iba a hacer la clasificacion de las tareas a
seleccionar, de este modo las capacidades determinadas por Krutetskii (1979

citado en Orton, 1990) fueron el referente elegido para dicha clasificacion.

Para el desarrollo de la parte central del trabajo se realizé un cuadro comparativo
de capacidades descritas por diferentes autores teniendo como base las
capacidades matematicas descritas por Krutetskii; para clarificar la interpretacion
de cada capacidad se tuvieron en cuenta capacidades o caracteristicas del
Talento Matematico segun varios autores, construyendo asi una base mas sélida
para utilizar al momento de la clasificacion, después se consultaron diferentes

tipos de pruebas y actividades propuestas por ESTALMAT.

Luego, se resolvieron cada una de las tareas entre los autores del trabajo, algunos
con la asesora, buscando validar si las caracteristicas asignadas correspondian o
no, lo cual llevo de nuevo a precisar qué se comprendia por cada una de ellas,
por tanto se reviso el documento original de Krutetskii para saber qué capacidades
como tal fueron propuestas por él, teniendo en cuenta esto, ciertas caracteristicas
fueron ligeramente modificadas de nuevo y se resolvié describirlas de manera mas

concreta para asi aclarar a qué se refiere cada una.

'Un espacio para estimular el talento precoz en las matematicas; ESTALMAT comienza en 1998 en la
Comunidad de Madrid, el autor de la idea del proyecto fue el Doctor Miguel de Guzman Ozamiz y la Real
Academia de Ciencias lo lleva adelante con el patrocinio de la Fundacién Vodafone Espafia. Actualmente se
desarrolla no solo en Madrid sino en Andalucia.
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Teniendo en cuenta la solucion de tareas se clasificaron segun las capacidades
matematicas que se supone, potencian. Lo cual se decidia observando el método
utilizado para la solucion de la tarea, después de resolver las tareas se hacia una
retrospeccion sobre lo que habia implicado su solucion, revisando cada una de las

capacidades listadas y argumentando a favor o en contra.

Posteriormente teniendo en cuenta el enunciado y la solucion de las tareas, se
propuso otro tipo de clasificacion, segun el tipo de contexto o referencia
(Skovsmose, 2000).

Finalmente, de acuerdo con cada caracteristica propuesta por Krutetskii, se
elaboré una tabla en donde aparece la tarea, su clasificacion segun el tipo de
referencia y de qué documento se tomg; la solucion de las tareas se encuentra

posteriormente y en ocasiones se presenta mas de una solucion.
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2. MARCO DE REFERENCIA

Este capitulo esta estructurado de la siguiente manera:

En la primera parte se explican los fundamentos tedricos y planteamientos de
varios autores en relacion con el Talento Matemético, se da una revision general
de la relacion del Talento Matematico y las capacidades asociadas segun los

diferentes autores estudiados.

En la siguiente parte del capitulo, teniendo en cuenta la revision teorica, se
presenta un cuadro donde se exponen las capacidades anteriormente

mencionadas en comparacion con las capacidades determinadas por Krutetskii.

Luego, se hace mencion al tipo de tarea segun la referencia o contexto de la

misma, esto es: realidad, semirrealidad o matematicas puras.

Teniendo en cuenta que se puede presentar variedad de capacidades o talentos

nos centraremos en el Talento en matematicas.

2.1. TALENTO MATEMATICO Y CARACTERISTICAS

Uno de los exponentes sobre el talento mas reconocidos es Howard Gardner. Los
tipos de talentos propuestos por este psicélogo, estan fundamentados en su
modelo de las Inteligencias Multiples. Entre estos talentos encontramos el talento

matematico el cual se puede describir desde esta teoria.

Gardner (1993, citado en_Prieto, M., Ferrandiz, C., Ballester, P., Lépez, O., Garcia,
A., Gonzélez, M., 2002), “en su obra titulada “Mentes Creativas”, trata de analizar
diferentes perfiles de individuos que se han destacado en alguna de las areas del
saber y cuyos aportes al mundo de la cultura han sido extraordinarias y, por tanto,
considerados por los expertos como talentos” (p.66). Entre los diferentes talentos y
sus caracteristicas, segun lo investigado por este autor, encontramos el Talento

matematico. Para Gardner, las personas con talento matematico muestran desde
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su infancia una buena inteligencia logico-matematica consistente en realizar
calculos, cuantificar, considerar proporciones, establecer y comprobar hipotesis y
llevar a cabo operaciones matematicas complejas. Cientificos, matematicos,
ingenieros, e informaticos son algunas de las personas que demuestran manejar

bien los mecanismos implicitos en esta inteligencia.

Freiman (2006) define al alumno con Talento Matematico como aquel que
pregunta espontaneamente cuestiones que van mas alla de las tareas
matematicas que se le plantean, busca patrones y relaciones, construye nexos,
lazos y estructuras matematicas, localiza la clave de los problemas, produce ideas
originales, valiosas y extensas, mantiene bajo control los problemas y su
resolucién, presta atencion a los detalles, desarrolla estrategias eficiente, cambia
facilmente de una estrategia a otra, de una estructura a otra, piensa de modo

critico y persiste en la consecucion de los objetivos que se propone

Por otra parte, Sdnchez (2006) define a las personas con Talento Matematico

como aquellas que:

Se caracterizan por disponer de elevados recursos de
representacion y manipulacion de informaciones que se
muestran en la modalidad cuantitativa o numérica. Suelen
representar cuantitativamente todo tipo de informacion, bien
sea matematica o de otro tipo. Las personas que poseen un
buen razonamiento matematico disfrutan especialmente con la
magia de los numeros y sus combinaciones, son personas
capaces de encontrar y establecer relaciones entre objetos que

otros no suelen encontrar. (p.30).

No obstante estos intentos por caracterizar el talento en matematicas, ha sido
dificil de determinar qué se entiende especifica y de manera unanime por talento
matematico, a pesar de que hay aspectos en comun. Autores como Diaz, Feijoo,
Pasarin y Rodriguez (2004) consideran que la forma més sencilla de definir el
Talento Matematico es la de considerarlo como la capacidad matematica que se

sitia en un nivel intelectual muy superior.
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Segun Ingvar Wederlin (1958, citado en Diaz, Feijoo, Pasarin y Rodriguez, 2004,

p.84) la capacidad matematica esta dada por cuatro aspectos esenciales:

e La habilidad para comprender la naturaleza de los problemas, simbolos,
métodos y reglas matematicas.

e La aptitud para aprenderlas, retenerlas en la memoria y producirlas.

e La facilidad para combinarlas con otros problemas, simbolos, métodos y
reglas.

e La competencia para emplearlas en la resolucibn de tareas

matematicas.

Por su parte Krutetskii (1969.Trad. 2013), en el estudio que hizo en un grupo de
nifios en donde se encontraban algunos con talento en mateméticas observé sus
procesos cognitivos mientras trabajaban con un conjunto de problemas, y puso
gran atencion a la tendencia de preferir formas de pensamiento visuales-
espaciales o una forma l6gico-analitica de parte de otros. Encontré tres fases en el
desarrollo del pensamiento abreviado (generalizacion, razonamiento abreviado y
estructuras generalizadas abreviadas) y descubrié que los estudiantes talentosos
parecen pensar sobre las matematicas de forma cualitativamente diferente, y
poseen algunas destrezas de resolucion de problemas de los matematicos

adultos.

Krutetskii (1969, Trad. 2013) enumero algunas caracteristicas que suelen darse en
los nifios mas dotados para las matematicas (o0 en términos actuales, talentosos

en matematicas), las que estan relacionadas con la capacidad para:

e Percibir y emplear informacion matematica y captar la estructura interna de
los problemas.

e Pensar con claridad y economia al resolver un problema.

e Emplear simbolos con facilidad y flexibilidad, asi como invertir procesos
matematicos facilmente.

e Recordar informacibn matematica general, métodos de resolucién de

problemas y principios de planteamiento.
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Krutetskii encontré que algunos estudiantes poseen una mente “analitica”, piensan
en términos verbales y l6gicos; otros una mente ‘geométrica” esto es, con un
enfoque visual o grafico y por ultimo algunos estudiantes que poseen una mente
“armoénica” capaces de combinar caracteristicas de la mente analitica y la

geomeétrica.
Ademas Krutetskii concibid los componentes de la capacidad matematica asi:

e Capacidad para extraer la estructura formal del contenido de un problema
matematico y para operar con ella.

e Capacidad para generalizar a partir de resultados matematicos.

e Capacidad para operar con simbolos, incluyendo nimeros

e Capacidad para conceptos espaciales, exigidos en ciertas ramas de las
matematicas.

e Capacidad de razonamiento ldgico.

e Capacidad para abreviar el proceso de razonamiento.

e Capacidad para ser flexible al pasar de un enfoque a otro

e Capacidad para lograr claridad, simplicidad, economia y racionalidad en las
argumentaciones y pruebas matematicas.

¢ Una buena memoria para el conocimiento y las ideas matematicas.

Asi mismo, de Guzman (2006), expone las caracteristicas sefialadas por Carole
Greenes (1981, citada en de Guzman, 2006), para ayudar a la identificacion del

talento en matematicas; estas son:

e Capacidad especial para la resolucién de problemas.
e Formulacion espontanea de problemas

e Flexibilidad en el uso de datos

e Habilidad para la organizacion de datos

¢ Rigqueza de ideas

e Originalidad de interpretacion

e Habilidad para la transferencia de ideas

e Capacidad de generalizacion
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Algunos investigadores resaltan que los nifilos con talento en matematicas en
edades tempranas centran gran atencion al conteo, el estudio de las formas y
juegos como puzles, rompecabezas, dibujos y disefios (Castro, E., Maz, A,
Benavides, M.,y Segovia, I., 2006).

Por otro lado Straker (1998, citado en Castro, E., Maz, A., Benavides, M., y
Segovia, I., 2006) propuso algunas caracteristicas del talento en matematicas para

los nifios en los primeros afios del colegio:

e Un gusto por los niumeros, incluyendo su uso en cuentas y rimas.

¢ Una habilidad para argumentar, preguntar y razonar, utilizando conectivos
l6gicos: si entonces, asi, porque, uno u otro, o, etc.

e Modelos o esquemas que revelan el equilibrio o simetria.

e Precision en la colocacion de juguetes; por ejemplo, coches ordenados
dispuestos en filas, mufiecas ordenadas segun el tamario.

e Uso de criterios sofisticados para separar y clasificar.

Disfrutar con los rompecabezas y otros juguetes en construccion.

Freiman (2006, citado en Diaz, O., Sanchez, T., Pomar, C. y Fernandez, M.,
2008, pp.2-3 ) sefala diferentes rasgos del Talento Matematico que se pueden
prever o sugerir en un nifio significativamente adelantado en esta disciplina,
sirviendo estas sefiales para una apropiada identificacién y evaluacion del posible
Talento Matemético. Se puede identificar previamente como Talento Matematico a

aguel nifio que:

e Pregunta espontaneamente.

e Busca patrones y relaciones

e Construye nexos, lazos y estructuras matematicas.
e Localiza la clave de los problemas.

e Produce ideas originales, valiosas y extensas.

¢ Mantiene bajo control los problemas y su resolucion.
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e Presta atencion a los detalles.

e Desarrolla estrategias eficientes.

e Cambia facilmente de una estrategia a otra, de una estructura a otra.

e Piensa de modo critico y persiste en la consecucion de los objetivos que

se propone.

Las caracteristicas propuestas por Miller (1990 citado en Ramirez, R., 2012) a
tener en cuenta en la busqueda de talento matematico, resalta la habilidad inusual
para entender las ideas matematicas y razonar matematicamente entre otras

cualidades:

e Entusiasmo inusual y una gran curiosidad sobre la informacién numérica

e Rapidez para aprender, entender y aplicar las ideas matematicas

e Habilidad especial para trabajar de forma abstracta y ver relaciones entre
objetos matematicos.

e Gran capacidad para pensar y trabajar con problemas matematicos de una
forma flexible y creativa.

e Especial destreza para transferir los conocimientos adquiridos a nuevas

situaciones matematicas.

Por ultimo, Tourén (1998, citado en Diaz, O., Feijoo,M., Pasarin, J., y Rodriguez,
L., 2004) incluye nueve caracteristicas definitorias del talento matematico.

¢ Rapidez de aprendizaje, captan facilmente los conceptos matematicos y
la estructura de los problemas.

e Flexibilidad en los procesos mentales requeridos para la actividad
matematica. Muestran gran facilidad para encontrar soluciones
alternativas y plantear matematicamente diversas situaciones.

e Generalizacion y transferencia. Gran capacidad para transferir los
aprendizajes a situaciones o0 contextos nuevos.

e Capacidad de abstraccion. Gran facilidad para el pensamiento abstracto

y analitico.
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e Reduccion del proceso de razonamiento matematico. Simplifican el
razonamiento matematico para obtener soluciones racionales vy
economicas.

e Pensamiento logico. Gran capacidad para establecer conexiones entre
los conceptos matematicos a partir de la reconstruccion de procesos.

e Memoria matematica para las relaciones, las -caracteristicas, los
meétodos, los principios y los simbolos matematicos. No se trata de una
simple memorizacion de datos inconexos, sino de recuperacion de

ideas, principios u operaciones significativas.

Hasta aqui se han presentado distintos listados de caracteristicas de Talento
Matematico, consideradas por diferentes personajes, asi que, buscando relacionar
las diferentes caracteristicas de Talento Matemético, se elabord el siguiente
cuadro, tomando como referencia las caracteristicas presentadas por Krutetskii
relacionandolas con algunas de las caracteristicas mostradas_anteriormente, en
algunos casos se encontraran espacios en blanco ya que en la descripcion del
autor comparativo no habia caracteristica relacionada a la presentada de
Krutetskii.
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KRUTETSKII (1976)

Capacidad para extraer la estructura
formal del contenido de un problema
matematico y para operar con ella.

Capacidad para generalizar o hacer
procesos inductivos, detectando lo que
es de mayor importancia, abstrayendo
lo irrelevante e identificando lo que es
comun.

Capacidad para operar con simbolos,
incluyendo niumeros

Una capacidad para abreviar el proceso
de razonamiento.

Capacidad para conceptos espaciales,
exigidos en ciertas ramas de las
matematicas
Capacidad de
deductivo.

Capacidad para ser flexible al pasar de
un enfoque a otro, establecer
conexione y reconstruir procesos .

Capacidad de inversion de procesos.

razonamiento logico

Una buena memoria para el
conocimiento ylas ideas matematicas
asi como una aptitud de aprenderlas

TablalKrutetskii VS Wenderlin

WERDERLIN (1958)

W1. La habilidad para comprender la naturaleza de
los problemas, simbolos, métodos y reglas
matematicas

W3. La facilidad para combinarlas con otros
problemas, simbolos, métodos y reglas.

W1. La habilidad para comprender la naturaleza de
los problemas, simbolos, métodos vy reglas
matematicas

W4. La competencia para emplearlas matematicas en
la resolucion de tareas matematicas.

W3. La facilidad para combinarlas con otros
problemas, simbolos, métodos y reglas.

W2. La aptitud para aprender las matematicas,
retenerlas en la memoria y reproducirlas.
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KRUTETSKII (1976)

Capacidad para extraer la estructura
formal del contenido de un problema
matematico y para operar con ella.

Capacidad para generalizar o hacer
procesos inductivos, detectando lo que
es de mayor importancia, abstrayendo lo
irrelevante e identificando lo que es
comun.

Capacidad para operar con simbolos,
incluyendo nimeros

Una capacidad para abreviar el proceso
de razonamiento.

Capacidad para conceptos espaciales,

exigidos en ciertas ramas de las
matematicas
Capacidad de razonamiento légico

deductivo.

GREENES (1981)

G3. Habilidad para organizar datos. Cuando a un
estudiante talentoso se le proponen problemas que
contienen conjuntos de datos, tienden a organizarlos
en listas o tablas, con el fin de descubrir pautas o
relaciones y estar seguros de agotar todas las
posibilidades

G5. Habilidad para generalizar. Examinan las cosas a
conciencia, observan relaciones entre ellas y son
capaces de generalizar estas relaciones

G3. Habilidad para organizar datos. Cuando a un
estudiante talentoso se le proponen problemas que
contienen conjuntos de datos, tienden a organizarlos
en listas o tablas, con el fin de descubrir pautas o
relaciones y estar seguros de agotar todas las
posibilidades
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Capacidad para ser flexible al pasar de
un enfoque a otro, establecer conexione
y reconstruir procesos.

Capacidad de inversion de procesos.

Una buena memoria para el

conocimiento ylas ideas matematicas

asi como una aptitud de aprenderlas
Table 2Krutetskii VS Greenes

G1. Formulacion espontanea de problemas. Cuando
a un alumno se le presenta una situacion, genera
preguntas sobre ella que dan lugar a nuevos.

G2. Flexibilidad en el manejo de datos. Tienden a
utilizar gran variedad de estrategias para resolver
problemas. Con los problemas que corresponden un
determinado tipo de algoritmo no se limitan a utilizarlo
sino que utilizan estrategias alternativas que permiten
una simplificacion del problema.

G4. Fluidez de ideas. Pueden pesar ideas divergentes
y hacer asociaciones Unicas. Esto puede
manifestarse en clase por un retraso en la respuesta
gque no estara causado por la imposibilidad de
resolver el problema sino porque el alumno ha
detectado ambigiiedades en el problema o ve que sus
soluciones son mdltiples, o quizas esta considerando
estrategias alternativas para resolverlo.

G6. Habilidad para la transferencia de ideas. Son
capaces de aplicar informacién aprendida en un
contexto a un problema en un contexto diferente.

G7. Originalidad de interpretacién. Son capaces de
salirse de lo obvio y visualizar cosas desde
perspectivas diferentes.
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KRUTETSKII (1976)

Capacidad para extraer la estructura
formal del contenido de un problema
matematico y para operar con ella.

Capacidad para generalizar o hacer
procesos inductivos, detectando lo que
es de mayor importancia, abstrayendo lo
irrelevante e identificando lo que es
comun.

Capacidad para operar con simbolos,
incluyendo nimeros

Una capacidad para abreviar el proceso
de razonamiento.

Capacidad para conceptos espaciales,

exigidos en ciertas ramas de las
matematicas
Capacidad de razonamiento ldgico
deductivo.

Capacidad para ser flexible al pasar de
un enfoque a otro, establecer conexione
y reconstruir procesos.

Capacidad de inversion de procesos.
Una buena memoria para el

conocimiento ylas ideas matematicas asi
como una aptitud de aprenderlas

Table3Krutetskii VS Miller

MILLER (1990)

M1. Capacidad de ver los patrones y relaciones
matematicas

M1. Capacidad de ver los patrones y relaciones
matematicas

M6. Alta capacidad de pensar y trabajar de forma
abstracta.

M4. Capacidad de transferir el aprendizaje a las
nuevas situaciones matematicas que no han sido
ensefiadas. M5. Capacidad de pensar y trabajar de
forma abstracta, en forma flexible, creativa

M3. La rapidez en el aprendizaje, la comprension y
aplicacion de ideas matematicas
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KRUTETSKII (1976)

Capacidad para extraer la estructura
formal del contenido de un problema
matematico y para operar con ella.

Capacidad para generalizar o hacer
procesos inductivos, detectando lo que
es de mayor importancia, abstrayendo lo
irrelevante e identificando lo que es
comun.

Capacidad para operar con simbolos,
incluyendo niumeros

Una capacidad para abreviar el proceso
de razonamiento.

Capacidad para conceptos espaciales,

exigidos en ciertas ramas de las
matematicas
Capacidad de razonamiento ldgico
deductivo.

Capacidad para ser flexible al pasar de un
enfoque a otro, establecer conexione y
reconstruir procesos.

TOURON (1998)

T1. (...) Captan facilmente los conceptos matematicos
y la estructura de los problemas.

T3. Generalizacion y transferencia. Gran facilidad para
transferir los aprendizajes a situaciones o contextos
nuevos.

T6. Pensamiento légico. Gran capacidad para el
pensamiento logico utilizando simbolos matematicos.

T4.Capacidad de abstraccion. Gran facilidad para el
pensamiento abstracto y analitico.

T5. Reduccién del proceso de razonamiento
matematico. Simplifican el razonamiento matematico
para obtener soluciones racionales y econémicas.

T6. Pensamiento légico. Gran capacidad para el
pensamiento logico utilizando simbolos matematicos.

T2. Flexibilidad en los procesos mentales requeridos
para la actividad matematica. Muestran gran facilidad
para encontrar soluciones alternativas y plantear
matematicamente diversas situaciones.

T3 Generalizacion y transferencia. Gran facilidad para
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Capacidad de inversion de procesos.

Una buena memoria para el conocimiento
ylas ideas matematicas asi como una
aptitud de aprenderlas

Table4Krutetskii VS Tourdén

Con lo anterior puede deducirse que la clasificacion puede no ser Unica dada la estrecha relacion que existe entre
algunas caracteristicas, por lo que algunas de estas estan incluidas en mas de un cuadro; se observa en las tablas
comparativas las caracteristicas propuestas por Krutetskii consideran mas aspectos, respecto a las de Wenderlin y
Greens, y mas sintéticas, respecto a las de Touron, por estas razones, seran estas caracteristicas, las de Krutetskii las

gue se utilizaran para el desarrollo de este trabajo.

transferir los aprendizajes a situaciones o contextos
nuevos.

T9. Memoria matematica para las relaciones, las
caracteristicas, los meétodos, los principios y los
simbolos matematicos. No se trata de una simple
memorizacion de datos inconexos, sino de
recuperacion de ideas, principios u operaciones
significativas.

T7. Habilidad para la inversién de procesos mentales
en el razonamiento matematico. Gran facilidad para
establecer conexiones entre los  conceptos
matematicos a partir de la reconstruccion de procesos.

T1. Rapidez de aprendizaje. (...)

T8. Memoria matematica para las relaciones, las
caracteristicas, los métodos, los principios y los
simbolos matematicos. No se trata de una simple
memorizacion de datos inconexos, sino de
recuperacion de ideas, principios u operaciones
significativas
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Asi, con el animo de presentar qué se entiende por cada una de las

caracteristicas, se expondra una breve descripcion de cada una ellas.

e Capacidad para extraer la estructura formal del contenido de un problema
matemaético y para operar con ella:

Se entiende como la habilidad de comprender los problemas como tal, manipular y
entender los conceptos matematicos necesarios para establecer relaciones,

meétodos y reglas que aporten a la solucién de dicho problema.

La habilidad para comprender los problemas, simbolos, métodos y reglas
matematicas, para organizar datos, establecer pautas o relaciones.

Capacidad de captar los conceptos matematicos y la estructura de las tareas.

e Capacidad para generalizar o hacer procesos inductivos, detectando lo
gue es de mayor importancia, abstrayendo lo irrelevante e identificando
lo que es comun:

Esta capacidad se refiere a la habilidad para establecer relaciones, pautas y
patrones, pasar de examinar un objeto o conjunto de objetos restringido a
examinar un conjunto mas extenso que lo incluya. Para empezar con el estudio de
una determinada tarea y asi llegar a una generalizacién es necesario particularizar
teniendo en cuenta las caracteristicas de la situacion para asi hacer una induccion
de leyes o reglas y asi sistematizar.

Kaput (1999, citado en Merino, E., Cafadas, M. C. y Molina, M., 2012) define la

generalizacion como:

Extender deliberadamente el rango de razonamiento o
comunicacibn méas alld del caso o casos considerados,
identificando explicitamente y exponiendo similitud entre casos,
o0 aumentando el razonamiento o comunicacidon a un nivel
donde el foco no son los casos o situacion en si mismos, sino
los patrones, procedimientos, estructuras, y las relaciones a lo

largo y entre ellos.(pp.3-4)
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e Capacidad para operar con simbolos, incluyendo niameros:

Esta capacidad se refiere a la habilidad para manipular simbolos de tal manera
gue sea relevante para la comprension y la solucion de la tarea, puesto que
también puede referirse a la capacidad de expresar dicha tarea apoyandose en la

sintaxis matematica.

Segun Tolschinsky (1993 citado por Alcala, 2002) a la actividad de registrar
hechos o0 mensajes se le llama simbolizacion notacional la cual permite la

comunicacién de significados.

e Una capacidad para abreviar el proceso de razonamiento:

Se refiere a la capacidad para hacer que el proceso de razonamiento sea mas
simple, es decir, lograr que al enfrentarse a una situaciébn no conlleve a la

realizacion de muchas tareas sino al contrario poder economizar el procedimiento.

e Capacidad para conceptos espaciales, exigidos en ciertas ramas de las
matemaéticas:

Se refiere a la capacidad de reconocer patrones, imagenes, ubicaciones,
movimientos o cualidades espaciales de los objetos, asi como codificar y
decodificar informacion de estos en contextos concretos (imagenes) y abstractos

(descripciones).

Habilidad de abstraccion y andlisis de conceptos y objetos matematicos,

especificamente necesarios en la comprension espacial.

e Capacidad de razonamiento logico deductivo:

Permite resolver problemas légicos, prever y planear, también contribuye a la
comprension de la ciencia y de las matematicas. El razonamiento l6gico deductivo
implica la capacidad para extraer de las premisas la conclusion légica (Vasquez,
2013).
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En otras palabras es el modo de pensamiento por el cual se concluye a partir de
proposiciones que se toman como premisas, a una proposicion que resulta (la

tesis), en virtud de las reglas logicas.

e Capacidad para ser flexible al pasar de un enfoque a otro, establecer
conexiones y reconstruir procesos:

Habilidad para combinar las matematicas con situaciones diversas en contextos

nuevos.

Csikszentmihalyi (1998, citado por Sequera, E. 2007) dice que la flexibilidad se
opone a la rigidez, a la inmovilidad, a la incapacidad de modificar
comportamientos, actitudes y puntos de mira, a la imposibilidad de ofrecer otras
alternativas o de variar en la ruta y en el método emprendido. Hay flexibilidad en la
riqueza de la argumentacion cuando una persona, para defender su posicion, no

usa un solo argumento sino mucho y variados.

Permite la utilizacion de diversas estrategias y la busqueda de diferentes
resultados en la resolucion de un problema es la desarticulacion de esquemas

rigidos, que consiste en descomponer el todo en sus partes.

e Capacidad de inversiéon de procesos:

Habilidad para revertir un proceso mental. Permite tener una visiébn completa de un
proceso analizando opuestos complementarios. Implica resolver problemas en
cualquier presentacion, considerando tanto los elementos como la totalidad. Al
completar tablas con faltantes en diversas columnas, al resolver operaciones
incompletas o al plantear problemas, el alumno puede desarrollar esta habilidad
(Gonzélez, 2011).
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e Unabuena memoria para el conocimiento y las ideas matematicas; asi
como aptitud para aprenderlas:

Capacidad de almacenar conocimientos mateméaticos (algoritmos, teoremas,
leyes, definiciones) y encontrar el momento adecuado para aplicarlas a la solucion
de cierta tarea. La importancia de la memoria en las matematicas radica en como

y en qué momento aplicar los conocimientos en las estrategias.

2.2. TAREAS Y TIPOS DE TAREAS

Para Christiansen y Walther (1986, citado en Da Ponte, 2004), cuando se esta
implicado en una actividad, se realiza determinada tarea. La tarea puede ser
formulada por el profesor y propuesta al estudiante, puede surgir por iniciativa del
propio estudiante y hasta puede ser negociada entre el profesor y el estudiante.
De este modo cuando un estudiante esta inmerso en la actividad matematica, esta
realizando cierta tarea. El profesor no dispone de medios para intervenir
directamente en la actividad al referirse a algo interno, propio o mental del
estudiante pero puede y debe preocuparse de la formulacion de las tareas, del

modo de proponerlas y de dirigir su realizacion en el aula.

De este modo se presentan ambitos diferentes en los cuales se involucra el
estudiantes para poder enfrentarse a una tarea, inmerso en un proceso de
investigacion y explicacion, en el cual se distinguen tres tipos de referencia
(Skovsmose, 2000), referencia a las matematicas puras, a una semirrealidad y a
situaciones de la vida real que se refieren al contexto de la tarea.

Cuando las preguntas y procesos matematicos se refieren exclusivamente a las
matematicas se refiere a un contexto en las mateméaticas puras, si hay una
realidad construida, es decir se manejan conceptos de la realidad pero se
modifican o0 crean situaciones alrededor de esta se hace referencia a una
semirrealidad y si se trabajan eventos cotidianos se refieren a situaciones de la

vida diaria.
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De este modo las tareas que se presentan mas adelante se clasificaran también

segun el tipo de referencia o contexto que se distingue.

3. TAREAS QUE POTENCIAN EL TALENTO MATEMATICO

Las tareas que se presentan a continuacion fueron tomadas de la pagina Web de
ESTALMAT de las pruebas de ingreso, ademas de las actividades que se
desarrollan en los diferentes programas de ESTALMAT. Se presenta una sigla con

el fin de especificar el autor y el documento de donde fue tomada cada tarea.

AUTOR DISPONIBLE EN SIGLA

Hernandez, J. (s.f.) Para abrir | http://www.uam.es/personal_pdi/cie
boca. EN: ESTALMAT-Madrid | ncias/ehernan/Talento/JoaquinHern

andez/01linicio.pdf. (RIEIRINEL
Hernandez, J. (s.f.) http://www.uam.es/personal pdi/cie
Empezando a contar. EN: ncias/ehernan/Talento/JoaquinHern (HERN2)
ESTALMAT-Madrid andez/03contando.pdf
Callejo,M.(s.f) Maximos y http://www.uam.es/personal pdi/cie
minimos geomeétricos.EN: ncias/ehernan/Talento/MLuzCallejo/ (CALL)
ESTALMAT-Madrid. 02maxmingeom.pdf
Callejo,M.(s.f)Fichas, bolas, http://www.uam.es/personal_pdi/cie
muebles, nimeros y tableros. | ncias/ehernan/Talento/MLuzCallejo/ (CALL2)
EN: ESTALMAT-Madrid. 03fichas.pdf
Hernandez, J. (s.f.) http://www.uam.es/personal pdi/cie
Divisibilidad y restos. EN: ncias/ehernan/Talento/JoaquinHern (HERN3)
ESTALMAT-Madrid. andez/06divisibilidad.pdf
Adrian Rodrigo Escudero, http://www.platea.pntic.mec.es/csan
Problemas Taller De Talento chez/olimprab.htm. (ADRIAN)

Matematico Zaragoza

Maria Angeles Arroyo Rallye http://www.unizar.es/ttm/2008- )
Mathématique Sans Frontieres | 09/EnunciadosRallyTTM2009.doc (MARIA)

Maria Angeles Arroyo, Rallye | http://www.unizar.es/ttm/2010- )
Mathématique Sans Frontiéres | 11/EnunciadosRallyTTM2011.doc (MARIA 2)

Maria Angeles Arroyo, Rallye | http://www.unizar.es/ttm/2006- )
Mathématique Sans Frontieres | 07/Rally07.doc (MARIA 3)
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Primero se presentan las tareas clasificadas segun la capacidad matematica

asociada y se indica el tipo de tarea segun el contexto o tipo de referencia.

Posteriormente se incluye la tarea junto con su(s) posible(s) solucion(es) mediante

lo cual se puede evidenciar la capacidad en la que se clasifico la tarea.

Algunas veces hay mas de una solucion, en donde se pueden presentar unas mas

elaboradas y otras mas simples.
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3.1. CAPACIDAD PARA ABREVIAR EL PROCESO DE RAZONAMIENTO

Tarea Tipo de Autor
referencia

1. En un estanque hay cierto numero de

nenufares de manera que cada hora un nenufar

se divide en dos. Al cabo de 20 horas el estanque = Semirealidad CALL
esta completamente lleno de nenufares. ¢ Cuando

estuvo lleno justamente por la mitad?

2. Un gusano va subiendo por una pared de 2 m

de alta, partiendo del suelo de forma que en el dia HERN1
sube 50 cm pero en la noche se resbala y baja 10 | Semirrealidad

cm. Si empieza a subir el lunes a las 6 am.

¢,Cuando llega arriba?

3. Para ir de la ciudad A a la B se puede ir por

seis carreteras distintas y para ir de B a C por | Semirrealidad | HERN2
cuatro carreteras distintas. ¢Cuantos caminos

deferentes hay de AaC ?

4. ¢Cuantas "palabras" de una, dos o tres letras, | Semirrealidad | HERN2
podemos construir con las letras A, By C?

5. En un equipo de 11 jugadores hay que nombrar

capitan y 2do capitdn. ¢Cuantas elecciones | Semirrealidad | HERN2
posibles hay?

6. Con seis colores distintos, ¢ Cuantas banderas

de 3 franjas - una de cada color- podemos hacer? | Semirrealidad | HERN2
(podemos distinguir entre la franja de arriba y la

de abajo?

7. lgual que al anterior, pero en lugar de vista, la | Semirrealidad | HERN2
palabra basta.

8. ¢Cuantos tramos de carretera son necesarios

para unir siete pueblos? (un tramo de carretera | Semirrealidad | HERN2
sirve para unir dos pueblos).

9. Calcula de dos formas diferentes, el nimero de | Matematicas HERN2

diagonales de un poligono de 24 lados. puras
10. ¢Cuantos numeros naturales menores de | Matematicas HERN2
10.000 tienen todas sus cifras impares? puras
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3.1.2. SOLUCIONES

Tarea 1: En un estanque hay cierto numero de nenufares de manera que cada

hora un nenufar se divide en dos. Al cabo de 20 horas el estanque esta

completamente lleno de nendfares. ¢Cuando estuvo lleno justamente por la

mitad?

Solucién 1:

Ya que independientemente de la cantidad de nenufares que hay en principio

siempre se dividen en dos es decir manejan un crecimiento exponencial siguiendo

la siguiente ecuacion:

n2*:Numero de nenufares en el estanque a las x horas (1).

Siendo n el nimero inicial de nenufares y x las horas, pero el estanque esté lleno

a las 20 horas es decir:

n22%: Namero de nendfares cuando el estanque esta lleno.

1048576n: NUumero de nenufares cuando el estanque esta lleno.

Ahora necesitamos saber el cuando el estanque esta a la mitad

524288n: Numero de nenufares cuando el estanque esta a la mitad (2)
Igualando la ecuacion 1y 2 con el fin de saber en qué tiempo ocurre la situacion:

n2* = 524288n
Tenemos que:

2% = 524288
Ahora queda despejar x

x =log, 524288 = 19

Asi que el estanque estara lleno a la mitad de su capacidad en la hora 19.
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Solucioén 2: Por otro lado se pude hacer una tabla para asi encontrar un patrén o

método de ejemplificar mejor la situacion de la siguiente manera:

Hora Numero de nenufares
0 2°n=n
1 2'n
2 2’°n
3 23n
X 2% n

De este modo se tiene que el nimero de nenudfares en el estanque esta dado por
la expresién

2% n

Ahora si el estanque esta justamente por la mitad se tendria lo siguiente

2¥n

— 2x—1
> n

De donde se pude observar que a las x — 1y como estd completamente lleno a

las 20 horas entonces a las 19 horas esta lleno justamente por la mitad.

Solucién 3: Si el numero de nenufares del estanque se divide en dos cada hora,
es decir se duplica quiere decir que en la hora anterior debe haber justo la mitad
de numero de nenufares a las 20 horas, asi a las 19 horas es cuando se da esta

situacion.

Tarea 2: Un gusano va subiendo por una pared de 2 m de alta, pariendo del suelo
de forma que en el dia sube 50 cm pero en la noche se resbala y baja 10 cm. Si

empieza a subir el lunes a las 6 am. ¢ Cuando llega arriba?
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Solucioén 1: El gusano sube como tal 40 cm al dia asi que al cuarto dia; es decir,
el jueves, habra subido 160 cm en la noche, entonces el viernes en la noche

llegaria al recorrer los 40 cm faltantes.

Solucion 2: La situacién se puede abordar graficamente y teniendo en cuenta el

recorrido que hace el gusano por dia.

Viernes en la tarde<= 200cm = %)

Jueves en la tarde 4= 170cm
Jueves en la noche " 160 cm =>> 'Gf,)
Miercoles en la tarde = 130cm

Miercoles en la nochz:l: 120em =2 %)

Martes en la tard
Martes en la noche

90cm

80cm = %:’)
Lunes en la tarde 50cm '
Lunes en la nocheT 40cm == %’

Lunes y" )

Solucién 3: Realizar una tabla

Dia Recorrido Avance
En el dia: +50cm
Lunes En la noche:-10cm 40cm
En el dia: +50;
Martes 40cm+50cm = 90cm 80cm

En la noche -10m;
90cm-10cm = 80cm
En el dia: +50cm;

Miércoles 80cm+50cm = 130cm | 120cm
En la noche: -10cm;
130cm-10cm = 120cm
En el dia:+50cm;

Jueves 120cm+50cm = 170cm | 160cm
En la noche: -10cm;
170cm-10cm = 160cm
En el dia: +50;

Viernes Faltan 40cm asi que al | 200cm
terminar el dia llegaria
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En la tabla se puede observar que por dia avanza solo 40 cm, asi que, si son 200

cm por recorrer al quinto dia llegaria

Es decir, el viernes.

Tarea 3: Para ir de la ciudad A a la B se puede ir por seis carreteras distintas y
para ir de B a C por cuatro carreteras distintas. ¢ Cuantos caminos deferentes hay
deAacC?

Solucién 1: 24 CAMINOS

6 Caminos de A a B.

4 Caminos de B a C.
Teniendo en cuenta el punto de partida A — B hay 6 caminos al ir por el primero
hay 4 posibilidades para ir de B — C asi que con cada uno de los 6 caminos hay

estas 4 carreteras por tanto hay 24 caminos diferentes para ir de A hasta C.

Tarea 4: ¢ Cuantas "palabras” de una, dos o tres letras, podemos construir con las
letras A By C?

Solucién 1: 27 PALABRAS
1 Letras 3 “palabras “A-B- C
2 Letras 9 “palabras “AA-AB-AC-BA-BB-BC-CA-CB-CC
3 Letras 27 “palabras “

1 letra 3 palabras, con 2 letras serian las 3 palabras diferentes cada una

haciendo pareja con 3 letras asi que son 9 palabras (3x3).

Ahora con 3 letras son las 9 palabras anteriores adicionandoles 3 letras a
cada una de la palabra asi que serian 27 palabras siguiendo la siguiente

formula:
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Forman 3™ palabras n < 3 siendo n numero de letras.

Tarea 5: En un equipo de 11 jugadores hay que nombrar capitdn y 2do. capitan.

¢, Cuantas elecciones posibles hay?
Solucién 1: 110 Posibles elecciones.
Silos 11 jugadores se nombran del numero 1 al 11 de la siguiente manera:

Jugador 1, jugador 2, jugador 3,...... , jugador 11, y si se elige el jugador 1 como
capitan los otros 10 jugadores pueden ocupar el puesto de 2° capitan haciendo 10
posibles elecciones, con el jugador 1 como capitan , de esta manera cada jugador

ocupando el puesto de capitan serian 110 posibles elecciones en total ( 11x 10).

Ahora de otra manera son 11 jugadores y 2 puestos posibles, capitan y 2° capitan

asi que 11 permutado® 2, que es 110.

11P2 =110

Tarea 6: Con seis colores distintos, ¢ Cuantas banderas de 3 franjas una de cada

color se puede hacer? (Se puede distinguir entre la franja de arriba y la de abajo?
Solucion 1:

150 Banderas de 3 franjas

Teniendo en cuenta los siguientes colores:

ABCDE

Si A va arriba en el centro pueden estar 5 colores teniendo en cuenta cada una de

las franjas del centro de la siguiente manera:

A arriba B en el centro = 5 posibilidades
ABA
ABC
ABD

2 .z . . . .
Permutacion: Todas las posibles combinaciones de un conjunto de cosas.
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ABE
ABF

Si dejamos fija la franja de arriba cambiando la del centro hay 5 posibilidades, en
cada color (y son 5 colores) asi que teniendo al color A en la franja de arriba hay

25 banderas de tres franjas.

Ahora como los 6 colores pueden ir en la franja de arriba y cambiar posiciones

analogamente al paso anterior hay 150 banderas diferentes.

Tarea 7: .Igual que al anterior, pero en lugar de vista, la palabra basta.
60 Palabras

La palabra basta tiene dos letras repetidas B-A-S-T-A y las palabras a formar
difieren en su colocacion pero si a las dos “A” que tiene la palabra se les llama A,y
A,, B A;A, ST Y BA,A;ST son la misma palabra asi que es una permutacion sin
repeticién® donde el orden importa.

5!

oo - oY

2! Las veces que se repite A

1! Las veces que se repiten las letras BST

Tarea 8. ¢Cuantos tramos de carretera son necesarios para unir siete pueblos?

(un tramo de carretera sirve para unir dos pueblos).
21 Tramos de carretera 1

Teniendo los siete pueblos: A, B, C, D, E, F, G.

3 . . . s . .
Permutaciones sin repeticion: se tienen n numero de cosas que se pueden eleglr, yn,n;..ng, el numero

de repeticiones de cada elemento,( el orden importa). La férmula es:
n!

ny Xny X ... Xn!

41



Hay siete pueblos y se tiene que unir dos pueblos pero el tramo que une por
ejemplo a los pueblos Ay B es el mismo que una a B y A asi que es una

combinatoria® donde el orden no importa.
7C2 = 21

Tarea 9: Calcula de dos formas diferentes, el numero de diagonales de un

poligono de 24 lados.
Son 252 diagonales.

Soluciéon 1: Primer forma: Como son 24 lados, 24 vértices y la diagonal de un
poligono es un segmento que une dos vértices no consecutivos; de esta manera

serian las diferentes maneras de unir esos 24 vértices entonces:
24C2 =276

Pero en este caso se tendrian en cuenta los lados cuyos vértices son consecutivos
y por tanto hay que quitar esos 24 lados.

276 — 24 = 252

Soluciéon 2: De otra forma se puede decir que de cada vértice salen n — 3
diagonales ya que no se cuentan los consecutivos ni el mismo vértice, y como hay
24 vertices el niumero de diagonales serian n(n — 3) pero hay que dividir por dos
ya que si no se contaria dos veces cada diagonal por tanto el numero de
diagonales seria:

n(n—3) 24(21) 504

> 5 > = 252

Tarea 10: ¢ Cuantos nimeros naturales menores de 10.000 tienen todas sus cifras

impares?

4 . .z . ez . . ,
Combinacidn con repeticion: se tienen n numero de cosas que se pueden elegir donde n es el nimero de

cosas que puedes elegir, y eliges r de ellas(Se puede repetir, el orden no importa). La férmula es:
n+r—-1!

rl(n—1)!
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Solucién 1: 780 NUMEROS
Los de una cifra: 1, 3, 5, 7, 9 son 5 nidmeros

Los de dos cifras: 11, 13, 15, 17, 19/ 31, 33, 35, 37, 39/ 51, 53, 55, 57,59/ 71,
73,75,77,79/91, 93, 95, 97, 99 (los de una cifra combinados) 25 nimeros

Los de tres cifras:

Que empiezan con la cifra 1: 111, 113, 115... 25 Numeros
Que empiezan con la cifra 3: 25 Numeros
Que empiezan con la cifra 5: 25 Numeros
Que empiezan con la cifra 7: 25 Numeros
Que empiezan con la cifra 9: 25 Numeros

125 de tres cifras (los de dos cifras combinadas con cada uno)
Los de cuatro cifras

Que empiezan con la cifra 1: 1111, 1113, 1115... 125 NUmeros

Que empiezan con la cifra 3: 125 Numeros
Que empiezan con la cifra 5: 125 Numeros
Que empiezan con la cifra 7: 125 Numeros
Que empiezan con la cifra 9: 125 Nameros

625 de cuatro cifras (los de dos cifras combinadas con cada uno)

Ahora se suman los nimeros de una cifras, de dos, de tres y de cuatro; se cinco

no porgue 10.000 es numero par.

5+ 25+ 125+ 625 =780

Solucién 2: Como 10.000 es un namero par no cuenta asi que se deben contar
los nimeros hasta 9999 que es un niumero de cuatro cifras, asi que si tenemos en
cuenta las cifras impares: 1 35 7 9 es una .. Asi que se tienen en cuenta los

elementos y las posibilidades
Es decir:

51 = 5 Cinco cifras posibles y 1 posicién (nimeros de 1 cifras)
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52 = 25 Cinco cifras posibles y 2 posiciones (nimeros de 2 cifras)
53 = 125 Cinco cifras posibles y 3 posiciones (niimeros de 3 cifras)
5% = 625 Cinco cifras posibles y 4 posiciones (nimeros de 4 cifras)

51 +52 453 4 5% 4 55 =54254+125+ 625 =780

3.2. CAPACIDAD PARA EXTRAER LA ESTRUCTURA FORMAL DEL
CONTENIDO DE UN PROBLEMA MATEMATICO Y PARA OPERAR CON ELLA

Tarea Tipo de referencia | Autor

1. Los tres
circulos que

aparecen en la M
figura de la

derecha tienen M Matematicas Puras | MARIA
el mismo radio 2

de 5 cm. La
recta horizontal
pasa por los tres centros y la otra recta que es
tangente al tercer circulo, corta al segundo en los

puntos Ay B. Calcular AB.

2. Desde el punto mas alto A de un faro, situado a
40 metros sobre el nivel del mar, se observa el
horizonte. ¢ A qué distancia de la punta del faro se
encuentra aproximadamente el horizonte?

Indicacion: Se trata de Semirrealidad MARIA
calcular al distancia AT
(siendo T el punto de
contacto de una tangente
a la Tierra pasando por
A). Como sabéis, la
Tierra es redonda y la
vuelta al mundo es de
unos 40000 Km. (En el dibujo de aqui al lado, no
se respetan, evidentemente, las proporciones).

3.Consideremos los dos cocientes siguientes:

Area del triangulo equilitero ABC

xX=- - — Matematica pura  MARIA
Area del hexdgono regular AA’'BB'CC

(N
2 e ;///H



_ Perimetro del triangulo ABC
Y= &rea del hexagono AA'BB'CC’

Calcula el valorde x e y
4.Tres adultos y tres niflos tienen que atravesar = Semirrealidad MARIA

un rio en una barca tan pequefia que solo pueden

sentarse un adulto o dos nifos.

c,Cuadl es el ndmero menor de travesias

necesarias? (Una iday vuelta tiene dos travesias)

3.2.1. SOLUCIONES

Tarea 1: Los tres circulos que aparecen en la figura de la derecha tienen el mismo
radio de 5 cm. La recta horizontal pasa por los tres centros y la otra recta que es

tangente al tercer circulo, corta al segundo en los puntos Ay B.

Calcular AB.

Solucién:
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El triangulo OPQ es rectdngulo en Q al ser PQ tangente al circulo. Trazamos
desde R la recta perpendicular a PQ que corta enS. Como el angulo PQO es
congruente con el angulo PSR y los triangulos OPQ y RPS comparten el &ngulo

QPO; Los triangulos OPQ y RPS son semejantes por el criterio AA.
Por el teorema de Thales tenemos:

m:i,Luegoj é:i De donde SR = 3
PR SR 15 SR

En el triangulo ARS la hipotenusa es 5 y SR 3. Por el teorema de Pitagoras: AS = 4

Al ser ABR tridngulo isGsceles, AB = 8

Tarea 2: Desde el punto més alto A de un faro, situado a 40 metros sobre el nivel
del mar, se observa el horizonte. ¢ A qué distancia de la punta del faro se

encuentra aproximadamente el horizonte?

Indicacion: Se trata de calcular al distancia AT
(siendo T el punto de contacto de una tangente
a la Tierra pasando por A). Como sabéis, la
Tierra es redonda y la vuelta al mundo es de
unos 40000 Km. (En el dibujo de aqui al lado,

no se respetan, evidentemente, las

proporciones).

Solucién:

Llamando x a la distancia desde la punta del faro al horizonte que se quiere
calcular, y siendo Oel centro de la Tierra, se trata de aplicar el teorema de

Pitagoras al triangulo rectangulo OAT.

Asi se obtiene: x? + R? = (0,04 + R)?donde Res la longitud del radio de la Tierra.

Del enunciado se deduce que 2rR = 40.000 asi pues podemos tomar como
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R = 6366,197724 Km
Se tiene la ecuacion:

x*> = 0,08R +0,04?, la cual, expresada en km da a x un valor de 22,56762 km.

Tarea 3: Consideremos los dos cocientes siguientes:

Area del triangulo equilatero ABC

X ==
Area del hexagono regular AA'BB'CC’

_ Perimetro del triangulo ABC
Y= Area del hexagono AA’'BB’CC’

Calcula el valor de x e y

Solucion:

Trazamos las diagonales del hexagono, las cuales seran a la vez bisectrices del

triangulo dado.

El angulo central del hexadgono es 360° + 6 = 60°

Tendremos en cuenta lo siguiente:
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Los triangulos (AABG,AAGF,AFGE,AEGO,AOGC,ACGB) formados son isésceles ya
que GA y GB son radios de la circunferencia y por tanto son congruentes, ahora
utilizando el teorema del triangulo isésceles los &ngulos opuestos a estos lados
son congruentes, utilizando el Teorema de la suma de los angulos internos del

triangulo es 180° tenemos:

m4A = m4B

m4G = 60°

m4A + m4B + m4G = 180°

2m4A + 60° = 180°

2m4A = 120°

m4A = 60°

Como m4A = m4B entonces m4B = 60°

Ahora como el triangulo tiene sus angulos iguales es equilatero.

Trazando las diagonales del hexdgono vemos también que el tridngulo AACE
queda dividido en tres triangulos isOsceles (AACG,ACGE,AEGA) iguales y el

hexagono en seis, como se puede observar en la siguiente ilustracion:

Como AB,CG y BC,AG son congruentes y opuestos el cuadrilatero ABCG es un

paralelogramo por el Teorema 3 de paralelogramos”®.

> Teorema 3.1.1 Todo paralelogramo tiene iguales sus lados opuestos.
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Como las diagonales de un paralelogramo se bisecan, GH y HB son congruentes,

la distancia de AG = r como AG y BG son radios de la circunferencia son

r

congruentes por tanto BG = r, entonces GH = 3

Ahora como las diagonales de un paralelogramo son las bisectrices de los angulos
internos, teniendo en cuenta el £BAG la diagonal AC biseca dicho angulo,

entonces la medida de maHAG = 30°

Teniendo en cuenta el Teorema de la suma de los angulos internos de un triangulo

se tiene que:
m4aH + mAG + m4A = 180°
m4aH + 60°+ 30° = 180°
m4H = 180° — 90°
m4H = 90°

Entonces AAHG es rectangulo por definicién de triangulo rectangulo.

Por el Teorema de Pitagoras x = r? —% =£ 3 por lo que la longitud del lado

del triangulo ABC es 2x =r 3y la longitud del lado del hexagono es r. En

. 3r 3_ 3
consecuencia: y = = = >

Tarea 4:Tres adultos y tres nifios tienen que atravesar un rio en una barca tan

pequefia que solo pueden sentarse un adulto o dos nifios.

¢, Cudl es el numero menor de travesias necesarias? (Una ida y vuelta tiene dos

travesias)

Solucién:

Si designamos por O3, O, y Oz a los 3 nifilos y A1, A, y Az a los 3 adultos se tiene,

por ejemplo, el siguiente esquema:
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Orilla 1 Rio  Orilla2 Nde Viaje ‘

03A;A,A3 0,0, 1 (ida)
0:AAA; 0, 0, 2 (vuelta)
0,0:;AA; A; 0; 3 (ida)
0,05A,A; 0, A; 4 (vuelta)
03A,A3 0,0, A; 5 (ida)
03A,A;3 0; 0,A; 6 (vuelta)
0,05A; A; 0,A; 7 (ida)
0,05A; 0, AA, 8 (vuelta)
03A;3 0,0, AA; 9 (ida)
03A;3 0; 0,AA; 10 (vuelta)
0,0; As 0,A A, 11 (ida)
0,0; 0, AAA; 12 (vuelta)
O3 0,0, AAA;3 13 (ida)
(o 0, 0,A;AA; 14 (vuelta)
0,03 0,A;AAs 15 (ida)

Donde podemos concluir que el menor nimero de travesias es 15.
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3.3. CAPACIDAD PARA GENERALIZAR O HACER PROCESOS INDUCTIVOS,
DETECTANDO LO QUE ES DE MAYOR IMPORTANCIA, ABSTRAYENDO LO
IRRELEVANTE E IDENTIFICANDO LO QUE ES COMUN

Tarea Tipo de Autor
referencia

1. Victor es un chico paciente y
meticuloso. Se dedica a construir
castillos de naipes siguiendo el
modelo de al lado. Victor queria
construir un gran castillo utilizando
todos los naipes pero su castillo se
derrumba mucho antes de que
esté terminado. No obstante, ha
calculado que necesitaria
exactamente sus cinco juegos de 52 naipes para
realizar su audaz proyecto.

Semirrealidad MARIA 3

{Castillo de 3 piscs)

¢, Cual es el numero de pisos del castillo con el
que suefia Victor?

3.3.1. SOLUCIONES

Tarea 1: Victor es un chico paciente y meticuloso. Se dedica a

construir castillos de naipes siguiendo el modelo de al lado.
Victor queria construir un gran castillo utilizando todos los
naipes pero su castillo se derrumba mucho antes de que esté ,\n’\z |’
terminado. No obstante, ha calculado que necesitaria iw Y ‘l‘ %

% m,\;\g

{Castiilo de 3 pisocs)

exactamente sus cinco juegos de 52 naipes para realizar su

audaz proyecto.

¢,Cual es el numero de pisos del castillo con el que suefia Victor?
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Solucion:

Haciendo una tabla

N° de pisos Numero de naipes

1 2 =2x1

2 7=2%x1+2x2+1
=214+2)+1

3 15=2%x1)+(2x2)+(2x3) +1+2
=214+24+3)+@1+2)

4 26=2xD+2x2)+2x3)+2x4)+1+2+3
=21 +24+3+4)+1+2+3)

n . n(n2+ 1) +n(n2— 1)

Como se observa en la tabla anterior se tiene el nimero de naipes con n nimero
de pisos siguiendo la expresion:
5 n(n+1) +n(n—1) nn—1)

> > nn+1l + >

Operando:

2n°4n +n°—n 2n*P+2n+n® -n

2 2

3n®—n

= 260

3n2—n—-520=0
Utilizando férmula cuadratica

__ —bx b?-4ac

2a
Dondea=3,b=—-1yc=-520

Reemplazando

(-1t (—1)?—4 3 (=520
n= 2(3)
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1+ T+6240

n= 6
1+ 6241
=7
_1+79
"TT%
1479
n, = =13.33 n, =

6

1-79

=-13

n = 13, tomando el valor positivo, por tanto el nimero de pisos del castillo con el

que suefa Victor es 13.

3.4. CAPACIDAD PARA OPERAR CON SIMBOLOS, INCLUYENDO NUMEROS

Tarea Tipo de referencia | Autor
1. Simplifica las expresiones
a)10! x11,n! x (n+1).
b)CaIcuIa%, 1:'1 ' Matemaéticas Puras | HERN2
c) Escribe un argumento que justifigue que sip es
un numero primo ,entonces
(p —1)! no es divisible por p.
2. Elena tiene una media de 16 puntos sobre 20 a
falta de una dltima nota del curso. )
Desgraciadamente, acaba de obtener 6 sobre 20 | Semirrealidad MARIA
en la dltima prueba. Su nota media del curso
gueda finalmente en 15 sobre 20.
¢, Cuantas pruebas hizo Elena durante el curso?
3. Cuantos numeros naturales menores de 10.000 | Matematicas Puras | HERN2

tienen numeros impares?
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3.4.1. SOLUCIONES

Tarea 1:

a) Simplifica las expresiones 10! x 11,n! x (n+ 1).
100! n!

b) Calcula —

98! " n-1 !

c) Escribe un argumento que justifique que si p es un numero primo, entonces

(p —1)! no es divisible por p.

a) 11
Utilizando la formula factorial
11'=10!'x 11
nl=nn—-—1 n-2 ..1

nx n+l1l =n+1nn—-1 n—-2 ..1=n+1

b)

100! _ 100 x 99!
98! 98!

Teniendo en cuenta lo anterior

100 x 99! 100 x 99 x 98!
98! 98!
n! nx n—11
n—11_  n—-11

=100 x99 = 9900

=n

c) Escribe un argumento que justifique que si p es un namero primo, entonces
p -1 ! no es divisible por p.

Teniendo en cuenta el Teorema que dice: Sip es primoy p | ab entonces p la o
plb

De este modo se definep! =px p—1!
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Setienequepesprimoyp\px p—1 !EntonceSp\pOp\ p—1!

Ahora si p no divide a p entonces p,p = 1 pero esto es falso ya que al ser p
primo es divisible por 1y por p, por tanto p | p de lo que se concluequept p—1!

Tarea 2: Elena tiene una media de 16 puntos sobre 20 a falta de una ultima nota
del curso. Desgraciadamente, acaba de obtener 6 sobre 20 en la ultima prueba.
Su nota media del curso queda finalmente en 15 sobre 20.

¢, Cuantas pruebas hizo Elena durante el curso?
Solucion:

Elena tiene de media 16/20 en n pruebas. En la prueba n + 1 obtiene 6/20. La

media del curso es 15/20 es decir:

16 6
Moty _15
n+1 20

De donde n = 9. Por tanto el nimero de pruebas en total es 10.

Tarea 3: Cuantos numeros naturales menores de 10.000 tienen nimeros impares?
Solucién 1:

De unacifra: 1, 3,5, 7,9

De dos cifras:

e Que empiezan con la cifra 1: 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19
(Al tener el nimero 1 se cuentan como nimeros que tienen cifras impares)

10 NUmeros

e Que empiezan con la cifra 2: 21, 23, 25, 27, 29
(Combinado con las cinco cifras impares)

5 NUmeros

¢ Que empiezan con la cifra 3: 30, 31, 32...
(Al tener el nimero 3 se cuentan como numeros que tienen cifras impares)

10 NUmeros
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e Que empiezan con la cifra 4: 41, 43, 45, 47, 49
(Combinado con las cinco cifras impares)

5 NUmeros

e Que empiezan con la cifra 5: 50, 51, 52...
(Al tener el nimero 5 se cuentan como nimeros que tienen cifras impares)

10 NUmeros

e Que empiezan con la cifra 6: 61, 63, 65, 67, 69
(Combinado con las cinco cifras impares)

5 NUmeros

e Que empiezan con la cifra 7: 70, 71, 72...
(Al tener el nimero 7 se cuentan como numeros que tienen cifras impares)

10 NUmeros

e Que empiezan con la cifra 8: 81, 83, 85, 87, 89
(Combinado con las cinco cifras impares)

5 NUmeros

e Que empiezan con la cifra 9: 90, 91, 92...
(Al tener el nimero 9 se cuentan como numeros que tienen cifras impares)

10 NUmeros

Son 5 cifras impares las cuales general 10 nimeros que contienen alguna cifra

impar asi que son: 5 x 10 = 50

Son 4 cifras pares las cuales cada una genera 4 nimeros que contienen cifras

impares asi que son: 5 x 4 = 20
De dos cifras son 70 nUmeros mas los de una cifra que son 5 = 75

Ahora los de 3 cifras:

Los que empiezan con el numero 1: 101, 102, 103....199 (al tener el nimero 1 se

cuentan como numeros que tiene cifras impares) 100 numeros

Los que empiezan con numero impar, es decir 1, 3, 5, 7, 9 al tener el nUmero

impar se cuentan como numeros que tiene cifras impares es decir 100 cada uno,

es decir 100 x 5 = 500
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Ahora los que empiezan con numero par, 2, 4, 6, 8, combinados con los de dos

cifras, es decir, 75 x 4 = 300
Por tanto de tres cifras hay 300 + 500 = 800

800 Numeros de tres cifras, 70 de dos cifras y 5 de una cifra, 875 nimeros hasta
999

Ahora los de 4 cifras:

Los que empiezan con el nimero 1: 1001, 1002, 1003....1999 (al tener el numero

1 se cuentan como numeros que tiene cifras impares) 1000 nameros

Los que empiezan con numero impar, es decir 1, 3, 5, 7, 9 al tener el nUmero
impar se cuentan como numeros que tiene cifras impares es decir 1000 cada uno,
es decir 1000 x 5 = 5000

Ahora los que empiezan con numero par, 2, 4, 6, 8, combinados con los de tres
cifras son 875 x 4 = 3500

Por lo tanto de cuatro cifras hay 5000+300=8500.

8500 de cuatro cifras, 800 numeros de tres cifras, 70 de dos cifras y 5 de una cifra,
en total 9375 numeros hasta 9999, méas el 10.000 por lo que tiene al 1 seria en

total 9376 numeros naturales menores de 10.000 tienen nimeros impares.

Haciendo una tabla

Desde-Hasta Total

1-9 5

1-99 5+(10x5)+(4x5)=75=70+5

1-999 5+ (10 x5)+ (4 x5)+ (100 x 5) + (4 x 75) = 875

1-9999 5+ (10x5)+ (4x5)+ (100 x5)+ (4 x75) + (1000 x 5) + (4
x 875) = 9375

10.000 9375+ 1 =9376

Solucion 2: Si se piensan los numeros naturales como conjunto, si hallamos la
cantidad de numeros tales que todas sus cifras sean pares, al hallar el

complemento tendriamos la respuesta, de este modo
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NuUmeros con todas sus cifras pares:
De una cifra: 2, 4, 6, 8 4 numeros

De dos cifras:

Que empiezan con la cifra 2: 20, 22, 24, 26, 28 5 nimeros
Que empiezan con la cifra 4: 40, 42, 44, 46, 48 5 nameros
Que empiezan con la cifra 6: 60, 62, 64, 66, 68 5 nimeros
Que empiezan con la cifra 8: 80, 82, 84, 86, 88 5 nimeros

Son cuatro cifras que se pueden combinar con las de una cifra mas el 0 asi que

cada uno hace 5 nimeros, 5 x 4 = 20
20 nimeros de dos cifras mas 4 de una cifra son 24 niumeros hasta 99
De tres cifras:

Que empiezan con la cifra 2: 200, 202, 204, 206, 208, 220, 222, 224, 226, 228,
240, 242, 244, 246, 248, 260, 262, 264, 266, 268, 280, 282, 284, 286, 288

25 nimeros

Son cuatro cifras que se pueden combinar con las de dos cifras asi que cada uno

hace 25 numeros, 25 x 4 = 100

100 numeros de tres cifras, 20 nUmeros de dos cifras mas 4 de una cifra son 124

numeros hasta 999
De cuatro cifras:

Que empiezan con la cifra 2: 2000, 2002, 2004, 2006, 2008, 2020, 2022, 2024,
2026, 2028, 2040, 2042, 2044... 2200, 2202, 2204, 2206, 2208, 2220, 2222

100 nUumeros

Son cuatro cifras que se pueden combinar con las de tres cifras asi que cada uno
hace 100 numeros, 100 x 4 = 400

400 numeros de cuatro, 100 niumeros de 3 cifras, 20 numeros de dos cifras mas 4

de una cifra son 624 nidmeros hasta 9999

58



Si llamamos A al conjunto de los numeros naturales menores que 10.000 que
tiene todas sus cifras pares, A€ es el conjunto de nUmeros naturales menores que

10.000 que tienen alguna cifra impar.

A°+ A =10.000
Por lo tanto, A = 10.000 — A = 10.000 — 624 = 9376

Por lo tanto hay 9376 numeros menores que 10.000 que tienen cifras impares.

3.5. CAPACIDAD PARA CONCEPTOS ESPACIALES, EXIGIDOS EN CIERTAS
RAMAS DE LAS MATEMATICAS

Tarea Tipo de Autor
referencia

1. Un cubo tiene aristas de 5 cm.
Se perfora de parte a parte de
manera que cada agujero tiene la
forma de un paralelepipedo
rectdngulo cuya seccion es un
cuadrado de 1 cm de lado. Los
doce agujeros estan dispuestos “regularmente”
como se indica en la figura. Calcula el volumen
total del cubo asi perforado.

Semirrealidad MARIA 3

2. Para acompafiar un
medallon de pollo con
pasas, el chef Andrés ha
preparado un plato de
verduras rellenas. En un
plato de 10 centimetros de Tomate
diametro ha colocado dos
rodajas de tomate y dos
rodajas de calabacin.

Semirrealidad MARIA 2

Como se muestra en la figura, los circulos
interiores son iguales dos a dos. ¢Cual es el
diametro T de un tomate y el diametro C de un
calabacin?
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3. Los tres cuadrilateros ‘

dibujados en la figura son / ,\

cuadrados. Designamos a el \ Matematicas MARIA 3
puras

area del cuadrado pequefio

(rayado) y A el area del cuadrado grande. Calcular

a
A

3.5.1. SOLUCIONES

Tarea 1: Un cubo tiene aristas de 5 cm. Se perfora

de parte a parte de manera que cada agujero tiene

74
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la forma de un paralelepipedo rectangulo cuya

seccion es un cuadrado de 1 cm de lado. Los doce

agujeros estan dispuestos “regularmente” como se

indica en la figura.

Calcula el volumen total del cubo asi perforado.
Solucién 1:

VParalepipedo =axbXxc

— A3
VCubo =a

Al volumen del cubo le quitamos el volumen de los 12 paralelepipedos y le
afiadimos dos veces el area de los 8 cubos de 1cm de lado que hemos quitado de
mas (la hemos quitado 3 veces) debido a las intersecciones de los

paralelepipedos tres a tres:

v=125-60+ 16 = 81 cm?3

60



Solucién 2:

Si se divide o corta el cubo en laminas de volumen 5¢cm X 1cm quedan 3 laminas

de la siguiente manera:

1\ 'TLamina 5

ol 1‘ Lamina 4

1‘ Lamina 3
Lamina 2

Lamina 1

Laminas 1, 3y 5, quedan de la siguiente manera, quitando cada una 4cm?, y un

volumen de 12c¢m? al ser tres laminas

Laminas 2 y 4, quedan de la siguiente manera, quitando cada una 16¢cm?, y un

volumen de 32c¢m? al ser dos laminas
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Quitando en total 44cm?
Si le quitamos esto al volumen del cubo que es 125c¢m?
125cm? — 44cm? = 81cm?

Es decir el volumen del cubo perforado es de 81cm?

Tarea 2: Para acompafiar un medallén de pollo con
pasas, el chef Andrés ha preparado un plato de
verduras rellenas. En un plato de 10 centimetros de
diametro ha colocado dos rodajas de tomate y dos

rodajas de calabacin.

Como se muestra en la figura, los circulos interiores

son iguales dos a dos.

¢, Cudl es el diametro T de un tomate y el dimetro C de un calabacin?

Solucion:

. ., 10 .,
Los tomates tienen como diametro 5= 5 cm . Para obtener el diametro de los

calabacines, llamamos r a su radio y obtenemos: Los catetos son: 2,5 y 5—ryla

hipotenusa es r + 2,5. Como se muestra en la figura.
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Ahora aplicamos el teorema de Pitagoras
2524+ 5 —r?2=25+r?

6,25 + 25 —10r + r> =6,25 + 5r +1r?

25 —10r = 5r

25 —10r = 5r
_5

"=3

., , 10
Donde el diametro del calabacin es 5 om.

Tarea 3:

Los tres cuadrilateros dibujados en la figura son
cuadrados. Designamos a el area del cuadrado

pequefio (rayado) y A el area del cuadrado grande.

a
Calcular A

Solucién 1:

Si llamamos B al area del cuadrado mediano se tiene que:

B =124
A=12B

63

77




De donde A = 4apor lo que se tiene que:

a

NN

a
4q
Solucién 2:

Llamamos [ al lado del cuadrado grande, m al lado del cuadrado mediano y n al

lado del cuadrado pequeiio. Aplicando el teorema de Pitagoras:

.
2 2 M
22 12
m= 5T
_mi

"=

122 1
L )

Si llamamos a al area del cuadrado pequefio y A al area del cuadrado grande

tenemos:
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3.6. CAPACIDAD DE RAZONAMIENTO LOGICO DEDUCTIVO

Tarea Tipo de referencia | Autor

1. Sean a, b, ¢ tres numeros reales. Probar )
que:a® + b? + ¢® = ab + bc + ca. ;Cuando se da | Matematicas puras | ADRIAN
la igualdad?

2. Demostrar que en un conjunto de n personas
hay al menos dos que tienen el mismo nimero de | Matematicas puras | ADRIAN
amigos. La amistad es simétrica (si a es amigo
de b, entonces b es amigo de a).

3. Sean tres numeros reales tales que el
polinomiox3® + ax? + bx + ¢ tiene tres raices Matematicas puras | ADRIAN
reales. Probar que:3b < a?¢Cuando se da la
igualdad?

3.6.1. SOLUCIONES

Tarea 1: Sean tres numeros reales a,b,c. Probar que:a? + b%? + ¢? > ab + bc +

ca. ¢, Cuando se da la igualdad?

Solucién:

a2+2

2

Tenemos que > ab, ya que esto es equivalente a escribir a® + b% — 2ab > 0,

y a su vez esto es lo mismo que a—b ? > 0. Tenemos que la igualdad se da si

a—b=0 & a=b>.
Anélogamente tenemos que:

b?+c? c?+a?

>bcY ZQZCa
" s a’?+b*> b*4+c* c?*+a?
a+ bc+cc = > + > + > >ab + bc + ca

Y laigualdad sedasi a=b, b=c, c=a ©a=b=c.
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Tarea 2: Demostrar que en un conjunto de n personas hay al menos dos que
tienen el mismo nimero de amigos. La amistad es simétrica (si a es amigo de b,

entonces b es amigo de a).

Solucién:

Para la solucidon de este ejercicio vamos a suponer que existe una persona que no

es amigo de nadie.

Segun lo anterior entonces cada persona puede tener 0,1,2,3,. . .0 n — 2 amigos;
esto es, n — 1 posibilidades. Como hay n personas, al menos dos deben tener el

mismo ntimero de amigos. “Principio del palomar”®

Por otro lado. Vemos que cada persona puede tener 0,1,2,3,...0n—1 amigos;
esto es, n — 1 posibilidades. Como hay n personas, al menos dos deben tener el

mismo numero de amigos.

Tarea 3: Sean tres nimeros reales tales que el polinomio x3 + ax? + bx + ¢ tiene

tres raices reales. Probar que: 3b < a? ¢Cuando se da la igualdad?

Solucién:
Sean a4, a,, a5 las tres raices reales. Se tiene:

x34+ax?+bx+c=(x—a)(x—a)(x—as)
Y de aqui:

a=-—-a;— a, — a3
b=aa,+ a,a3 + az;a;

Luego lo que nos piden es equivalente a probar que:
2

30_’1a2 + 3(12(13 + 3“3(11 S - al - 0[2 - 0[2

Operando:

Principio de Dirichlet o principio de las cajas, establece que si n palomas se distribuyen en m palomares, y
si n > m, entonces al menos habra un palomar con mas de una paloma.
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- 0(1 — ap; — Qs z = alz + azz + agz + 2a1a2 + 20.’26!3 + 26!30(1

Y nos queda:

a1, + aaz + aza; < a? + ay? + ag?

Desigualdad que ya probamos en la tarea 1. La igualdad se da si o, =, =« (las

tres raices son iguales)

3.7. CAPACIDAD PARA SER FLEXIBLE AL PASAR DE UN ENFOQUE A
OTRO, ESTABLECER CONEXIONES Y RECONSTRUIR PROCESOS

Tarea

1. Un mensaje codificado decia: cada letra es un
ndmero y numeros distintos estan asociados a
letras también distintas. Intenta decodificar el
mensaje

5]

|

B A

o~
|3 =

S E
S A
E S

3.7.1. SOLUCIONES

Tareal: .Un mensaje codificado decia: cada letra
€S un numero y numeros distintos estan
asociados a letras también distintas. Intenta

decodificar el mensaje

Solucién 1;

A=2B=5S8=8L=1E=6

51286
+1582
52868
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Como tal se deben tener en cuenta las letras repetidas y de ahi partir para poder
descifrar el codigo en este caso la letra S es de gran importancia ya que no puede
tener valores entre 1 y 5 asi que se puede hacer uso de la prueba y ensayo para

llegar a la respuesta correcta.

3.8. CAPACIDAD DE INVERSION DE PROCESOS

Tarea Tipo de referencia Autor
1.Angela ha elegido
un ndmero entero
comprendido entre 1
y 9. Partiendo de
este numero ha
efectuado
sucesivamente y en
orden las ocho
operaciones de la figura obteniendo como
resultado el nUmero 800.

Semirrealidad MARIA 3

O 00 =~ O UL b i b =

¢ Qué ntimero ha elegido Angela?
¢ Por qué operacion ha comenzado?
¢ En qué sentido ha dado la vuelta?

3.8.1. SOLUCIONES

Tarea 1: Angela ha elegido un ndmero entero
comprendido entre 1 y 9. Partiendo de este nimero ha
efectuado sucesivamente y en orden las ocho
operaciones de la figura obteniendo como resultado el

numero 800.

O 00 =~ O UL it =

¢ Qué numero ha elegido Angela?
¢Por qué operacién ha comenzado?

¢En qué sentido ha dado la vuelta?

68



Solucion:

Se elige una casilla como inicio y un sentido de giro y se empieza por el final con

el dato conocido (800) y se efectlan las operaciones inversas y en el sentido de

giro contrario. La uUnica solucion posible es:

v" Angela ha elegido el nimero 2

v" Comienza por la operacion x9

v El sentido de giro es el de las agujas del relo;.

3.9. UNA BUENA MEMORIA PARA EL CONOCIMIENTO Y LAS IDEAS
MATEMATICAS; ASi COMO APTITUD PARA APRENDERLAS

Tarea

Tipo de referencia

Autor

1. Calcula de dos formas diferentes, el
namero de diagonales de un poligono de 24
lados.

Matematicas Puras

HERN2

2. A los numeros como el 12321, que se
leen lo mismo de derecha a izquierda que
de izquierda a derecha, se le Illama
capicuas. Tengo un amigo que asegura que
todos los nimeros capicuas de cuatro cifras
son divisibles por 11.;es cierto?

Matematicas puras

CALL2

3. Considerad tres circulos

tangentes del mismo radio

r=3. Calcula el area exacta A
de la parte del plano
comprendida entre estos

tres circulos.

Matematica pura

MARIA 2

4. Elena tiene una media de 16 puntos
sobre 20 a falta de una dltima nota del
curso. Desgraciadamente, acaba de
obtener 6 sobre 20 en la Ultima prueba. Su
nota media del curso queda finalmente en
15 sobre 20.¢Cuantas pruebas hizo Elena
durante el curso?

Semirrealidad

MARIA

5. ABCD es un cuadrado; Al = AJ =CK =
CL = 10 cm. El area de la banda rayada es
igual a 1 m* Calculad el valor exacto de

Matematica pura

MARIA
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lado de este cuadrado. |

6. La figura adjunta
esta  formada  por
triangulos de cuatro
tipos: Tres triangulos
equilateros (uno
pequefio, otro mediano
y otro grande) y un triangulo rectangulo
(como el que esta rayado) que tiene un
angulo de 60° y una hipotenusa de 4 cm.

Mateméticas puras Maria

Calculad el valor exacto del area total de
esta figura.

3.9.1. SOLUCIONES

Tarea 1. Calcula de dos formas diferentes, el nimero de diagonales de un

poligono de 24 lados.

Solucién 2: Segunda forma: para trazar la diagonal se tiene en cuenta que los
vértices que la conforman no deben ser consecutivos, asi que si empezamos del
punto A es consecutivo por un lado con B por tanto quedarian 21 posibilidades de
unir al vértice A con los demas vértices, ahora el vértice B es consecutivo con Ay

con C asi que quedarian 21 posibilidades de unir a B con los demas vértices.

Ahora C es consecutivo a B por un lado y a D por el otro pero al tener la diagonal
CA seria la misma AC asi que serian 20 posibilidades de unir C con los demas

veértices.

Analogamente con los demas vértices se tienen en cuenta las repeticiones
anteriores haciendo que al pasar de vértice en veértice va disminuyendo el nimero

de diagonales que le corresponden asi llegando a la diagonal UW ya que la
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UAvya existe. De este modo, se tiene la suma de los primeros 21 nuameros

naturales mas 21.

. +1 . -
Teniendo en cuenta la formula % gue es la suma de los primeros n numeros

naturales se obtiene lo siguiente,

21(21 +1

Y a esto le sumamos 21, teniendo como resultado 252.

Tarea 2. A los numeros como el 12321, que se leen lo mismo de derecha a
izquierda que de izquierda a derecha ,se le llama capicuas. Tengo un amigo que
asegura que todos los numeros capictuas de cuatro cifras son divisibles por 11.

¢ Es cierto?
Divisibilidad por 11

La regla de divisibilidad por 11 es la siguiente: & es divisible por 11 si y solo si al
sumar los digitos en posicion impar y luego restar los digitos en posicién par,
obtenemos un numero divisible por 11. Por ejemplo, el nimero 20 482 es divisible

por 11 porque 2 -0+4—-8+2 =0,y 0 es divisible por 11.

Ahora si tenemos la capicla abba donde a y b son cifras, aplicamos la regla

a,be/Na—b+b—a = 0yO0 esdivisible por 11.

Asi que todos los numeros capicuas de cuatro cifras son divisibles por 11.
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Tarea 3: Considerad tres circulos tangentes del mismo radio r = 3.

Calculad el 4rea exacta de la parte del plano comprendida entre estos tres

circulos.
Solucion:

Uniendo los centros de los tres circulos se obtiene un triangulo equilatero de lado

6cm (cada lado es dos radios) y altura 3v3 cm (Teorema Pitdgoras)

Ahora El area de la region sombreada en azul sera la diferencia entre el area del
triangulo delimitado por las rectas que unen los centros de las tres circunferencias
y el area de los sectores de las circunferencias que quedan dentro de dicho

triangulo.
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En el interior del triangulo hay tres sectores de 60° (triangulo equilatero) que juntos

dan un &rea igual a la mitad del circulo. Por tanto:

18 3 79 _
A: =

> > cm

ST

Tarea 4: Elena tiene una media de 16 puntos sobre 20 a falta de una dltima nota
del curso. Desgraciadamente, acaba de obtener 6 sobre 20 en la ultima prueba.

Su nota media del curso queda finalmente en 15 sobre 20.
¢, Cuantas pruebas hizo Elena durante el curso?
Solucién:

Tiene de media % en n pruebas. En la prueba n + 1 obtiene 2% La media del curso

15 .
es — es decir:
20

16 6
20t _15
n+1 20

De donde n = 9. Por tanto el nimero de pruebas en total es 10.

Tarea 5: ABCD es un cuadrado; Al = A] = CK = CL = 10cm. El area de la

banda rayada es igual a 1 m? Calcula el valor exacto de lado de este cuadrado.

73



Solucién: Por el teorema de Pitagoras obtenemos la longitud IJ = KL = 0,1 2.
Como conocemos el &rea de la banda sombreada, se obtiene que esta sea de
longitud 5 2 . Aplicando otra vez el teorema de Pitagoras se obtiene DI = 5, por

lo que la longitud del cuadrado es 5,1 m.

Tarea 5: La figura adjunta esta formada por triangulos de

cuatro tipos: Tres triangulos equilateros (uno pequefio,

otro mediano y otro grande) y un tridngulo rectangulo

(como el que esta rayado) que tiene un angulo de 60° y

una hipotenusa de 4 cm.

Calculad el valor exacto del area total de esta figura.
Solucién:

Aplicando las definiciones de razones trigonométricas se obtiene que
30 ad
sen = —
4

sen30 X4 =x
x=2

Donde tenemos que el triangulo rectangulo rayado tiene 2 cm de base. Aplicando

la misma funcién trigonométrica pero esta vez utilizando como valor del angulo 60°

obtenemos que el valor de la altura es 2 3cm.
Conociendo la altura de un triangulo equilatero se puede calcular la longitud de su

lado: | = 2—33h. Teniendo en cuenta que la altura del triangulo grande es el cateto

vertical del triangulo rectangulo rayado, se obtiene que el triangulo grande tiene
una longitud de lado de 4 cm. Ademas, el lado del triangulo pequefio coincide con
el cateta horizontal del triAngulo rectangulo rayado que valia 2 cm. Finalmente, el

triangulo mediano tiene por lado el cateto vertical del triangulo rectangulo rayado
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que vale 2 3. Por tanto, cada uno de los tres triangulos equilateros: grande,

mediano y pequefio tienen de longitudes de sus lados 2, 2 3y 4 cm.

Para calcular las areas aplicamos que en un triangulo rectangulo, conocido el lado,

12 3 — — —

el area es: - - Asi, las éreas respectivas son: 3,3 3,y4 3.

Por otro lado, el area del triangulo rectangulo es 2 3..

Teniendo en cuenta que hay 6 triangulos equilateros pequefios, 6 medianos y 7
grandes y 18 triangulos rectangulos, se obtiene un area total de la figura de 88 3

cm?(6 3 +18 3 +28 3+18.2 3).

Una vez hecho lo anterior se tiene en cuenta las relaciones que pueden apreciarse

entre las tareas que desarrollan una misma capacidad:

e Una capacidad para abreviar el proceso de razonamiento:

Son tareas en las cuales no se requiere un procedimiento extenso u operar
teniendo en cuenta varios simbolos, son simples y se evidencia el uso de conteo y
probabilidad (permutacion y combinacion).

e Capacidad para extraer la estructura formal del contenido de un problema
matematico y para operar con ella:

Son tareas en las cuales se requiere justificar cada paso, aparte de tener un buen
conocimiento de los contenidos matematicos que se pueden involucrar en el
desarrollo de dicha tareas, por ejemplo el uso de teoremas, definiciones y axiomas

e Capacidad para generalizar o hacer procesos inductivos, detectando lo
gue es de mayor importancia, abstrayendo lo irrelevante e identificando
lo que es comun:

A pesar de tener una sola tarea asociada a esta capacidad se puede decir que al
generalizar lo que se evidencia en la tarea es la busqueda de patrones, que se da
un conjunto en el cual la idea es llegar a particularizar teniendo en cuenta

caracteristicas de la situacion.
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e Capacidad para operar con simbolos, incluyendo nimeros:

Son tareas en las cuales utilizar los diferentes simbolos es lo mas importante, es
decir no hay necesidad de hacer un estudio exhaustivo de la situacion sino
manipular o manejar los simbolos dados para llegar a la respuesta.

e Capacidad para conceptos espaciales, exigidos en ciertas ramas de las
matemaéticas:

Tareas en las cuales hay que reconocer imagenes y encontrar patrones mediante
la visualizacién cuando estan dentro de un contenido concreto, es decir imagenes

y poder recopilar informacion cuando es de tipo abstracto es decir, descripciones.

e Capacidad de razonamiento l6gico deductivo:

Son tareas en las cuales se utilizan proposiciones las cuales se convierten en
premisas para dar solucion a dicha tarea, se pide demostrar de manera formal y el

contexto en el que se desarrollan son las matematicas puras.

e Una buena memoria para el conocimiento y las ideas matematicas; asi
como aptitud para aprenderlas:

Se hace uso de conocimientos matematicos especificos como algoritmos,
teoremas, definiciones y del uso adecuado de estos.
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CONCLUSIONES

Este trabajo nos permitié reflexionar respecto a situaciones que tal vez se
presenten en el aula y no estamos preparados, como por ejemplo cuando en el
aula de clase se encuentra un estudiante con capacidades superiores en el area
de matematicas en comparacion con sus compafieros, lo ideal seria, que en la
ensefianza de las matematicas, tener en cuenta las caracteristicas de los
estudiantes y si se hallan nifios con talento atender a sus necesidades;
consideramos que con este trabajo tendremos herramientas para hacer que sus
condiciones de excepcionalidad no pasen desapercibidas durante la escuela. La
basqueda bibliografica nos permitio fortalecer nuestro conocimiento en tanto a la
identificacion y fortalecimiento del Talento Matematico; la meta como futuros
docentes es ser mas que un guia para el estudiante, alguien que sirve de
intermediario para que se presente mas interés en las mateméticas y afianzar las
altas capacidades. Capacidades que pueden trabajarse con tareas diversas las
cuales no tiene un algoritmo definido para resolver ampliando la creatividad de los
estudiantes y haciendo que ellos planteen diferentes estrategias de solucién
siendo asi una ayuda no solamente para hacer calculos sino para afrontar retos y

superarlos y asi divertirse.

Por tanto es importante el tratamiento y estudio del diagnostico de nifios
talentosos en matematicas, este es un tema de suprema atencion en nuestro
medio y sobre todo, de atencion en los programas de formacion de profesores,
aun mas cuando actualmente se habla de diversidad. Los estudiantes que tienen
talento en matematicas requieren oportunidades diferentes para resolver sus
necesidades, necesitarian desarrollar al maximo sus habilidades, de modo que
puedan realizar actividades de aprendizaje con nivel y ritmo adecuados y para ello

en principio es necesario identificarlos.

Ahora, cuando el maestro en formacion esta interesado en generar propuestas
educativas para estos estudiantes se encuentra también con inconvenientes, uno
de ellos es que, aunque hay actividades referidas al desarrollo del talento, estas

no estan clasificadas segun las capacidades que potencian.
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Si bien es cierto que hay tareas que no requieren conocimiento matematico
especializado, en particular las que potencian la capacidad para extraer la
estructura formal del contenido de un problema matematico y para operar con ella
al momento de dar solucién es necesario tener diferentes conocimientos, algunos
son: criterios de congruencia y semejanza de triangulos, el Teorema de Thales,

Teoremas de paralelogramo y el Teorema de Pitdgoras.

Las capacidades de abreviar el proceso de razonamiento y de generalizar estan
relacionadas a una buena memoria para el conocimiento y las ideas matematicas
ya que se utilizan diferentes conocimientos mateméticos y se refleja la aptitud
tanto de aprenderlos como de aplicarlos correctamente.

Teniendo en cuenta el contexto de las tareas se puede observar que la mayoria
trabaja medios semireales o de matematicas puras, siendo estos una herramienta

para despertar interés y creatividad en los estudiantes con Talento Matematico.

El tipo de tareas es parte fundamental del fortalecimiento del talento en
matematicas ya que con estas se espera potenciar bien sea una capacidad en
especifico o varias al tiempo, teniendo en cuenta que estas tareas no son de Unica
solucion sino que se pueden presentar varios puntos de vista y por tanto diversas
soluciones. Por consiguiente es necesario clasificar estas tareas para tener claro
qué capacidad se potenciaran y tener claro qué tarea es mas adecuada en un
caso en especifico pues que hay una estrecha relacién entre algunas capacidades

se convierten en un instrumento eficaz para el tratamiento del Talento Matematico.

El trabajo presentado es un instrumento de apoyo a los docentes en formacion en
la realizacibn de sus practicas educativas puesto que muestra no solamente

tareas sino especifica las capacidades que potencian.

Una cuestion que queda abierta es la clasificacion de tareas para el estimulo del

talento en matematicas segun edades.
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