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Resumen

El objetivo de este estudio fue identificar caracteristicas del conocimiento de geometria
especializado en estudiantes para maestro en relacion con el razonamiento configural. Los
resultados indican la existencia de dos factores claves en el proceso de razonamiento configural en
los estudiantes para maestro: la identificacion de una sub-configuracion relevante, y la manera en
la que se organizan las proposiciones geométricas a partir de las aprehensiones discursivas. En
particular, y en relacion con este segundo factor, se han identificado dos momentos en el uso de las
aprehensiones discursivas cuando se asocian hechos geométricos a la configuracion inicial y
cuando se infiere nueva informacion al relacionar conocimientos geométricos conocidos con
hechos asociados a la configuracion geométrica.
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Abstract

The goal of this study is to identify characteristics of student primary teachers’ specialized
geometry knowledge for teaching concerning to configural reasoning. Findings indicate that exist
two key factors in the student primary teachers’ configural reasoning process: the identification of
a relevant sub-configuration and the way in which geometrical facts is organized from discursive
apprehensions. Specifically, in relation the former factor we have identified two moments in of
discursive apprehensions when the geometrical facts are links to the figure and when student
primary teachers relate several geometrical facts to infer new information

Keywords: Geometry knowledge for teaching, specialized geometry knowledge, teacher knowledge,
configural reasoning

CONOCIMIENTO DE GEOMETRIA ESPECIALIZADO PARA LA ENSENANZA

La investigacion presentada aqui adopta la perspectiva de Duval (1995, 1999) en relacion con el
aprendizaje de la geometria en el contexto del conocimiento de geometria especializado para la
ensefianza-MKT (Ball et al., 2008). En particular, el papel que desempefian los procesos de
visualizacion en el reconocimiento de propiedades, definiciones y relaciones en las figuras
geométricas y en los procesos de justificacion. Duval (1995) y Fischbein (1993) subrayan el papel
heuristico de las figuras en el aprendizaje y el desarrollo de los procesos de visualizar, justificar y
construir en los contextos geométricos. En relacién con el papel heuristico de las figuras en la
resolucion de problemas de geometria, Duval (1995) subraya diferentes tipos de aprehensiones para
comprender cémo funciona la visualizacion en el aprendizaje. En particular, Duval caracteriza la
aprehension operativa como la modificacion de una figura para considerar sub-configuraciones.
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Esto se puede hacer afiadiendo o quitando nuevos elementos geométricos, o manipulando las
diferentes partes de una configuracion geométrica como un puzle para fijar la atencién sobre sub-
configuraciones particulares. Por otra parte, denomina aprehension discursiva a reconocer en las
configuraciones geométricas propiedades y definiciones, o asociar configuraciones o sub-
configuraciones con afirmaciones matematicas. Para Duval, estos dos procesos cognitivos (las
aprehensiones operativas y discursivas), pueden ayudarnos a comprender la manera en que la
cognicion funciona en relacion al aprendizaje de la geometria a través de la visualizacion
(Fischbein, 1993).

En particular, el foco de atencion sobre la coordinacion de las diferentes aprehensiones (operativa y
discursiva) en situaciones de resolucion de problemas (razonamiento configural) (Torregrosa &
Quesada, 2007) ha permitido identificar caracteristicas de los procesos de justificar en problemas de
geometria. En este contexto, conocer las definiciones y las propiedades geométricas no es suficiente
para que el estudiante realice la coordinacion entre la aprehension operativa y discursiva,
desarrollando el razonamiento configural. Por otra parte, la identificacion en la configuracion inicial
de una sub-configuracion puede ser condicidon necesaria pero no suficiente para desencadenar el
razonamiento configural, por lo que el razonamiento configural puede desembocar en una solucion
mediante un proceso de “truncamiento” que permite generar un proceso deductivo formal, o puede
quedar inmerso en un proceso que no proporciona la resolucion del problema (“bucle”) (Torregrosa,
Quesada & Penalva, 2010).

El objetivo de la investigacion presentada aqui es identificar caracteristicas del razonamiento
configural en estudiantes para maestro como un aspecto del conocimiento de contenido (geometria)
especializado (SCK; Ball et al., 2008) para la enseianza (MKT). En particular, de qué manera las
caracteristicas de las figuras geométricas estimulan determinadas direcciones en los procesos de
pensamiento durante la resolucion de problemas de geométrica y coOmo se relacionan estas
caracteristicas con las condiciones conceptuales y logicas de dichos procesos (Fischbein, 1993).

METODO
Participantes y Procedimiento

En esta investigacion participaron 45 estudiantes para maestro que cursaban una asignatura de
Geometria organizada considerando los procesos de visualizacion, construccion y prueba (Duval,
1999). El objetivo de la asignatura era que los estudiantes para maestro aprendieran conocimiento
de geometria especializado (Ball, Thames & Phelps, 2008) para la ensefianza de la geometria en
educacion primaria, desarrollando procesos cognitivos de aprehension discursiva y operativa
(Duval, 2007) y el razonamiento configural (Torregrosa et al., 2007, 2010). Algunos de los
contenidos de esta asignatura eran las caracteristicas, propiedades y clasificacion de las figuras
geométricas (poligonos, cuadrilateros, triangulos).

Instrumentos

Al finalizar el curso, los estudiantes para maestro contestaron a un cuestionario que incluia dos
problemas para evaluar el razonamiento configural, y la manera en la que reconocian y asociaban
en las figuras propiedades y definiciones de elementos geométricos (figura 1). La resolucion
implicaba reconocer en las configuraciones geométricas propiedades y definiciones mediante
aprehensiones discursivas y generar diferentes organizaciones posibles de las proposiciones
(resultados geométricos) para generar nueva informacion sobre la configuracion inicial.
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P2 * BD es la mediana del tridangulo ABC B
* AE es perpendicular a BF :
* CF perpendicular a BF
Probar que AE es congruente a CF F
P3 Demostrar que en un triangulo isosceles las bisectrices de A
los angulos de la base son congruentes
E D
B C

Figura 1. Problemas de justificar como contexto para el razonamiento configural

En cada una de las figuras iniciales en los dos problemas se pueden identificar varias sub-
configuraciones que pueden favorecer la generacion de ideas clave para una solucion (Mesquita,
1998). Los problemas en este estudio fueron disefiados considerando la existencia de al menos una
sub-configuracion relevante (figura 2). La caracteristica que diferencia la identificacion de las sub-
configuraciones en los dos problemas es que la sub-configuracion ap, en el problema P2 y la sub-
configuracion cpsz en el problema P3 podia ser considerada parte de la configuracion inicial,
mientras que las sub-configuraciones aps y bps en el problema P3 son dos sub-configuraciones que
se solapan en la configuracion inicial, y debe realizarse una accidon cognitiva (aprehension
operativa) para visualizarlas por separado. Ademas, en la configuracién inicial del problema P3 se
introdujo una “pista” perceptiva, resaltando uno de los tridngulos que se formaban con una de las
bisectrices del tridngulo isdsceles. De esta manera, el problema P3 permitia poder estudiar la
influencia de dicha pista en la identificacion de una sub-configuracion y en la generacion del
proceso de razonamiento configural.

Los conocimientos geométricos que podian ser considerados en los procesos de coordinacion
desencadenados en la resolucion de cada problema se recogen en la tabla 1. El conocimiento de
geometria en este estudio se refiere a las figuras y descripciones de los conceptos geométricos y
propiedades relacionadas con las configuraciones. Consideramos los elementos geométricos que
podian proceder de realizar asociaciones directas de elementos geométricos a la configuracion a
partir de los datos del problema; y en segundo lugar, los elementos geométricos susceptibles de ser
usados para inferir informacion adicional.

Analisis
Los datos usados en esta investigacion son las respuestas dadas por los estudiantes a estos dos
problemas. El analisis (Clement, 2000) se desarroll6 en tres fases:

Fase 1: Estudio descriptivo de las respuestas (se descompone el discurso textual generado por
los estudiantes en unidades de analisis)

Fase 2: Identificacién y organizacion de los hechos y propiedades geométricas usadas en la
resolucion (el discurso textual de los estudiantes se agrupa en dos momentos del proceso de
razonamiento configural)

Fase 3: Identificacion de caracteristicas del razonamiento configural

En la primera fase, el discurso textual generado por los estudiantes fue descompuesto en unidades
de analisis para identificar las aprehensiones operativas y discursivas puestas de manifiesto
(Torregrosa, et al., 2010). Consideramos como una unidad de andlisis las partes del discurso
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generado (dibujo, asignacion de etiquetas o marcas a partes de la configuracion y del texto escrito)
que podian reflejar la identificacion o el uso por parte de los estudiantes para maestro de un hecho
(definicion) o proposicion geométrica.

En la segunda fase, el texto discursivo de los estudiantes fue agrupado en dos momentos del
proceso de razonamiento configural generado:

e Visualizacion: en la que los estudiantes para maestro asocian afirmaciones matematicas
procedentes de los datos del problema a la configuracion o a una sub-configuracion identificada
previamente. Estas aprehensiones discursivas implican reconocer y asociar a la configuracioén
informacion dada de manera textual en el problema o a reconocer desde la configuracion alguna
sub-configuracion.

¢ Organizacion de las proposiciones (afirmaciones matematicas, entendidas como definiciones,
teoremas, corolarios, propiedades geométricas,...) que permitian a los estudiantes determinar en
qué medida las afirmaciones matematicas que habian identificado correspondian a las hipotesis
de algln teorema o proposicion que era susceptible de ser usada. Es decir, cuando los estudiantes
reconocian en las configuraciones geométricas alguna propiedad o resultado previamente
conocido que les permitia generar informacion adicional sobre la configuracion geométrica.

En la tercera fase, la identificacion de la sub-configuracion y las organizaciones de las
proposiciones derivadas permitia explicar de qué manera los contenidos geométricos elementales
son relacionados y vinculados a configuraciones mediante procesos de visualizacion y generar
procesos deductivos.

P2 B

E
E D i
—> A%c Tipo aP2
A DW
F
AN
E D => Tipo bP3

pP3

C

E

D
F F
P Q Tipo cP3

C
B C

Figura 2. Sub-configuraciones relevantes inicialmente consideradas en el diseiio de los problemas
del cuestionario
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Tabla 1. Definiciones y propiedades susceptibles de ser usadas en la resolucion de los problemas

P2 P3

e Definicion de mediana de un triangulo e Definicion de bisectriz de un angulo

e Angulos opuestos por el vértice son iguales e Definicion de triangulo isosceles

¢ Siuna secante corta a dos rectas paralelas, forma con ellas e La suma de los angulos interiores de un
angulos alternos-internos iguales (alternos-externos iguales) triangulo es 180°. (Conocidos dos angulos de

e Si una recta secante a un haz de dos rectas forma angulos un triangulo, conocemos el tercero)
alternos-externos / alternos-internos iguales, entonces el haz de e Criterios de congruencia de triangulos: A-L-
rectas esta formada por rectas paralelas A, L-A-L,L-L-L.

e Si dos rectas forman angulos rectos con otra tercera son paralelas

e La suma de los angulos interiores de un tridngulo es 180°.
(Conocidos dos angulos de un tridngulo, conocemos el tercero)

o Criterios de congruencia de triangulos: A-L-A, L-A-L, L-L-L.

RESULTADOS

La tabla 2 muestra los resultados relativos al desarrollo de razonamiento configural que llevaba o no
a la resolucion del problema, considerando si se habia identificado alguna sub-configuracion
relevante. Los dos problemas tuvieron niveles de éxito diferentes. El problema 2 tuvo un nivel de
éxito del 55,6 % (25 de un total de 45 estudiantes), mientras que el problema 3 fue del 33,3 % (15
de 45), aunque el porcentaje de identificacion de una sub-configuracion relevante en los dos
problemas es similar (86,7 % para el problema 2 y 84,4 % en el problema 3). Cuando los
estudiantes no identificaban alguna sub-configuraciéon no fueron capaces de resolver el problema.
Por otra parte, trece estudiantes resolvieron los dos problemas generando razonamientos deductivos
desde el truncamiento del razonamiento configural. Es decir, 13 de los 25 estudiantes que
resolvieron correctamente el problema 2 también resolvieron el problema 3. Mientras que 13 de los
15 estudiantes que resolvieron el problema 3, también resolvieron el problema 2. Estos datos
indican que cuando el estudiante resolvia el problema 3 habia una probabilidad alta de que también
resolviera el problema 2.

Por otra parte, entre los estudiantes que identificaron la sub-configuracion relevante en el problema
P2 (39), el 64,1 % (25 de 39) fueron capaces de crear procesos deductivos a partir del razonamiento
configural inicialmente generado, mientras que en el problema P3, solo el 39,5 % (15 de 38) de los
que habian identificado alguna sub-configuracion relevante fueron capaces de generar un proceso
deductivo a partir del razonamiento configural.

Tabla 2. Desarrollo del razonamiento configural en relacion a la identificacion de una sub-
configuracion relevante

P2 P3
Truncamiento Bucle Total Truncamiento Bucle Total
SI identifican 25 14 39 (86,7%) 15 23 38
sub-configuracion relevante (84,4%)
NO identifican 0 6 6 (13,3%) 0 7 7
sub-configuracion relevante (15,6%)
total 25 (55,6 %) 20 (444%) | 45 (100%) 15 (33,3%) 30 (66,7 %) 45 (100 %)

El comportamiento de los estudiantes que generaron un bucle, es decir que identificaron la sub-
configuracion relevante pero no pudieron generar un proceso deductivo con éxito, fue diferente en
los dos problemas (Tabla 3). En el problema 2, de los 39 estudiantes que han identificado la sub-
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configuracion relevante 14 (35,9%) no pudieron generar un proceso deductivo. De estos 14
estudiantes solo 3 de ellos fueron capaces de identificar hechos geométricos en la sub-configuracion
que podian ser considerados hipotesis de hechos geométricos previamente conocidos pero no
pudieron relacionar estos hechos para iniciar un proceso deductivo. Los otros 11 estudiantes no
consiguieron identificar hechos en la sub-configuracion para aplicar algin resultado previo. En el
problema 3, de los 38 estudiantes que han identificado alguna sub-configuracioén relevante 23
(60,5%) no pudieron generar un proceso deductivo. De estos 23 estudiantes, solo 3 fueron capaces
de identificar en la sub-configuracion hechos geométricos que podian generar un proceso deductivo,
pero no pudieron relacionarlos de manera que les permitiera generar un proceso deductivo
(mediante truncamiento del razonamiento configural). Los otros 20 estudiantes no identificaron
hechos que podian ser considerados hipdtesis de resultados previos (conocimiento previo).

El hecho de que el problema 3 pudiera tener 3 sub-configuraciones relevantes, plantea la cuestion
de la relacion con el nivel de éxito (generar un proceso deductivo correcto) vinculado a cada una de
ellas: 38 estudiantes identificaron alguna de las sub-configuraciones en el problema P3 (tabla 4),
pero las tres sub-configuraciones consideradas fueron identificadas de manera diferente. Los datos
indican que la sub-configuracion aps, que tenia una pista perceptual en forma de tridngulo resaltado,
fue identificada con mayor frecuencia (31 de 38) que las otras dos (bps, y cp3). Sin embargo, la
facilidad de reconocimiento de esta sub-configuraciéon no implicaba necesariamente una mayor
posibilidad de generar procesos deductivos. En este caso, de los 31 estudiantes que identificaron la
sub-configuracion ap; solo 9 consiguieron generar procesos deductivos (29%); mientras que los 3
que identificaron la sub-configuracion bps, todos consiguieron generar procesos deductivos (100%);
y de los 4 que identificaron la sub-configuracion cp;, 3 consiguieron generar procesos deductivos
(75%).

Tabla 3. Estudiantes que identificaron una sub-configuracion relevante pero generaron un proceso
de razonamiento configural en “bucle”

Identifican hechos geométricos que podian ser No identifican hechos geométricos que podian Total
considerado hipotesis de resultados previos ser considerados hipotesis de resultados previos
P2 3 11 14 (35,9%)
P3 3 20 23 (60,5%)

Tabla 4. ldentificacion de las sub-configuraciones relevantes en P3 con truncamiento y bucle

Configuracion Sub-configuraciones Identifican la Truncamiento Bucle
inicial relevantes sub- (generan proceso
configuracion deductivo)
D
B/\C Bi\c 31 (81,6%) 9 22
Tipo aP3
A A A
D E
E D A Q 3 (7,9%) 3 0
B C
Tipo bP3
B C
E D
VPt
R c 4(10,5%) 3 1
B (o
Tipo cP3
Total 38 (100%) 15 23
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DISCUSION Y CONCLUSION

El objetivo de este trabajo era caracterizar los procesos de razonamiento configural en estudiantes
para maestros como un dominio del conocimiento de geometria necesario para ensefiar. En
particular, identificar caracteristicas de la relacion entre el desarrollo de aprehensiones discursivas y
las relaciones logicas entre las afirmaciones geométricas previamente conocidas. Los resultados
sugieren dos ideas en relacion con la manera en que los estudiantes para maestro generan procesos
de razonamiento configural y que ponen de manifiesto la relacion entre la visualizacion y el uso del
conocimiento geométrico para inferir informacion adicional sobre las figuras.

En primer lugar, las caracteristicas de la configuracion inicial del problema y el conocimiento
geométrico previo que son el punto inicial de los procesos de visualizacion vinculados a las
aprehensiones discursivas y que favorecen la identificacion de sub-configuraciones relevantes y el
reconocimiento de elementos geométricos (Mesquita, 1998). Los resultados obtenidos apoyan la
idea de que la identificacion de una sub-configuracion relevante no es suficiente para generar un
proceso de prueba con éxito, ya que aunque ayuda a desencadenar el razonamiento configural y
actiia como etapa previa al razonamiento deductivo no asegura que los estudiantes puedan llegar a
organizar los hechos y propiedades geométricas de manera logica para inferir nueva informacion
(realizar un truncamiento en el razonamiento configural). Por otra parte, el hecho de que la “pista”™
perceptual ayuda a identificar una sub-configuraciéon relevante y a realizar aprehensiones
discursivas, no necesariamente conlleva usar conocimiento geométrico previamente conocido para
desencadenar nuevas aprehensiones discursivas para inferir informacion adicional. Este resultado
sefala la diferencia entre estas dos tipos de aprehensiones discursivas (las que genera los datos del
problema y las que se generan a partir de conocimiento de geometria previo que debe ser usado de
alguna manera). En este sentido, la identificacion de una sub-configuracion relevante esta vinculada
a la posibilidad de reconocer los hechos geométricos y de asociarlos a la sub-configuracion, pero
sin embargo, nuestros datos indican que habia estudiantes que habiendo identificado hechos
geométricos en la sub-configuracion no eran capaces de relacionarlos con resultados previos para
inferir nueva informacion (generar procesos deductivos). Este resultado estd relacionado con la
segunda idea a destacar.

Los resultados de esta investigacion han mostrado que el desarrollo de un razonamiento deductivo
con ¢xito (el truncamiento en un razonamiento configural), depende de la manera en la que los
estudiantes relacionan (relacion logica) la informacion generada en las aprehensiones discursivas
desencadenadas por el uso de alguna proposicion geométrica conocida. Es decir, las aprehensiones
discursivas que permite obtener informacion adicional mediante un proceso de inferencia a partir de
la aplicacion de resultados conocidos previamente. En este sentido, nuestros resultados indican que
el truncamiento del razonamiento configural para generar procesos deductivos une dos niveles de
organizacion discursiva (Duval, 2007) y que en cierta medida existen condiciones conceptuales y
logicas que controlan el truncamiento del razonamiento configural (Fischbein, 1993). Condiciones
conceptual en el sentido de que dependen de los significados de las afirmaciones geométricas
(conocimiento) y condiciones logicas por la naturaleza de las relaciones logicas que se deben
establecer entre estas afirmaciones para generar nueva informacion sobre la figura (la naturaleza del
proceso de deduccion). El papel que desempefian estas dos tipos de condiciones en el truncamiento
del razonamiento configural para generar un proceso deductivo necesita ser estudiado.

Tener en cuenta estas dos ideas en el contexto del aprendizaje del conocimiento de geometria
especializado para la ensenanza sugiere que lo importante no es la realizacion de una prueba
matematica, sino en la posibilidad de desarrollar habitos cognitivos vinculados a relacionar hechos
asociados a las configuraciones geométricas para generar nueva informacion. Por ejemplo, los
estudiantes para maestro deberian ser capaces de trasladar descripciones a figuras geométricas
(aprehensiones discursivas), pero también ser capaces de inferir informacion sobre la figura a partir
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de lo que se conoce y este hecho va mas alla de los procesos de visualizacion y de las aprehensiones
discursivas iniciales.

Asi, el desarrollo de procesos de visualizacion mediante aprehensiones discursivas y operativas
parece ser claves para que los estudiantes para maestro puedan reconocer las propiedades
geométricas en las configuraciones, como un aspecto del conocimiento de geometria especializado.
Sin embargo, la posibilidad de generar informacion adicional sobre una configuracion geométrica
se apoya en relacionar conocimiento geométrico previo con hechos geométricos identificados en la
configuracion inicial. Pero, la relacion que el estudiante pueda establecer entre lo que se conoce y lo
que se identifica en la configuracion inicial resulta més dificil de generar. Disefiar entornos de
aprendizaje para que los estudiantes para maestro puedan desarrollar este tipo de aprehensiones
discursivas, como una manera de aprender conocimiento de geometria especializado para la
ensefnanza, se plantea como una cuestion abierta en estos momentos.

Reconocimientos. Esta investigacion ha recibido el apoyo de los Proyectos I+D+i, EDU2011-
27288 del Ministerio de Ciencia e Innovacion, Espaia.
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