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Resumen

En este trabajo se identifican y examinan cambios en las concepciones especificas acerca del
concepto de limite finito de una funcion en un punto. Partimos de los datos recogidos en una
encuesta previa llevada a cabo con un grupo de estudiantes de Bachillerato. Transcurrido un
curso, contrastamos esos datos con los obtenidos de una adaptacion de esa encuesta, aplicada a
los mismos alumnos. Seleccionamos seis cuestiones del primer estudio, con cada una de las cuales
implementamos una entrevista semiestructurada grupal. Estas entrevistas estdn disefiadas para
estudiar la evolucion de las concepciones de los estudiantes. Los datos obtenidos muestran que los
estudiantes parecen superar la atribucion general de no rebasabilidad y no alcanzabilidad al
limite. También comprobamos que los estudiantes interpretan el cardcter exacto o aproximado del
limite de modo no equivalente a su cardcter definido/ indefinido.

Palabras clave: [imite finito de una funcion en un punto, concepciones individuales, evolucion de
concepciones, alcanzabilidad y rebasabilidad del limite, dualidad objeto/proceso.

Abstract

In this work we identify and examine changes in specific conceptions about the concept of finite
limit of a function at a point. The starting point was the data collected in a previous study focused
in a group of high school students One year later, we contrasted these data with those obtained
from a new application of the questionnaire to the same students. We selected six questions from the
first study and with each one of them we implemented one group semistructured interview. These
interviews were designed to study the evolution of student conceptions. The data show that students
seem to overcome the general attribution of non-exceedability and unreachability to the limit. We
also find that students interpret the exact or approximate character of the limit in a not equivalent
way from the definite / indefinite aspect.

Keywords: finite limit of a function at one point, individual conceptions, evolution of conceptions,
reachability and exceedabiliy of the limit, process/object duality.
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INTRODUCCION

En un estudio previo, llevado a cabo en un master de investigacion, realicé una exploracion de los
significados y concepciones individuales acerca del concepto de limite finito de una funcion en un
punto. Esta informacion se obtuvo de un grupo de estudiantes de primer curso de bachillerato, a
partir de la aplicacion de un cuestionario (Fernandez-Plaza, 2011). Las respuestas obtenidas
permitieron identificar aspectos estructurales con los cuales pude interpretar las concepciones y
definiciones proporcionadas por esos estudiantes. Entre dichos aspectos identifiqué la dualidad de la
nocion de limite como objeto y/o como proceso, el cardcter exacto o aproximado de su valor, el
caracter infinito potencial o finito del proceso para su obtencion, y las relaciones entre la
alcanzabilidad y la rebasabilidad, como quedé recogido en Ferndndez-Plaza, Castro, Rico y Ruiz-
Hidalgo (2012).

Para mejor caracterizar estos aspectos estructurales, detectar sus cambios y estudiar su evolucion,
llevamos a cabo una nueva entrevista sobre los mismos aspectos y con los mismos sujetos en
segundo curso de bachillerato, una vez transcurrido un afo. Nos propusimos contrastar las
respuestas aportadas por los mismos alumnos con las recogidas en el curso anterior. Nos centramos
en detectar y caracterizar la variacion de las concepciones individuales sobre el concepto de limite
finito de una funcion en un punto. Esperamos encontrar indicadores y argumentos que muestren e
interpreten la evolucion de las concepciones individuales.

El objetivo de este informe es documentar y describir la variaciéon de las concepciones de los
estudiantes sobre aspectos especificos del concepto de limite finito de una funcién en un punto.

NOCION DE SIGNIFICADO DE UN CONCEPTO MATEMATICO

El modelo teodrico de significado adoptado para este trabajo se basa en las nociones de signo,
sentido y referencia (Rico, 2012). En nuestro marco, el significado de un concepto matematico se
establece mediante tres componentes:

e FEstructura conceptual, dada por los conceptos, relaciones, operaciones, propiedades, y
proposiciones derivadas. La estructura conceptual establece el criterio de veracidad o
falsedad para las proposiciones que se establecen, desempeiia el papel de referencia.

e Sistemas de representacion, definidos por los signos, graficos y reglas que hacen presente el
concepto y lo relacionan con otros. Los sistemas de representacion sistematizan conjuntos
de signos apropiados para un concepto y, mediante sus reglas de transformacion y de
traduccion, regulan criterios de inferencia operativos.

e Fenomenologia, incluye aquellos contextos, situaciones y problemas que estan en el origen
de un concepto y le dan sentido. Los fendmenos y su andlisis establecen la pluralidad de
sentidos de un determinado concepto.

Un ejemplo de este modelo se encuentra en Rico, Marin, Lupidfiez y Gomez (2008). La
interpretacion fundada sobre lo que comunican, expresan o entienden los estudiantes sobre el
concepto de limite finito de una funciéon la encuadramos en este modelo de significado de un
concepto matematico.

ANTECEDENTES

Organizamos los antecedentes en términos de aquellos descriptores que caracterizan y diferencian
las concepciones de los estudiantes sobre el concepto de limite finito de una funcion en un punto.
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Estas caracteristicas proporcionan focos para organizar las entrevistas, a partir de los cuales
seleccionamos las cuestiones y los grupos de estudio.

En primer lugar, revisamos las investigaciones que estudian la dualidad objeto/proceso en las
concepciones de los estudiantes sobre el concepto de limite (Tall, 1980; Tall y Vinner, 1981;
Sierpinska, 1987; Sfard, 1991). Estos autores destacan que los escolares conciben implicitamente el
limite como un par formado por un proceso iterativo-dindmico infinito y por su resultado, si bien
aparecen incoherencias que se reflejan en afirmaciones como “0,999... es estrictamente menor que
17, o bien, que “el limite esta indefinido pues s6lo conocemos sus aproximaciones”. Planteamos dos
cuestiones que abordan de estos aspectos: Al y B2 (Tabla 1).

En segundo lugar, consideramos trabajos sobre fenomenologia del limite finito de una funciéon en
un punto, en el sentido considerado por Sdnchez-Compainia (2012) quien establece diferencias
relevantes entre la definicion intuitiva -aproximacion doble intuitiva- y la definicion formal -
fenomeno ida-vuelta-, entre ellas el caracter infinito potencial de la primera y su ausencia en la
segunda. Fernandez-Plaza, Ruiz-Hidalgo y Rico (2012) detectan que aquellos estudiantes
familiarizados con el primer fenémeno, quitan importancia al caracter infinito potencial del
proceso, ya que consideran suficiente un numero finito de aproximaciones para conocer el limite.
Se introdujo la cuestion A3 (Tabla 1), para obtener argumentos sobre este aspecto.

Por ultimo, algunas investigaciones detectan en las concepciones de los escolares sobre limite las
propiedades de no ser rebasable y/o alcanzable; relacionan su presencia con el uso coloquial del
término “limite” y de acciones como “limitar”, que denotan una idea de acotacion o no
alcanzabilidad de un valor (Cornu, 1991; Monaghan, 1991). Hemos seleccionado dos cuestiones,
A2 y BI1 (Tabla 1) que abordan estos aspectos.

METODO

El método empleado es de entrevista, en formato de entrevista semiestructurada. El estudio es
confirmatorio con un analisis cualitativo de los datos. La figura 1 muestra el disefio general de un
estudio dividido en dos fases, siendo la fase final la que se detalla en esta comunicacion.

Fase Final (2012)

Disefo de 6 entrevistas semiestructuradas
grupales (Cuestionario + Puesta en
comun)

Fase Inicial
(Fernandez-Plaza, 2011)

Disefio de un cuestionario: 6
cuestiones

Aplicacion a 36 estudiantes de un
y Tecnologia (16-17 afios)

Asignatura: Matematicas.

al curriculo vigente

Seleccion intencional y por
disponibilidad.

Obtencion de categorias previas a
partir de registros escritos

1 cuestion replicada
+
1 cuestion comdn adicional

grupo de 1° Bachillerato de Ciencia

Instruccion previa correspondiente

Sujetos
Procedentes de la fase inicial

Nivel: 2° Bachillerato de Ciencia y Tecnologia
(17-18 afos)

Asignatura: Matematicas

Instruccién previa de acuerdo al curriculo
vigente

Comparacion de registros escritos
(Respuestas a las cuestiones)

Fase Inicial
Anterior a la discusion
Durante/posterior a la discusion

Configuracién de los grupos de entrevista

Seleccion de 21 estudiantes segun categorias
previas por disponibilidad segun 3 criterios:

(1) Mejor precision de respuesta en la
cuestion a replicar

(2) Representatividad de categorias previas

(3) Cada sujeto se asigna a un unico grupo

Analisis de Registros orales
(Puesta en comun)

Espontaneos
En respuesta a estimulos
especificos

Figura 1. Esquema general del disefio del estudio
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Se disenaron seis plantillas, como material auxiliar para orientar la entrevista, no son meros
cuestionarios estandar. En la Figura 2 se muestra un modelo de plantilla para uno de los grupos.
Cada plantilla consta de una cuestion implementada en la fase inicial (Fernandez-Plaza, 2011) y una
cuestion adicional comun.

Cada plantilla trabaja con un grupo de alumnos y se identifica mediante un cédigo. Los codigos
usan las dos opciones del cuestionario inicial, que se diferencian por las letras A y B. En total se
establecieron seis plantillas para seis grupos, tres por cada codigo. Los sujetos se codifican de
manera genérica por la letra E y un subindice: E1, E2..., E21.

PLANTILLA DE RESPUESTAS (MODELO Al)

Nombre:
Edad:
Curso:
Centro:

hacia cierto punto.

Cuestion 1: Lee con atencion:
Decide justificadamente si la siguiente afirmacion es verdadera (V) o falsa (F).

a) Un limite describe como se mueve una funcion f(x) cuando x se mueve V F

funcion en un punto.

Cuestién 2: Lee con atencion el enunciado siguiente:

Describe en cada apartado como entiendes los siguientes términos “Aproximar ™,
“tender ”, “alcanzar”, “rebasar”, “converger”, en el contexto de limite finito de una

Figura 2. Modelo de plantilla para el grupo Al

Codigos, preguntas especificas y composicion de los grupos se recogen en la Tabla 1.

Tabla 1. Cuestiones especificas y composicion de los grupos de entrevista

Codigo Sujetos (Categorias

Codigo Grupos Cuestion especifica previas)
funcion f1x) cuando x s¢ muove haca ciero 1 (Objetoproceso)
Al unto” E2 (Objeto)
p E3 (Proceso)
wo it mier o puo . s o st
p E6, E7 (Rebasable)
Un limite se determina caIC}llando f(x) para ES (Finito practico)
valores de x cada vez mas cerca de un . .
A3 , . ” E9, E10 (Infinito potencial)
numero dado hasta que el limite se alcanza
“Un limite es un nimero o punto al que la E11, E12 (No alcanzable)
B1 funcion se acerca pero nunca alcanza” E13, E14 (Alcanzable)
w L. . . E15 (Precision restringida)
Un limite es una aproximacion que puedes . e
. . E16 (Exactitud del limite)
B2 hacer tan precisa como quieras

E17, E18 (Precision arbitraria)
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“Un limite es un numero al cual los valores E19, E20 (Aproximacién

. arbitraria
de una funcién f(x) pueden acercarse de . ).,
B3 o ; . E21 (Aproximacion no
manera arbitraria mediante restricciones de .
arbitraria)

los valores de x”’

Las categorias previas de respuesta estan descritas detalladamente en Fernandez-Plaza, Ruiz-
Hidalgo y Rico (2012). Los 21 alumnos seleccionados ejemplificaron 14 categorias de respuestas en
la fase inicial segin cuestiones especificas planteadas y componentes estructurales considerados.

La realizacion de las entrevistas se llevo a cabo en un aula ordinaria habilitada al efecto. Cada uno
de los grupos fue convocado separadamente al aula, con permiso del profesor, en turnos de 1 hora y
en su horario lectivo. Las entrevistas fueron implementadas en dos jornadas lectivas.

El protocolo seguido en las entrevistas tuvo dos partes:
e En la primera, se entreg6 a cada sujeto la plantilla de tareas. Duracion 15 minutos.

e En la segunda, se grabd en audio la puesta en comun de las respuestas a las
cuestiones de cada plantilla. Cada sujeto leyd y explico su respuesta; después, el
investigador emple6 materiales de apoyo para incentivar la discusion, aclarar dudas,
profundizar en aspectos relevantes y, en caso necesario, plantear nuevas cuestiones.

DATOS RECOGIDOS Y DISCUSION

Los datos recogidos derivados del desempefio y de las respuestas de los estudiantes en cada uno de
los grupos se analizaron en dos etapas:

Comparacion entre los registros escritos (Fase Inicial, Pre-discusion, Post-discusion)

En primer lugar, percibimos a partir de las grabaciones de la puesta en comin que algunos
estudiantes registraron en su plantilla la revisiéon y ampliacion de su argumento previo; accion no
requerida por el protocolo. Reflejamos tres tipos de registros segiin el momento.

e Fase Inicial, para la organizacion de los sujetos en los grupos de entrevistas.
e Pre-discusion, anterior a la puesta en comun. En la tabla 2 se denota en “texto normal”.

e Post-discusion, durante y posterior a la puesta en comun. En la tabla 2 se denota en “fexto
cursiva”. Los registros post-discusion han sido ampliacion de los pre-discusion.

Tabla 2. Registros escritos en fase inicial y final relacionados con la cuestion Al

Fase Inicial (Ferndndez-Plaza,

Sujetos Fase final : Pre-discusion/Post-discusion

2011)
Es verdadera porque cuando se realiza , se
Verdadero, porque el limite obtiene el conocimiento total de la funcion, es
cuando x tiende a algun numero, decir, todas sus caracteristicas, su
significa donde se dirige la comportamiento en general, ademds nos
El funcién cuando tiende a ese permite saber hacia donde se mueve con
nimero respecto a un punto en la grafica y también se
(Categoria: Objeto/Proceso o puede calcular el Ilimite en el infinito,
dual) entonces no nos indica su forma, sino su

direccion.
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Falso, el limite no te dice el
movimiento de  f(x), el
movimiento te lo dice Ia
ecuacion de f(x) que se te de
para resolver, segun tenga, X, x°,
raiz cuadrada de x, etc.

E2
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Falso, porque un limite no describe el
movimiento de la funcion sino que nos indica
hacia donde se dirige o donde se sithia la
funcion en cualquier punto de x, f{x) nos dice
el movimiento, no nos lo dice el limite.

(Categoria: Objeto)

Verdadero, ya que por ejemplo en el caso de
limite cuando x tiende a infinito de f(x), nos
indica el movimiento que realiza esa funcion
f(x) hacia infinito o hacia el valor que
presente la x.

Consideramos de manera detallada los resultados derivados de esta fase para la cuestion Al y
resumimos los resultados derivados para el resto de los grupos.

Verdadero, si ya que el limite

nos da todos los puntos posibles

que puede adquirir la funcién
(Categoria: Proceso)

E3

Las tres categorias previas responden a la dualidad objeto/proceso de la nocion de limite, es decir, a
si conciben como entidades distintas el objeto y el proceso infinito (Concepcion objeto), los
vinculan (Concepcion dual) o conciben el proceso subordinado al objeto (Concepcion proceso). La
concepcion de E2 representa una concepcidon de objeto, pues incide en que la naturaleza dindmica
corresponde a la expresion algebraica de la funcion, no al limite. E1 asume que el limite es un
objeto al que la funcién se dirige, aunque le atribuye caracteristicas de proceso, mientras que para
E3 el limite asume todos los matices de proceso.

En la Tabla 3 se recogen las variaciones de las concepciones de los sujetos del grupo Al antes y tras
la puesta en comtn. Unicamente se observa una ligera variacion de las concepciones de E1 y E3.

Tabla 3. Variacion de las concepciones individuales de los sujetos de Al

Sujetos Fase Inicial / pre-discusion Pre-discusion / Discusion

El Concepcion dual — Concepceion proceso  Concepcion Proceso — Concepcidn dual
E2 Sin variacion (Concepcion objeto) Sin variacion

E3 Sin variacion (Concepcion proceso) Concepcidon Proceso — Concepcion dual

Andlisis de la puesta en comiin: resultados

La Tabla 4 incluye segmentos de la puesta en comin que ilustra las variaciones o no de las
concepciones de los sujetos del grupo Al. El investigador introduce estimulos para poner a prueba
la resistencia al cambio de las concepciones pre-discusion. Se observa que E1 y E3 cambian
ligeramente su concepcion puramente procesual a una dual. La concepcion de E2 no se altero, atin
cuando se les presentaron otras alternativas de respuesta.

Tabla 4. Segmentos destacados de la discusion e interpretaciones.

Segmentos Interpretacion

I: (Qué pensais vosotros, los que habéis respondido
verdadero, respecto de la respuesta de vuestro
compafiero [ver respuesta en fase inicial de E2, tabla

277 Concepcidn dinamica

procesual de limite (E3)
E3: Si el limite va tomando diferentes valores, va

cambiando la funcion.
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I: ... (El limite qué es, s6lo un nimero o varios?
E3: Uno.
I: Uno so6lo, en este caso sélo podéis considerar que el

Estimulo y cambio de

limite es unico, pero ese valor jte dice qué forma tiene .
P ¢ 3 concepcion (E1 y E3)

f(x)? ...¢Las funciones f(x)=x y f(x)=x" tienen el
mismo limite en x=1 o no?

El y E3: Si
I: (Qué respuesta podéis dar [planteada al grupo general]
a la cuestion Al [ver tabla 1]?
El: [Lee su respuesta final y afiade] no nos indica su forma
en si, pero si la direccion a la que tiende, cuando la x
vale ese punto. Invariabilidad de la
I: ¢ Tienes algo que afiadir E3? concepcion  pre-discusion
E2
E3: No, esta perfecto. (E2)
E2: También he anadido que f(x) nos dice el movimiento,

y no nos lo dice el limite, que es lo que habia dicho...
[se refiere a la respuesta modelo].

Balance de resultados derivados del resto de los grupos (A2, A3, B1, B2 y B3)

La cuestion B3 no proporcion6 datos diferentes a la fase inicial. La cuestion B1, referida
exclusivamente a la alcanzabilidad del limite, deriva hacia interpretaciones de limite como recta a la
que la funcién tiende pero no alcanza, posiblemente debido al estudio asintdtico de la funcion al
caso en un punto.

La propiedad de no rebasabilidad del limite (Cuestion A2) fue sostenida por la totalidad del grupo
en la fase pre-discusion. Durante la discusion la interpretacion de gréaficas con diferentes criterios de
rebasabilidad produjo cambios en su argumentacion. Aquellos argumentos resistentes recalcaron
que la no rebasabilidad corresponde al limite por definicion.

En relacion a la cuestion A3, algunos sujetos enfatizan la suficiencia de un numero finito de
iteraciones para calcular el limite, aunque se necesita un nimero minimo de ellas. En relacién a la
alcanzabilidad del limite existen tres interpretaciones: (1) Posibilidad de que las aproximaciones
igualen al limite; (2) El limite es igual a la imagen y (3) El limite es calculable, aunque exista
indeterminacion.

En relacion a la cuestion B2, un sujeto manifiesta tres interpretaciones de precisar (1) Alcanzar el
limite “Si sale 1°99...t4 no puedes precisarlo™; (2) Aproximar el limite “ta puedes precisarlo para
que salga 1°99”; (3) Bondad de una aproximacion “ el limite es el mismo, pero no es tan preciso”.
La nocion de exactitud del limite tiene tres interpretaciones (1) Natural o entero; (2) Resultado del
calculo; (3) Limite es igual a la imagen, siendo aproximado en caso contrario.

CONCLUSIONES
De acuerdo al objetivo planteado, presentamos las siguientes conclusiones:

Las concepciones del limite como proceso, mostradas por algunos estudiantes, pudieron ser
ligeramente modificadas mediante la discusion de dos funciones diferentes con limites idénticos en
el mismo punto x=a. Un sujeto mostro resistencia a cambiar la concepcion del limite como objeto.
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La resistencia de los estudiantes a superar la no rebasabilidad del limite se debe posiblemente mas
al influjo del uso coloquial del término “limite”, que a la comprension errénea sobre el concepto en
si. La superacion se promovido mediante exploracion de diversas graficas sin que exista una
descripcion globalmente aceptada de esta propiedad.

La no alcanzabilidad del limite es resistente en las concepciones de algunos estudiantes por la
imposibilidad de que las aproximaciones igualen al limite. Algunos estudiantes admiten la
alcanzabilidad como la posibilidad de calcular el limite o que la funcion sea continua. Es relevante
que tampoco exista una descripcion globalmente aceptada de esta propiedad.

No se producen variaciones relevantes en las concepciones del caracter infinito/finito del proceso.
La suficiencia de una “cantidad minima necesaria” de aproximaciones para percibir la tendencia
“infinita” al limite es coherente con los resultados previos obtenidos. La negacion de este hecho por
un estudiante nos permite refinar su concepcion previa incorporando la necesidad patente de
“completar” el proceso infinito.

El caracter exacto/aproximado del limite no es considerado por los estudiantes como una propiedad
intrinseca del objeto limite (el limite es exacto si estd definido, y aproximado en caso contrario)
sino extrinseca a ¢€l, es decir, los estudiantes entienden limite exacto si coincide con la imagen, de lo
contrario se dird aproximado. En cualquier caso el valor del limite estd definido. También existen
evidencias particulares de que limite exacto equivale para algunos estudiantes a ser natural o entero;
posible influjo del contexto aritmético. No menos importante es la amplitud de interpretaciones del
término “precisar”.
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