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Resumen

Se describen los resultados de una investigacion que trata del diseiio e implementacion de una
propuesta de ensefianza dirigida a futuros maestros sobre “la relatividad” (Freudenthal, 2001) en
tareas de razon y proporcion. Esta propuesta se basa en el uso de las prdcticas metacognitivas y en
los principios de la Mayéutica Socrdtica, y ha sido experimentada en un grupo de estudiantes de
tercer curso del grado de Maestro en Educacion Primaria.
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Abstract

Our research focuses on the design and implementation of a teaching proposal aimed at pre-service
teachers about the relativity (Freudenthal, 2001) in ratio and proportion task. This proposal is
based on metacognitive practices, taking Socratic Maieutic principles. We have implemented this
proposal with a group of third year pre-service teachers and the results obtained are told in this

paper.
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INTRODUCCION

En la educaciéon matematica son frecuentes los estudios que se ocupan por separado de alguna de
las tres componentes principales de la actividad docente: el contenido disciplinar, el aprendizaje y la
ensefianza. En el sistema educativo estas tres componentes estdn interconectadas, como los tres
vértices de un triangulo, por lo que, en nuestro trabajo, optamos por un abordaje simultaneo de las
mismas.

Este abordaje se apoya en investigaciones precedentes llevadas a cabo por nuestro grupo
(Fernandez, Figueras, Gobmez, Monz6 y Puig, 2009; Gémez, Monje, Pérez-Tyteca y Rigo, 2013) en
relacion con el contenido: los conceptos de razén y proporcion, el aprendizaje, basado en las
practicas metacognitivas (Rigo, Pdez y Gomez, 2010), y la ensefianza, mediante el método de la
mayeéutica socratica (Rigo, 2011; Rigo y Gomez, 2012) (Figura 1).

Contenido: Razén y proporcion

Ensefianza: Método

A dizaie:
prendizaje Socratico

Metacognicion

Figura 1. Triangulo docente abordado

FUNDAMENTACION TEORICA

El propdsito de esta comunicacion es dar cuenta del disefio e implementacion de un protocolo de
instruccion dirigido a futuros maestros, cuyos fundamentos tedricos son los siguientes.

Contenido

Los conceptos de razdon y proporcion aparecen en el curriculo desde edades tempranas, y
constituyen un soporte fundamental para una gran variedad de temas de las matematicas, las
ciencias, € incluso de la vida real. El buen manejo de situaciones relacionadas con precios por
unidad, porcentajes, velocidades, densidades, o escalas entre otros, forman parte de las
competencias minimas que un futuro maestro debe poseer.

Razén y proporcion estan entre los temas “mads dificiles de ensefar, de mayor complejidad
matematica, de mayor desafio cognitivo, y mas esencial para el éxito al avanzar en matematicas y
ciencias” (Lamon 2007, p, 629).

Abundando en esto, diversos trabajos de investigacion han puesto en evidencia las dificultades que
tienen los profesores de la escuela primaria y secundaria en relacion con la comprension y la
ensefianza de estos temas (Ben-Chaim, Ilany, y Keret, 2002; Berk et al.,, 2009; Keret, 1999,
citados en Ben-Chaim, Kerety Ilany, 2012), por lo que parece necesario desarrollar nuevas
propuestas que contribuyan a remediar esta situacion.

En particular, fijamos nuestra atencién en la compresion y ensefianza del tipo de situaciones que
Freudenthal (2001), en su fenomenologia didactica, considera que son aplicaciones que conservan
la razén en las cuales estd implicita la palabra “relativamente”, como por ejemplo: “una pulga
puede saltar — relativamente- mas alto que un hombre” (p. 124).
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Concretamente hemos escogido una tarea basada en una situacion real de compra en la que se
muestran diferentes ofertas (véase figura 2) extraidas de folletos comerciales y se pregunta qué
descuento es mejor.

Figura 2. Descuentos mostrados a los estudiantes

La dificultad de esta tarea radica en dos componentes criticas. La primera de ellas es percibir que la
pregunta no es sobre la magnitud del descuento (no se trata de ordenar de mayor a menor la
cantidad que se descuenta) sino de entender que las ordenaciones (de los descuentos: mayor, menor)
son relativas; es decir, “en relacién con”.

La segunda componente critica hace referencia a que, para comparar, es necesario construir una
unidad de referencia comun e interpretar la situacion en términos de esa unidad (unitizing, en el
sentido de Lamon, 1996. En lo sucesivo hablaremos de unitizar y unitizacion para referirnos a este
proceso).

Aprendizaje

En relacién con el aprendizaje seguimos las ideas de Lester, (1985), Schoenfeld (1985)o Lester y
Kroll (1990) que destacan la importancia de potenciar la metacognicion en los estudiantes, referida
a las reflexiones (o interpretaciones) que hace un sujeto de sus procesos cognitivos (Schoenfeld,
1985; 1987; 1992), o mas especificamente al

“conocimiento o conciencia que uno tiene sobre sus propios procesos y productos cognitivos
[...] hace referencia, entre otras cosas, a la supervision activa y la consecuente regulacion y
orquestacion de estos procesos en relacion con los objetos o datos cognitivos sobre los
cuales actuan” (Flavell, 1976, p. 232).

Partiendo de la idea de que el profesor representa un modelo a seguir para sus alumnos, desde la
comunidad investigadora se defiende la implementacién de técnicas metacognitivas durante la
instruccion en el aula (Rigo, Paez, y Goémez, 2010). A pesar de ello “los maestros todavia ponen
poca atencion en la ensenanza explicita de la metacognicion” (Desoete, 2007, p. 709).

Por este motivo consideramos fundamental trabajar practicas metacognitivas con los maestros en
formacion para que en un futuro sean capaces de aplicarlas en su aula.

Un modelo teorico bajo el cual poder valorar los procesos metacognitivos que se ponen en juego en
la educacion matematica es el de Lester (1985). Este es un modelo que considera la componente
metacognitiva como un constructo tridimensional en el que entran en juego variables que hacen
referencia al propio sujeto (variables de persona), a la tarea que debe resolver (variables de tarea) y
a las estrategias de que dispone para ello (variables de estrategia).
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Ensenanza

En cuanto a la ensefianza, un método que se perfila potente para trabajar la metacognicion en el aula
es la mayéutica socratica, método pedagogico cuyo rasgo distintivo, como indica Rigo (2011),
consiste en propiciar en el alumno un aprendizaje a partir del auto-reconocimiento de su ignorancia.
Este método se desarrolla en tres momentos: construccion, de-construccion y re-construccion (Rigo,
2011; Rigo y Gémez, 2012).

En el momento de construccion, el docente plantea una tarea de la que sabe de antemano sus
dificultades o los problemas que va a ocasionar en sus alumnos. Estos resuelven la tarea en muchos
casos insatisfactoriamente. Se les pide que realicen reflexiones metacognitivas sobre las variables
de persona (confianza en su respuesta, como se han sentido antes y después de la resolucion) y de
tarea (qué contenidos estan implicados en la tarea, qué opinion les merece su enunciado, qué grado
de dificultad le otorgan, como justifican su resolucion).

En el momento de de-construccion, el docente rebate las resoluciones efectuadas por los estudiantes
enfrentandolos a su error, haciéndoles conscientes de la existencia de un conflicto cognitivo y
propiciando que reflexionen sobre las estrategias adoptadas en la resolucion de la tarea (variable de
estrategia).

Por ultimo, en el momento de re-construccion, el docente guia a los alumnos hacia lo que hasta
ahora desconocian en relacion a la tarea propuesta, hasta que el alumno reformula su resolucion.

Patrones de respuesta

Para que el proceso mayéutico sea efectivo es necesario conocer de antemano los patrones de
respuestas de los estudiantes a las tareas y haber tipificado sus dificultades sobresalientes, que
posteriormente se aprovechan como oportunidades de aprendizaje en las fases de de-construcciéon y
re-construccion.

A tal fin, para conocer los patrones de respuesta de los estudiantes, hemos desarrollado un esquema
de clasificacion en categorias, subcategorias, clases y subclases, como resultado de la aplicacion de
la tarea a un colectivo de 314 estudiantes de magisterio durante el curso 2011-2012, en su ambiente
natural de clase (Para mas informacion véase Gomez, et. al. 2013).

El primer criterio para agrupar las respuestas es si los estudiantes perciben la relatividad de la tarea
o no. Esto determina dos clases: los que se fijan en que los datos (3x2, segunda unidad a mitad de
precio, y 70% en la segunda unidad) son razones, y los que se fijan en elementos especificos y
superficiales de las ofertas.

Dentro de la primera categoria encontramos dos subcategorias:

A.1. Comparan cantidades comparables: Estos estudiantes unitizan con éxito, usando las estrategias
parte-todo, valor unitario y construccion progresiva.

A.2. Comparan cantidades no comparables: Estos sujetos se enfrentan con dificultades al unitizar.
Se dividen en dos clases:

A.2.1. Razon unitaria parcial. Los sujetos toman diferentes unidades de referencia, calculan cual es
el porcentaje aplicado a cada unidad en el caso del 3x2 (33%) y lo comparan con el porcentaje que
en los otros dos casos se aplica a la unidad rebajada (50% y 70%).

En este caso, los sujetos tienen problemas a la hora de unitizar ya que si bien cada uno de estos
descuentos hace referencia a una botella, la unidad de referencia es diferente en el caso del 3x2
(cada una de las botellas) y en los otros dos casos (solo la botella rebajada).

A.2.2.Construccion progresiva fallida. Los sujetos escogen comparar el coste o ahorro total al
comprar el mismo numero de botellas en los tres casos partiendo de un precio comun. El problema
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es que la eleccion de la unidad de referencia es inadecuada, ya que si no se compran un nimero de
unidades que sea multiplo de 3en la primera oferta, o de dos en la segunda y tercera oferta, no es
posible acogerse al descuento.

En la segunda categoria se agrupan las respuestas que no tienen en cuenta la relatividad del
descuento y dentro de ella se distinguen dos subcategorias: B.1 con respuestas cualitativas, y B.2
con respuestas cuantitativas, que corresponden a sujetos que anclan su resolucién a los datos
concretos que aparecen en los folletos (precios dados en cada caso, nimero de botellas implicados
en la oferta).

Esta subcategoria es la mas significativa, y agrupa dos clases:

B.2.1. Operatividad. Los alumnos calculan el coste o ahorro total utilizando los datos ofrecidos por
el anuncio (diferentes precios y/o diferente nimero de unidades mostradas) y los comparan sin
ponerlo en relacion con el coste o compra total.

B.2.2 Numerosidad. En este caso los alumnos centran su respuesta en el nimero de unidades que el
consumidor desee llevarse, considerando que la calidad del descuento depende principalmente de
este factor.

METODOLOGIA
Estructura del protocolo mayéutico

Teniendo en cuenta lo anteriormente expuesto, y ya conocidos los patrones de respuesta, se ha
disefiado elprotocolo mayéutico de modo que en la misma sesion de clase de cualquiera que sea el
grupo de futuros maestros, se puedan trabajar los tres momentos de la mayéutica de un modo no
improvisado, con la siguiente secuencia:

Proceso autonomo

Este proceso corresponde al momento de construccion, donde se administra el cuestionario que
contiene la tarea y las preguntas metacognitivas relacionadas con la tarea y la persona (;has
entendido la pregunta, te parece ambigua, como te has sentido, es dificil, crees que te faltan
conocimientos matematicos para resolverla?).

Proceso guiado por el profesor

Este proceso corresponde a los momentos de de-construccion, donde se presenta a los estudiantes
del grupo los patrones de respuestas fallidos mas significativos: B.2.1.yA.2.2; seguido del momento
de re-construccion, donde se muestran ejemplos de resoluciones eficientes de los estudiantes de la
prueba del 2011-2012.

El proceso se basa en la discusion y reflexion sobre las diferentes estrategias empleadas para
resolver la tarea. El profesor/investigador formula las preguntas “mayéuticas” en cada momento
para hacer aflorar los conflictos cognitivos subyacentes relacionados con cada una de las estrategias
mostradas. Asi, con las preguntas: ;jte convence cémo se ha resuelto?, ;de qué depende el
descuento? o ;qué valoracion le das a esa resolucion?, se confronta a los estudiantes con sus
nociones intuitivas haciéndoles conscientes de las limitaciones de sus ideas acerca de los conceptos
involucrados. Ademas, se consigue que los alumnos expliquen sus razonamientos y escuchen y
comprendan otras soluciones basadas en la relatividad del descuento y en la equivalencia entre las
estrategias que resultan ser mas efectivas.

Aqui finaliza el proceso guiado por el profesor.
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Muestra, aplicacion y codificacion

El protocolo mayéutico se implement6 en una sesion ordinaria de clase de la asignatura Didactica
de la Aritmética y la Resolucion de Problemas correspondiente al tercer curso del grado de Maestro
de Educacion Primaria de la Universidad de Valencia. Los alumnos que participaron son los que
acudieron ese dia a clase; un total de 36 estudiantes. La experiencia se llevo a cabo en el mes de
febrero de 2013.

La sesion de clase fue llevada a cabo por uno de los investigadores y duré aproximadamente una 1
hora y 45 minutos. La sesion fue grabada en video para su posterior analisis. Para comprobar el
impacto que el protocolo mayéutico produjo en los estudiantes, una semana después se les pidio que
volvieran a resolver la tarea.

Los datos obtenidos fueron codificados de manera cuantitativa (haciendo uso del esquema de
clasificacion de los patrones respuestas anteriormente realizado).

RESULTADOS
Resultados relativos al proceso autonomo

Los resultados de las preguntas que hacen referencia a la variable de tarea, mostrados en la tabla 1,
indican que para todos los estudiantes la tarea es familiar y practicamente la mayoria afirma
entender lo que se les pide en ella. Aun asi, para casi la mitad de ellos el enunciado es ambiguo
porque los productos, cantidades ofertadas y precios son diferentes.

Casi la mitad de los alumnos cree que le faltan conocimientos matematicos para afrontar la tarea.
Ademas, algo mas de la mitad consideran que la tarea es facil antes de resolverla, aunque la
mayoria de los que lo hacen (7/36) la resuelven insatisfactoriamente.

Tabla 1. Frecuencias relativas de las respuestas al cuestionario

La comprenden Esambigua Esfamiliar Faltan conocimiento Facil (antes)
34/36 16/36 36/37 17/36 20/36

Con respecto a las cuestiones relacionadas con la variable de persona, los resultados indican que al
resolver la tarea 26/36de los sujetos se sienten regular o mal. Este sentimiento predomina entre
aquellos estudiantes que tienen dificultad para resolver la tarea.

Una vez resuelta la mayoria afirma que se siente un poco mejor (la hayan resuelto correcta o
incorrectamente) aunque casi nadie se siente 100% seguro de su respuesta. En los sujetos que no
han sabido terminar la tarea predominan los sentimientos de impotencia.

En cuanto a la variable de estrategia, casi la mitad de los alumnos responden al perfil de
operatividad (B.2.1.). Estos estudiantes estdn anclados a la informacién numérica superficial
ofrecida en los folletos.

El nimero de botellas que desea comprar el consumidor no ha tenido influencia significativa en las
respuestas observadas (B.2.2.).

Maiés de la quinta parte (8/36) tienen problemas al unitizar ya que comparan cantidades no
comparables.

El resto de estudiantes se reparten del siguiente modo: 4 no terminan la tarea y 7 han empleado una
estrategia eficiente (A.1.).
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Resultados relativos al proceso guiado

El proceso guiado de discusion grupal ha permitido observar cambios, reflexiones y procesos de
autorregulacion por parte de los alumnos que pasamos a describir.

El grupo de estudiantes que ha resuelto la tarea comparando los descuentos como magnitudes sin
relativizar ha ido cambiando su punto de vista a medida que el profesor mostraba las resoluciones
que relativizaban y unitizaban. Se han dado cuenta, pues, de que su resolucidon no era correcta.

La mayoria de los estudiantes muestran en sus resoluciones estar anclados a los precios del anuncio
y los consideran esenciales para resolver la tarea. Durante el proceso guiado muchos de ellos
quedan convencidos de la conveniencia de asignar un precio inicial comun en las tres ofertas para, a
partir de ¢él, realizar los calculos. De este modo observan cémo, el caso de la oferta de la segunda
unidad al 70% (que no tiene un precio concreto asociado) ya no constituye ningun problema. Asi
pues, en este momento observamos que se produce un “desanclaje” de los precios de los folletos.
Algunos, muy pocos, tuvieron claro desde el inicio que el precio es irrelevante para dar respuesta a
la pregunta de la tarea.

En cuanto a los alumnos que tenian problemas al unitizar (A.2.1.), tomaron consciencia
inmediatamente de su fallo al ver una resolucion en la que se unitizaba de manera correcta.

Por medio de la discusion en torno a la estrategia A.2.2., algunos estudiantes llegaron a la
conclusion de que para poder comparar hay que tomar un multiplo comin de las cantidades
ofertadas, pero otros alegan que el consumidor puede elegir qué cantidad comprar y que,
dependiendo de ello, serd mas conveniente una u otra oferta. Los que alegan esto, aunque son un
grupo reducido de sujetos, defienden con energia su argumento, que parece convencer a algunos de
sus companeros.

La sesion continua con la presentacion de las estrategias eficientes (A.1.). De la discusion asociada
inferimos que, aunque la gran mayoria de los estudiantes admiten su eficiencia y le otorgan una
nota alta, existe una creencia extendida (condicionada por el argumento que ha surgido
anteriormente) de que esto no contesta a la pregunta.

Para ellos, el mejor descuento no es el relativamente mayor, sino el que mas convenga al
consumidor, por lo que esta condicionado por el nimero de productos que desee llevarse.

En este momento, el profesor decide mostrar una nueva tarea. Consiste en la imagen de una caja
con 6 CD que cuesta 39 euros y otra con 7 CD que cuesta 40, y pregunta cual conviene comprar.
Ante este ejemplo, la totalidad de la clase est4 de acuerdo en que hay que calcular el precio unitario
para poder comparar. En esta tarea nadie considera que es necesario tener en cuenta el nimero de
productos que nos llevamos.

A la vista de esto, el profesor pregunta por qué ahora ya no es relevante el nimero de unidades y
antes si (en la tarea del descuento). Los estudiantes, incapaces de proporcionar una respuesta, se
quedaron pensando, y aqui termind el proceso guiado por el profesor.

Posteriormente, al cabo de una semana, se pidié al mismo grupo de alumnos que volvieran a
resolver la tarea del descuento para averiguar el impacto de la sesion mayéutica.

Los resultados obtenidos de esta segunda resolucion muestran un incremento significativo en el
nimero de estudiantes que descartan de inicio la oferta de la segunda unidad a mitad de precio,
porque ahora son conscientes de que el “70% en la segunda” y “segunda unidad a mitad de precio”
son directamente comparables.

Creemos que esta conducta es un producto de la sesion mayéutica, ya que anteriormente no
aparecio en ningun caso.
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La mitad de los estudiantes que tenian problemas para unitizar y empleaban la estrategia A.2.1.,
ahora resuelven de manera eficiente, superando asi sus obstaculos iniciales.

Se observa, ademas, un “desanclaje” generalizado de los precios del anuncio. Ahora practicamente
no aparece la estrategia B.2.1. Los estudiantes han comprendido que no son necesarios para resolver
la tarea.

Sorprendentemente, ha aumentado ligeramente el nimero de estudiantes que consideran que el
numero de botellas que desea llevarse el consumidor es determinante para contestar a la tarea.

CONCLUSIONES

Los resultados muestran que el protocolo de ensenanza ha ayudado a que los estudiantes se den
cuenta de la relatividad del descuento, superando el anclaje inicial que tenian hacia los precios
dados en el anuncio y el problema que esto les suponia para manejar el caso del 70%,
comprendiendo que se puede responder directamente sin usar precios.

También se ha logrado que una mejora significativa en los problemas de unitizacion. Ahora los
estudiantes unitizan el segundo y tercer descuento al 35% y al 25%por unidad y de este modo
comparan cantidades comparables.

Sin embargo, aunque el conjunto de estudiantes ha aceptado de manera general la efectividad de las
respuestas mostradas en el momento de re-construccion, en algunos de ellos persiste la idea de que
por encima de todo, la calidad del descuento depende de las preferencias del consumidor

Como se puede observar es muy débil el dominio que tienen los estudiantes de los conceptos de
razon, en particular de una de sus caracteristicas fundamentales, la invariabilidad de la razon, que es
lo que explica que todas las estrategias eficientes observadas son equivalentes.
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