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Resumen. En un primer andlisis de los datos recogidos para una investigacion en torno
al aprendizaje del concepto de serie numérica, se ha detectado la manifestacion de
diversos errores que dificultan el aprendizaje de dicho concepto. Estos errores aportan
pistas a cerca de los obstaculos a los que se enfrentan los estudiantes cuando aprenden
el concepto de serie numérica y las dificultades a las que han de hacer frente. En esta
comunicacion, se describen los errores que han manifestado dos grupos de estudiantes
cuando resolvian la Actividad Rectangulos.

Abstract. In a first analysis of the data gathered for an investigation surroundings to
the learning of the numerical concept of series, the manifestation of diverse errors has
been detected that make difficult the learning of this concept. These errors contribute
tracks of the obstacles which the students face when they learn the numerical concept of
series and the difficulties to which there are to do in front. In this communication, the
errors are described that two groups of students have showed when they solved the
Activity Rectangles.

INTRODUCCION

El estudio de las dificultades, obstaculos y errores que aparecen en el aprendizaje de las
matematicas, es un aspecto importante de muchas investigaciones, (Blanco, 2001),
(Brousseau, 1983), (Cornu, 1991), (Drijvers, 2002), (Hercovics, 1989), (Llorens y
Santonja, 1997), (Sierpinska, 1985), (Socas, 1997), (Tall, 1994), que Socas (1997)
refleja afirmando que ‘el aprendizaje de las matematicas genera muchas dificultades a
los alumnos y éstas son de naturalezas distintas. (...) Estas dificultades se conectan y
refuerzan en redes complejas que se concretan en la practica en forma de obstaculos y
se manifiestan en los alumnos en forma de errores’.

Los argumentos mas sencillos para explicar las dificultades que encuentran los
estudiantes cuando aprenden matematicas, suelen recaer sobre una ensefianza
inadecuada o un bajo potencial intelectual de los estudiantes. Sin embargo, es posible
encontrar otras explicaciones desde el ambito historico, epistemolégico o psicolégico
(Hercovics, 1989). Para Socas (1997), las dificultades del aprendizaje de las
matematicas proceden generalmente del microsistema educativo: alumno, materia,
profesor e institucion escolar. Por tanto, las dificultades ‘pueden abordarse desde varias
perspectivas segiin pongamos énfasis en uno u otro elemento: desarrollo cognitivo de
los alumnos, curriculo de matematicas y métodos de ensefianza’. Las dificultades
asociadas a la propia disciplina (debidas a la complejidad de los objetos matematicos y a
la complejidad de los procesos de pensamiento matematico), en general, no pueden



evitarse, pero es necesario conocerlas para que el profesor implemente estrategias de
ensefianza-aprendizaje que las expliciten para facilitar la adquisicion de nuevos
conocimientos (Palarea, 1998).

El filosofo G. Bachelard introdujo en 1938 la nocion de obstaculo epistemoldgico en el
contexto de las ciencias experimentales y casi cincuenta afios mas tarde, bajo el
paradigma de la teoria de las situaciones didacticas, Brousseau introdujo la nocion de
obstéaculo en el contexto de la didactica de las matematicas. Para Brousseau (1983), un
obstaculo es un conocimiento que en un determinado dominio proporciona resultados
correctos, pero que en un dominio nuevo 0 mas extenso, provoca respuestas falsas o
inadecuadas.

Desde la distincion entre la imagen del concepto y la definicion del concepto de Tall y
Vinner (1981), Tall (1991) considera que la causa de muchos obstaculos responde al
principio de extension genérica, el cual justifica sobradamente la necesidad de disefiar
cuidadosamente un curriculo que evite la aparicién de estos obstaculos: ‘Si un individuo
trabaja en un contexto limitado en el cual todos los ejemplos que aparecen tienen cierta
caracteristica, entonces, en ausencia de contraejemplos, la mente asume implicitamente
en otros contextos estas mismas caracteristicas conocidas’ (traduccion de los autores).

Otros autores, Blanco (2001) y Llorens y Santonja (1997), identifican errores y
deficiencias que atribuyen al tipo de ensefianza recibida.

La incorporacion de las herramientas de calculo simbdlico en el aula de matematicas,
fomenta la aparicion de obstaculos cognitivos que se manifiestan abiertamente en estos
entornos. Drijvers (2002) enumera una totalidad de doce obstaculos, entre los que
distingue aquellos que son propios de un tépico matematico, y los que son propios de la
idiosincrasia de la herramienta.

Es muy habitual que los profesores dediquen muchos esfuerzos intentando corregir los
errores que cometen sus estudiantes. Sin una reflexion profunda, podria parecer que
estos errores son s6lo fruto de una falta de conocimiento o un despiste. Sin embargo,
son muchos los investigadores, (Brousseau, 1983), (Cornu, 1991), (Socas, 1997), entre
otros, que consideran el error como la manifestacion en los estudiantes de un obstaculo,
no sélo como el resultado de un esquema cognitivo inadecuado.

OBJETIVO DE LA INVESTIGACION

Este trabajo forma parte de un proyecto de investigacion mas amplio que versa sobre el
aprendizaje de estudiantes de primero de Universidad del concepto de convergencia de
serie numerica (Codes y Sierra, 2004, 2005, 2006) y (Codes, Sierra 'y Raboso, 2007b).

En un primer andlisis de los datos recogidos para la investigacion, se ha detectado la
manifestacion de diversos errores que dificultan el aprendizaje. El objetivo de este
trabajo es el de constatar y clasificar dichos errores.

La clasificacion de los errores se llevara a cabo de acuerdo con Socas (1997),
atendiendo al origen de los mismos. Distinguimos asi los que tienen su origen en un
obstaculo, bien sean didactico, epistemoldgico o cognitivo, y los que tienen su origen en
una ausencia de sentido, debida a la complejidad de los objetos matematicos. Esta
clasificacion no es excluyente. Puesto que en nuestro trabajo no contemplamos el
aspecto emocional y afectivo, no tendremos en cuenta el error cuyo origen se deba a una
ausencia de sentido por las actitudes afectivas y emocionales, que para Socas es la
tercera dimension desde la que abordar el origen de los errores.



En primer lugar se expondréan los datos, posteriormente se procedera a la discusion de
los mismos y finalmente se sacaran las conclusiones pertinentes.

DATOS

Durante el curso académico 2005-2006 se llevo a cabo la recogida de datos para reunir
informacion acerca de las relaciones que establecian los participantes entre los
elementos del modelo teérico (Codes y Sierra, 2006).

A partir de la transcripcion y la revision de todas las grabaciones, se realizé un primer
analisis en el que se detectaron diversos errores que comenten los estudiantes. En esta
comunicacion, se describen los que han manifestado dos grupos de estudiantes, S1y S3,
cuando resolvian en el aula de ordenadores la Actividad Rectangulos.

Con esta actividad se propone introducir el concepto de serie numérica,
contextualizando una serie geométrica de razén % en un problema geométrico de
calculo de areas de rectangulos. En los distintos apartados de la actividad se recrean las
etapas de la evolucion historica del concepto a través de tareas en las que el alumno ha
de realizar célculos de &reas, representaciones graficas, sumar series geométricas de
razones positivas y negativas, y aproximar alguna suma. En Codes y Sierra (2007a), se
encuentra una descripcion mas detallada de la misma.

La actividad se realiza en un entorno computacional, con el software de célculo
simbolico Maple como herramienta de apoyo. Este, proporciona un entorno de trabajo
sencillo que permite al estudiante compaginar la expresion analitico-algebraica, mas
formal, con la grafica y geométrica, mas cercana y perceptible.

La transcripcion del episodio en el que se manifiestan los errores dara cuenta de los
mismos, y en algunos casos, se utilizara una copia de la informacién que se recogio por
pantalla (Codes, Sierra y Raboso, 2007b) en la que se pueden contemplar las
instrucciones que los estudiantes ejecutaban con el software Maple.

Errores del grupo S1

Al comienzo de la actividad, en el Enfoque Geométrico, se muestran al estudiante
sucesivos dibujos en los que, a partir de un cuadrado de lado la unidad, se generan
nuevos rectdngulos de &rea la mitad del rectdngulo anterior. El estudiante solo ha de
observar los dibujos que cada vez se asemejan mas a un rectangulo de 2x1. Tras la
observacion, el grupo S1 manifiesta su concepcion de infinito potencial (ES1_OEip).

1| D | {Cuéndo llega a dos? Cuando ene es infinito, como no llega a infinito, porque no
hay infinito, pues...

También en este episodio, el grupo S1 manifiesta su concepcion de limite inalcanzable
(ES1_OEIN) que Cornu (1991) describe como ‘¢ se alcanza el limite 0 no?’:

1 | D | Que nunca llega a llenarse, vamos. Se acerca pero nunca llega.
(...)

2 | JM | No llega nunca a dos. ¢...? Nunca va a llegar a dos.

(...)

JM | Si, pero aqui,... es que seria dos. ;Seria dos 0 no?

D | No

JM | No, nunca llega a dos.

D | Nunca llega a dos, 0 sea que tiende a dos pero nunca es dos.

oo~ lw

En la Conjetura 2 se les pregunta ‘¢, Cuantos rectangulos se necesitan generar para que
la suma de sus areas sea al menos 1.999 u®?’, a lo que el estudiante JM contesta
(ES1_OEi-1):



11 JM | Pues ahi tiene la cosa de que si esto es periddico, serian infinitos rectangulos.
Como no es periddico son unos rectangulos determinados.

En la seccion Experimenta se les plantean cuatro experiencias: en las tres primeras han
de calcular sumas de series geométricas en las que la razén toma diversos valores.
Cuando la razén toma el valor =1 | JM aplica la propiedad asociativa de la suma finita
de nameros reales a una suma infinita que no converge (ES1_OEfH).

1 | JM | No puede tender a infinito y a menos infinito a la vez.

2 | D | Esuno, uno (sefiala en el aire)...

3 | JM | Vaatender a cero. Claro, porque lo que tiende por un lado menos lo que tiende por el otro...
Va a tender a cero. A cero.

4 | D | ¢Como va a tender a cero?

5 | JM | Si, porque va siendo... va sumandolo.

>

En la Conjetura 1 se les pide que indiquen los valores de r para los cuales la suma =

es finita y en ese caso dar el valor de la suma; el grupo S1 consigue obtener un criterio
para los casos en los que la razén es positiva y en esa situacion, una formula para la
suma de la serie: ‘la inversa de lo que le falta para llegar a la unidad’. Pero cuando
tratan de comprobar si la férmula también es valida para valores negativos de la razon,
cometen un error en los célculos que les lleva a afirmar que no se cumple la misma
férmula (ES1_ODn).

1 | JM | Y para los nimeros negativos. Venga, vamos.

2 | D | Supongo que sera lo mismo.

3 | JM | Alo mejor es lo mismo, pero claro, uno menos algo negativo, al elevarlo a menos uno. Uno
menos algo negativo...

4 | D | Vamos a hacerlo con el cinco. Nos tendria que salir... Que no sale.

JM | Pues no nos sale.

6 | D | Sale cero con seis periodo.

()]

Errores del grupo S3
En el Enfoque Grafico, han de representar en el plano cartesiano la gréafica de los dos

n
elementos del modelo, a, y Zak. A partir de los ocho primeros valores de las dos
k=0
sucesiones, y con lo que han experimentado en el Enfoque Geométrico, deben obtener
una expresion algebraica que defina el término general de la sucesién de sumas
parciales, para introducirla en un conjunto de instrucciones de Maple que realiza la
representacion de la gréfica. La consecucién de diferentes errores (ES3_ASa), les lleva
a invertir mas de veinte minutos en realizar esta parte de la actividad. Se presentan tres
de ellos.

(ES3_ASal) En un primer momento, el grupo S3 no utiliza un sumatorio para obtener

la expresion general de la sucesion de sumas parciales, sino que utiliza una fraccion
2.2k

algebraica. La expresion correctaes ™~ 2% , pero ellos implementan la formula

, 1
5;{ = 2"‘ + = . . . ;o oy .
2% como se puede apreciar en el siguiente cddigo que ejecutan

incorrecta
con Maple:



Este es el area coloreada
> restart:
n:=10:
a:—array: #esta asignacién no es necesaria
for k to n do alk]:=((2*k)+1/(2"k)) end do; #comienza en k=0.
A:=[[i,a[i]] S$i=1..n];
plot (A, style—=point)

(ES3_ASa?2) El estudiante M del grupo S3 conoce la expresion correcta, pero sus
compafieros C y R tienen dificultades para expresar algebraicamente ‘el doble del de
abajo menos uno’.

1| M | El de abajo, o sea el de arriba es el doble del de abajo menos uno. Mas uno. Menos uno,
menos uno. El doble del de abajo mas uno.

2 | R | Ya, pero esa expresion no la puedes poner asi tampoco. ,Como pones que es el doble del de
abajo?

3 | M | Simplemente poniendo el mismo de abajo pero multiplicado por dos.

4 | R | Y cémo llamas a lo de abajo?

5| C | Claro.

6 | M | Dos alaene. ;Como lo voy a llamar? Dos a la ene por dos menos uno.

7 | R | Es decir, cuatro elevado a la ene menos uno. Que no es.

8 | C | Nide palo.

(ES3_ASa3) El estudiante R del grupo S3 confunde 2 - 2% = 2¥** ¢on (2-2)* = 4* g
compafiero M le corrige y finalmente R acepta la solucién de M.

1 | R | Taal de abajo le llamas dos a la ene, ;no?

2 | M | (asiente)

3 | R | Vale. Y el de arriba es el doble de dos a la ene menos uno.
4 | M | (asiente)

5| R | Esdecir...

6 | M | Dos por dos a la ene...

7 | R | Espera.

8 | M | ...menos uno. No cuatro a la ene, sino dos por dos a la ene.
9 | R | Noes cuatro a la ene. Claro.

Ademas, cuando utilizan el ordenador para que Maple dibuje la gréafica de alguna
sucesion o calcule un limite, se ponen de manifiesto los problemas que encuentran en la
manipulacion algebraica. Uno de los errores en los que mas incurren es el de confundir
el significado de una letra en una expresion algebraica. En varias ocasiones escriben
algo como esto:

> restart:

n:=10:

a:=array: #esta asignacién no es necesaria

for k to n do a[k]:=(1/2"n) end do,; #comienza en k=0

A:=[[i,a[i]] $i=1..n];

plot (A, style=point);
Es decir, asignan a “n” el valor 10 y luego lo utilizan como variable. Ademas, nombran
a la variable contador con la letra “k” y luego en la expresion algebraica utilizan la letra
“n”. A lo largo de la instruccion, no solo en esta actividad, se repite mucho este error, lo
gue nos induce a pensar que su causa no es solo un despiste, sino que alberga una
concepcion confusa del significado y la relevancia de las letras en las expresiones

algebraicas (ES3_ASaHCS).
DISCUSION
(ES1_OEip), (ES1_OENl), (ES1_OEi-1I)

El grupo S1 comete varios errores, (ES1_OEip), (ES1_OEN) y (ES1_OEi-1), que
comparten un origen comun, el obstdculo que provoca una concepcion dindmica de
infinito y de limite. Monaghan (2001) asegura que la primera idea que desarrollan los
estudiantes sobre el concepto de infinito esta asociada al infinito como proceso, y el



lenguaje que utilizan refleja esta concepcion: ‘this goes on and on’, ‘Infinity means
going on and on’.

Desde la perspectiva de la teoria APOS (Dubinsky y otros, 2005a), con los conceptos
que involucran procesos iterativos infinitos, una accién consiste en la ejecucion de un
namero pequefio de iteraciones; la repeticion de esta accion se interioriza en un proceso
que un individuo puede encapsular en un objeto ejecutando acciones sobre él. Cuando
un individuo concibe el limite como inalcanzable y tiene una concepcion de infinito
potencial, posee una concepcion proceso de estos conceptos matematicos. Hasta que no
sea capaz de encapsularlos, no poseera una concepcion objeto.

Esta concepcion proceso de los conceptos de limite y de infinito, que en otros contextos
pueden derivar respuestas correctas, suponen un obstaculo de tipo epistemoldgico para
la correcta adquisicion del concepto de serie numérica; esto es asi, porque la
construccion del concepto de serie numérica requiere de una concepcién objeto de
limite y de infinito.

Respecto al error (ES1_OEN), otras investigaciones bajo un paradigma constructivista
destacan la prevalencia de una imagen dinamica del concepto de limite, que se
manifiesta en una concepcion de limite como proceso y consideran que provoca
obstaculos para la correcta adquisicion del concepto de limite de una sucesién numeérica.
(Williams, 2001), (Mamona-Downs, 2001), (Earles, 2000), (Monaghan, Sun y Tall,
1994).

Ademas, consideramos que el error (ES1_OEi-1) cometido por JM cuando mezcla el
caracter periddico de un decimal con la posibilidad de que sea el resultado de una suma
infinita o finita, estad también originado por una ausencia de sentido debida a la
complejidad de los conceptos de infinito, limite y nimero real periodico. La idea
equivocada de que un decimal finito no puede ser el resultado de una suma infinita, nos
lleva a pensar que el estudiante posee un esquema cognitivo inadecuado del concepto de
numero real. Esto, nos hace reflexionar sobre la importancia de los esquemas
conceptuales que posee un individuo sobre los cuales se construye el nuevo
conocimiento.

(ES1_OEi)

(=1)"
La suma infinita ha protagonizado algunos episodios a lo largo de la historia
de la matematica en los que se refleja la dificultad de los procesos infinitos. En este
caso, JM repite uno de estos episodios al generalizar la propiedad asociativa de los
numeros reales en una suma infinita.

(ES1_ODn)

Los errores de calculo siempre pueden justificarse por un despiste, pero cuando en esos
calculos aparecen nimeros negativos, se ha de considerar ademas la posibilidad de que
se deba a la manifestacion de un obstaculo didactico. En este caso, es un obstaculo
causado por la tendencia de los profesores a trabajar mas ejemplos en los que aparecen
nimeros positivos que negativos, lo cual provoca que se produzcan mas errores de
calculo al operar nimeros acompariados del signo.

Desde la perspectiva de Tall (1991), el abuso de ejemplos con niUmeros sin signo puede
producir el principio de extensién genérica que mencionamos anteriormente. Las causas
de las dificultades que conlleva este principio hay que buscarlas en la practica docente.



(ES3-ASa)

En la Actividad Rectangulos, el grupo S3 comete muchos errores de tipo algebraico,
(ES3_ASal), (ES3_ASa2) y (ES3_ASa3). Esto, provoca una barrera en la correcta
adquisicion del concepto de serie numérica porque les dificulta la manipulacién de los
elementos del modelo tedrico, y en consecuencia impide que establezcan relaciones
entre ellos (Codes y Sierra, 2006). Asi, la complejidad del algebra les impide avanzar en
el desarrollo del concepto de serie numérica. Desde el punto de vista de los niveles de
desarrollo del concepto de serie numérica (Codes y Sierra, 2006), consideramos que
estos errores del grupo S3 ponen de manifiesto un menor nivel de desarrollo del grupo
S3 respecto del grupo S1.

Por otro lado, hay ocasiones en las que algunas dificultades se manifiestan mas
intensamente en entornos informaticos, como en el caso de los errores del grupo S3
originados por una ausencia de sentido debida a la complejidad del algebra que se
manifiestan cuando utilizan el ordenador (ES3_ASaHCS).

El caso de algunos errores (ES3_ASaHCS) recuerda a uno de los obstaculos locales
debidos al uso de HCS relacionado con el algebra que Drijvers (2002) describe como ‘la
concepcion flexible de variables y parametros que requiere el uso de HCS”’.

CONCLUSIONES

En esta investigacion se han detectado algunos obstaculos y errores que se manifiestan
cuando los estudiantes aprenden el concepto de serie numérica. Aunque en esta
comunicacion sélo se han analizado los que aparecen cuando realizan la Actividad
Rectangulos, en un primer analisis de todas las grabaciones que se realizaron para
aportar datos a la investigacion, se comprobé que algunos de ellos se repetian a lo largo
de toda la instruccion.

Con el grupo S3, se ha comprobado cémo los errores originados por el algebra
repercuten negativamente en el desarrollo del concepto de convergencia de serie
numérica. El avance en el desarrollo mas formal del concepto se frena
considerablemente porque los estudiantes han de centrar su atencién en las
manipulaciones algebraicas méas que en el propio concepto.

Con el grupo S1 ha quedado patente la relevancia de los conceptos como limite,
infinito, funcién o los nimeros negativos, y la repercusion de las concepciones erroneas
de los mismos para la correcta adquisicion del concepto de serie numérica. La relacion
entre el concepto de serie numérica con estos otros conceptos (una serie infinita es el
limite de una sucesiéon de sumas parciales; una sucesion es una funcién con dominio

discreto M), hace que las dificultades y los obstaculos asociados a ellos se trasmitan al
aprendizaje del concepto de serie numérica.

Con este trabajo contribuimos a ampliar el campo de conocimiento sobre las
dificultades a las que han de hacer frente nuestros estudiantes cuando aprenden
conceptos de Analisis Matematico. Desde el punto de vista docente, esta informacién es
necesaria para disefiar un curriculo que favorezca la superacién de los obstaculos que
son causa de algunos errores (Blanco, 2001), (Cornu, 1991), (Herscovics, 1989),
(Llorens y Santonja, 1997), (Socas, 1997), (Tall, 1991), (Tall, 1994).
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