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2. Descripcion

Se creard un puente entre los aspectos teorico-practicos de la clase de calculo
integral, entendiendo lo tedérico como el contenido tematico, los ejercicios tomados
de los libros y las soluciones analiticas de problemas que abordan las tematicas
solidos de revolucion, volimenes y &reas de una superficie de revolucion entre
otros; y lo préactico como el paso desde la exploracion en un entorno de geometria
dindmica de dichos contenidos en un contexto de resolucion de un problema
especifico. Para articular estos aspectos se selecciond una serie de ejercicios de
calculo integral de las secciones cinco, seis y ocho de los libros Célculo de una
Variable Trascendentes Tempranas, sexta edicion (2008) y séptima edicion (2013)
de J. Stewart. Se implementaron algunos de ellos en la clase del tercer semestre del
espacio académico de Calculo Integral de la Licenciatura en Matematicas en la
Universidad Pedagdgica Nacional y otros se presentan en una pagina web
disefiada por el autor donde se tiene una serie de applets en GeoGebra®, en los
cuales se crea un entorno de exploracion que permite al estudiante manipular y
observar las posibles variaciones de los elementos constitutivos del mismo, y
eventualmente discernir un camino analitico de solucién. Los ejercicios
seleccionados para ser implementarlos en la clase también son presentados en la

pagina web.
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4. Contenidos

La presente propuesta busca, brindar algunos elementos que posibiliten la
incorporacion del estudio de algunos ejercicios representativos de las tematicas del
calculo integral utilizando como base los textos Calculo de una Variable
Trascendentes Tempranas, sexta (2008) y séptima (2013) edicion de J. Stewart, en
particular en relacion con los contenidos fundamentales de las aplicaciones de la

integral definida: areas, volimenes, area de superficie de revolucion, y centroide.

El trabajo consta de seis capitulos; el primero, denominado Justificacion, plantea las
razones que validan la elaboracion del mismo ; en el segundo capitulo se exponen
los principales referentes teéricos en los que se basa el estudio del presente trabajo
desde el punto de vista de la visualizacion, conjeturacion y heuristicas en la resolucién
de problemas y del uso de Geogebra®. No se presenta un marco matematico ya que

este esta sujeto al presentado en los textos antes mencionados.

En el tercer capitulo denominado contextualizacion de los problemas se plantean los
gjercicios a estudiar; en el cuarto capitulo se realiza el andlisis al desarrollo de los
gjercicios que los estudiantes presentaron durante la implementacién en la clase del
tercer semestre del espacio académico de calculo integral de la licenciatura en
matematicas en la Universidad Pedagdgica Nacional; en el quinto capitulo se presenta
una breve descripcion de la pagina web; por Gltimo se presenta el capitulo de

conclusiones donde se pretende evidenciar si se cumplieron o no los objetivos




propuestos, y la posible razon de lo encontrado asi como algunas observaciones
generales.

5. Conclusiones

Frente a la estructuracion de las actividades exploratorias

e En algunos de los ejercicios seleccionados estructurd una actividad la cual
requeria del uso del software Geogebra® y en los otros la actividad iba
enfocada a la visualizacién del ejercicio.

Desde las soluciones analiticas de los problemas

e La resolucion de la guia va dirigida a los métodos tomados por el docente,
no obstante los estudiantes no siempre siguen estos pasos lo cual los lleva a
presentar errores por no tener claridad del camino que eligio.

e Surgié la necesidad de retomar algunos conceptos de calculo integral
debido a que los ejercicios seleccionados abarcan teméticas que por la falta

de frecuente uso suelen olvidarse, en este caso por el autor.
Desde el disefio de la guia.

e Al trabajar solidos de revolucion, el software fue determinante al momento
de visualizar los sélidos generados al hacer girar una region respecto a un
eje determinado ya que dicho software le permite explorar mejor las
propiedades del solido generado y de esta manera determinar el método
apropiado para hallar su volumen.

e La percepcion del grado de dificultad del docente difiere de la percepcion
del estudiante, lo que hace que los resultados no sean los esperados en

algunos ejercicios.
En el marco de la implementacion

e Los tiempos destinados para realizar las actividades en clase aunque son los

pertinentes pero no son los suficientes puesto que no logran desarrollar la




totalidad de los ejercicios en clase y deben terminarlos en casa y sin la
asesoria del docente.

e Las dificultades que se presentan al momento de abordar analiticamente
alguno de los ejercicios planteados se hace mas evidente a la hora de
trabajarlo en el software ya que se mantiene la incertidumbre sobre la
finalidad del ejercicio y no encuentra las herramientas geométricas
apropiadas para abordarlo.

e La articulacion del uso de software en la solucion de los problemas de
areas no brinda mayor beneficio que el de corroborar las graficas de las
ecuaciones y los resultados que se obtenian analiticamente. Aunque dichas
graficas en el software brindar informacion mas detallada de las ecuaciones
que se abordan.

e Los estudiantes tienen frecuentes dificultades a la hora de plasmar en el
papel el solido de revolucion que le pide el enunciado, debido a la

limitacion que se presenta al representar una figura tridimensional.
En el disefio de la pagina web

e La herramienta web permite una correcta interaccion del usuario con el

ejercicio en cuestidn, sin necesidad de recurrir a la instalacion del software.

La disponibilidad de la pagina web tanto para ordenadores como para moviles la

hace completamente versatil y de facil acceso.

Elaborado por: TEJERO RUIZ, JAVIER FERNANDO

Revisado por: AYA CORREDOR, ORLANDO.
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INTRODUCCION

El presente estudio, que se desarrolla en el marco general de la didactica del calculo,
constituye un trabajo en la misma linea de la monografia de grado “Una Exploracién de
las Conicas desde el Calculo Diferencial” (Velandia y Hernandez 2013), donde se
evidencio la relevancia que tienen dos aspectos de la educacion matematica: la actividad
exploratoria y el papel que tiene la geometria dindmica en los procesos de conjeturacion y
visualizacion. Las autoras tomaron una serie de ejercicios representativos del texto
Célculo de una Variable Trascendentes Tempranas, sexta edicién (2008) de J. Stewart
que involucraban a las conicas y sus propiedades. En el presente trabajo se abordaran
problemas relacionados con las aplicaciones de la integral definida usando como base los
textos Calculo de una Variable Trascendentes Tempranas, sexta (2008) y séptima
(2013) edicion de J. Stewart y se representaron algunas exploraciones en un entorno de
geometria dinamica, particularmente Geogebra ® en relacidn con los elementos que deben
ser considerados a la hora de evaluar, ya sea una area entre curvas, el volumen de un sélido
de revolucién, la longitud de arco, etc.(v.g. los intervalos de integracion, los puntos de

intercesion entre funciones, el tipo de elemento generador de un sélido de revolucion etc.).

En principio, la actividad exploratoria trata de evidenciar los conflictos cognitivos que se
ocasionan entre el contexto generado por dicha exploracion y el proceso de solucién
tradicional que implica Gnicamente el uso de algoritmos y cuya mecanizacion no
necesariamente implica el desarrollo de competencias para la resolucion de problemas. Es
decir, la actividad exploratoria estd influenciada por la relacién entre los conocimientos
previos, la abstraccion y los razonamientos del estudiante generados a partir del analisis
del ejercicio, lo que facilita la produccion de conjeturas, la construccion de hipotesis, y la
elaboracion de heuristicas de solucion, lo que en Ultimas ayudara a decidir como abordar

finalmente la resolucién de un problema especifico.



El segundo aspecto es la importancia que tiene el uso de nuevas tecnologias en los procesos
de ensefianza y aprendizaje. (Moya, A. 2004). Particularmente el software GeoGebra®, es
una herramienta de exploracion dinamica que facilita la elaboracion de multiples
representaciones ‘“‘simultaneas” de un objeto, lo que puede generar una motivacion al
estudiante a elaborar un camino de resolucion que le permita eventualmente resolver
formalmente una situacion problema vy dar cuenta, de manera analitica, de los pasos
llevados a cabo dentro del proceso. No obstante, y dado que en las representaciones
visuales suelen tener prioridad los aspectos figurales sobre los conceptuales, Fishbein
(1993), el uso del software bien podria ser una ventaja al hacer que los conflictos entre lo
figural y lo conceptual emerjan, pero a su vez podria constituirse en un obstaculo cuando
no se presentan construcciones robustas, sino, construcciones simples o dibujos para

representar la situacion propuesta.

Como parte integral de los productos del presente trabajo se planteara una guia con
posibles ejercicios a trabajar en el contexto del desarrollo de un curso de Calculo Integral
dentro de un programa de formacion inicial de profesores, con el fin de abordar las
tematicas propias de este espacio, Yy que brinde un ambiente de conceptualizacién, via
resolucion de problemas. La propuesta se fundamenta en el hipotético de que la actividad
de exploracidn de la situacion propuesta en el enunciado de cada problema en el entorno de
GeoGebra® permitird no solo apoyar la conceptualizacién alrededor de objetos propios y
especificos del Calculo Integral (en particular para presente trabajo: Areas, Voldmenes y
Soélidos de Revolucion y centroides) sino que permitird conceptualizar y profundizar en
posibles estrategias de resolucién de problemas que no involucren como Unica y necesaria

via de resolucién el desarrollo algoritmico.

Para evidenciar lo anterior se le presentard una guia de cuatro de los ejercicios que fueron
implementados en un curso de tercer semestre de calculo integral de licenciatura en
matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional. Igualmente se desarrolla un entorno

de aprendizaje virtual a través de una pagina web (http://goo.gl/sOLk10).



Capitulo 1: Justificacion y objetivos.

1.1 JUSTIFICACION

Una revision de algunos de los formatos de evaluacion de los espacios académicos del
curso de Precalculo y Célculo Diferencial del proyecto de Licenciatura en Matemaéticas de
la Universidad Pedagogica Nacional, en el afio 2006 y la consulta verbal con un grupo de
estudiantes de diversos semestres en el afio 2014 acerca del uso de geometria dinamica en
el espacio académico de Calculo Integral, arrojaron informacién que muestra un empleo
poco frecuente del mismo en el trabajo en clase y que usualmente este es empleado por los
profesores para ilustrar ciertas aplicaciones o verificar ciertas soluciones de los ejercicios
propuestos, pero no como una herramienta que apoye la conceptualizacion; en este sentido
es mas una herramienta empleada para “mostrar” que para visualizar, 0 mas propiamente
para hacer una interpretacion grafica. Su uso, también se suele manejar como “algo” que se
deja mé&s como una actividad extra clase, pero casi siempre en tareas enfocadas hacia la

verificacion.

Por lo anterior, en el presente trabajo se busca brindar algunos elementos que posibiliten la
incorporacion del uso de software con un enfoque diferente al que se ha venido dando, esto
es, apoyado mas en las tareas de visualizacién y de conjeturacion. Se espera que las
acciones asi desarrolladas en la ejecucion de la resolucion de algunos ejercicios
representativos de las tematicas del calculo integral permitan el desarrollo de nuevas
heuristicas a la hora de abordar problemas de calculo y en general de matematicas. Por lo
que se puede sintetizar como una propuesta didactica basada en el estudio de una serie de

gjercicios via uso de geometria dinamica.



1.2 Objetivos
1.2.1 Objetivo general

Seleccionar y estudiar actividades que permitan la exploracion de algunos contenidos del
curso Calculo Integral del Proyecto de Licenciatura en Matematicas de la Universidad

Pedagdgica Nacional desde un entorno de geometria dindmica.

1.2.2 Objetivos especificos

e Estructurar actividades exploratorias tomando como punto de partida ejercicios no
prototipicos relacionados con las tematicas mas significativas del calculo integral.

e Presentar soluciones analiticas a los problemas seleccionados.

e Generar una guia de problemas donde se presenten las acciones exploratorias y las
soluciones analiticas de los mismos.

e Implementar ejercicios significativos de la guia generada a un grupo de estudiantes.

e Crear una pagina web donde se plasme el proceso y los resultados obtenidos del

presente trabajo.



Capitulo 2: Marco tedrico.

En este apartado se presentan los referentes teodricos relacionados con tres aspectos
fundamentales: La visualizacion entendida como una habilidad cognitiva que puede ser
desarrollada; la conjeturacién y las heuristicas que pueden emerger en un contexto de
exploracion y el uso de Geogebra entendido este como un apoyo para los dos primeros

aspectos mencionados.

2.1 Visualizacion

Diversos autores han tratado de definir lo que es la visualizacion como proceso. Para el
presente trabajo entenderemos la visualizacion como la define Arcavi (2003); esto es:
“Visualizacion: Es la capacidad, el proceso y el producto de la creacion, interpretacion, uso
y reflexion sobre figuras, imagenes, diagramas, en nuestra mente, sobre el papel o con
herramientas tecnolégicas con el propdsito de representar y comunicar informacion, pensar
y desarrollar ideas y avanzar la comprension ” (Arcavi ,2003:217).

Asi este proceso se vincula con lo que se ha denominado como comprension visual (CV),
(Duval 2006) que es aquello que sucede cuando un sujeto adquiere representaciones de un
concepto desde el registro visual pero que ademas es capaz de transformarlas y convertirlas
a otros registros en el momento en que debe realizar una tarea que implique razonamiento
matematico.

De otra parte, Dikovi¢ (2009) afirma que la visualizacion que se posibilita con el software
de geometria dindmica permite al estudiante no sélo ver sino ademas explorar las
relaciones matematicas y conceptuales que pueden resultar dificiles de "comprender"
cuando no se hacia uso de los recursos tecnoldgicos. Esta es la principal razén por la que
se hace necesario la incorporacion recursos como Geogebra® en aula de clase, (en este
caso en clases de célculo integral) puesto que la visualizacion de ciertas graficas, por
ejemplo los sélidos de revolucién, no resultan tan evidentes cuando se representan con
papel y lapiz, ademas, la construccion de una situacion planteada en el enunciado de un
ejercicio, si es llevada a un entorno de geometria dinamica, y mas si ella es robusta (Healy,
1999), permite que emerjan algunos elementos constitutivos propios del objeto con el que

se esté tratando.



Lo anterior no significa de manera alguna que no se deba realizar la representacion usual en
papel y lapiz pues esta es una tarea que también aporta a la conceptualizacion, se debe
interpretar que las dos tareas deben ser complementarias y que en términos de la mediacién
instrumental, ayuden a que emerjan aspectos diferentes o incluso complementarios del
concepto con el que se esta tratando. Ademé&s Fishbein (1993), propone que en las
representaciones visuales suelen tener prioridad los aspectos figurales sobre los
conceptuales, entonces el uso del software bien podria ser una ventaja ya que permite hacer
que los conflictos entre lo figural y lo conceptual emerjan; no obstante el software podria a
su vez constituirse en un obstaculo cuando no se trabaja con construcciones robustas, sino,
con construcciones simples o dibujos que representan la situacion propuesta.

Ademas citando a Tall, Smith y Paez (2008), Shipulina (2013) afirma que los recursos
tecnoldgicos dinamizan la visualizacion ya que ponen en escena representaciones
simbdlicas, numéricas y gréficas, en manera simultanea, de un mismo objeto o situacion.
Asi, trabajar en un entorno de geometria dinamica, no solo permite obtener las
representaciones visuales de una situacion sino que ademas diferentes representaciones
como la numérica, la tabular y la algebraica que puede ayudar a proponer una posible

solucidn a un ejercicio, problema o situacion planteada.

2.2 Conjeturacion y heuristicas en la resolucion de problemas a través del software

Las distintas herramientas informéaticas de simulacion de geometria dindmica que
incorporan elementos de calculo, en este caso GeoGebra®, han concebido un cambio en la
manera como se puede entender lo que constituye realizar una prueba o validar un
resultado en matematicas (de Villiers, 1990). Los objetos construidos en este entorno
pueden ser sometidos al arrastre, lo que permite a los estudiantes, y en general al usuario,
experimentar e incluir propiedades, realizar generalizaciones, elaborar conjeturas, verificar
la validez de teoremas entre otros, pero donde una de las tareas fundamentales es que
posibilita al explorar un ejercicio o situacion problema y lograr determinar o bien los
invariantes del mismo o bien el comportamiento de la construccion realizada ante la

variacion en un parametro que previamente se ha definido.



Segun diversos investigadores como Hanna (2001) y de Villers (1990), los matematicos
deben aceptar que el enunciado de la tarea matematica es cierto para luego buscar la
prueba formal, y es en este momento de certeza, donde la geometria dinamica puede ayudar
a buscar dicha prueba. Dichos autores manifiestan, respecto a las acciones realizadas por
los estudiantes, al observar en la pantalla, que aun cuando los objetos matematicos son
sometidos a transformaciones (mediante el arrastre), y ellos lleguen a plantear una
conjetura, incluso, bajo ciertas circunstancias mediadas por las acciones de clase, se vean,
ya sea motivados o forzados a buscar una prueba. Sin embargo, el paso de la exploracion a
la formalizacion deductiva no es una tarea facil y que no se da de manera espontanea. Lo
mismo podria aplicarse en el caso en que no se conoce el resultado de un enunciado, esto
es si se desconoce el resultado al que se debe llegar, una exploracion podria allanar el

camino hacia una solucién factible.

Pareciera que la naturaleza empirica de las demostraciones, o de las soluciones planteadas
en un entorno de geometria dindmica no encajara en el caracter deductivo formal, asi que
se crea la necesidad de asociar el cardcter inductivo y el deductivo, distinguiéndose asi las
actividades exploratorias propiamente dichas, de lo que constituye la prueba formal,
(Mariotti, 2000). En este sentido las actividades propuestas sugieren que si bien el entorno
de exploracion puede llegar a dar la solucion a un problema, se han de generar las
soluciones analiticas para poder fortalecer los procesos de conceptualizacion y de

formalizacion de los objetos matematicos relacionados en el mismo.

En relacion con lo anteriormente expresado, investigadores como Healy y Hoyles (1999)
indican que la exploracién en software de geometria dinamica podria incentivar a los
estudiantes a expresar sus conclusiones utilizando la prueba formal, pero ademas, puede
que al usar el software se identifiquen propiedades y dependencias entre los objetos para
luego trabajar en las pruebas formales una vez se ha abandonado la construccion; con lo
anterior se deduce que la geometria dinamica ayuda a los alumnos en la apreciacion del
ejercicio pero no en el desarrollo de la prueba o en la construccion de la solucién, se habla
entonces de una brecha entre el uso de la geometria dindmica y la prueba o la resolucion

formal de una situacion problema. También puede ocurrir, como lo mencionan Laborde



(2000) y Jones (2000), que el estudiante otorgue a la exploracion realizada, en un entorno
de geometria dindmica, un carécter de demostracion en si misma y considere esa evidencia,
practicamente de tipo empirico, como suficiente y no vea la necesidad de recurrir a un
proceso de formalizacion o que deje por sentado que la “respuesta” dada por el software ya

se constituye en la solucion del problema.

Polya (1957) destaca la importancia de que exista un puente entre el razonamiento
deductivo y la exploracion, es decir, una conexion entre los datos conocidos y aquello que
se desconoce. Lo anterior implica que, si bien los estudiantes adquieren cierto
conocimiento que les permite probar sus conjeturas con el software de geometria dinamica,
los maestros deberan desafiarlos a buscar soluciones analiticas formulando preguntas para
que puedan explicar y justificar si el resultado es cierto, esto les permite confirmar a través

de la verificacion inductiva y explicar el por qué con argumentos de caracter deductivo.

La solucién de problemas matematicos es un proceso complejo para los estudiantes y en
general para las personas, y en particular en las aulas los problemas se suelen tornar
dificiles cuando se intentan resolverlos de manera tradicional, papel y lapiz, (Bu, L 2011);
para facilitar el desarrollo de heuristicas diferentes a las convencionales, las cuales estan
ligadas al uso de algun algoritmo, ellos pueden contar con el apoyo ofrecido por las nuevas
tecnologias empleadas en el aprendizaje de las matematicas, ya que de manera interactiva
proporcionan representaciones dindmicas, mecanismos y modelos que pueden viabilizar los
esfuerzos. Bu, L, (2011) logra sintetizar los aspectos a tener en cuenta al trabajar una
situacion problema en geometria dinamica y en particular en GeoGebra®, en saber las
estrategias heuristicas, la comprension de la dependencia, trabajar hacia atrds (procesos
reversibles), adivinar y comprobar, y la gestion de complejidad; de esta gestion se debe
resaltar que es en mayor parte dependiente de la visualizacion, lo que va ligado a la
capacidad del estudiante de interpretar y visualizar el ejercicio planteado. Sobre las
estrategias heuristicas, referencia la importancia de la exploracion de las ideas matematicas
por parte de los alumnos, puesto que no solo les ayuda a familiarizarse con la situacion
problema y los recursos que les brinda el software, sino que puede ayudar a crear una

solucion provisional al manipular las herramientas brindadas por este.



2.3 Uso de Geogebra

Se utilizara el software GeoGebra® por ser libre es decir puede descargarse libremente en
la pagina oficial de la organizacion, www.geogebra.org; ademas trabaja sobre una amplia
gama de plataformas de sistemas operativos que tengan la méaquina virtual de Java
instalada, por lo tanto puede ser instalado tanto en computadores como en tablets, e incluso,
bajo ciertas restricciones funcionales, en dispositivos como teléfonos moviles. Ademas
ofrece caracteristicas de geometria, algebra y calculo, los cuales estan completamente
vinculados, es decir se pueden usar de manera simultanea con gran facilidad aun sin darnos

cuenta. En otras palabras, esta herramienta extiende los conceptos de geometria dindmica a

los campos del &lgebra y analisis matematico.

GeoGebra® fue disefiado para fines educativos y ayuda a los estudiantes a experimentar,

este software estd orientado hacia los ejercicios y la investigacion del aprendizaje de las

matematicas, tanto en las aulas como en cualquier otro entorno. Aqui los estudiantes
utilizan simultaneamente la vista algebraica y el sistema geométrico interactivo; a medida
que exploran el software con ejercicios planteados aumentan sus habilidades cognitivas.

Apoyados en Dikovi¢ L. (2009), a continuacion se presentan algunas de las ventajas y las

desventajas reconocidas en el uso del software de Geometria Dindmica y en particular de

GeoGebra®. Algunas de las ventajas son:

e Respecto a una calculadora gréafica, GeoGebra® es mas facil de usar, gracias a su
intuitiva interfaz, mend multilinglie, comandos y ayuda.

e Este software fomenta el aprendizaje por descubrimiento guiado y experimental y
proyectos de estudiantes de matematicas.

e Las creaciones de los estudiantes pueden ser personalizadas gracias a las opciones de
color y renombre que posee.

e Ayuda a los estudiantes a obtener una mejor comprension de las matematicas, debido a
que los estudiantes pueden manipular variables facilmente arrastrando objetos "libres"
en el plano simulado, o mediante el uso de deslizadores. Los estudiantes pueden generar
cambios manipulando objetos libres, para luego observar como seran afectados los

objetos dependientes de estos.

10



e GeoGebra® ofrece una buena oportunidad para el aprendizaje cooperativo, es decir, se
pueden resolver ejercicios en pequefios grupos, el docente puede hacer interactiva la
clase o se pueden realizar presentaciones de resultados estudiantes a nivel grupal o
individual. De hecho, Geogebra® propende por la formacién de comunidades que
ayuden con materiales y disefios de unidades para la ensefianza de las matematicas.

e La entrada algebraica permite al usuario generar objetos nuevos o modificar los ya
existentes.

e Féacilmente se pueden publicar los archivos de hoja de calculo como paginas Web y
crear apples manipulables.

e GeoGebra® estimula a los profesores para usar y evaluar tecnologias basadas en:
visualizacion de las matematicas, investigacién en matematicas, clases de matematicas

interactivas localmente o a distancia, matematicas y sus aplicaciones, etc.

Igualmente, algunas de las deficiencias que se han encontrado con el uso de GeoGebra®

son.

e Estudiantes sin conocimiento previo del software se limitardn Unicamente a ingresar
ecuaciones en la barra algebraica o en su defecto a realizar los denominados arrastres
erraticos en este entorno, esto es mover los elementos presentes en una construccion
pero sin tener claro el propdsito de la accién de arrastre y sin reconocer elementos
dependientes e independientes, etc.

e La funcion 3D de GeoGebra® aun carece de opciones equivalentes a las de 2D, por
ejemplo la denominada funcioén “Lugar geométrico” de un punto, en la nueva funcion
deberia representar alguna clase de sélido generado, indispensable al trabajar solidos de
revolucion.

e Se pierde la necesidad de mostrar analiticamente los hallazgos en Geogebra® pues se
asume como cierto lo que muestra el software, se puede llegar a los limites de la

aceptacion de un resultado por la evidencia directa.
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GeoGebra® ha ido ganando rapidamente popularidad entre los docentes e investigadores
alrededor del mundo, porque es un software de matematicas dinamicas, facil de usar, que
combina muchos aspectos de diferentes paquetes matematicos. Ademas, debido a su
naturaleza de codigo abierto, una amplia comunidad de usuarios ha realizado aportes a su

desarrollo y a la construccion de comunidades alrededor de él.
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Capitulo 3
En el presente capitulo se presenta la contextualizacion de los ejercicios propuestos para el

desarrollo del curso de calculo integral, asi como la guia de problemas seleccionados para
cada una de las tematicas que estructura la propuesta. Para estos Ultimos se presenta
unicamente la solucién analitica, la cual puede servir de apoyo para quienes deseen
implementar esta propuesta en el aula. Como toda solucién analitica, estd sujeta a ser
cuestionada y eventualmente reformulada mediante otras estrategias de solucion las cuales
pueden llegar a ser emergentes en un contexto de exploracion en geometria dindmica; esto
permitiria desarrollar diferentes heuristicas que pueden aportar al proceso de
conceptualizacion que se quiere desarrollar con relacion a los conceptos de area entre

curvas, volimenes y superficies de solidos de revolucion.

3.1 CONTEXTUALIZACION DE LOS PROBLEMAS DESARROLLADOS EN LA
CLASE

En la presente propuesta se seleccionaron una serie de ejercicios donde el estudiante debia
recurrir al uso de software Geogebra® para comparar, comprobar y/o complementar la
respuesta obtenida analiticamente o para explorar la situacién planteada en dicho entorno.
La secuencia de problemas empleados en el desarrollo de la clase y que fueron presentados

mediante una guia son los siguientes:
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1. Hay una recta que pasa por el origen que divide la regién definida por y = x — x?
y el eje x en dos regiones de drea igual. ;Cual es la pendiente de la recta?

2. En la figura se ilustra una horizontal y = ¢ que cortaa la curva y = 8x — 27x?%. Encuentre
el mimero c tal que las areas de las regiones sombreadas sean iguales.

4 S_—
i

3. Para que valores de m larecta y = mx y la curvay = ﬁ encierran una region y calcule

el area de esa region.
4. Calcule el volumen generado al rotar la regién limitada por las curvasy =Inx ,y =0y

¥ = 2 alrededor de:

a) Elejey
b) Eleex

La intencion de involucrar el software radica en facilitar la visualizacion del ejercicio para
que favorezca la posibilidad de que el estudiante pueda disefiar mejores y mas acertadas
estrategias de desarrollo del ejercicio planteado e incluso le ayude a pensar alguna si
inicialmente no se le ha ocurrido algo. Se busca que al abordar el problema en un entorno
de geometria dindmica se resalte la importancia de la representacion gréfica del ejercicio a
trabajar; para lo anterior se tuvo en cuenta el proceso analitico que pudo haber empleado el
estudiante en el proceso de desarrollo, antes de tener acceso al software matematico, para
que una vez desarrollado con la ayuda de dicho software evallen ya sea, o bien la
coherencia de sus hallazgos, o bien que posiblemente evidencien las falencias y obstaculos
gue se pudieron generar en el desarrollo del ejercicio y es en este momento donde la
funcién de verificador, del software, se hace evidente. Aunque si el estudiante empieza a
solucionar la situacion problema con el uso de GeoGebra® o alternandolo con
procedimientos analiticos se pueden notar las diferentes estrategias que le pueden llegar a
servir ya sea para abordar la situacion problema o para complementar su camino de

solucioén.
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Los ejercicios fueron seleccionados de tal manera que el estudiante pudiese utilizar diversas
estrategias de solucion y recursos de la teoria de célculo integral para abordarlo, con lo que
se lograba que pusieran a prueba los conocimientos adquiridos y los conceptos
desarrollados en el curso. Ademas se consideraron ejercicios en los cuales la visualizacion
pudiese llegar a apoyar el desarrollo de una posible estrategia de solucion.

Los ejercicios seleccionados como se puede apreciar en la guia corresponden a las
tematicas desarrolladas hasta el momento de la implementacion, en un curso de tercer
semestre de calculo integral de la licenciatura en matematicas de la Universidad Pedagogica
Nacional, area entre curvas y volimenes de revolucién. A continuacion se reporta como se

abordaron los problemas de estas tematicas.
Problemas de areas entre curvas

Los estudiantes tuvieron la libertad de elegir cdmo abordar los ejercicios propuestos, es
decir, podian trabajarlos inicialmente analiticamente o utilizando el software; la intencion
primordial sera permitirle al estudiante o bien utilizar el software en tareas de
comprobacion de la respuesta obtenida analiticamente lo que le permitira discernir si lo que
el plasmo por esta via se correspondia con lo solicitado por el enunciado del ejercicio, pero
a su vez que le sirviera de apoyo para determinar si los pasos intermedios empleados en la
solucion analitica eran consistentes; o bien utilizar el software como una herramienta que
le permita visualizar cuales serian los pasos a seguir si quisiera volver sus conjeturas
afirmaciones analiticas esto es apoyarse en las funciones propias de GeoGebra® para
visualizar un camino de solucién. (Mariotti, 2000).

Problemas de voliumenes de solidos de revolucion

El abordaje de este tipo de problemas requiere mucho mas del apoyo de los elementos de
visualizacion para determinar los elementos constitutivos de la expresion que permite
calcular un diferencial de volumen. Diversos autores reportan que representar y visualizar
objetos tridimensionales o generados a partir de objetos bidimensionales trae consigo
diferentes obstaculos cognitivos incluso desde los primeros grados de escolaridad (Blanco

2015). En este sentido el uso del software, se puede constituir en una herramienta esencial

15



de apoyo debido a que al momento de analizar sélidos de revolucion su uso permitiria
evitar las dificultades que se generan al elegir el método correcto de solucion pues la
representacion mental que el estudiante genera estéd ligada a su capacidad de abstraer el
problema, y de interpretar que lo establecido en el papel es en realidad un objeto
tridimensional. GeoGebra® puede ayudar no solo a romper esta barrera si no que podria
permitirle explorar el sélido generado, para que de esta forma pueda encontrar las
caracteristicas relevantes del elemento generador del diferencial de volumen y su relacién
con el eje de rotacion y de esta manera pueda elegir el método més apropiado. En este
sentido el uso del software estd centrado en su papel de exploracion y de interpretacién mas
que en las tareas de comprobacion.

3.2 Guia de problemas

Con el fin de ampliar los temas de estudio de las aplicaciones de la integral definida, con
estudiantes de tercer semestre de la licenciatura en matematicas de la Universidad
Pedagdgica Nacional, se seleccionaron ejercicios que no solo afianzaron las tematicas
anteriores (areas entre curvas y volumenes de solidos de revolucién) sino que abordaran las
tematicas siguientes presentadas en el orden indicado durante el desarrollo de la clase:
Longitud de arco, superficies de solidos de revolucion y centroides. Los ejercicios
seleccionados se plantearon de forma secuenciada respetando el orden planteado en las
ediciones seis (2008) y siete (2013) del calculo de Stewart. Para facilitar la interaccion del
lector con los libros referenciados y el presente documento se conservaron los valores de
los puntos que presentan cada seccion en los textos originales, diferenciando por supuesto
los ejercicios de una edicion u otra.

La utilizacion del software en el abordaje de cada uno de los ejercicios, se centra
basicamente en la exploracion y se implemento a través de una pagina web localizada en la
direccion http://goo.gl/sOLk10. La implementacion se realiza mediante applets, y la forma
en que esta presentada se mostrard con mas detalle en el capitulo 5 del presente trabajo y
que hace parte integral de los productos del mismo.

A continuacion se presentan las soluciones analiticas de los ejercicios propuestos para ser

trabajados en este entorno.
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3.3SOLUCIONES ANALITICAS A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS
EN LA PAGINA WEB

La intencion de este apartado es presentar las soluciones analiticas esperadas a los
ejercicios propuestos en la pagina web y por lo tanto si bien se presentan algunas
representaciones de los ejercicios en geometria dindmica no se discutird sobre el uso del

mismo ya que esto sera presentado especificamente en el capitulo 5.

3.3.1 Ejercicios de Areas entre curvas

Ejercicios Seccion 5.2

2.Si f(x) =x?—2x, 0 < x < 3, valore la suma de Riemann con n = 6 tome los puntos
extremos de la derecha como los puntos de muestra, dé su respuesta como dos decimales
¢Qué representa la suma de Riemann? llustre la respuesta con un diagrama. Stewart, J.
(2008)

Solucion

b-a 3-0 1
—Ax=—=-

Se halla el tamafio del delta para n = 6, Ax = ~ -

Se hallan los valores de los x;, de la correspondiente particién, tomando los extremos

derechos de la misma y se evallan en la funcion y se efectda la suma correspondiente:

n(n+1)(2n+1)
6

Se sabe que Y1, i% = .

Ahora con n = 6 se tiene que:
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171 6(7)(13)  6(7)
24 6 2]

A continuacion se presenta la gréafica.

Ejercicios Seccion 5.4

47. El area de la region que se encuentra a la derecha del eje y y a la izquierda de la

pardbola x = 2y —y? (el area sombreada de la figura) se expresa con la integral

f02(2y — y2)dy. (Gire su cabeza en el sentido de las manecillas del reloj y considere que la

region se encuentra debajo de la curva x = 2y — y? desde y = 0 hasta y = 2. Encuentre el

area de la region. Stewart, J. (2008)

Solucion

251

1.5 1

Si bien la gréfica ofrece cierta evidencia visual sobre el
intervalo sobre el cual se ha de hacer la integral, se debe
encontrar el mismo de manera analitica. Ademas aun cuando
la grafica no permite identificar los puntos de corte, se hace

necesario el soporte analitico, puesto que se puede verificar

05 ] que la gréfica esté bien construida o en caso de no tenerla

esta puede ser construida.

-E:.5 ah 0:5 ‘II
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Dado que

Los puntos de corte de la parabola con el eje y ocurren cuando x = 0, asi

0=2y—y*

0=y2-y)

y=0Ay =2 lospuntos de corte son (0,0) y (0,2)

Por Gltimo se evalla la integral que permite hallar el &rea de la regién dada:
2
A= f 2y —y*dy
0

y
A=y2—?

8 12-8 4
3 3

0

67. Los economistas usan una distribucion acumulada, llamada curva de Lorenz, para
describir la distribucion del ingreso entre las familias en un pais dado. Tipicamente, una
curva de Lorenz se define entre [0,1], con los puntos extremos (0,0) y (1,1) y es continua,
creciente y céncava hacia arriba. Los puntos de esta curva se determinan ordenando todas
las familias segln sus ingresos y calculando el porcentaje de ellas cuyos ingresos son
menores que, o iguales a, un porcentaje dado del ingreso del total del pais. Por ejemplo, el

a

punto (100 E) estd sobre la curva de Lorenz, si el a% inferior de las familias recibe

menos del b% del ingreso total o un porcentaje igual a este. Se tendria la igualdad absoluta
de la distribucion del ingreso si el a% inferior de las familias recibe el a% del ingreso. En
cuyo caso la curva de Lorenz seria la recta y = x. El area entre la curva de Lorenz y la
recta y = x mide en cuanto difiere la distribucion del ingreso de la igualdad absoluta. El
coeficiente de desigualdad es la relacion del area entre la curva de Lorenz y larecta y = x

al &rea debajo de y = x. Stewart, J. (2008)
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b)

0 1 x

Demuestre que el coeficiente de desigualdad es el doble del area entre la curva de

Lorenz y la recta y = x; es decir, demuestre que Coeficiente de desigualdad o
indice de Gini G = 2 [ [x — L(x)] dx
Demostracion

Primero se empieza por el coeficiente de desigualdad, se aplica la integral buscando

obtener el doble del area entre curva de Lorenz y larectay = x.

fo [x — L(x)]dx _ fo [x — Lgx)]dx =2 Jl[x — L(x)]dx
0

folx dx x?*

0
La distribucidon del ingreso para cierto pais se representa mediante la curva de
Lorenz definida por la ecuacién
L(x) = %xz + éx
¢ Cudl es el porcentaje del ingreso total recibido por el 50% inferior de las familias?
Encuentre el coeficiente de desigualdad. Stewart, J. (2008)
Solucion
7

5
L(x) = —x% +—
(%) 12x +12x

Como el porcentaje del ingreso es la mitad se obtiene
1(5)-56) +56)
2/ 12\2 12\2

L<1>_5<1)+7_5 7_19 0.3958
2) " 12\4) "24 48 " 24 48 7
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Este es el 39,58%.
Por lo tanto el porcentaje de ingreso recibido es de 39,58%.
Para encontrar el coeficiente de desigualdad se sabe que este es igual a dos veces el

area entre la curva de Lorenz 'y y = x por lo tanto se usa

G = Zfl[x—L(x)]

6=2[ [~ (gt + )| x=2([ wax— [ gyt v
G=2<f01xdx——j 5x2 +7xdx)—2f01xdx——J 5x2 + 7x dx
(@) |

1_ 2|1 5x3 N 7x2
— Xy 18 12
0 0
G=12-02———- =2

5 7 5
18 12 36

Por lo tanto el coeficiente de desigualdad es de G = %

Problemas adicionales Seccion 5
9. Encuentre el intervalo [a, b] para el cual en valor de la integral f;’(z + x — x?)dx es un

maximo. Stewart, J. (2008)
Solucion
y=—x*+x+2
y=—(*~x~2)
y=—(=2+1)

El vértice de la pardbola sera:
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=

<

Il
N[ =

Yy =2+

L)

N[ =
e

En este caso, para encontrar el valor maximo se determina donde las imagenes de la
funcién son mayores o iguales a 0, ya que en el intervalo donde esto ocurra la integral sera

positivo definida.
2+x—x%22>0
0=>x>—x-2
0=>(x—2)(x+1)

Es decir que
x—-2)(x+1) <0

Lo que se satisface siysolosi —1 <x <2
Asi el valor de la integral es m&ximo en el intervalo [-1,2]

Ejercicios Seccion 6.1

1. Determinar el area de la regién sombreada. Stewart, J. (2008)
y _ ; Solucion

Se plantea la integral teniendo en cuenta los limites de
integracion que son suministrados por la grafica. Para
\ x |\ luego resolver la integral. (NOtese que podrian

encontrarse analiticamente si se tiene un cierto grado

de duda sobre la grafica suministrada)
Tomada de Stewart, . (2008)

‘ 4 3| 64 32
A=](5x—x2—x)dx=J(4x—x2)dx=2x2—— =32—-—=—
. . 31, 33
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4. Determinar el area de la region sombreada. Stewart, J. (2008)

4. ¥
x =y —4y
33 ,—.-'._-:;..n-.'.'-
L x
-
o .
i b |
x=2y—¥

Tomada de Stewart, J. (2008)
Solucién

Planteando la integral con respecto a y se tiene que:

3 3 2y33
A=j(2y—y2—y2+4y)dy=j(6y—2y2)dy=3y2—T =27-18=9
0 0 0

48. Encuentre el area de la region definida por la pardbola y = x2, la tangente a esta

parabola en (1,1) y el eje x. Stewart, J. (2008).
Solucion

Graficando la regidn propuesta se tiene que:

c=0.04
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Se halla la ecuacion de recta tangente a la funcion en el punto P (1,1)
Como y = x?2, la derivada de la funcion sera:

y' = 2x, y esta derivada evaluada en el punto P es y'(1) = 2, que representa la pendiente
de la recta tangente a la curva de f en el punto P y por lo tanto la ecuacién de la recta

tangente a la curva en el punto en cuestion sera:
y—1=2(x—-1)
y=2x-—1
Luego se remplaza cuando y = 0, para encontrar el corte de la recta con el eje x

0=2x—-1

Luego se determina el area encerrada teniendo en cuenta los limites de integracién que

estan determinados por los puntos de abscisas 0, % y 1

A= J x2dx+ | (x? —2x+ 1)dx
0

1,
PERRCI 1
A=—| +—=5—-x*+x
3 o 3 1,
11 1
24 24 12

49. Determine el numero b tal que la recta y = b divida a la region delimitada por las

curvasy = x?y y = 4 en dos regiones de igual area. Stewart, J. (2008)
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Solucion

Representando la region acotada por las curvas y una recta de la forma y = b se tiene que:

o]
= 2 1

Las coordenadas (x,y) del punto que pertenece a la parabola por el que pasa larectay = b
son (x/E b), por tanto se tiene, que si se quiere las regiones representadas tengan la misma

area (ver figura), se debe cumplir que:

y=x?
y=4

j:/g(b —x%)dx = j:ﬁ dy

b x3\/5 2313/24
| =
3 0 3 )
3/ 3 3/ 3
i b _2E w25 25 2V
3 3 3 3 3 3
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4 2 1
§193/2 = §43/2 = b3/2 = E43/2

b2 =4 = b =43
Estoes b = 2V2

50.

a) Calcule el nimero a tal que la recta x = abiseque el area bajo la curva
y=xiz13xs4.3tewart,J. (2008)

Solucién

Esbozando la grafica de la region dada se tiene que:

[ 2 23 3 23 B

Ahora se determina el &rea bajo la curva en el intervalo [1,4]

= +
xlq 4 4
Por tanto, al querer bisecarla con la recta x = a, el area de cada sector debe ser
A 3

2 8

Luego la integral de la funcién en el intervalo [1, a] debe ser %
f“ 1 p 3 14 3 1 1 3
—_ = D —— = — =5 —— = —
, x? *~3 xl; 8 a 8

Por Gltimo se determina el valor de a, asi
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b) Determine el nimero b tal que la recta y = b biseque el area del inciso (a).

Solucion

054

0.5 1 i} 15 2 25 3 35 4 4.5

y = xi entonces al tratar de determinar el valor de b se tiene que expresar f(y)

21

Nuevamente se tiene que el area de cada una de las regiones en que se biseca la region

3

original debe tener un dreade A = 5 » por lo tanto en este caso:

3

s fbl (\/% - 1) dy Que puede ser reescrita como:

1
Z = fbl(y_i — 1) dy, e integrando se obtiene
% =2y - y|; Que por el teorema fundamental del calculo segunda parte lleva a:
Z =1 — (2vb — b) y resolviendo la ecuacion cuadratica para b se obtiene:
3
g = 1 - 2\/3 + b
5
2Vb=b+ g
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4b—b2+5b+25
- 4° " 64
0 = b? 11b+25
- 4 64
11, [121_25
,_ 2-N16 16
B 2
11 +/96
b_TfT_11+«/%_11—4«/€
-2 8-8 8

. . . 11-4V6
Por lo tanto la recta paralela al eje x que biseca el areaes y = 5

51. Calcule los valores de c tal que el area de la region delimitada por las parabolas
y=x%2—c?ey=c?—x?es576. Stewart, J. (2008)

Solucién

| o T 43

Se iguala la integral que determina el area encerrada por las parabolas a 576.

Determinando los puntos de corte de las funciones se tiene que:

x2 — 2 = c? — x2
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Asi
2x?% = 2c?
De donde x = ¢ y por lo tanto y = 0, asi los puntos de corte son (c, 0)y (—c, 0).

f_cc(—x2 + ¢% — x2 + ¢?)dx = 576, y por el hecho de ser funciones pares:
C
Zf (—x%+ c? —x? + ¢?)dx = 576
0
¢ 576
f (—x%+c? —x% 4+ c®)dx = —
0 2
c
f (2¢? — 2x?)dx = 288
0
c
f (2¢? — 2x%)dx = 288
0

c
JO (c? — x?)dx = 288,

C
J (c? —x®)dx = 144
0

Luego se evalla la integral

x3|° c3
c2x——| =144 =3 —— =144
3 3
0
2C3—144
=

Por ultimo se despeja ¢

 144(3)

3
¢ 2

=c3=723) =2c=3V216 = c=6

El valor de c tal que el area de la region delimitada por las parabolas sea 576 es 6.
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55. Para que valores de m la recta y =mx y la curva y = encierran una region y

x2+1

calcule el &rea de esa region. Stewart, J. (2013)

Solucion
Para encontrar los puntos de corte entre las funciones se igualan las mismas:

x —
x2+1

mx

x =mx3 +mx
0=mx3+x(m—1)
0 =x[mx?+m—1]

Que admite por soluciones:

x=0 V mx’=1-—-m
1—-m
x2=—
m
+ [1—-m
X = —_—
-] m

Como dentro del radical debe ser positivo, solo cumple

cuando
1-m>0
1>m

Pero para que se acote algun area debe cumplirse a la vez que

m>0
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0.5 o ——

Luego se halla el area, teniendo en cuenta la simetria,

A=

> —mx)dx con 0<m<1 ,
x“+1

Para realizar esta integral se puede representar como dos integrales en donde la primera

integral se soluciona por sustitucion y usando el teorema fundamental del calculo se obtiene

1-m

m

A=2|timez sy
Bl e 2

0

m

1_
A=In(x*+1) —-mx?y "

Evaluando se obtiene:

A=ln(1_m+1>—m—(1r_nm)

1
A=ln(—)—1+m
m

A=Inl—-Inm—-1+m

A=m—-(Inm+1) donde 0<m<1
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Ejercicios Adicionales Seccion 6.2

2. Hay una recta que pasa por el origen que divide la region definida por la parabola
y =x —x2 y el eje x en dos regiones de igual area. ;Cual es la pendiente de la recta?
Stewart, J. (2008)

Solucion:

Para encontrar los puntos de corte se igualan las funciones.

mx = x — x*
0=x—mx—x?

0=x1-m-x)
De alli se obtienen los dos puntos de corte en:
x =0y donde 1-m—x=0,

Esto es

x=1—m

Para encontrar la pendiente se tiene en cuenta que la recta pasa por el origen y divide en dos

regiones de igual area, por lo tanto:

1-m 1-m 1
j (x —x? —mx)dx = J mx dx + f (x —x?)dx
0 0

1-m

0.2

o 0.2 04 g OB

-0.2 4
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y evaluando en los limites de integracion se tiene:

1-m? 1-m)® m@l-m)? m@-m)? 1 1 (1-m)?* (1-m)’
2 3 2z 2 E_§_<2_3>

1-m? (1-m)P® m@@-m? m@A-m)? 1 ({1-—m)? (1—m)3_0
2 3 2 T 2 &2 ~T3 ~

—%(1—m)3+(1—m)2—m(1—m)2—%=0

Multiplicando por —6 a ambos lados de la igualdad:
4(1-m)>—-6(1-m)2+6m(1l-m)>+1=0
20-m)?[2(1-m)—3+3m]+1=0
201—-m)?[2—-2m—-3+3m]+1=0
21—-m)?[m—-1]+1=0
2m—-1)?*(m-1) = -1

2(m—1)% = -1

(m—1)3 =—%

3 1
=— |—-=4+1
m 2+

La pendiente de larectaes m = —3/— % +1

3. En la figura se ilustra una horizontal y = ¢ que corta a la curva y = 8x — 27x3.

Encuentre el nimero c tal que las areas de las regiones sombreadas sean iguales.
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¥=8x—27x¢*
/,-' \

’/
\ y=¢

ol —

Tomada de (Stewart. J, 2008)

Solucién:

Se llama a a la coordenada en x de la primera interseccion entre y = 8x — 27x3y y = ¢

y la segunda interseccion se denomina b.
Al igualar estas dos ecuaciones se obtiene:
c=8x—27x3

Como las regiones deben quedar de igual area entonces:

a b
f (c —8x +27x3)dx =f (8x — 27x% — ¢)dx
0 a

L 27x4" oo 2t )
cx —4xc + = |4x“ — . cX
0 a
27a* 27b* 27a*
ac — 4a?* + Y 4p? — 2 —cb|—|4a? - 7 ca
27a* 27b* 27a*

+ ca

) —AR2 _ b A2
ac4a+4 4p 2 cb — 4a“ +

27b*

) —cb

0 =4b% -

Reemplazando a c en términos de b se obtiene
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4
— 8b?% + 27b*

y factorizando
81
— bZ [_b2_4]
0 4
0 = b? [919 2] [9b+2]
2 2

Dondeb=006b=~6b = —=
9 9

Ahora como b no puede ser tal que b < 0, entonces b = %

Luego se reemplaza b en c = 8b — 27b3 y el valor de c en ¢ = 8a — 27a3, se obtiene:

=)o)

_ 32 64 _ 32
9 27 27
y por lo tanto
32
— =8a —27a®

27

donde multiplicando la igualdad por 27 se tiene que:
32 = 216a — 72943

0 =-32+216a — 72943
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DIV(32)
DIV (729)

Ahora por division sintética se tiene que los posibles valores de a estardnen a =

y aplicando las reglas de la division sintética y las reglas de Descartes para las cotas se

tiene que:
-729 0 216 -32 4
9
-324 -144 32
-729 -324 72 0

. . - - 4 , ..
Lo que permite encontrar una raiz del polinomioen a = S yen la linea del dividendo se

tiene que —729a? — 324a + 72 = 0, y dividiendo la igualdad entre —9, se obtiene:
81a’?+36a—8=0

-36%,/(36)2-4(81)(-8)

2(81)

y haciendo uso de la férmula cuadrética, lleva a: a =

—3611/1296 + 2592
B 162

a

—36 */3888
B 162

a

—36136v3

=T 162

Se descarta la raiz negativa, ya que se asume por el contexto del problema que xx = 0

_2(V3-1)
=79

Con lo que se obtiene el extremo faltante de la integral.
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3.2.2 Ejercicios con volumenes de s6lidos de revolucién

Ejemplo 3

Calcule el volumen del sélido generado al rotar la region definida por y =x3,y =8y

x = 0 con respecto al eje y. Stewart, J. (2008)

Solucién

Tomado de Stewart, J. (2008)

La region se ilustra en la parte (a) de la figura anterior y el s6lido resultante se muestrea en
la parte (b). Puesto que la region gira alrededor del eje y, tiene sentido “rebanar” el sélido

en forma perpendicular al eje y, y por lo tanto, integral con respecto a y. Si se corta a una
altura y, se obtiene un disco de radio x, donde x = i/} De tal manera, el area de una

seccion transversal a través de y es
AW) = nx? = n(3fy)? =my'/3
y el volumen del cilindro de aproximacion ilustrado en la figura anterior parte (b) es:
A()Ay = my*/30y

Puesto que el elemento de area que genera el solido se puede moverentre y =0y y = 8,

su volumen es

8 8 3 8 96
V=J A(y) dy=J nyz/s dy=7r[—y5/3] _or
0 0 5 0 5
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Ejemplo 4

La region R encerrada por las curvas y = x y y = x? gira alrededor del eje x. Calcule el

volumen del sélido que resulta. Stewart, J. (2008)
Solucién

Las curvas y = x y y = x2 se cortan en los puntos (0,0) y (1,1) ya que x = x? es decir
que x2—x =0 con lo que x(x — 1) = 0. La region entre ellas, el sélido de revolucion y
una seccion trasversal perpendicular al eje x se muestran en la figura que se encuentra a
continuacion. Una seccidn transversal en el plano P, tiene la forma de una rondana (un arco
anular o arandela) de radio interior x? y radio exterior x, de modo que determina el area de

la seccidn transversal restando el area del circulo interno del area del circulo externo:
A(x) = mx? — m(x?)? = m(x? — x*)

Por lo tanto, y como el elemento de area se puede mover en el intervalo [0,1], se tiene

V= JIA(x)dx = jln(xz —xNdx=mn x_3_x_5 1 _
A A ~ 713 5] 15
0
- Al
AR
\\ :/v/
1 (b) (c)

Ejercicios Seccién 6.2
17. Encuentre el volumen del solido obtenido al hacer girar la region delimitada por las
curvas y = x2, x = y? alrededor de x = —1. Grafique la region, el sélido y un disco,

arandela o casquetes cilindricos representativos. Stewart, J. (2008)
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Solucion

Se realiza la gréfica para contextualizar el enunciado y ayudar con la visualizacion del
problema, tanto para identificar el método que se debe usar como para tener una idea de

como abordar el ejercicio (discos, arandelas o casquetes esfericos).

0.5

-0.54

Tomando el elemento generador paralelo al eje y se determinan casquetes esféricos y se

tiene que el volumen del sélido generado es:

V= 271] (x + D (x — x?)dx
0

1
V=2Tl.'f (x3/2—x3+\/§—x2)dx
0

1

272 x* 22 x3
=2 _Z _z
V=lrl—— gt =3 73
0
V=2 (2 1+2 1)
—M\5717373
V=2 (2 1+1)
R R
V=2 (24—15+20)
- or 60

V=2 (29)_29
~“"\60) " 30"

T 29
El volumen del sélido es .
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57. La base de S es una region eliptica con curva limite 9x? + 4y? = 36. Las secciones
transversales son perpendiculares al eje x y son tridngulos rectdngulos isésceles con

hipotenusa en la base. Hallar el volumen. Stewart, J. (2008)

Solucion:
Se despeja y? de 9x2 + 4y? = 36, de aqui:
1
y? = 7 (36 — 9x?%)

Como el triangulo es isosceles rectdngulo entonces
12+ 1% = (2y)?

21% = 4y2
l2=2y2
2 21 21
V=f A(x)dx=2j —(l)(l)dx=2j —(2y?)dx
-2 02 02
2 21 9 2
V=2fy2dx=2f —(36—9x2)dx=—f (4 — x¥)dx
0 04 2 0
V_9(4 1 3)2_9<8 8)_9(16)_24
—2\™ 73 )|, T2\°73) 7237

El volumen es 24.
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60. La base de S es la region encerrada por la parabola y = 1 — x? y el eje x. Las secciones

transversales perpendiculares el eje y, son cuadrados. Stewart, J. (2008)

Solucién:

Como la parébola determina uno de los lados del cuadrado entonces cada lado mide 2x por

lo tanto el area del cuadrado es A = (2x * 2x) = 4x?
Ahora se despejax? dey =1 —x?2, con lo que:
1-y=x

Y dado que el elemento se puede mover en el intervalo [0,1] se tiene que el volumen que

encierra es:

1
sz 4x2%dy
0

Remplazando x?

1

V= -[o 4(1 —y)dy

1

V= [4y — 4y%]0

V=(04-2)=2.
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64. Calcule el volumen generado al rotar la region limitada por las curvas y =Inx , y =0
y x = 2 alrededor de: Stewart, J. (2008)

a) Elejey

Solucion:

Usando el método de cascarones
2
v = an x Inx dx
1

Utilizando el método de sustitucién u = Inx

du=%dx, asi0 <u<in2

v =21 fomz ue?¥ du y ahora integrando por partes:

_, ezu[ 1] In2
VEATIST™ T2 o

v = nlezu [u—%” lr(;Z
v=m [4 [lnz —%] - 1[—%]]
V=T [4ln2 — ;]

Para encontrar los limites de integracion, se tiene que una de las funcionesesy = 0
entonces se obtenemos el primer limite de integracion. Ahora para encontrar el
segundo limite se sabe que la otra funcidén es y = Inx y se tiene que x = 2 por lo

tanto In 2 que seré el limite superior de integracion.
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b) Si gira con respecto al el eje x

Solucién:

N Sl
_101\K3

Usando el método de discos
2
v = nj (Inx)? dx
1

Sustituyendo u = Inx

du =ldx
X

In2 . . . . .z
v = nfon u?e™ du, y realizando la integral haciendo uso de la integracion por

partes
In2
v =nle*(u? — 2u + 2)] )
v = m[2[(In2)? — 2In2 + 2] — 1(2)]
v =m[2 + 2(In2)? — [n4]

Problemas adicionales Seccion 6
13. Considere la grafica de un polinomio cubico gque corta transversalmente la parabola
y=x?cuando x =0, x=a y x =b, donde 0 < a < b. Si las dos regiones entre las

curvas tienen la misma area. ;Como se relaciona b con a ?  Stewart, J. (2008)
Solucioén:

Un polinomio clbico que corta a la pardbola y = x? cuando x = 0, es de la forma

y = px3 + qx? + rx Ahora para determinar los puntos de corte se igualan

x? =px3 +qx?+rx
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Luego para encontrar las soluciones de esta ecuacion se tiene que:
0 =px3+qx?+rx —x?
0=px3+x%(q—1)+rx=x[px*+(q— Dx +7r]

a la que se puede asociar una funcion f(x)

fx)=x[px*+(@—Dx+r]=0

Se usa el hecho de los cortesen x =0, x =a y x = b, asi se debe cumplir que tenga la

forma:

0=px(x—a)(x—Db)

0 = px[x? — bx — ax + ab]

0 = px[x? — (a + b)x + ab]
f(x) = p[x® — (a + b)x? + abx],

Entonces, integrando la funcion se tiene

x4 x3 x2]"
F(x)=—p[——(a+b)—+ab— =0
4 3 2 0

b* b3 b?
p[—z+(a+b)?—ab?l =0

Se multiplica la igualdad por (— %) y se obtiene:
3b—4(a+b)+6a=0
3b—4a—4b+6a =0

—b+2a=0
b =2a

La relacién entre b y a es que a es un medio de b.
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Ejercicios Seccion 8.3 Aplicaciones a la fisica

Teorema de Pappus

Sea R la region plana que yace por completo en un lado de una recta [ en el plano. Si se
hace girar a R respecto a [, entonces el volumen del solido resultante es el producto del area

A de R y la distancia d recorrida por el centroide deR. (Stewart, J. 2008)
Demostracion

Se da la demostracion, sin pérdida de generalidad para el caso especial en que la region
comprendida entre y = f(x) y y = g(x), y la recta [, es el eje y, Con el método de las

envolventes cilindricas o casquetes cilindricos:

Se tiene
b

V= f 2mx[f () — g()]dx

Como 2 es una constante entonces

b

V=2n f x[f () — g(0)]dx

V =2n(xA)
V =(2nx)A = Ad

Donde d = 2mx es la distancia recorrida por el centroide durante una rotacién respecto al

eje y.
Repaso Seccién 8

16. Use el teorema de Pappus y el hecho de que el volumen de una esfera de radio r es

4 4 . . . .
S7r para encontrar el centroide de la region semicircular acotada por la curva

y = Vr? —x? yel eje x. Stewart, J. (2008)
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Solucion
Los datos que se conocen son:

V=§nr3 y y=vVrZz—x2
Pero también se sabe que:

A=""y V=Axd

2

. . - .. . 4 2
Sustituyendo los datos conocidos en la Gltima expresion se tiene: ;nr3 = % xd

Despejando d se obtiene que:

d—8
_3r

Pero también se conoce que d = 2y e igualando para encontrar el valor de y se tiene

8 oy LA
que: o7 = 2y de donde T =Y
Por lo tanto las coordenadas del centroide de la region son (0,§r).

3.2.3 Ejercicio con longitud de curva

Ejercicios Seccion 8.1
6. Establezca, sin evaluar, una integral para la longitud de la curva de la elipse: Stewart, J.
(2008)

2 2
X y
2=t
T —
T -
/ o ' H\‘\
N
I o |
i 3 o 1 3
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Solucién:

Dado que la longitud de curva de una funcion continda en un intervalo [a, b] esta dada por:

L= f: /1 + (f’(x))zdx y haciendo uso de la simetria de la elipse respecto al origen, se

tiene que

b 1
= — 2 _ 42 /2
y a(a x?)

F) = 2 (a? — 2y
Al derivar f(x) se obtiene
Fia) = 2 x(a —x)

Ahora se eleva al cuadrado la funcion derivada y se obtiene

x?b?

(Fr@) = 2@ =)

y tomando que

a —xb 2
Y o Y
0 ava? — x2

Se obtiene

@ la* + x?(—a? + b?)
=4f > > dx
B a?(a? — x*)

@ la* + x2(—a? + b?)
L= 4J dx
0

a? (aZ — xZ)

Por ultimo se establece que la integral para la longitud de la curva de la elipse es

4 * |a* + x%2(—a? + b?)
L= —f dx
0

a a? — x2
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3.2.4 Ejercicio con centroides

Ejercicios Seccion 8.3
25. Bosqueje la region acotada por las curvas y estime en forma visual la ubicacion del

centroide. Después encuentre las coordenadas exactas del centroide. Stewart, J. (2008)
y=4—x%y=0.
Solucion:

Al bosquejar la region se tiene:

a
/l% s Kl o8 o 05 1 185 %

Estimando la ubicacion del centroide se tiene que la coordenada deberia estar sobre el eje y

puesto que es el vértice de la parabola esta sobre él.

Se usan las ecuaciones para las coordenadas del centroide (X, y)

1 b
= j X[f () — g(0)]dx

1 fb 1 (0? 214
y—Aaz[fx g(x)]dx
Para lo cual se debe determinar primero, el area de la region en cuestion:

2 2 16 48—16 32
A=2f (4 —x¥dx =2 4x—— 8x—— =16 ——= = —
0 3 3 3
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Ahora se buscan las coordenadas del centroide usando las ecuaciones ya mencionadas.

3 (2 3 (2 2x371
- _ 2 21y — — 3y — _-
X=3 _Zx[4 x*]dx 3 _2[4x x>]dx l8x 3
-2
= o (8—4)——(8—4) =0
T3 32 B
B L T
_ 3. 8x3+x52 ~ 3[(32 64+32) ( 5y 4 64 32)]
Y et T3 TS| Tea 35 35

3 (480 —320 + 96) 3 (74) 37
32

Y= 32 15 ~32\15) " 32

29. Encuentre el centroide de la regién acotada por las curvas dadas.

Stewart, J. (2008)
Solucién:

Se halla el area acotada por las funciones y =+/x y y = x?2, las cuales se cortan si
Vx = x? esto es, si x* —x = 0 0 lo que es lo mismo si x(x — 1) (x% + x + 1) = 0 es decir

enx=0 x=1

1
1 2 x3] 2 1 1
1
A: /2— Zd = _—— —_——— —_— = -
fo(x x?) dx [3 3| 737373

Ahora se buscan las coordenadas del centroide usando las ecuaciones ya mencionadas.

1
1 1 2 >/ 4

f=3fx[x1/2—x2]dx=3f [x3/2—x3]dx:3[ a x]
o o 5 4
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s

1
y=3 f ST = 2yl =5 [ [ = xldx

x> x°] 3(12 15 _3<3)_9
2 5], 2\2 5) 2\10/" 20
Ejercicios Seccion 8.3 Aplicaciones a la fisica

Ejemplo 6

Encuentre el centroide de la region acotada por la recta y = x y la parabola y = x?2.
Stewart, J. (2008)

Solucion:

y=x

-,
1.+_,|'"';_- II.-E-' 7/

N Ay x

Tomada de (Stewart. J, 2008)
La region se bosqueja en la figura. Se toma f(x) = x, g(x) =x% a=0, y b=1.

Primero se nota que el area de la region esta determinada por

1 x> x3|1 1
= —_ 2 = ——— _—
Jo(x x“)dx "3 lo=%
En consecuencia,
1
£= f x[f () — g(0)d =—f x(x = x7) dx
__6J1 " 3 g _6x x* 1 1
X = O(x x>)dx = T 7 llo=3
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1 1
7=3 [ FUEPR-lewr =1 [ 362 -xtax
6
[ X2
y‘?’l?_?lo‘ﬁ

El centroide tiene por coordenadas (%%)

3.2.5 Ejercicios con area de una superficie de revolucion.
Ejemplos Seccion 8.2

Ejemplo 2

El arco de la pardbola y = x2 de (1,1) a (2,4) se hace girar respecto al eje y. Encuentre el

area de la superficie resultante. Stewart, J. (2008)

Solucion
Considerando que S = [ 27r ds, y tomando inicialmente a r = x y el elemento ds en

relacién con el eje x, se tiene que:

dy

Dado que y = x?2 entonces —=2x
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Asi se tiene que la superficie del solido de revolucién esta dada por:

S=f2nxds

2 dy 2
S =f 2mx |1+ (—) dx
1 dx

2
S=27fo 1+ 4x2%dx
1

Al sustituir u =1+ 4x?, se tiene du = 8x dx. Sin olvidar cambiar los limites de

integracion, se tiene

17

17 2
S:%L Vudu = —u3/2] .

3

S = %(m/ﬁ— 5V5)

Solucidn 2: Si se considera que el elemento ds es tomado con respecto a y se tiene que:

Entonces

y por lo tanto:

4 dx\?
S=f27txds=f1 2mx 1+(@) dy

S=2n ff\/} 1+ %dy = nff1/4y + 1 dy y nuevamente por sustitucion de u =

4y +1y5 <u <17, por tanto:
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/A

S =
4

17
f Vu du
5

S= %(m/ﬁ— 5v5)

Ejercicios Seccion 8.2
25. Silaregion ® = {(x,y)|x = 1,0 < y < 1/,} se hace girar respecto al eje x, el
volumen del sélido es finito. Muestre que el area superficial es infinita. (La figura se

muestra en la figura y se conoce como trompeta de Gabriel.) Stewart, J. (2008)

Tomada de (Stewart. J, 2008)
Solucién:
Para averiguar el volumen del solido de revolucion se emplea el método de discos.

Primero se plantea la integral, y como se tiene un extremo infinito, se cambia la variable y
se aplica el limite al infinito, esto es se le da el tratamiento de una integral impropia del tipo
l.

2 n

“ 1 1 n
V=T[j (—) dx=m lim | —dx=m lirn—x‘ll1
1

X n—oo 1 xZ n—oo

Luego de encontrar la integral se evalua y se aplica el limite.

V=m lim-—- =7 lim——+1

1| n 1 n
n—oo X n—oo n 1

. 1 ..
Como lim - tiende a cero entonces V =1

n—-oo

Para encontrar el area se plantea la integral
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A=2m [T+ () dx

1 - . 1
Para encontrar y' se sabe que y = ~ por lo tanto al derivar se tiene y' = — — bor lo cual

®1 1\2 | 1
A=2T[f — 1+(——2) dx=2nf — 1+—4dx
1 X X 10X X

Se cambia la variable y nuevamente por ser una integral impropia se tiene que:

M ’ 1 _ ”1’x4+1 oM
A=2n71g10 ) o 1+Fdx=2n7{1$130 ) < o dx=2nrlll_r)rolo ) F\/x4+1dx

n
1
A = 2 lim x—3\/x4+1dx
1

n—-oo

Se multiplica y divide en x.

n1q
A = rlim — x* +12xdx

n—>oolx

Seau = x?y du = 2xdx

b
) 1
A=mnlim ) ;\/u2+1du

n—-oo

Para =tan 8 y du = sec?6 do

d

Jtan?6 + 1sec?6 do

da

A =mlim
n-w | tan?6

sec30

A = mlim
n-w ). tan?é

dsec?6 sech

A=mli
oo . tan?6
_ 4 (1 + tan?6) sech
A =mlim >
n-o J . tan=0
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d sech

A =rmlim
n-o | . tan=6

d
do +f secl do
C

a cos6

A =mlim
n-ow | sen%f

d
df + In |secO + tanb | c

Seusanr = senf y dr = cosf dO

_(fdr d
A=T[11mf r—2d0+ln|sect9+tan0|c
e

. 11 f d
A = mlim ——| + In|sec6 + tand| ]
rle c

n—-oo

Ahora se cambia lo limites de integracion

d d
A=mlim |- + In|secO + tan6| ]
n-o | senflc c

d
A =mlim |—cscB + In|sech + tanb| c]

n—-oo

A=7TTlli_r)101o - 1+ln|\/uz—+1+u|z
A=t |- VT
Se evalua la integral
A=7T1£i_r)£10_ x4 +ln|\/x47+x|+\/_ ln|\/_+1|
A=nrlli_r)£10_— ”4+1+1n| n4+1+n2|+\/§—ln|\/§+1|:

A=m[-1lim In|yn* + 1 +n?| +VZ - In|[vZ + 1]]

n—-oo

Como lim ln|\/n4‘ +1+ n2| ++/2 tiende a infinito entonces la integral diverge y por lo

n—-oo

tanto el area superficial es infinita.
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28. Un grupo de ingenieros esta construyendo un plato de satélite parabolico cuya forma se
constituye al hacer girar la curva y = ax? respecto al eje y. Si el plano tendra un didmetro

de 10 pies y una profundidad maxima de 2 pies, encuentre el valor de a y el area superficial
del plato. Stewart, J. (2008)

Solucion:

Como su diametro es 10 pies entonces su desplazamiento en x sera 5 pies, ahora como es
parabolico entonces se tiene la coordenada (5,25a), luego como la altura méaxima es de 2
pies entonces se igualan las ecuaciones de la pardbola y de la recta que determina la
profundidad del plato parabdlico. Asi:

y =ax
2 = a(5)?
2=a?25

Despejando a se obtiene

2
T

Después para encontrar el area superficial se plantea la integral
2
S = ZHJ x 1+ (y)%dy
0

Se encuentra el valor de y’ para luego remplazarla en la integral.

P S
Yy = aax = 25X—25X

2 42
s=2 1+ (5c) x2d
nJOx + o x“ay
S=2 fz 1+16 2d
= nox 625x y
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15 32
Ahoratomando ap = Exz entonces dp = X dx

. ;. . ., . 64 .
Luego se cambian los limites de integracion si x = 2 entonces p = Soysix= 0 entonces

p=0.
1250

64'/625
f J1+pdp

3/ 1625
625 _2(1+p)2

16 © 3

625 3/ 4/625
2
S = 22 —n (1+p) |

625 (189)3/2 "

~ 22 " |\125

25 |189 [189
™ 125 |125

625 [567+21 .
24 " 625 5

S =

33. Encuentre el area de la superficie obtenida al hacer girar el circulo x2 + y? = r?

respecto a la recta y = r. Stewart, J. (2008)
Solucién:

Se tiene la ecuacion del circulo x? + y2 = r2 para plantear la integral se necesita expresar

ay como una funcién de xy y’ por lo tanto se despeja y.
yz = 72— 42
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y =+Vr2—x2? y considerando como funcion tomando la parte superior de la

circunferencia se tiene que: y = Vr? — x?

Ahora de la ecuacion y? = r? — x? se deriva implicitamente teniendo en cuenta que r es

una constante para encontrar y’.

2yy' = —2x
, X
y =-"
y
Como y = Vr? — x? entonces
r X
y == 72 _ x2
Ahora
2
X
N2
(y) _rz_xz
, N2 x2
yasil+ (y) =1+r2_x2
T'Z
N2 _
1+(y) _TZ—XZ

2 — x2

Luego se plantea la integral para la superficie del sélido de revolucion y se resuelve

T T r T
S=27rf 1+ 'de=27tf \/rz—xz—dx=2nj rdx
_rJ’\/ D) B o .

r
S=2mrx |—r =2n(r? — (-r?)) = 4nr?

lo que coincide con lo que se esperaba desde los conocimientos geométricos.
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Problemas adicionales Seccién 8

1. Encuentre el rea de laregion S = {(x,y)|x = 0,y < 1,x%? + y? < 4y}
Solucién:
Lo primero es despejar y de la ecuacion x? + y? = 4y
x2+y*—4y =0
y realizando la complementacion de cuadrados:

x?+y?—4y—4+4=0
con lo cual se obtiene
x2+(y—2)"=4

(v —2)? = 4-x*

y = t+y/4—x%+2

Y ahora teniendo en cuenta que una de las condiciones es que y = 1 se iguala el valor de x.

1=+/4-x2+2

-1 =+V4—x?
y por lo tanto
1=4-x*
de donde se halla
x?=3
x =3

ahora se plantea la integral y se resuelve.

V3 V3
Azf (1+\/4—x2—2)dx=f (—1++V4—x2)=dx
0 0
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Para resolver la integral se puede emplear una sustitucion, o en su defecto se puede hacer
uso de las formulas que proporcionan las tablas de integracion, en este caso

2
[Va? —u? = >Va? —u? + =sen™' = + C;tomandoaa = 2y u = x se tiene:

A=—x +§m+ 2sen”! (£)| &

2710
A= I—\/§+§+ 2sen™t <£>l - [0]
2 2
1 I8 2m 3
A=-3+2(3)=3 -7

Otra posible solucion se presenta a continuacion apoyada en la geometria y usando el arco

de circunferencia.

Ahora el area que se quiere encontrar esta determinada por el area encerrada por el arco de

circunferencia quitandole el area del ADBC. Agr = A — A,

! donde Ap =Area que se quiere encontrar, Ar =Area
- encerrada por el arco, A, =Area del triangulo.
, 26 =2 | Usando trigonometria tenemos que el 2C =6 de ADBC
g /
‘& D ; _1 — cos—1(X .
° / cosf = > luego 8 = cos (Z)por lotanto 8 = 5
e 0 [
2 A o 1 2 Ahorase usa Ag = A — A,
%8 143
) 2
L @) 1B
R 2 2
Obteniendo asi la region que se queria
_ 2 /3
B3 2

Con este ejercicio se da por terminada la guia de ejercicios propuestos para la resolucion
los cuales se retomaran en el capitulo 5 en la pagina web.
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Capitulo 4
4. ANALISIS DE LAS ACCIONES REALIZADAS CON LOS

PROBLEMAS PRESENTADOS EN LA CLASE

En la clase de Calculo Integral del semestre 2015-1 se planted una serie de ejercicios para
ser resueltos analiticamente o con ayuda del software Geogebra®; dichos ejercicios se
presentaron de la siguiente manera y debian ser trabajados en parejas con lo que se buscaba
fomentar la discusion entre ellos.

1. Hay una recta que pasa por el origen que divide la regién definida por y = x — x?
y el eje x en dos regiones de drea igual. ;Cuél es la pendiente de la recta?

2. Enla figura se ilustra una horizontal y = ¢ que cortaalacurva y = 8x — 27x3. Encuentre
el mimero ¢ tal que las dreas de las regiones sombreadas sean iguales.

3. Para que valores de m larecta y = mx y la curvay = t—:l encierran una region y calcule
el area de esa region.

4. Calcule el volumen generado al rotar la regién limitada por las curvasy =Inx ,y =0y
x = 2 alrededor de:

a) Elejey
b) Elgex

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Durante el desarrollo de estos ejercicios se pretendia analizar las acciones que Ios
estudiantes realizaban con el uso del software y ver si lo utilizaban para explorar,
visualizar, conjeturar o comprobar. De otra parte se buscaba que los estudiantes tuvieran un
entorno que les facilitara la visualizacién del problema y que eventualmente usaran el
software como apoyo en la resolucion de problemas y como una herramienta para superar
los posibles obstaculos generados en el desarrollo exploratorio de los mismos.

A continuacion se presenta un andlisis de lo ocurrido con solo uno de los problemas el
namero dos dadas las limitantes de espacio del presente trabajo y porque fue el que mas

alentd la discusion entre los estudiantes.
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En este problema se observd que la mayoria de los estudiantes tuvo problemas para
determinar los limites de integracion ya que, a diferencia de los problemas convencionales
donde estos pueden ser hallados de manera explicita, en esta situacion quedan en términos
de una variable c. Analiticamente esto implicaba igualar las ecuaciones de las funciones y
obtener un sistema de ecuaciones que permitia determinar los valores de los limites.

Con la construccion de un deslizador para el parametro ¢ en el software encontraron una
manera de intuir hacia donde dirigir en el desarrollo analitico; no obstante un grupo
reducido de estudiantes también encontrd obstaculos a la hora de hallar los limites debido a
evidentes falencias en el manejo del software. Lo anterior invita a pensar que es necesario
que los estudiantes primero tengan un manejo adecuado de las herramientas del mismo ya
que de lo contrario su uso podria incluso convertirse en un obstaculo.

Los errores radicaban en que varios estudiantes, si bien, encontraban los puntos de
interseccion, no lograban determinar las coordenadas de dichos puntos, y muchos de los
que las hallaron no pudieron encontrar con exactitud el limite superior de la integral
principalmente debido a que el segmento que representaria su valor no fue bien construido,

es decir que los estudiantes confundian las coordenadas de los puntos de interseccion con

los extremos de integracion.

Con el fin de evidenciar lo hasta aqui manifestado, y lo que se expresara a continuacion, se
incluyen las anteriores imagenes y ademas en la pagina web se gener0 una pestafia
denominada videos en el cual se presentan las acciones de clase mencionadas. A
continuacion se presentan algunos de los aspectos mas relevantes del uso del software en el
desarrollo de la actividad y las posibles implicaciones desde el marco tedrico del presente

trabajo.
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En el minuto 1:22 del video 1- 2015-04-21 12.59.18, y en todo el video 6- 2015-04-21
13.13.20, se evidencia el obstaculo mencionado sobre la construccion del segmento que
determinaria el valor del limite superior de la integral; los estudiantes privilegiaban los
aspectos figurales que la representacion les ofrecia y por ello estaban confundiendo el
punto de interseccién con los coordenadas de los mismo y a su vez con la longitud del
segmento, lo que les impedia ver que el limite superior de la integral correspondia a la

longitud del segundo segmento.

En los videos 2- 2015-04-21 13.03.16, minuto 0:44 y 3- 2015-04-21 13.06.06, minuto 1:58,
se muestran casos en los que varios estudiantes no tuvieron problemas para hallar dicho
segmento esto debido a que escribieron sobre su cuaderno la expresion analitica general
que permitia evaluar la integral. Este hecho evidencia que los estudiantes usan el software
como apoyo para desarrollar nuevas heuristicas toda vez que el software les sirvio para

intuir un camino que les permitiera establecer los limites de integracion.

Varios estudiantes también utilizaron el software para comprobar su resultado analitico,
como se muestra en el video 8- 2015-04-21 13.20.54, minuto 0:25 esto es hacen uso del
software como herramienta de verificacion. Desafortunadamente y dado que no se tenian
grabaciones personalizadas de los grupos no se tiene una evidencia directa de si los que
utilizaron el software en esta tarea de verificacion realmente primero hicieron de forma
analitica o si intercalaron pasos de esta con una exploracion en geometria dinamica caso en
el cual se tendria una evidencia més directa de que se uso el software como un apoyo para

desarrollar nuevas heuristicas.

Algunos estudiantes no lograron establecer los limites de integracion de manera analitica
como se muestra en el video 11- 2015-04-21 13.30.48, minuto 1:07, y en todo el video 13-
2015-04-21 13.34.44, aun cuando la evidencia dada por el software parecia indicarles
donde debia estar ubicada la recta y = c y luego de un tiempo parecia que la evidencia del
resultado era suficiente. Esto constituye una evidencia del uso del software como una

herramienta de validacion que puede resultar para algunos mas que suficiente.
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Se les pedia como parte del trabajo que reportaran las soluciones analiticas de manera
escrita y que mencionaran algunas de las acciones que habian realizado en el software. A
continuacioén se reporta uno de los trabajos. La pareja de estudiantes primero exploré la
situacion en un entorno de la geometria dinamica y reporta los pasos de construccién que
realizaron para conjeturar una posible solucién como lo reporta la siguiente imagen tomada
de su informe de trabajo.
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Ademaés se encuentra en otro de los trabajo que en el proceso de resolucion, los estudiantes
alternan procesos de la solucion analitica con el uso de GeoGebra®, se evidencia el uso de
lo encontrado en el software en la solucién analitica sin sentir la necesidad de verificarlo y

en este sentido le dan al software un estatus de validador.

Debido a la forma en que se realiz6 la actividad, desafortunadamente muchos detalles de la
manera en que se utiliza Geogebra ®, quedan ocultas en el sentido que falto hacer énfasis
en la necesidad de escribir las acciones que iban realizando durante el proceso de
resolucion, y culturalmente las personas tendemos a presentar avances “limpios” de los
procesos Yy en caso de presentarse una dificultad para avanzar en el proceso no se deja
verbalizado que fue lo que no se pudo establecer; en algunas ocasiones se pueden hacer
suposiciones o inferencias sobre lo que pudo haber ocurrido, pero no pasan de ser

apreciaciones que carecen de un soporte analitico.

Durante el desarrollo del ejercicios no obstante las producciones escritas, y los escasos

videos de que se dispone si permiten afirmar que, desde las acciones realizadas por los
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estudiantes en el uso del software, le dan los usos que se habian previsto, esto es para
explorar, visualizar, conjeturar y comprobar, y que no todas las acciones son plenamente

discriminables pues usualmente lo emplean en mas de una accion.
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Capitulo 5

5. Pagina web

Se disefid una pagina web con el objetivo de servir como herramienta didactica donde se
plasmaron los ejercicios propuestos en el presente trabajo. Dicha pagina en su mend de
inicio presenta la caracterizacion del trabajo de grado bajo el nombre “Indagacion
Preliminar” que contextualiza al usuario sobre el marco en el cual se desarrolla el trabajo.
Se cuanta en esta misma pagina con seis (pestafias), una de ellas corresponde a la propia
pagina de inicio ya descrita y las otras dedicadas respectivamente a areas, volimenes, areas
de superficies de sélidos de revolucion, videos y conclusiones.

El enlace de la péagina web es http://goo.gl/sOLk1O que se realiz6 en un entorno
denominado wix razén por la cual también se puede acceder a través del link
http://javierfernandoteje.wix.com/integraldinamica . A continuacion se presentan capturas
de pantalla de la pagina web version movil, donde se evidencia que se considera una pagina
en desarrollo toda vez que puede ser nutrida con aportes de personas interesadas en el tema;
el campo de interaccion con la comunidad se encuentra en la pestafia de conclusiones ya
que se considera, asi es este sentido la pagina y su contenido se considera como una
herramienta didactica sujeta a cambios que se consideren necesarios.

©® = al 57%m 02:485.m

© & ol 57%H 02:47p.m

Javier Fernando Tejero Ruiz =

EXPLORACION DEL
CALCULO INTEGRAL
DESDE EL CONTEXTO

DE LA GEOMETRIA

DINAMICA
(En desarrollo)

Javier Fernando Tejero Ruiz
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A continuacion se describen las acciones que pueden ser llevadas a cabo en los apples
presentados en las pestafias 2 a 5; Cabe aclarar que dicha herramienta didactica esté sujeta
a cambios que se consideren necesarios. Para claridad del lector se mantiene la numeracion

presentada en el capitulo 3.

Ejercicios de Areas entre curvas

Ejercicios Seccion 5.2

2.Si f(x) =x*—2x, 0 <x < 3, valore la suma de Riemann con n = 6 tome los puntos
extremos de la derecha como los puntos de muestra, dé su respuesta como dos decimales
¢Qué representa la suma de Riemann? llustre la respuesta con un diagrama. Stewart, J.
(2008)

Acciones

A continuacién se presenta la construccion general en Geogebra donde se ha empleado un
deslizador para representar las particiones. Dentro de las acciones el estudiante puede
cambiar tanto el intervalo de integracion como la cantidad de particiones. Adicionalmente y
de acuerdo a las intencionalidades didacticas, se puede explorar la sintaxis que ofrece el
software para evaluar la aproximacion de la integral a través de diferentes puntos de cada
una de las particiones, esto es tomar extremos derechos, izquierdos, puntos medios 0
cualquier otro punto de la particiébn mediante la sintaxis:

SumaRectangulos [ <Funcién>, <Extremo inferior del intervalo>, <Extremo superior del

intervalo>, <NUmero de rectangulos>, <Posicion del rectangulo inicial> ]

Extremos derechos de los intervalos Puntos medios de los intervalos
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De otra parte puede ser usado como un pretexto para presentar la diferencia existente, desde
el punto de vista conceptual entre las sumas de Riemann y las sumas superiores e inferiores

dentro de un intervalo (sumas por infimo y supremo).

Sumas superiores Sumas inferiores

Manipulando el nimero de particiones se puede apoyar la conceptualizacion del paso al

infinito (o paso al limite) a medida que n aumenta.

®
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Ejercicios Seccion 5.4

47. El area de la region que se encuentra a la derecha del eje y y a la izquierda de la

pardbola x = 2y —y? (el area sombreada de la figura) se expresa con la integral

f02(2y — y?)dy. (Gire su cabeza en el sentido de las manecillas del reloj y considere que la

region se encuentra debajo de la curva x = 2y — y? desde y = 0 hasta y = 2. ) Encuentre

el area de la region. Stewart, J. (2008)

2.5 1

1.5 4

0.5

C=

x=2y—y?

1.33

o0&

05 oh
2_
x =2y -y
1.5
y=2x—x
17 £=1
05
a=1.33
o
off 0.5 1 1.5 2
0.5

Acciones

Cuando se usa el software es posible
encontrar ventajas pero también desventajas.
Una de las desventajas es que Geogebra
exige, en sus entradas para evaluar
integrales, las funciones en términos de x, y
si se quiere realizar esto se debe expresar la

curva dada en este caso como un par de
funciones de la forma f(x) =vV—x+1+1
y g(x)=——x+1+1 lo cual llevaria

mas de trabajo. Sin embargo una opcién es

apoyase en la visualizacion, ya que permite
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evidenciar que es la misma &rea que la acotada por la region t rotada o trasladada (esto es
rotar y/o transladar la funcion) y dar un sentido a lo expresado en el enunciado al pedir por
esta razon en “girar la cabeza” y enfocar la atencion en una forma especifica de visualizar.
Desde el punto de vista analitico se pueden abordar los procesos de transformacion de las

funciones para mostrar la equivalencia de las regiones.

Problemas adicionales Seccién 5

9. Encuentre el intervalo [a, b] para el cual en valor de la integral f;’(z + x — x?)dx es un

maximo. Stewart, J. (2008)

Acciones

Durante la exploracién en el software se disefid una estrategia geométrica propia para este
ejercicio en particular. Esta consiste en determinar dos lugares geométricos, el cual
dependen de dos deslizadores, a y b, que corresponden respectivamente a los limites
superior e inferior del intervalo, los cuales se intersecaran en el punto maximo de la funcion
cuando el area de la regién acotada sea maxima. En la pagina web se encuentra el protocolo

de construccidn para esta estrategia de solucion.

2 Y

Ejercicios Seccion 6.1
4. Determinar el area de la region sombreada. Stewart, J.(2008)
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x=2y—¥

Tomada de Stewart, J. (2008)

Acciones “1y
Para la solucion de este ejercicio es N
necesario tener en cuenta la visualizacion
puesto que para plantear y calcular la %Eﬁ“mxmx 2
integral se debe saber qué funcidn acota | H"“‘““mga
superiormente la region cual la acota h
inferiormente , para establecer los limites ‘ _ "
de integracion se puede empezar por . | | .3 .
trazar rectas tangentes a cada cuva | ol
perpendiculares al eje x. _’?__,,.-f B !
3 -2
\ a2 pax 2 Otra accion que se pueden realizar para dar
| “2xow 1 solucion es emplear estrategias algoritmicas que
permitan rotar las funciones 90° en sentido
4 N antihorario y utilizar rectas perpendiculares al
: i\ eje x mostrando que al rotar las funciones la
a=g \"\\ region acotada es un invariante.
N *‘\
h 1o
/ \nl
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48. Encuentre el area de la region definida por la pardbola y = x2, la tangente a esta

parabola en (1,1) y el eje x. Stewart, J.(2008).

Acciones

Graficando la regidn propuesta se tiene que:

Al momento de integrar la funcion la grafica nos permite intuir que se deben realizar dos
integrales y se convierte en un apoyo para realizar la solucion analitica, esto es el
determinar donde se encuentra el punto de corte con el eje x; ademas para explicitar los

limites de integracion.

49. Determine el nimero b tal que la recta y = b divida a la region delimitada por las

curvasy = x?y y = 4 en dos regiones de igual area. Stewart, J. (2008)

Acciones

h=252
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Utilizando Geogebra® se realiza un bosquejo del ejercicio a resolver, lo cual no ayuda a
determinar los puntos necesarios para encontrar los limites de integracion ademas de
permitir verificar si la recta encontrada es efectivamente la que se busca. Ademas se crea un
deslizador para representar la recta y = b y se toman los valores de las areas de tal forma
que se puedan comparan y encontrar cuando sean iguales las areas de las regiones acotadas,

0 Ma&s exactamente, en este caso, para que valor de b una sea la mitad de la otra.

50.

a) Calcule el nimero a tal que la recta x = abiseque el area bajo la curva
y = xi 1 < x < 4. Stewart, J. (2008)

Acciones

Para encontrar la recta x = a se elabora una grafica en el software puesto que los bosquejos
que se realizan a papel y lapiz pueden crear la idea de buscar la recta en la mitad del
intervalo. Con esta representacion se puede variar tanto el intervalo de integracion que para
este ejercicio es 1 < x < 4, como la recta x = a para buscar que las dos areas tengan el
mismo valor en este applet se encuentran los parametros n y o para cambiar el intervalo de

integracién y a para variar la recta x = a como se muestra a continuacion:

L]

m=038
D
d=038
oH

b) Determine el nimero b tal que la recta y = b biseque el area del inciso (a).

Acciones

054

o H s=0?5\_‘__—————__"
‘ ]

o 0'.5 1 3] 1 ‘5 I2 2 !5 3 3'.5 4
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Al igual que el inciso a en este applet se encuentran las variables n y o para cambiar el
intervalo de integracion y b para variar la recta y = b. Aunque cuando se busca el area
entre curvas se debe tener cuidado en el orden de las funciones al usar la siguiente sintaxis

en software pues de esto depende el &rea que se encuentra.

IntegralEntre[ <Funcion>, <Funcion>, <Extremo inferior del intervalo>, <Extremo

superior del intervalo> ]

P

55. Para que valoresde m larectay = mx ylacurvay = =1

encierran una regién y

calcule el &rea de esa region. Stewart, J. (2013)
Acciones

m=0.21

05 -
c=0.39 —_—

—_— 054

Al recurrir al software, creando un deslizador para la pendiente de la recta, se observa por
una parte que la pendiente de la recta debe ser tal que 0 < x < 1 para que exista region
acotada, y de otra que el limite superior que se debe elegir en la raiz positiva, que entrega el
valor de la pendiente. Por lo que solo queda hacer que la pendiente dependa de un

deslizador para poder explorar las posibles pendientes que generaran una region.

Ejercicios Adicionales Seccion 6

2. Hay una recta que pasa por el origen que divide la region definida por la parabola
y =x—x? y el eje x en dos regiones de igual area. ;Cual es la pendiente de la recta?
Stewart, J. (2008)

Acciones
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Se realizd una aplicacion que permitiera la exploracion de la pendiente de la recta que
bisecaria el area de la region; de ésta manera, la pendiente depende de un deslizador que el

estudiante podra manipular hasta obtener una aproximacion a la mitad del area establecida.

Ahora, se debe tener cuidado al momento de plantear las integrales que se quieren
encontrar pues el software nos ayuda a ver que también se puede llegar a la solucion

encontrando tres integrales y comparar la suma de dos integrales con la otra.

0.6
a=0.208

0.4+

0.2

1 d=0.0834 0.24
h=0.1867
a

T T T T
4 c o 0.z 0 g 06 e 1 1.2 o

0 0.z 0 & 06 o8
-0.24

-0.2 4

0.4

3. En la figura se ilustra una horizontal y = ¢ que corta a la curva y = 8x — 27x3.

Encuentre el nimero c tal que las areas de las regiones sombreadas sean iguales.
Acciones

La aplicacién que permite la exploracion de la recta que acotara las regiones; de ésta
manera, el valor de ¢ dependera de un deslizador que el estudiante podra manipular hasta
obtener dos valores de area iguales. Aunque se debe tener en cuenta que se realizan dos

integrales en las cuales c hace parte de una funcién para usar la siguiente sintaxis:

IntegralEntre[ <Funcion>, <Funcién>, <Extremo inferior del intervalo>, <Extremo superior

del intervalo> ]

En la cual en una de las integrales c sera la primera funcion y en la otra la segunda.
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hfF0.09

0.8

0.64

0.4+

0.24

3.2.2 Ejercicios con volumenes de solidos de revolucion

Ejemplo 3

Calcule el volumen del sélido generado al rotar la region definida por y = x3,y =8y x =
0 con respecto al eje y. Stewart, J. (2008)

Acciones

Al interactuar con el applet el estudiante puede observar de una manera mas clara el
método que debe utilizar para evaluar el volumen del solido generado; el deslizador
permite “rotar” el elemento generador y en la representacion tridimensional se puede

visualizar que en este caso el método a emplear es el de discos.

ol a=317°

W
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Ejemplo 4

La region R encerrada por las curvas y = x y y = x? gira alrededor del eje x. Calcule el
volumen del sélido que resulta. Stewart, J. (2008)

Acciones

'YX

08

06

04 °

02

02 th 02 04 06 08 1 12

04 25 2 .15 21 0

08

08

Al utilizar el applet el estudiante puede observar que al considerar un elemento diferencial
de area, el volumen generado puede ser determinado mediante el método de arandelas,
ademas de poder determinar visualmente el intervalo de integracion, lo cual puede apoyar
un proceso analitico u orientar una estrategia para su determinacion, o bien podria verificar

los resultados obtenidos.

Ejercicios Seccion 6.2
17. Encuentre el volumen del sélido obtenido al hacer girar la region delimitada por las
curvas y = x2, x = y? alrededor de x = —1. Grafique la region, el sélido y un disco,

arandela o casquetes cilindricos representativos. Stewart, J. (2008)

Acciones

Para este punto se utilizo el software como herramienta dinamizadora del movimiento de la
region acotada, el cual depende de un deslizador previamente elaborado; ademas se generd
la arandela (color verde) con un segmento paralelo al eje x, que interseca a las dos curvas
que generan la region y que depende del deslizador mencionado para generar. Al igual que

en el problema anterior los extremos del intervalo de integracion puede ser determinado.
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Una situacion interesante desde el punto de vista conceptual es tratar de determinar la
expresion que permitiria evaluar el volumen si se tuviese un elemento generador paralelo al

eje y, e invitar a verificar que el resultado obtenido es el mismo.

57. La base de S es una region eliptica con curva limite 9x2 + 4y2 = 36. Las secciones
transversales son perpendiculares al eje x y son triangulos rectangulos isésceles con

hipotenusa en la base. Hallar el volumen. Stewart, J. (2008)

Acciones

Se cred la simulacién que genera el solido requerido, a través de un deslizador del cual
depende la posicion del triangulo isosceles, lo que facilita la comprension de la situacién
presentada en el enunciado del ejercicio, y posibilita la visualizacion de las caracteristicas y

propiedades de los elementos caracteristicos del elemento generador del sélido. Ademas se

. ., b
apoya la conceptualizacion general del volumen generado como V = fa A(x)dx .
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60. La base de S es la region encerrada por la parabola y = 1 — x? y el eje x. Las secciones

transversales perpendiculares el eje y, son cuadrados. Stewart, J.(2008)
Acciones

Se desarroll6 una simulacion que generara el sélido requerido, a través de un segmento del
cual depende la posicién del cuadrado, lo que facilita la comprension del ejercicio debido a
que el estudiante, al igual que en el problema anterior, puede observar las caracteristicas y

propiedades del sélido.

64. Calcule el volumen generado al rotar la region limitada por las curvas y = Inx ,y =
0y x = 2 alrededor de: Stewart, J. (2008)

a) Elejey

=

A
@
=]
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Acciones

En este ejercicio se tienen en cuenta los casquetes que son generados al rotar la
region acotada por las funciones y la recta dada, para esto se cred un deslizador el
cual a medida simula el movimiento del elemento diferencial de superficie
generador, representando un angulo de rotacion del mismo.

b) Si gira con respecto al el eje x

Acciones

=1
I
b3
[==]
(]

b
]

N

La construccion permite determinar que el método usando es el de discos, para ello
se emplea un deslizador para generar tanto el solido al cual se le va a calcular el
volumen , y a visualizar el disco generador determinado por el elemento de area al

girar con respecto al eje x.

3.2.4 Ejercicio con centroides

Ejercicios Seccién 8.3

29. Encuentre el centroide de la region acotada por las curvas dadas.

Stewart, J. (2008)
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04

02

Acciones

Mas alla de la solucidn analitica, este ejercicio estd pensado para hacer una experiencia que
apoye la conceptualizacion de lo que es el centroide. Para ello se genera la regién y se
imprime (preferiblemente en un papel grueso), se recorta la region acotada y se comprueba
que el punto determinado es el punto de equilibrio de la misma, para ello se ubica un alfiler
en el punto A y se verifica que se establece el equilibrio cinematico de la region, incluso
que haciendo una sutil rotacion el equilibrio puede ser mantenido si se desprecia el efecto

del aire.

3.2.5 Ejercicios con area de una superficie de revolucion.
Ejemplos Seccion 8.2

Ejemplo 2

El arco de la pardbola y = x2 de (1,1) a (2,4) se hace girar respecto al eje y. Encuentre el

area de la superficie resultante. Stewart, J. (2008)
Acciones

En este ejercicio se usa el método de discos generando la aplicacion a través de un
deslizador el cual genera tanto el disco que surge al rotar un diferencial de area, asi como el
solido en donde se puede modificar la posicion del elemento generador de volumen (esto

es el diferencial de volumen) y explorar sus propiedades.
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Ejercicios Seccién 8.2
25. Si la region R ={(x,y)|x =1,0 <y <1/} se hace girar respecto al eje x, el
volumen del solido es finito. Muestre que el area superficial es infinita. (La figura se

muestra en la figura y se conoce como trompeta de Gabriel.) Stewart, J. (2008)

15 a=1947" M

0.5

Acciones

Para generar la region indicada en el enunciado del ejercicio se utiliza un deslizador para
hacer girar el elemento de area generador. El problema debe ponerse como un reto para
mostrar las dos aserciones que son presentadas en el enunciado, esto es establecer del
solido generado tanto el area de su superficie como el volumen. Ahora, el ejercicio se
puede ser modificado al cambiar la funcion generadora o el eje con respecto al cual se hace

girar el elemento.
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28. Un grupo de ingenieros esta construyendo un plato de satélite parabolico cuya forma se
constituye al hacer girar la curva y = ax? respecto al eje y. Si el plano tendra un diametro
de 10 pies y una profundidad méxima de 2 pies, encuentre el valor de a y el area superficial
del plato. Stewart, J. (2008)

Acciones

a=0.08

Para esta aplicacion primero usa un deslizador para el parametro a y poder graficar la
funcion y = ax? . Luego como la altura maxima es de 2 pies y el diametro del plato es 10
pies entonces se empieza a modelar la aplicacion y se determina la region que ha de generar
el plato de la antena y se gira con respecto al eje y para asi encontrar el area superficial del
solido generado. Esta aplicacion se puede manipular para cambiar tanto su altura maxima
como el didmetro del plato manteniendo como invariante la forma del plato, lo que
permitird incluso a llegar a plantear un problema general donde el radio y la altura del plato

puedan ser igualmente parametros.

33. Encuentre el area de la superficie obtenida al hacer girar el circulo x? + y? = r?
respecto a la recta y = r. Stewart, J. (2008)

Acciones

Al representar este ejercicio en el software se crearon dos deslizadores, uno para el radio
del circulo y otro que permite girar el elemento generador con respecto al eje y {visualizar
el sélido generado. Asi la manipulacion de éstos permitird generar una familia de solidos

con diferentes areas de superficies.
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Problemas adicionales Seccién 8

2. Encuentre el area de laregion S = {(x,y)|x = 0,y < 1,x? + y? < 4y}

Acciones

84

Para este ejercicio se intersecan las
regiones y se encuentra el area deseada.
Ademas se puede pensar en las
intersecciones de x >0 y x? + y2 < 4y
0y <1yx?+y?<4yy encontrar sus

correspondientes areas.

Aunque no es la Unica solucion posible
pues al utilizar el arco de circunferencia
se pueden tomar dos areas que al restarlas
nos llevaria a el area de la regién deseada
que esta determinada por el area
encerrada por el arco de circunferencia
quitandole el area del ADBC. Ag = Ag —
A, donde A =Area que se quiere
encontrar, Ap =Area encerrada por el

arco, A, =Area del triangulo.



Capitulo 6

6. Conclusiones

A continuacion se presentan las conclusiones en relacién con los objetivos especificos
propuestos

Frente a la estructuracion de las actividades exploratorias

En algunos de los ejercicios seleccionados se estructurd una actividad la cual
requeria del uso del software Geogebra® y en los otros la actividad iba enfocada a
la visualizacién del ejercicio.

Las formas en que las personas proceden a resolver un problema, con o sin apoyo de
un software varia demasiado y un alto porcentaje de las cosas que ocurren en el
pensamiento del resolutor quedan ocultas.

AUn si el problema se resuelven con el apoyo del software, este uso s6lo permite
dilucidar ciertos aspectos relativos a la heuristica con la cual se aborda el problema

y las fases de su resolucion.

Desde las soluciones analiticas de los problemas

La resolucidn de la guia va dirigida a los métodos desarrollados por el docente, no
obstante los estudiantes no siempre siguen las heuristicas estandarizadas, y en esa
variedad esta la posibilidad de enriquecer las estrategias de resolucion, pero también
esta la piedra angular del fracaso de algunas estrategias no metddicas.

Surgio la necesidad de retomar algunos conceptos de célculo integral por parte del
autor debido a que los ejercicios seleccionados abarcan tematicas que por la falta de
uso frecuente suelen olvidarse. En este sentido el trabajo aportd un espacio de
aprendizaje y de cuestionamiento de los saberes.

Los problemas desarrollados en la clase evidenciaron, por un lado que el estudiante
se enfrenta a situaciones de avance, retroceso y estancamiento en la resolucion y
que bajo ciertas condiciones el uso del software puede servir de apoyo para
dilucidar una posible estrategia o para clarificar un paso dentro del desarrollo.
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Desde el disefio de la guia.

Al trabajar los sélidos de revolucion, el software fue determinante al momento de
visualizar los sélidos generados al hacer girar un elemento generador respecto a un
eje determinado ya que se posibilitd explorar mejor las propiedades del soélido
generado y de esta manera determinar el método mas apropiado para determinar su
volumen.

La percepcion del grado de dificultad del docente difiere de la percepcién del
estudiante, lo que hace que los resultados no sean los esperados en algunos
gjercicios, eventualmente llevar al estudiante a trabajar con problemas no

prototipicos puede ayudar a desarrollar nuevas heuristicas.

En el marco de la implementacion

Los tiempos destinados para realizar las actividades en clase aunque son los
pertinentes no son los suficientes puesto que no logran desarrollar la totalidad de
los ejercicios en clase y deben terminarlos en casa, sin la asesoria del docente y
eventualmente hay que entrar a romper el paradigma del trabajo por una nota.

Las dificultades que se presentan al momento de abordar analiticamente alguno de
los ejercicios planteados se hace mas evidente a la hora de trabajarlo en el software
ya que se mantiene la incertidumbre sobre la finalidad del ejercicio y no encuentra
las herramientas geométricas apropiadas para abordarlo. De otra parte se
evidenciaron dificultades en el manejo del software, que aun siendo libre, poco se
implementa en el desarrollo de las clases y los estudiantes no lo exploran como
fruto de una inquietud personal y de formacion profesional.

La articulacion del uso de software en la solucion de los problemas de areas no
brinda mayor beneficio que el de corroborar las graficas de las ecuaciones y los
resultados que se obtenian analiticamente, salvo contadas excepciones de problemas
que implican pensar en un parametro que varia (v.g pendiente de una recta,
intervalos de integracion).

Los estudiantes tienen frecuentes dificultades a la hora de plasmar en el papel el

solido de revolucion que le pide el enunciado, debido a la limitacion que se presenta
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al representar una figura tridimensional en un entorno bidimensional lo que va
ligado a problemas que investigadores han reportado en el campo de la

visualizacion.
En el disefio de la pagina web

e La herramienta web permite una correcta interaccion del usuario con el ejercicio en
cuestion, sin necesidad de recurrir a la instalacion del software.

e La disponibilidad de la pagina web tanto para ordenadores como para moviles la
hace completamente versatil y de facil acceso.

e EIl reconocer este recurso como un entorno dindmico y en constante construccion
hace que los saberes puedan ser expuestos a otras miradas y asi enriquecer y

fortalecer las actividades propuestas.
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