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Resumen

Esta investigacion estudia las diferentes estructuras subyacentes en el esquema de limite de una
funcion observadas en 23 estudiantes de Bachillerato situados en el nivel Trans del desarrollo del
esquema de limite de una funcion. El esquema de limite de una funcion se caracterizo en términos
de la habilidad que los estudiantes manifestaron en la construccion de la concepcion dindmica del
limite mediante la coordinacion de los procesos de aproximacion en el dominio y en el rango,
diferenciando aquellas en las que las aproximaciones laterales coinciden de las que no coinciden.
Nuestros resultados sugieren que los estudiantes construyen diferentes estructuras subyacentes al
esquema debido a las relaciones que establecen entre el limite de una funcion en un punto y su
representacion grdfica que permiten identificar caracteristicas del esquema tematizado del limite
de una funcion.
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Abstract

The goal of this research was to study the different underlying structures of the scheme the limit of
a function schema of 23 post-secondary students with a trans level of development of the limit of a
function schema. The schema of the limit of a function was characterized in terms of the students’
dynamic conception of the limit by coordinating the approaches in the domain and in the range,
distinguishing those in which lateral approaches match of mismatches. Furthermore, our results
suggest that students generate different underlying structures in the scheme in relation to the
relationships established between the limit of a function at a point and its graphical representation.

Key Words. Limit of a function schema, reflective abstraction, thematization.
INTRODUCCION

La teoria APOS es una interpretacion piagetiana de la teoria constructivista fundamentada sobre el
concepto de abstraccion reflexiva. En esta aproximacion tedrica un esquema es una coleccion de
formas de conocer las ideas matematicas que estan relacionados consciente o inconscientemente en
la mente de un individuo en una estructura coherente y que se usan en la resolucion de los
problemas (Trigueros, 2005). Por otra parte, Garcia, Llinares y Sanchez-Matamoros (2010) sugieren
que la construccion de nuevas estructuras matematicas (como lo son los esquemas) vienen
determinadas por las relaciones que los estudiantes de forma consciente son capaces de establecer
entre los elementos matematicos que configuran el concepto matematico. En la caracterizacion de
este proceso, Piaget y Garcia (1989) plantearon tres etapas (intra, inter, y trans) del desarrollo de los
esquemas que no siempre se dan de forma lineal. La caracteristica que diferencia las tres etapas es
la capacidad de establecer relaciones entre los elementos matemadticos que configuran la nocion
matematica. Para estos autores, el mecanismo cognitivo que permite este desarrollo es la
abstraccion reflexiva que se lleva a cabo mediante actividades que tienen un doble sentido: la
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proyeccion del conocimiento existente a un plano superior del pensamiento, y la reorganizacion y
reconstruccion de ese conocimiento con la finalidad de establecer nuevas estructuras.

Las investigaciones relativas a la construccion del significado de limite de una funcion han aportado
informacion sobre algunas caracteristicas de estos procesos (Blazquez, Ortega, Gatica, y Benegas,
2006; Espinosa y Azcarate, 2000; Vidal y Salinas, 2011; Roh, 2010; Sierra, Gonzélez y Lopez,
2000; Valls, Pons y Llinares, 2011; Williams, 2001). Cottril et al. (1996) indican que la concepcion
dinamica del limite cuando se consideran los valores de la funcion aproximandose al valor limite
mientras los valores en el dominio se aproximan a un nimero no es un simple proceso sino que la
coordinacién de los dos procesos es de hecho un esquema. Valls et al. (2011) sefalan que la
comprension métrica del limite en términos de desigualdades se apoya en que el estudiante sea
capaz de coordinar las aproximaciones en el dominio y en el rango cuando las aproximaciones
laterales coinciden aunque no sea capaz de determinar esta coordinacion cuando las aproximaciones
laterales no coinciden. Este resultado previo permite caracterizar las producciones de los estudiantes
que podian situarse en un nivel Trans de desarrollo del esquema de limite de una funcioén (Piaget y
Garcia, 1989). Sin embargo, la manera en la que estos estudiantes usaban los diferentes modos de
representacion cuando se coordinan las aproximaciones en el dominio y en el rango parecia indicar
que existen diferentes estructuras cognitivas que podian aportar caracteristicas de la tematizacion
del esquema de limite de una funcidon (Cooley, Trigueros y Baker, 2009). La tematizacion de un
esquema se caracteriza porque puede ser tratado como un objeto (Asila, Brown, DeVries, Dubinsky,
Mathews, y Thomas, 1996). Como consecuencia de esta situacion nos planteamos como objetivo
caracterizar los procesos de resolucion de estudiantes situados en el nivel Trans de desarrollo del
esquema de limite de una funcion para identificar caracteristicas de la tematizacion del esquema de
limite de una funcion.

METODO
Participantes y contexto

En esta investigacion se utilizan las respuestas de 23 estudiantes de una muestra de 129 de primero
y de segundo de bachillerato (16-18 afios) (Pons, Valls, y Llinares, 2012) que habian contestado a
un cuestionario con 10 tareas sobre limites. Este cuestionario tenia como objetivo caracterizar el
papel de la coordinacion de los procesos de aproximacion vinculados a la comprension del limite de
una funcion. En la resolucidn de las tareas 23 estudiantes usaron los elementos matematicos (Tabla
1) relacionados con la concepcion dindmica y métrica de limite de una funcion mostrando
evidencias de estar en el nivel Trans del desarrollo del esquema de limite de una funcién al ser
capaces de coordinar, en el dominio y en el rango, las aproximaciones laterales coincidentes en tres
modos de representacion, y las no coincidentes en dos o tres modos; manifestar formalmente el
limite al menos en dos modos de representacion cuando las aproximaciones laterales coinciden, y
(algunos) establecer la coordinacién métrica en términos de desigualdades (Pons, Valls, y Llinares,
2012).

Sin embargo, el comportamiento de los estudiantes en las tareas que requerian obtener informacion
sobre la grafica de la funcidon conociendo los limites de la funcién en dos puntos presentaba
diferencias en la manera en la que habian encapsulado el proceso de coordinacion.



Caracteristicas de la tematizacion del esquema de limite de una funcion 451

Tabla 1. Elementos matematicos considerados en el concepto de limite
El valor de la funcion f en x = xo, f(x0) ( f es una funcién y xo un nimero real
Idea de aproximacion: x se aproxima a a y f(x) se aproxima a L
Coordinacion dinamica: cuando X se aproxima a a, f(X) se aproxima a L
Formalizacion como una manifestacion de ser consciente de la existencia del
limite LL de la funcién f(x) en el punto a, escrito como lim f(x) =L

Coordinacion métrica: es posible encontrar un x suficientemente préximo a a,
tal que f(x) esté tan préximo a L tanto como se quiera

Instrumento

Los datos provienen de las respuestas escritas a las Tareas 5 y 10 del cuestionario y de las
entrevistas clinicas. Las tareas 5 y 10 (Figura 1) tenian como objetivo determinar si los estudiantes
habian encapsulado la coordinacion de los procesos de aproximacion, es decir, si eran capaces de
invertir (Dubinsky, 1991) esta coordinacion.

Tarea 5 Tarea 10

Si es posible, representa la grafica de una funcion que cumpla estas tres siguientes Si es posible, representa la grifica de una funcion que cumpla estas tres siguientes
condiciones a la vez condiciones a la vez

f1)=3 f0)=4

lim f(x)=+2 lim f(x)=+1
x— +© x—= =3

lim f(x)=-® lim_fj(x}=0
x— 2 =

Figura 1. Tareas 5y 10

En la tarea 5 se pide la grafica de una funcion de la que se conocen tres condiciones: que pasa por el
punto f(1) = 3; que limf(x)=+2 (lo que exige al estudiante coordinar la aproximacion en el

X—>+0

dominio cuando x tiende a + oo con la aproximacion en el rango cuando la funcidn se aproxima a 2);
y lim f(x) =—o (que exige al estudiante coordinar la aproximaciéon en el dominio cuando x se
x—2

aproxima a 2, con la aproximacion en el rango cuando la funcion tiende a — o).

La tarea 10 solicita la grafica de una funcion de la que se conocen tres condiciones: que pasa por el
punto f(0) = 4; que lim f(x) =+1 (lo que exige al estudiante coordinar la aproximacion en el
x—>+3

dominio cuando x se aproxima a 3, con la aproximacion en el rango cuando la funcion se aproxima
a 1); y finalmente, que lim f(x) =0 (que exige al estudiante coordinar la aproximacion en el
x—>=3

dominio cuando x se aproxima a — 3, con la aproximacion en el rango cuando la funcion se
aproxima a 0).
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Las entrevistas se llevaron a cabo después de analizar las respuestas del cuestionario, y después de
caracterizar los niveles de desarrollo del esquema de limite de una funcién en un punto. Para
preparar el guidn de la entrevista, analizamos las respuestas escritas y nos centramos en la forma en
la que parecia que los estudiantes invertian la coordinacion de los procesos de aproximacion, y en la
forma en la que parecia que coordinaban estas inversiones.

Analisis
El andlisis se centrd en la identificacion de los elementos matematicos usados (Tabla 1) y en las

relaciones que los estudiantes construian para resolver las tareas y la clase de justificaciones que
daban.

Hemos identificado los elementos matematicos que usaron los estudiantes y las relaciones que
establecieron entre estos elementos para generar nueva informacion. Ademas, hemos utilizado las
justificaciones que los estudiantes parece ser que procesan cuando analizan sus producciones. El
analisis realizado nos ha permitido identificar diferencias en la manera en la que estos estudiantes,
situados en el nivel Trans de desarrollo del esquema de limite de una funcién, identificaban graficas
de una funcion a partir de la informacidn del comportamiento del limite alrededor de un punto o del
infinito de la funcion. La resolucion de estas tareas muestra dos caracteristicas de la tematizacion
del esquema de limite que se describen en la seccion de resultados.

RESULTADOS

Las caracteristicas que evidencian la tematizacion del esquema seran descritas a partir de la manera
en la que los estudiantes resolvieron las tareas que les exigian identificar la grafica de una funcion a
partir de la informacion dada por los comportamientos en los limites.

Del nivel Trans de desarrollo al esquema tematizado de limite

En la solucion de la tarea 10 (Figura 2) el estudiante ESTS58 no es capaz de coordinar la
informacion analitica del limite de una funcién en los puntos x =— 3 y x = +3, y la correspondiente
al valor de la funcidén en el punto x = 0, por lo que no es capaz de representar la grafica de una
funcion que cumple las tres condiciones dadas.

Tarea 10
Si es posible, representa la grifica de una funcién que cumpla las siguientes tres condiciones a
la vez:

a) fl0)=4

py lim f(x) =1
x> 3

g lim f(x)=0

x> -3

Figura 2. Respuesta de EST58 ala Tarea 10 del cuestionario

Durante la entrevista EST58 (Figura 3) reconocid que no fue capaz de coordinar las tres
condiciones, aunque si era capaz de distinguirlas. Por ejemplo, al indicar mediante una flecha la
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idea de tendencia (cuando x tiende a 3, la funcion tiende a 1) sin llegar al punto, de ahi que no los
marque. Las flechas dibujadas parecen indicar que reconoce explicitamente la lateralidad en el
sentido de aproximaciones laterales coincidentes.

Figura 3. Extracto de entrevista a EST58 vinculada a la Tarea 10

Cuando se le sugiere que busque otra solucion (Figura 4) y como en la tarea no se especifica la
forma de la funcion, EST58 termina dibujando lo que podria ser una parabola. Después de hacer
esta segunda grafica, se le pide si podria dar otra solucidn, y en esta ocasidon piensa en una recta

(Figura 5).

Figura 4. Extracto de entrevista a EST58 vinculada a la Tarea 10

Inv: En todas las gréficas estas poniendo el circulo, ;qué indica el circulo?
ESTS58: El circulo indica que no esta incluido.

Inv: Es decir, se aproxima.

EST58: Se aproxima, pero no llega.

Inv: Esa es tu idea de limite, porque lo estas marcando en todos los sitios.
ESTSS: Si,...

Inv: ;Cuantas soluciones tiene el problema?

ESTS58: Podria haber infinitas, creo, lo que yo he puesto son diferentes formas. Hay unas
condiciones que determinan la funcién, bien, pero aqui estamos utilizando
diferentes formas, y si continuamos asi, hacemos infinitas formas con las mismas
condiciones.
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Figura 5. Extracto de entrevista a EST58 vinculada a la Tarea 10

Estas respuestas indican que el estudiante ESTS58 es capaz de coordinar, después de las
intervenciones del entrevistador, los procesos de aproximaciéon en el dominio y en el rango
trasladando la informacion desde la expresion analitica a la grafica lo que puede ser interpretado
como la proyeccion del conocimiento de limite de una funcién en un punto a un plano superior del
pensamiento. Sin embargo, otros estudiantes fueron capaces de representar la funcion desde el
primer momento cuando la informacion procedia del modo analitico al incorporar al proceso de
resolucion la idea de asintota. Por ejemplo, la manera en la que el estudiante EST117 resuelve la
tarea 5 muestra como al coordinar las tres condiciones puede representar la grafica de la funcion lo
que evidencia la tematizacion del esquema de limite (Figura 6). Las inferencias realizadas desde la
representacion grafica son confirmadas mediante la entrevista. En ella EST117 justifica cada una de
las condiciones que ha representado en la solucion que dio al resolver el cuestionario.

Tarea 5

Si es posible, representa Ia grifica de una funcién que las tres ici a
1a vez:
a) f(1) =3

py lm S(x) = +2
x> 40

o lm f(x) s
x> 2

AV

Figura 6. Respuesta de EST117 ala Tarea 5 del cuestionario

EST117: Mira, yo creo que... Este punto esta claro que es cuando la funcion es 1, bueno cuando la x es
1,layes 3. Cuando x tiende a 2... la funcidn tiende a menos infinito. Es una asintota vertical,
y esta parte de la funcion esta clara. Cuando la x tiende a mas infinito, podria ser que viniese
desde arriba, no lo sé, tampoco estoy seguro, es que no me acuerdo muy bien de lo que vimos
el afio pasado...

Las respuestas de EST117 muestran indicios de establecer relaciones con otras ideas matematicas
usadas para resolver la tarea. El uso de la idea de asintota para dibujar una nueva gréfica puede ser
entendido como indicios de reorganizacion y reconstruccion de su conocimiento (relacionar de
manera explicita el significado de asintota y limite) que genera una nueva estructura cognitiva.
Después de justificar de forma explicita la representacién grafica que realiz6 en el cuestionario y
esbozarla con el dedo, se le pidi6 si podria representar otra funciéon que cumpliera las tres
condiciones (Figura 7). EST117 indica que podria haber mas asintotas, y que con esas condiciones
podria haber muchas gréaficas. Al representar la funcion en la que introduce una asintota vertical,
que no estd en las condiciones iniciales, no explicita en qué valor de la x la est4 representando. Al
preguntarle en qué valor de la x estd poniendo la asintota, EST117 indica expresamente que €so
daria igual por lo que no ha puesto ningiin nimero, y que podria hacer lo mismo en el otro lado. El
concepto de asintota vertical que EST117 introduce no estd en el enunciado de la tarea y es la
misma idea que ya habia utilizado en la resolucion de la tarea 10. Esta manera de resolver la tarea
puede ser interpretado como una evidencia de la relaciéon que EST117 ha establecido de manera
explicita entre el significado de limite y de asintota.
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Figura 7. Extracto de entrevista a EST117 vinculada a la Tareas 5

Finalizada la explicacion de la segunda grafica, el entrevistador sugiere a EST117 hacer una nueva
representacion (Figura 8). El estudiante hace una nueva representacion a partir de la anterior (Figura
7) y remarca en las ramas correspondientes, a peticion del investigador, que “aco esta clar” (esto
estd claro), indicando expresamente que se cumplen las condiciones requeridas en la tarea y que
ademas puede haber mas asintotas, por lo que pone una asintota vertical en un valor indeterminado
entre el — 1 y el — 2 de las x. EST117 sefiala que el problema tiene infinitas soluciones. La
comprension de la lateralidad tanto por la izquierda como por la derecha, queda justificada en la
representacion grafica y en la forma en que el estudiante la usa.

Figura 8. Extracto de entrevista a EST117 vinculada a la Tareas 5

El comportamiento de EST117 ilustra una caracteristica del esquema tematizado de limite puesta de
manifiesto por el hecho de establecer de manera explicita relaciones entre el significado de limite
(comportamientos alrededor de un punto y en el infinito) y el significado de asintota como una
manifestacion de reorganizacion y reconstruccion de su conocimiento lo que permite generar
nuevas estructuras cognitivas. En particular al relacionar los significados de limite lateral con la
idea de asintota vertical sin necesidad de concretizar, poniendo de manifiesto que no importa el
valor concreto una vez que ha marcado expresamente las condiciones iniciales de la tarea propuesta.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

El objetivo de esta investigacion era caracterizar los procesos de resolucion de estudiantes situados
en el nivel Trans de desarrollo del esquema de limite de una funcion para identificar caracteristicas
de la tematizacion del esquema de limite de una funcion.

Nuestros resultados indican que los estudiantes con un nivel Trans de desarrollo del esquema
pueden establecer vinculos entre los diferentes elementos matematicos cuando resuelven tareas con
limites de funciones mostrando diferentes caracteristicas del proceso de tematizacion del esquema.
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En particular, las caracteristicas identificadas proceden de tener en cuenta las dos ideas de lo que
constituye la abstraccion reflexiva. Estas ideas las hemos usado en la caracterizacion de la
tematizacion (proyeccion del conocimiento a un nuevo plano entendida como establecer relaciones
entre los significados del limite en situaciones particulares para dibujar graficas) y la construccion
de nuevas estructuras matematicas (al establecerse relaciones entre diferentes ideas matematicas
como limite y asintota). Es decir, la tematizacion del esquema viene determinada por las relaciones
que los estudiantes de forma consciente son capaces de establecer entre los elementos matematicos
(Garcia, Sanchez-matamoros, Llinares, 2010).

Los resultados obtenidos muestran tres caracteristicas de los estudiantes situados en el nivel Trans
de desarrollo del esquema de limite de una funcién en relacion a la tematizacion del esquema: (i)
comprension del significado de limite en un punto y en el infinito pero sin establecer relaciones
entre los casos particulares y por tanto no pudiendo considerar conjuntamente los significados de
los limites particulares, (ii) establecimiento de relaciones entre el significado de los limites
particulares (lo que permite resolver la tarea), como una manifestacion del inicio de la proyeccion
del conocimiento existente a un plano superior, y (ii1) incorporacion de nuevas ideas (relacion entre
asintotas y lateralidad de los limites) como una manifestacion de la reorganizacion y reconstruccion
del conocimiento que se posee con la finalidad de establecer nuevas estructuras. Esto ocurre cuando
los estudiantes usan el limite de una funcidén al coordinar los procesos de aproximacion en el
dominio y en el rango y las relaciones de la coincidencia o no de las aproximaciones laterales.
Nosotros argumentamos que el uso consciente de la relacion del limite de una funcién en un punto
con la representacion grafica de la funcidn al coordinar los procesos de aproximacion en el dominio
y en el rango es una evidencia de las diferentes estructuras subyacentes del esquema de limite de
una funcién y una evidencia de su tematizacion.
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