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Resumen

El presente trabajo expone resultados de una investigacion que tiene por objetivo analizar las
concepciones que poseen los docentes de bachillerato en relacion al concepto limite. Para
describir las caracteristicas de las conceptualizaciones de los docentes se consideraron las
creencias epistemologicas, los sistemas de representacion semidticas y las funciones cognitivas.
Entre los resultados encontramos que los docentes identifican distintas representaciones del
concepto limite, realizan transformaciones internas en el sistema representacional identificado, se
les dificultan las conversiones entre diferentes sistemas, y su conceptualizacion estd ligada
principalmente al cdlculo numérico.
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Abstract

This paper presents results of a research that aims to analyze the conceptions held by high school
teachers in relation to the limit concept. To describe the features of the conceptualizations of
teachers were considered epistemological beliefs, systems of representation and cognitive
functions. The results included that teachers identify different representations of the limit concept,
make internal changes in the representational system identified, they are difficult conversions
between different systems, and that its conceptualization is linked mainly to numerical calculation.
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ANTECEDENTES DEL PROBLEMA

El concepto de limite es fundamental para el estudio del calculo, en particular para el desarrollo y
comprension de conceptos que forman parte de su estructura vertebral, como es el caso de la
derivada y la integral. Courant y Robins (2002) mencionan que la importancia del concepto limite
en las matematicas y las ciencias radica en que muchos conceptos y nimeros importantes se definen
como limites de funciones o sucesiones, por lo que el concepto de limite es central para el
desarrollo del pensamiento matematico avanzado. Sin embargo, diversas investigaciones realizadas
en educacion matematica han mostrado evidencia que el concepto de limite es un concepto
complejo tanto para estudiantes como para docentes.

Las investigaciones acerca del concepto de limite que se reportan en la literatura se enfocan desde
distintas perspectivas y consideran diversos aspectos que subyacen al concepto. Por ejemplo,
Claros, Sanchez y Coriat (2009) realizaron una revision amplia de investigaciones sobre el concepto
de limite, entre las cuales se estudian las concepciones de los alumnos y se caracterizan, analizan y
contrastan distintas definiciones sobre el limite (por ejemplo, Blazquez y Ortega, 2000; Contreras,
Garcia y Sanchez, 2005). Por su parte, en investigaciones que se ocupan de la conceptualizacion del
limite, algunas proponen una nueva definicion y utilizan distintas representaciones semioticas del
limite. En este contexto, los trabajos de Blazquez, Gatica, Ortega y Benegas (2006) contrastan la
definicion métrica de limite dada por Weierstrass, con la nueva definicion de limite funcional como
aproximacion Optima de Blazquez y Ortega (2002), y aun cuando en sus resultados estos autores
reportan mejoras en los procesos de ensefianza aprendizaje relacionadas con la compresion de los
estudiantes, en estas amplias investigaciones no se estudian especificamente las concepciones de los
docentes.

Se ha observado que en la ensefianza de limites existe una fuerte tendencia a enfatizar la parte
operativa. En este sentido, es caracteristico que las actividades de ensefianza de los docentes estén
encaminadas a establecer la definicion intuitiva del limite a manera de enunciado y a partir de ella,
se enfocan en resolver repetidamente ejercicios de limites, dejando con frecuencia relegada la
comprension. De esta manera, para los estudiantes, los limites son un procedimiento mas, no le dan
significado, y aiin cuando ven distintas representaciones del concepto, no logran modificar la idea
intuitiva. En este sentido, Ferndndez-Plaza, Castro, Rico y Ruiz-Hidalgo (2012) formulan la
conjetura de que los ejemplos graficos empleados en la ensefianza son los que pueden estar
pronunciando la percepcion intuitiva de los estudiantes.

Las fuentes de dificultad que impiden una adecuada comprension del concepto de limite reportadas
en la literatura (por ejemplo, Tall y Vinner, 1981; Sierpinska, 1985; Oehrtmann, 2009) son de
diversa indole; entre ellas sobresalen el infinito, los tipos de definiciones en los libros de texto, la
propuesta curricular, los ejemplos utilizados, los significados personales e institucionales y las
representaciones matematicas utilizadas en su definicion.

La investigacién sobre la conceptualizacion del limite, se ha enfocado mayormente sobre los
estudiantes, por lo que planteamos investigar la conceptualizacion que los docentes de bachillerato
poseen en relacion a los limites, en lo cual es importante el uso de representaciones semioticas, ya
que en matematicas las operaciones sobre los objetos dependen directamente del sistema de
representacion semiotico utilizado. Por ejemplo, cuando resolvemos un limite observamos una
dependencia de los procedimientos de solucidén y su escritura, ya sea en tabla numérica, grafica,
formula algebraica o lenguaje natural.

MARCO TEORICO

La teoria de sistemas de representacion semiotica (Duval, 1998, 1999a) plantea que los objetos
matematicos no son objetos que pueden ser directamente percibidos u observados, su acceso esta
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restringido al uso de sistemas de representacion que permiten su designacion. Esto requiere que la
actividad sobre los objetos matematicos se realice s6lo por medio de representaciones semioticas y
advierte que la construccion de un concepto en matematicas requiere vincular coherentemente por
lo menos dos sistemas de representacion.

Una representacion semiotica es una construccion (registro) que utiliza signos para representar un
objeto matematico y la constituyen tres elementos: el objeto de la representacion, el contenido de la
representacion y la forma de la representacion. En la formaciéon de los conceptos, el sujeto usa la
representacion semiotica del concepto, sin tomar conciencia de que esta representacion no contiene
todos los rasgos esenciales que caracterizan el concepto. Duval sefala que para que una
representacion semidtica sea un registro de representacion debe cumplir con las siguientes
funciones cognitivas: primero, la representacion es identificable a través de una frase, un dibujo,
una grafica, una tabla, una formula; segundo, la representacion permite tratamiento, que es una
transformacion interna en el mismo sistema de representacion; y tercero, la representacion admite la
conversion, que es una transformacidn externa a otro sistema de representacion. Para construir el
concepto matematico se parte de un sistema de representacion, se identifica ese sistema, se tiene
capacidad de transformarlo internamente para luego convertirlo a otro sistema de representacion, en
la medida que se articulan los diferentes sistemas se construye el concepto.

Representaciones semiéticas y registros del concepto limite

Los objetos matematicos generalmente son multi-representacionales. Las representaciones pueden
ser mentales o externas y son producidas intencionalmente por el uso de un sistema semidtico:
oraciones, graficas, diagramas, dibujos (Duval, 1999b). Su distincion se refiere a su modo de
produccion, asi pues, como se tienen varios registros de representacion y sistemas para
visualizarlos, en el caso del concepto limite consideraremos las que se muestran a continuacion.

Representacion numérica de registro aritmeético (ver Tabla 1):
Tabla 1. Aproximaciones numéricas para el lim,_,,(x — 2)

x -0.1 -0.11 -0.001 0 0.001 0.01 0.1
x—2 -21 -2.01 -2.001 ? -1.999  -1.99 -1.9

Representacion geométrica de registro geométrico (ver Figura 1):

Figura 1. Gréfica del lim,_,o(x — 2)
Representacion simbolica o analitica de registro algebraico: lim,_q(x — 2)

Representacion en texto descriptivo de registro lenguaje natural: el limite de equis menos dos
cuando equis tiende a cero.

METODOLOGIA

El estudio se llevd a cabo en verano de 2012 mientras los docentes tomaban un curso de célculo con
tecnologias. La muestra estuvo conformada por diez docentes de matematicas. El instrumento de
recopilacion de los datos fue un cuestionario, el cual fue aplicado el primer dia del curso antes del
uso de las calculadoras y de iniciar la discusioén de los temas de célculo. El tiempo promedio para
resolverlo fue de hora y media aproximadamente.
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En la figura 2 describimos la pregunta, los propdsitos y el sistema de representacion para cada uno
de los items del cuestionario, mismo que tuvo por objetivo caracterizar la conceptualizacion de los
docentes en relacion al concepto limite. Para definir la caracterizacion nos apoyamos en las ideas de
Pons, Valls, y Llinares (2011) sobre los elementos matematicos considerados en el concepto limite.
Por otra parte las aportaciones de Paez (2004) y Cantoral y Farfan (2004) nos permitieron
identificar los registros de representacion y las funciones cognitivas puestas en juego por los
docentes. A continuacion se detalla cada una de las preguntas del cuestionario.

PREGUNTA PROPOSITO Y SISTEMADE REPRESENTACION
1. Qo etiendes por aproxamacida? Indazzr simificado matematico de aproximacion v su

relacion con &l limite
Sistema de representacion: lenzuzje natusal
Pons,J, Valls,J, v Llinarss, 8 (2011)

2 ot 23 ua proceso minnd ¥ guA &2 U0 1m5ac0s Imae) Conocer las ideas de Jos docemrss respeci 2 los procesos
infinios v 12 situacion Dmite; ademas de indagar 5i establece
alzuna relacion con &l concepto limite
Sistema de representacion: lenzuzje natusal
Cantoral y Farfan, (2004)

3. Comsidere fa fuocida contiana f sobe el imerald (3.8 Tomemos ua

puand X, o0 ol dmecior delintervalo Pasa cads o de Bassimuies®s [pdaome 3 2] docems comprende simbalica v
afrmaciones consyuya ua bosquejo de b grafica de uas faocia oo mirvicamante el limite v b aplica en la comtinuidad de

goe cumpla coa:

R e . una funcion
fx) = flxa) fx) = flx,) . e s e
¢) lim ——— =0 B) lim ————— = 42  Sistema de representacion: simbolico
KXy X = Xa KXy X = Xa ~ . n 004
) - flxg) Cantorzl v Farfan, (2004)
¢) lim =——= -
T-+X3 X—=Xp
4. Explica el sipadicado de que elotemero L zaelimne de fix) csdo x Investizar lo que el docents entiende por hamite v &l tpo de
teade 3 ua stmeoo fipa plantsamisnto que proporciona
Sistema de reprasentacion: lenzuzje natusal
| Pons,J, Valls,J, v Llinarss, S (2011)
5. Bosguesa fa grafica da s fuacita Identificar 2] tratamismto que s2 12 dz 2l limite en r22isto0
2 M E——— . > i
( ) = x* -9 alz=braico v 2l proceso de comversion de la representacion
f) = - | simbolicaala gométrica
3 Detsrminy o] imite de £x) cuasdoy = =3° Sistema de representacion: simbolico
5. Determiny o] imie da fix) cuandor = =37 L Pazz ML (2004)
¢. Desarminy o] fimate de fix) coandoy = =3
6. Sea ha fuscioa fix) dafinids por ha paficy roeesmmems Explorar 2l procsso de comversion de  representacion
3 Detrminy ol fimie da fix) paryt — 07 [ ??mangiann::bmm_a.. ' .
b Deseremioa el imite de £x) pary —o 0 - Sistema 2 rep‘r.;ama.-.xon. 220matrico
¢.  Dessrminy o imie de fix) paryy — () ) Pazz, M (2004)

Figura 2. Proposito, sistema de representacion y fuente de cada pregunta del cuestionario

Realizamos un andlisis cualitativo de las representaciones segun la propuesta de Duval (1999b),
considerando dos niveles: primero analizamos el contenido de una representacion en un registro
dado, y segundo, el funcionamiento del registro escogido para representar el limite.

RESULTADOS Y DISCUSION

En lo sucesivo haremos referencia al docente utilizando la letra D y un numero, por ejemplo: el
docente 1, como D1.

Pregunta 1

1. ¢Qué entiendes por aproximacion?
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Las respuestas de los docentes a esta pregunta fueron difusas, s6lo D7 relaciona el concepto limite
con aproximaciéon. Todos los docentes se refieren a la aproximaciéon como “acercarse” pero no
queda claro qué tanto es el acercamiento, proporcionan una definicion muy subjetiva de
aproximacion, relacionada con la idea de los infinitamente pequefios y ligada al calculo numérico;
todo esto apunta a una nocién infinitesimal del limite. Esto coincide con los resultados de Pons,
Valls y Llinares (2012) respecto a que la idea de aproximacion a un niumero en el dominio se apoya
en el célculo de valores de la funcién dada en modo algebraico.

\/) ! /;. AN f
Ly ("fg]pjg} reiLitd |

O bufcar &l 1Y

Respuesta de D7

En esta pregunta la totalidad de los docentes utiliza la representacion en texto descriptivo para su
respuesta. Ningun docente realiza transformacion interna pues no ejemplifican o describen en texto
la aproximacién; de igual manera no convierten a otro sistema de representacion, ya que no utilizan
graficas, ni simbolos, ni sucesiones numéricas en sus explicaciones.

Pregunta 2
2. ¢Qué es un proceso infinito y qué es una situacion limite?

En las respuestas de los docentes a la pregunta 2 se observa confusion en cuanto a proceso infinito y
situacion limite. Todos los docentes representan su respuesta en texto descriptivo, cinco de los
docentes no logran identificar proceso infinito ni situacion limite, y un docente no responde a la
pregunta. Las respuestas dadas por D6, D8, D9 y D10 indican que identifican un proceso infinito y
situaciones limite.

ey
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Respuesta de D6

Sin embargo, D9 en la primera parte de su respuesta expresa un proceso infinito pero la segunda
parte presenta una inconsistencia, ya que un proceso infinito, no es un proceso que no tiene limite.
Unicamente D6 sefiala lo que es una situacion limite (la asintota de una curva), lo que indica que
realiza tratamiento interno. En las respuestas de los docentes también se puede observar que no
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logran convertir a otro sistema de representacion, no utilizan graficas, sucesiones numéricas ni
simbolos. Podemos concluir que siete de los docentes poseen una nocioén infinitesimal del limite,
ligada al célculo numérico, y D6, D9 y D10 una nocion numérica del limite.

Pregunta 3.

3. Considere la funcion continua f sobre el intervalo (a,b). Tomemos un punto x, en el interior del
intervalo. Para cada una de las siguientes afirmaciones construya un bosquejo de la grdfica de una
funcién que cumpla con:

X — X
a) lim ! [ % =0 T
X=X X — X >

Este inciso no lo contestaron D1, D2 y D3; los otros siete docentes identificaron y transitaron del
registro simbdlico al geométrico. Los docentes senalan el punto x, en el interior del intervalo (a, b)
y bosquejaron una funcién continua.

=
y Y fat)
" /‘,;U‘\ || A 4
A2 |
fox t/ I
«) / | fox - J
— i X | ’ | o
AP E X, b =5 ;\ .
Bosquejo de D4 Bosquejo de D5 Bosquejo de D7
fx —f % Y
b) lim = 4w ,T\

x_>x0 x - XO

Este inciso lo contestaron cinco docentes, ellos bosquejaron una grafica, es importante seialar que
no cumple con la condicion inicial de ser una funcidon continua, s6lo D10 sefala que la grafica no
seria continua, lo que indica que ¢l realiza una conversion coherente del registro simbolico al
geométrico.
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Las respuestas de los docentes a este inciso indican que identifican los registros simbolicos y
geométricos, sin embargo no logran cumplir con la condicidén inicial de continuidad, esto muestra
que los docentes tienen alguna idea del limite pero desvinculado de otros conceptos de célculo.

_ Y
c) limfx f %o = —© T\

X—>Xg X — XO

> X

Las respuestas de los docentes a este inciso fueron exactamente las mismas que para el anterior, en
ellas observamos que la mitad de los docentes identifican los registros geométricos y simbolicos
pero no logran transitar coherentemente entre ellos.

Pregunta 4
4. Explica el significado de que el numero L sea el limite de f(x) cuando x tiende a un numero fijo a.

La pregunta cuatro no la contestaron D1 y D2, mientras que D3, D4, D5, D6 y D7 enuncian en texto
descriptivo el significado que se les solicitd, en sus explicaciones utilizan limites laterales y
acercarse a un valor, sin quedar claro que significa “acercarse a”.

T
|
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n
e .
y
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‘_‘ ¢ ¥l g e (A . o€ / ! & ﬂ | i
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Respuesta de D8

En la respuesta de D8 se observa que enuncia su explicacion en dos sistemas de representacion:
texto descriptivo y una grafica, lo que indica que el docente identifica estas representaciones,
ademas realiza conversion coherente entre ellas. Su nocion del limite es numérica ya que utiliza
expresiones como: “muy proximos” o “muy cercanos a” sin quedar completamente claro que tan
proximos o cercanos; su conceptualizacion estd ligada al calculo numérico.
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£
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T

Respuesta de D9

La respuesta de D9 indica que, el docente identifica simbolicamente el limite de una funcién, y que
tratd de recordar la definicion formal del limite, al enunciar textualmente todos sus elementos:
épsilon, delta, la funcion f(x), el valor a al que tiende x y el valor L al que tiende f x , sin
embargo no expresa correctamente las relaciones entre estos elementos.

},x ¢ o . £ ) { ( &
i ¥ Ll }fi{f &R ? g’ -~
[
Respuesta de D10

Se observa en la respuesta de D10, que ¢l recurre a las representaciones: simbodlica y texto
descriptivo para expresar el concepto de limite. En el texto descriptivo no utiliza la idea de limites
laterales adecuadamente; D10 identifica la representacion simbolica del limite y al utilizar frases
como “se aproxima”y “se llega” su nocion de limite es numérica, ligada al calculo numérico.

Pregunta 5 se7ly

2_ k
5. Bosqueja la grdfica de la funcion f x = ’;+39 J
a) Determina el limite de f(x) cuando x - —3% 1 i i
b) Determina el limite de f(x) cuando x - —3~

¢) Determina el limite de f(x) cuando x — —3

»

En esta pregunta se observd que para bosquejar la grafica seis docentes primero resuelven
analiticamente, analizan la funcion tomando en cuenta los valores del dominio para los que esta
definida la funcion, identifican la funcion simplificada y realizan correctamente la grafica.

6.67 Py

” T 0

Bosquejo de D7

El tipo de solucién que se observa en la respuesta de D7 indica que el docente realiza las tres
funciones cognitivas: identifica en representacion simbolica, le da tratamiento en el mismo sistema,
y convierte coherentemente a representacion geométrica. Esto no se observo en las soluciones
proporcionadas por dos docentes, quienes realizaron todas las operaciones algoritmicas
convirtiendo a representacion numérica y no logran convertir coherentemente a representacion
geométrica pues elaboran la grafica sin discontinuidad, como se muestra a continuacion:
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» ¥-5.67

1
<

Bosquejo de D3

En el bosquejo realizado por D3, se observa una aprehension local por punto. Por su parte D10 le
dio tratamiento en la representacion simbdlica, cometio errores en dicho tratamiento y esto provoco
que esbozara incorrectamente la grafica de la funcion, ya que realiz6 una asintota como se muestra

enseguida:

657?
) I
S | 1
10 AR v
9 5
» \ 667 4 ]
Bosquejo de D10

En la pregunta 5, cinco docentes resolvieron correctamente los limites.
coherentemente del registro analitico al geométrico; los otros cinco docentes no lograron esta
conversion ya que resolvieron incorrectamente los limites, pues concluyeron que no existian o que

eran infinitos.

Pregunta 6

6. Sea la funcion f(x) definida por la grdfica:

3

6.67

Ny

Esto es, convirtieron

a. Determina el limite de f(x) para x - 0%
b. Determina el limite de f(x) para x — 0~
c. Determina el limite de f(x) para x — 0

Esta pregunta no la respondieron D1 y D2, los ocho docentes restantes la resolvieron correctamente,
convirtieron de representacion grafica a numérica o simbolica, y concluyeron que el limite en cero
no existe, pues los limites laterales no son iguales. Los docentes en sus respuestas utilizaron
representacion en texto descriptivo, numérica y simbdlica.
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Respuesta de D7

La importancia de las preguntas 5 y 6 radica como lo sefialan Pons, Valls y Llinares (2012), en la
comprension de la coincidencia o no coincidencia de las aproximaciones laterales en el rango es un
elemento importante en el proceso de construccion del significado de limite de una funcidon en un
punto.

CONCLUSIONES

En la conceptualizacion de los docentes bachillerato encontramos que ocho de los docentes poseen
una nociodn infinitesimal del limite y los otros dos docentes una nocién numérica, sin embargo la
nocion del limite de la totalidad de los docentes estd fuertemente anclada en procedimientos
algoritmicos que conducen al calculo numérico, consideran que el limite de una funcién en un
punto es el valor de la funcidon en el punto. Por otra parte identifican los cuatro registros de
representacion del limite: lenguaje natural, geométrico, aritmético y algebraico, logran
transformaciones internas en cada unos de los registros, sin embargo se les dificultan las
transformaciones externas entre distintos registros.

Sz poses una nocion mfmitesimal dal limita, estrachamenta ligada al calculo
numérico. Sz identifican las representacionss an: Taxto Dascriptivo,

oncaptualizacion Carrada Numeérica, Geométrica v Simbolica; =wmpresa 2l lmite 2n un resistro
utilizando alzim sistema samiotico. Admite tratamiento en 2l sistema ds
raprasantacion identificado. Utiliza monoregistro, por lo que no sz logra
compransiondal concapto, s2 quada anla intuicion.

Sz possz una nocion mmérica del lmita =presionss como “tan carca
como”, “tan paqueno como 52 quisa’, “tan proximo & ; caracan de santido,
Konceptualizacion Transitiva proporciona una definicion  muy  subjetiva.  Se  identifican  las
raprasantaciones an: Taxto Descriptivo, Numérica, Geométrica v Simbolica;
axprasa el lmita en wn r=gistro utilizando alzim sistama samiotico. Admite
tratamisnto 2n 2l sistama da representacion idantificado. Convierte 2 otro
sistama da reprasentacion sin lograr ragresar al de origen. Utiliza biregistro,
logra ciarta compransiondal concapto.

Sz posez uma nocion méfrico-analitica dal lmite, utiliza 2] rigor v
formalismo matematico. Se idantifican las representacionas an: Taxto
KConceptualizacion Revarsibla Dascriptivo, Numérica, Geométrica v Simbolica; =xprasa el lmitz ean wn
registro utilizando alsim sistama semiotico. Admite fratamiento an el sistama
da reprasantacion identificado. Convierte coharantamenta antra sistamas de
rapresantacion, logm transitar antre todas las representacionss del lmita.
Utiliza multiragistro, s2 logm comprensiondal concapto.

Figura 3. Categorias generadas con los sistemas de representacion semidtica

En la estructura conceptual del limite se consideraron las creencias epistemologicas, las
representaciones, los registros de representacion, los sistemas semioticos, las funciones cognitivas
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y el conocimiento procedimental. El andlisis de las soluciones de los docentes nos permitio
caracterizar la conceptualizacion del limite de los docentes a través del sistema de categorias que se
muestra en la figura 3.

Respecto a las categorias construidas para la conceptualizacion podemos decir que, la
conceptualizacion de ocho de los docentes se caracteriza como conceptualizacion cerrada, y los
otros dos (D6 y D9) como conceptualizacion transitiva; es importante sefialar que no encontramos
conceptualizacion reversible, conjeturamos que serd dificil encontrar docentes que cumplan con
esta caracterizacion.



534 Ward, E., Inzunsa, S., Hernandez, S. y Lopez, F.

Referencias

Blazquez, S., y Ortega, T. (2000). El concepto de limite en la educacion secundaria. El futuro del cdlculo
infinitesimal. Grupo Editorial Iberoamérica. México.

Blazquez, S., y Ortega, T. (2002). Nueva definicion de limite funcional. Revista UNO, 30, 67-82.

Blazquez, S., Gatica, S. N., Ortega, T., y Benegas, J. (2006). Una conceptualizacion de limite para el
aprendizaje inicial de analisis matematico en la universidad. Revista Latinoamericana de Matemdtica
Educativa, 9(2), 189-210.

Cantoral, R., y Farfan, R. (2004). Desarrollo conceptual del Cdlculo. México: Thompson Editores.

Claros, F., Sanchez, M., y Coriat, M. (2009). Sobre la equivalencia entre sucesiones con limite finito y
sucesiones de Cauchy. En M.J. Gonzalez, M.T. Gonzalez & J. Murillo (Eds.), Investigacion en Educacion
Matemdtica XIII (pp.197-209). Santander: SEIEM.

Contreras, A., Garcia, M., y Sanchez, C. (2005). Significados institucionales y conflictos semidticos del
limite de una funcién en la educacion matematica. Revista EMA, 10(2), 413-439.

Courant, R., y Robbins H. (2002). ;Qué son las matemdticas? Conceptos y métodos fundamentales. Prefacio
y avances recientes. lan Stewart. México: Fondo de Cultura Econémica.

Duval, R. (1998). Registros de representacion semidtica y funcionamiento cognitivo del pensamiento.
Investigaciones en matemdtica educativa Il. México: Grupo Editorial Iberoamérica.

Duval, R. (1999a). Representation, vision and visualization: Cognitive functions in mathematical thinking.
Basic issues for learning. Proceedings of the Annual Meeting of the North American Chapter of the
International Group for the Psychology of Mathematics Education. Cuernavaca, Morelos.

Duval, R. (1999b). Los Problemas Fundamentales en el aprendizaje de las Matemdticas y las Formas
Superiores del Desarrollo Cognitivo. (Traduccion: Myriam Vega Restrepo, 2001. Edicion e Impresion:
Merlin L1.D. Cali, Colombia).

Fernandez-Plaza, J.A., Castro, E., Rico, L., y Ruiz-Hidalgo, J.F. (2012). Concepto de limige finito de una
funcion en un punto: aspectos estructurales y definiciones personales. En A. Estepa, A. Contreras, J.

Deulofeu, M. C. Penalva, F. J. Garcia y L. Ordofiez (Eds.), Investigacion en Educacion Matemdtica XVI
(pp. 229 —237). Jaén: SEIEM.

Oechrtman, M. (2009). Collapsing dimensions, physical limitation, and other student metaphor for limit
concept. Journal for Research in Mathematics Education, 40(4), 396-426.

Péaez, M. (2004). Procesos de construccion del concepto limite en un ambiente de aprendizaje cooperativo,
debate cientifico y autorreflexion. Tesis doctoral no publicada. Departamento de Matematica Educativa.
Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional (IPN).

Pons, J., Valls, J., y Llinares, S. (2011). Coordination of Approximations in Secondary School Students’
Understanding of Limit Concept. Proceedings of the 35nd Conference of the International Group for the
Psychology of Mathematics Education, 4(3), 393 — 400.

Pons, J., Valls, J., y Llinares, S. (2012). La comprensioén de la aproximaciéon a un nimero en el acceso al
significado de limite de una funcion en un punto. En A. Estepa, A. Contreras, J. Deulofeu, M. C. Penalva,
F. J. Garcia y L. Ordofiez (Eds.), Investigacion en Educacion Matemdtica XVI (pp. 435 — 445). Jaén:
SEIEM.

Sierpinska, A. (1985). Obstacles epistemologiques relatifs a la notion de limite. Recherches en didactique
des mathematiques, 6(1), 56-68.

Tall, D y Vinner, S. (1981). Concept Image and Concept Definition in Mathematics with particular reference
to Limits and Continuity. Educational Studies in Mathematics, 12, 151-169.



