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1. Informacion General
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RUEEtol Edwin Carranza

Publicacién Bogota. Universidad Pedagdgica Nacional, 2012. 83 p.
Unidad Patrocinante Universidad Pedagégica Nacional.

Palabras Claves Area bajo la curva, estrategia.

2. Descripcion

Este trabajo de grado va dirigido a docentes de matematicas interesados en el concepto de
area, en especial en los aspectos relacionados con las estrategias de solucion que emplean
algunos estudiantes al abordar tareas relacionadas con areas de regiones curvilineas. Se
encuentran aspectos generales en torno a la evolucidn del concepto de area a través de la
historia de las matematicas y algunas aproximaciones a dicho concepto en el &mbito escolar
segun planteamientos principalmente de Freudenthal; aproximaciones que fueron tenidas en
cuenta en las tres actividades que constituyen el instrumento sobre el cual se identifican,
describen e interpretar las estrategias puestas en juego por estudiantes entre 15 y 17 afios

de edad.




3. Fuentes

Para el desarrollo de este trabajo se consultaron 12 fuentes, que abarcan articulos de

revistas, libros, tesis de pregrado y maestria, ademas fuentes de internet.

Angulo, M (2007). Propuesta diddctica para la ensefianza del concepto de integral como el
area bajo la curva en grado once de educacidn media. Tesis de pregrado. Universidad

Pedagdgica Nacional.

Canadas, S., Castro, E. y Castro, E. (2008). Patrones, Generalizacion y Estrategias Inductivas
de Estudiantes de 32 y 42 de Educacidon Secundaria Obligatoria en el Problema de las

Baldosas. 2(3), Revista PNA, 45(6),137-151

Olave, M. (2005). Un estudio sobre las estrategias de los estudiantes de bachillerato al
enfrentarse al calculo del drea bajo la curva. Tesis maestria. Instituto Politécnico

Nacional.

Olmo, M., Moreno, M. & Gil, F. (1993). Superficie y volumen éalgo mds que el trabajo con

formulas? Matemdticas: cultura y aprendizaje. Editorial Sintesis. Madrid.

Ponce, C. (2009). Area de figuras planas. Revista Digital Innovacidn y Experiencias Educativas,

45(6).

Rico, L. (1997). Consideraciones sobre el curriculo de matemdticas para educacion
secundaria. En Rico, L.; Castro, E.; Castro, E.;Coriat, M.; Marin, A.; Puig, L.;Sierra,
M.; Socas, M.M. (Eds.), La educacidon matemadtica en la ensefianza secundaria. 15-38.

Madrid: ice - Horsori.

Rizo. C., y Campistrous. L. (1999). Estrategias de resolucién de problemas en la escuela.




Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemadtica Educativa, 2(2-3), 31-45.

Sierra. M., Modesto S., y Codes M. (2005). Entorno computacional y Educacién Matematica:

una revision del estado actual. Grupo de investigacion: Didactica del analisis.

Turégano, P. (1994). Imagenes del concepto y estrategias que utilizan los estudiantes en la

resolucidn de problemas de drea. Ensayos, 9, 237-257.

Turégano, P. (1998). Del area a la integral. Un estudio en el contexto educativo. Ensefianza de

las Ciencias, 116 (2), 233-249.

Turegano, P. (2007). Imagenes del concepto de integral definida. Ensayos, 22, 17-57.

4. Contenidos

En este trabajo presentamos un estudio relacionado con la identificacion y descripcidn de
las estrategias que emplean algunos estudiantes de grado décimo del Colegio Colsubsidio
Torquigua y del Instituto Pedagdgico Nacional, al desarrollar tareas relacionadas con drea
bajo la curva. Estd organizado en cuatro grandes titulos: marco tedrico, metodologia,

descripcidn y andlisis de resultados y, conclusiones.

En el primero describimos los fundamentos tedricos y didacticos base para el desarrollo y
sustento de nuestro estudio; esta compuesto por cinco secciones, en la primera se encuentra
una revision historico matematica de la evolucién del concepto de area. El siguiente
apartado, hace alusion a la importancia de las TICs en la ensefianza de las matematicas; en

tanto la tercera y cuarta seccién contemplan las aproximaciones al concepto de darea




planteadas por Freudenthal, asi mismo algunos obstaculos y dificultades que se presentan en
la ensefianza y aprendizaje del concepto de area. En la Ultima seccion se mencionan la
postura frente al constructo de estrategia en las matematicas, que adoptaremos en nuestro

estudio.

Por otro lado, el titulo dos presenta la metodologia y el instrumento de recoleccion de
informacién empleado en nuestro estudio, ademds de éste se desprenden cuatro apartados
en los que se explicitan y describen las fases de indagacion, disefio del instrumento,
aplicacién, interpretacién y descripcién de los resultados; base para el desarrollo del
presente trabajo. En cuanto a la descripcion y analisis de los resultados (tercer titulo), como
su nombre lo indica contiene los analisis y resultados obtenidos en relacion a las estrategias
puestas en juego por los estudiantes que hacen parte de nuestra muestra, empleando los

referentes tedricos y metodoldgicos obtenidos en los apartados anteriores.

Finalmente en el ultimo titulo, se recoge, sintetiza y sistematiza de manera general, las
conclusiones que se generan a partir de los resultados obtenidos y descritos en la etapa del
analisis; estableciendo asi las estrategias que privilegia nuestra muestra objeto de estudio al

desarrollar tareas que involucran el area bajo la curva.

5. Metodologia

Dado que el problema de investigacion consiste en identificar y describir las estrategias que




los estudiantes emplean en la solucion de algunas tareas centradas en el drea bajo la curva,
el presente estudio se enmarca en un enfoque metodoldgico cualitativo de tipo descriptivo-
interpretativo, ya que éste permite realizar interpretaciones e inferencias de las estrategias
gue se evidencian en la poblacién objeto de este estudio, a través de una clasificacion
fundamentada en el marco tedrico. En consecuencia el estudio se basa en la elaboracién de
una propuesta de actividades en torno al drea bajo la curva, que se desarrolla mediante la
aplicaciéon de tres applets a un grupo de estudiantes de decimo grado de dos instituciones,
una de ellas del sector distrital y la otra de cardcter nacional. Los resultados obtenidos se
interpretan mediante la descripcion de las respuestas dadas por los estudiantes a través de

su trabajo con los tres applets.

Para llevar a cabo lo anterior, la metodologia del presente estudio se fundamenta en el
desarrollo de las fases: (i) Indagacion, (ii) disefio de la propuesta (iii) aplicacion de la

propuesta, (iv) interpretacion y descripcion de los resultados.

6. Conclusiones

A través de nuestro estudio podemos considerar que varios de los estudiantes que hacen
parte de la muestra, aluden de manera implicita a procesos infinitos como algo muy pequefio
pero distinto de cero. Asi mismo traen a colacién métodos que comparan figuras curvilineas y
rectilineas, ademas aproximan el drea de una regidn curva a partir de poligonos conocidos;
los cuales se relacionan con los métodos griegos y babildnicos que dieron origen vy
permitieron la evolucion del concepto de drea en la historia. Lo anterior sugiere reflexionar
ante los procedimientos clasicos empleados en geometria para determinar areas; conduce a
pensar que si es posible en la ensefianza recurrir a procesos infinitos de manera intuitiva, a
no limitar a los estudiantes a determinar el drea de poligonos regulares, sino promover
actividades que conduzcan primero al estudiante a comprender el drea como cualidad de un
objeto destacando su cardcter bidimensional, posteriormente introducir situaciones que les
permitan comparar objetos sin necesidad de medirlos, plantear tareas de pavimentacién

gue posibiliten el paso natural de estructura aditiva a multiplicativa, para finalmente incitar




al uso comprensivo de la formula.

En el transcurso de nuestro estudio identificamos aspectos que nos permitieron establecer
algunas de las conjeturas sobre las ideas que tienen los estudiantes en cuanto a la nocidn de
area; hay cuatro tendencias generales las cuales se relacionan con: la medida de una
superficie comprendida o limitada por un perimetro; la extensidn que ocupa una superficie,
el area ligada a una férmula y por ultimo la confusién que persiste en varios estudiantes
entre drea y perimetro. Como es de notar las dos primeras se relacionan como ideas que
permitieron abordar el concepto a lo largo de la historia; la tercera aunque esperabamos
tuviera mayor acogida consideramos que un grupo de nuestros estudiantes objeto de estudio
no puede desprenderse de la formula para realizar tareas que relacionen el area de manera
directa o indirecta; la ultima es una de las mas importantes, a nuestro modo de ver, dado que
hace referencia a que los estudiantes aun mantienen grandes dificultades en cuanto a
diferenciar el drea del perimetro, lo cual puede estar estrechamente relacionado con los
procesos tan abruptos en cuanto a la ensefianza del area dado que en la mayoria de las aulas
suelen iniciar con los procesos de medida sin haber dado la oportunidad al estudiante de
explorar y trabajar esta nocion como cualidad de un objeto destacando ademas su caracter

bidimensional.

Elaborado por: Angel Ruiz, Magda Pilar; Feo Mayor, Iris

Revisado por: Carranza, Edwin
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INTRODUCCION

Entender el mundo como una realidad matematica ha sido una tarea del ser humano a lo largo
de la historia, en ese proceso, los conocimientos matematicos han aportado elementos
trascendentales en el desarrollo de la humanidad, de ahi la importancia de procurar procesos

de ensefianza acordes a las necesidades de los tiempos y de los contextos.

La sociedad de la comunicacién y de la informacién en el que nos encontramos en la
actualidad esta mediado por el uso de las nuevas tecnologias las cuales han permitido romper
fronteras y generar nuevos contextos socio-graficos y culturales en los que se determina un
tipo de persona inmerso en las nuevas tendencias tecnoldgicas mds adn los jovenes de la
actualidad. En la ensefianza de las matemadticas se ha ido incorporando el uso de las Tics como
herramientas que facilitan el proceso de aprendizaje de su estructura disciplinar. Por eso
consideramos de suma importancia como docentes, involucrarnos de manera protagdnica en
el desarrollo de estrategias innovadoras que generen transformaciones en los procesos

formativos de los estudiantes.

En este trabajo planteamos una propuesta en la que con la ayuda de un Software (Geogebra)
podamos analizar el tipo de estrategias que emplean estudiantes de grado décimo para
resolver problemas que involucren el drea bajo la curva. Sabemos por el estudio Bibliografico
que hacemos en el trabajo, que el concepto de area no es nuevo, por el contrario, sus origenes
se encuentran en los mismos origenes de la matematica en culturas milenarias y que a lo largo
de la historia, diferentes matematicos han ido enriqueciendo el concepto, su proceso y las

diferentes aplicaciones que tiene en la realidad.

En la practica con los estudiantes pudimos ver las dificultades de comprension sobre el

concepto del area bajo la curva, ademas, las dificultades no son solo de indole conceptual,



sino que estan relacionadas con la falta de habilidad para relacionar el concepto, con un

grafico y con la realidad misma desligando el concepto de su aplicabilidad.

Al implementar y evaluar la propuesta de enseiianza del drea bajo la curva desde el uso de el
software se logré en los estudiantes una mayor comprensién de este concepto, al permitirles
en la interaccion con la herramienta buscar las estrategias de solucién, se logré mejorar los
niveles de atencién, interés y creatividad permitiendo la interconexidon entre el desarrollo

conceptual y su aplicabilidad en diferentes contextos.

Lograr un aprendizaje significativo en los jévenes en la ensefianza de la matematica es un reto
que implica la correlacién en el proceso de los saberes disciplinares con los avances de la
tecnologia y las necesidades de los nuevos contextos. Para ello se requiere de la creatividad y
la innovacion por pare de los docentes en la implementacién de nuevas practicas escolares
que permita que el estudiante se involucre de manera protagénica en la busqueda de las

soluciones a los problemas que se le plantean.

La propuesta de este trabajo consiste precisamente en poner al estudiante en una situacion en
la que puede interactuar con la herramienta generada en el software de Geogebra para que él
mismo sea quien proponga las estrategias de solucidn ante el problema de comprender el area
bajo la curva lo cual debe permitir primero un mayor grado de motivacion en el estudiante y
desde luego una mayor comprension de area bajo la curva no solamente en cuanto lo que

significa el concepto matematico sino también en su aplicabilidad.

El trabajo se enmarca dentro de un enfoque metodolégico cualitativo de tipo descriptivo-
interpretativo, el cual nos permite realizar interpretaciones e inferencias de las estrategias
implementadas por los estudiantes en el desarrollo practico de la propuesta. Para el desarrollo
de la propuesta se propusieron tres applets disefiados para la explorar situaciones
relacionadas con el concepto de area bajo la curva, la actividad se desarrollé con estudiantes
de grado décimo de dos colegios. Los resultados obtenidos se interpretan mediante la
descripcién de las respuestas dadas por los estudiantes a través de su trabajo con los tres

applets.



PREGUNTA DE INVESTIGACION

¢Qué tipo de estrategias generan los estudiantes al resolver problemas de area bajo la curva,

apoyados con el software GeoGebra?



OBJETIVOS

General

Describir las estrategias empleadas por algunos estudiantes de grado décimo, al resolver

problemas que involucren el area bajo la curva y el uso del software GeoGebra.

Especificos

1. Realizar el estudio bibliografico que permita consolidar elementos tedricos para el

diseio de tres actividades centradas en la nocién del drea bajo la curva.

2. Disefar e implementar tres actividades enmarcadas en el area bajo la curva, que

incorporen el uso del software GeoGebra.

3. Analizar y describir las estrategias empleadas por los estudiantes en la solucidn de las

tres actividades planteadas.



JUSTIFICACION

Uno de los retos en la ensefianza de las matematicas es el de lograr en los estudiantes un
aprendizaje significativo, es decir, que los procesos conceptuales que se desarrollan en el aula
sean aplicables en los diferentes contextos del estudiante. Para ello es necesario que en las
practicas escolares, los docentes sean innovadores en las estrategias que implementan,
proponer por ejemplo situaciones virtuales en las que el estudiante sea el que proponga las
estrategias de solucion a los problemas planteados; por eso, las practicas educativas en torno a
los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas escolares deben incluir el disefio e
implementacién de situaciones, actividades y herramientas que permitan la interaccion del

sujeto con las situaciones generando una mayor comprensién de los conceptos.

En este trabajo nos proponemos precisamente, mediante el uso de Geogebra, poner al
estudiante en un contexto en el que se le plantee una situacién problema desde el concepto
de area bajo la curva, con el fin de analizar las estrategias de solucion que proponen y el

acercamiento y apropiacién que se logra del concepto mediante este tipo de propuesta.

La manera como se ha abordado el concepto de area ha generado dos posibles caminos para
aproximarse a la nocion de superficie, el primero a través de la cuadratura y el segundo tiene
que ver con la cuadricula, aproximaciones que pueden trabajarse de diferentes modos segun
Freudenthal (Ponce, 2009); sin embargo una de las maneras mas usuales en la ensefianza del
concepto de drea ha sido la representacion algebraica a partir de la utilizacién de una formula
y una unidad patréon definida; hecho que ha generado que los estudiantes no tengan la
oportunidad de proponer procedimientos y unidades patrén para obtener la medida de una
superficie de tal manera que a través de su exploracién adquieran el verdadero significado del

concepto de area.

Existen algunos vacios en el proceso de aprensién del concepto, dichos vacios se centran en
que el estudiante no logra darle una aplicacidn en diferentes contextos asi como la dificultad
en la lectura de gréficos, la correlacién en el manejo del plano y la realidad de los espacios y

sus dimensiones.



En la especializacion sobre ensefianza del calculo consideramos de suma importancia
detenernos a pensar acerca de cémo ensefar el significado de area bajo la curva y disefiar
diferentes estrategias apoyados desde las TICs para una mejor comprensién del concepto.
Sabemos que este andlisis no es nuevo, se remonta a mas de 200 afios ac, cuando los griegos
intentaban resolver el problema del area ideando el procedimiento que llamaron método de
exhausién, las ideas de ese método son simples y fue transformandose en lo que hoy se
conoce como calculo integral. Sin embargo, nosotros enfocamos el analisis en la respuesta y en
las estrategias que propongan los estudiantes de grado décimo al interactuar con las
herramientas previamente disefiadas en Geogebra las cuales les han de permitir una mejor

comprension del concepto.

Nuestro interés nos llevé a disefiar, plantear y evaluar una propuesta de ensefianza que
integre en los procesos de enseifanza de la matematica, el uso de las Tics, de tal manera que
se llegue a generar en los estudiantes mayor comprension y aplicabilidad del concepto de area
bajo la curva, a través de un trabajo que permita la exploracion, elaboracién de conjeturas y

validacién por parte de algunos estudiantes de grado décimo.

Cuando abordamos las dificultades de comprensidn sobre el concepto del drea bajo la curva en
los estudiantes de grado décimo, nos dimos cuenta que no son solamente de caracter
conceptual, responden a la escasa habilidad para establecer conexiones entre una
representacién grafica y el concepto fisico asociado, esto quiere decir, que dejamos el
concepto en lo etéreo, en lo abstracto lo que dificulta la aplicabilidad en los contextos
cotidianos del estudiante. Ademas, para que el estudiante cuente completamente con la
habilidad de leer e interpretar graficas y relacionarlas con las dimensiones y espacios reales de
acuerdo al area que se refiera; debe ser capaz de partir bidireccionalmente entre la
representacién y la forma de medir un area en cuestidn para generar la informacién requerida,
recurriendo a los conceptos matemadticos necesarios a partir del desarrollo del pensamiento

geométrico del sujeto.

Por lo anterior y a partir de los planteamientos de Diaz (2001, citada por Gonzalez, 2006)
frente a la “...importancia que tienen los materiales de estudio en procesos de aprendizaje, no
solo desde la vertiente cognitiva, sino también desde la visidn sociocultural y de los procesos
de medicion en el aprendizaje...” (p. 15), consideramos pertinente disefiar una propuesta
actividades sobre area bajo la curva que propicie a través de la exploracidon con herramientas

tecnoldgicas una mayor comprensién de este concepto, de tal manera que los estudiantes



propongan métodos y estrategias que les permitan calcular el drea de una region, de acurdo a

los aplicativos propuestos.



1. MARCO TEORICO

1.1. MARCO HISTORICO MATEMATICO

En este capitulo se presenta el desarrollo histérico matematico del concepto de drea bajo la
curva. Se pretende por tanto ubicar en un contexto histérico el concepto para poder
responder preguntas tales como: ¢ Cuando nace este concepto en la historia de la matematica?
¢Qué estrategias se han generado en los diferentes momentos de la historia para solucionar
areas bajo curva? ¢En qué ha aportado el descubrimiento y desarrollo del concepto a la
historia de la matematica?; para ello nos apoyaremos en el texto de Ponce (2009) Area de
figuras planas, una tesis de Especializacién de la UPN de Angulo (2007) titulado Propuesta de
ensefianza del concepto de integral como el drea bajo la curva, ademas del libro Origenes del

Cdlculo Diferencial e Integral | De la matemdtica griega a los antecedentes del cdlculo.

El concepto de area lo ubicamos especificamente en el campo de la geometria, originalmente
se toma por la necesidad misma de delimitar un espacio fisico concreto, en especial lo hacian
lo agricultores de culturas antiguas, para determinar de alguna manera las zonas cultivables y
la cantidad de semilla que necesitaban para cubrir un terreno. Podemos entender el area
como una superficie comprendida dentro de unos limites o perimetro. Para los agricultores no
era suficiente comprender la extensidn de tierra que podia ser cultivada sino que también
requerian medir dicha extension por eso se hace necesario el uso de unidades de medida para
calcular el area del terreno y determinar, por ejemplo la distancia entre un cultivo a otro. El
otro asunto que surge es que geométricamente no todos los terrenos tienen la misma forma,
es decir, no todos son cuadrados, en la realidad encontramos terrenos triangulares, circulares,
elipticos, etc; por lo que se requieren distintas férmulas para calcular el drea de acuerdo a la

figura que se tenga.

En 1650 Ac, en el papiro de Rhind se encuentra indicios de los origenes de la teoria de la

congruencia mientras que en 1887 Peano- Jordan da las primeras definiciones formales de



area retomando las ideas de Eudoxo y su método de exhausidn. Los griegos ya habian aplicado
métodos exhaustivos para el calculo de dreas. A pesar de que lo aplicaban para areas
relativamente sencillas, tenian que utilizar mucho ingenio, porque al método le faltaba
generalidad, como todo proceso conceptual que nace en la sencillez, buscando respuestas a
problemas basicos de la cotidianidad pero que posteriormente se convierten en procesos
fundamentales dentro de una disciplina, este método se ha convertido en uno de los mas

importantes para calcular areas (Angulo, 2007).

El concepto de drea debe ser comprendido en relacién directa con diferentes contextos o
actividades cotidianas como el mismo su mismo origen no lo demuestra desde la antigliedad.
Es asi que Ponce (2009) manifiesta que las matematicas babildnicas y egipcias estaban
estrechamente relacionadas con situaciones reales, por ejemplo en Babilonia se encontré un
conjunto de situaciones que involucraban el cdlculo de areas. Si bien su origen data del inicio
de las matemdticas, su evolucidn y consolidacién como concepto matematico preciso, es mas
reciente y seguramente seguira evolucionando de acuerdo a las necesidades de la matematica.
Lo que no podemos permitir es que se convierta en un concepto de manejo exclusivo de los
matematicos sino que, desde el estudiante de bachillerato lo pueda aprender e integrar en la

comprension de los multiples contextos que lo rodean.

Cuando nos acercamos a diferentes textos sobre la forma como se solucionaba problemas
sobre area encontramos dos maneras de comprenderlo, una es la que implica calcular la
extensidén de un area determinada y que ya desde la antigliedad era necesario hacerlo para
establecer el territorio especifico para una tarea (sembrar, cazar, recorrer en busqueda de
agua, delimitar un territorio de una tribu) en este sentido, area y territorio son homologables
en significacion. El otro modo de comprender el concepto es a partir de la idea de
recubrimiento, lo cual también surge a partir de las necesidades bdasicas ancestrales, por
ejemplo la misma idea del hombre forjarse una vivienda implicaba el recubrimiento de un
area, en la actualidad, cuando necesitamos pintar una pared, alfombrar un piso o ponerle

baldosas lo que hacemos es recubrir un area con algun tipo de material.



Estas dos maneras de abordar el concepto han sido desarrolladas a lo largo de la historia y
perfeccionadas desde los elementos de la matematica logrando cada dia mayor aplicabilidad
no solamente en las ciencias matematicas sino también en la fisica, en las ingenierias y en la

tecnologia.

Una de las causas que origind el desarrollo del Calculo fue el trabajo con dareas de regiones
planas; este se inicia con los babildnicos y los egipcios tratando de solucionar el problema de
almacenamiento de granos en la construccién de habitdculos para su conservacion. Por su
parte los antiguos griegos, desarrollaron diversos métodos para el calculo de dichas dreas,
sobresaliendo entre éstos el método de exhausién de Arquimedes de Siracusa, quién
aproximaba el drea que deseaba calcular mediante dreas de regiones conocidas, el cual es el

llamado método de Exhausion.

N

El método consistia en sucesivas aproximaciones (esencialmente es un paso al limite) en las
que el drea que se quiere calcular se encierra entre poligonos inscritos y circunscritos de n
lados. A medida que aumenta n el drea que se quiere calcular se va delimitando cada vez mas.
Arquimedes perfeccioné y afind el método consiguiendo calcular dreas de elipses (obtuvo la
formula para medir el area de esta cdnica), sectores parabdlicos y sectores de Espiral. En el
ejemplo de arriba puedes ver una aproximacidn para obtener el drea de un circulo. Por
supuesto faltan los poligonos circunscritos, puesto que el area final estd comprendida entre el

area del poligono inscrito y la del poligono circunscrito.

Entre los matematicos del siglo XVII era general el deseo de encontrar un método para obtener

resultados y que, a diferencia del método de exhausidén, fuera directo, ademas seria mucho
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mejor si el nuevo método, aparte de dar resultados, pudiera ser utilizado para demostrarlos.
Asi el camino que siguieron fue el que se deriva de una concepcién intuitiva inmediata de las
magnitudes geométricas, se imaginaron un drea formada, por ejemplo, por un nimero infinito
de lineas paralelas; lo que generd la idea de descomponer los cuerpos en capas paralelas y la
cual ha sido el hilo conductor de procedimientos desarrollados en los siglos posteriores para

perfeccionar el calculo de areas en otros cuerpos complejos.

Por otro lado, la comparacién de figuras curvilineas y rectilineas de Eudoxo le permitiria desde
la multiplicacion de caras o lados indefinidamente con las figuras rectilineas aproximarse cada
vez mas a la curvilinea. Posteriormente, ya en el siglo XX, Lebesgue, precisando las indicaciones
de Borel sobre la definicidon de Peano Jordan presenta su teoria de la medida, la cual ha servido
de base para entender la teoria de la integral. Importante en este apartado ver cdmo a pesar
de los avances y precisiones del concepto, las bases de la antigliedad aun son utiles incluso
como lo plantea Cauchy frente a los métodos intuitivos que fueron los que permitieron de

alguna manera el origen del concepto.

En el proceso de hallar o medir un area plana, la intuicidn facilita de alguna manera el proceso
porque una superficie plana de lados rectos puede triangularse y se puede calcular su area
como suma de las areas de dichos tridngulos; la situacién se complica un poco cuando se trata
de hallar el area de un circulo o de una curva. Para ello contamos con algunos métodos como
el exhaustivo de Eudoxo, con este sistema se consiguid obtener una aproximaciéon para
calcular el area de un circulo. Arquimedes, siguiendo este método busco resolver problemas
similares como el célculo aproximado del nimero m, de igual manera, este matematico
proporcioné demostraciones del area de la esfera, del segmento esférico, area lateral del
cono, del cilindro. Importante tener en cuenta aqui como bien lo expone Angulo (2007) que
son precisamente los trabajos de Arquimedes los que permitieron retomar el interés en

Europa por procesos geométricos de longitud y area.

Otro método es el de agotamiento que consiste en inscribir y circunscribir poligonos en la

figura geométrica, aumentar el numero de lados de dichos poligonos y hallar el drea buscada.
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Por otro lado el modo de calcular el darea de un poligono como la suma de las areas de los
triangulos, es un método que fue propuesto por primera vez por el sabio griego Antifén hacia
el afio 430 a. C. En 1634 Roberval, utilizd esencialmente el método de los indivisibles para
obtener el area encerrada bajo un arco de cicloide, un problema sobre el que Mersenne habia

Ill

llamado su atencion en 1629. Denomind a su método el “método de las infinidades”, aunque
utilizé como titulo de su trabajo el de Traité des Indivisibles. En 1658 Pascal considerd algunos
problemas sobre la cicloide, calculd el drea de cualquier segmento de la curva cortada por una
recta paralela a la base, el centroide del segmento y los volimenes de los sélidos generados

por esos segmentos al girar alrededor de sus bases o de una recta vertical. Angulo (2007)

Finalmente matematicos como Barrow, Riemann, Lebesgue, etc., hicieron grandes
aportaciones a la medida de areas desarrollando asi la teoria de la integracién. A continuacion
nos centraremos un poco en las sumas de Riemann. Este tipo de integral se define como la
suma finita de areas de rectangulos, los cuales se encuentran con base a una particién de un
intervalo [a,b] donde se quiere calcular la integral, como altura de los rectangulos hay varias
opciones, el madximo o minimo de la funcién en el sub intervalo o cogiendo el valor de la

funcién en los extremos del mismo.

Particidn de un intervalo Dada una seleccion de puntos Xg, X4, . . ., Xo-1, X, de un intervalo [a, b]

en donde

a<X<...<Xpm1<Xn=b

y en donde los x; con 0 < 1 < n no son necesariamente equidistantes, se denomina particién del

intervalo [a, b] al conjunto de sub intervalos del intervalo dado por
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A
Y

a=xX, X, X, X X; Xiu Xoa b=x

n

La longitud del sub intervalo mas grande de la particién & se llama norma de la particién y se
denota porllAll. Ahora, si todos los puntos x; son equidistantes, los sub intervalos que
determinan son de la misma longitud, se dice que la particién del intervalo [a, b] es regular y
su norma se denota por

b-a

Al = Ax=
o] = ax= 2

Para una particidn regular, su norma esta relacionada con el niumero de subintervalos de

[a, b] de esta manera,

b—a<n

ol

luego, el numero de subintervalos en una particién tiende a infinito si la norma de ésta tiende

a cero. Esto es,
[a] -0

Sumas de Riemann Para toda funcién real [ definida en un intervalo cerrado [a, b] y una

particién P de dicho intervalo, una suma de Riemann es una expresién R, de la forma
n
Ro= > F(W,)AX,
k=1

AX,

en donde wy pertenecea [, X%]Yk=1,2,...,ny = Xy - Xi1

En general, las sumas de Riemann cuando [ es positiva permiten ser interpretadas

geométricamente en términos de areas de poligonos.

La longitud de cada intervalo [x.1, X] se convierte en la base de un rectangulo cuya altura es
f(wy) para algun wy en el intervalo. Si f(w,) es positivo el rectdngulo se encuentra sobre el eje x

y el producto f(w,)Ax, es el area del rectangulo. Si f(w,) es negativo, se tiene que el rectangulo
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se encuentra abajo del eje x y, en este caso, el producto f(wy)Ax, es el negativo del area del
rectdngulo. De esta manera, RP es la suma de las areas de los rectdngulos que se encuentran

sobre el eje x menos la suma de las dreas de los rectdngulos que se encuentran bajo de este.

Donde n representa el numero de subintervalos de una particiéon P de [a, b], la suma de

Riemann R, se escribe

Ro= > F(W,)AX,

k=1

Ahora, si se admite que el nimero de subintervalos de [a, b] tiende a infinito, entonces la

norma de la particién A del intervalo tiende a cero, y asi

lim > (W, )Ax, =1

lal-0 4%

en donde | es un nimero real. Asi, el anterior limite estima que si la norma de la particion P es

lo suficientemente cercana a 0, entonces cualquier suma de Riemann para esta particidon es

cercana al, lo cual se muestra en la siguiente seccion.

Limite de una Suma de Riemann

Dada una funcién real | definida en un intervalo cerrado [a, b] e | un nimero real dado,
entonces

lim > (W, )Ax, =1

a0

. A
expresa que para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que si P es una particion de [a, b] con ” ” <9,

entonces

Z:f(Wk)AXk -l <e
K

Para cualquier eleccidon de nimeros wy en los subintervalos [xc.1, Xc] de A, y al numero | se

llama limite de las sumas de Riemann.
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e - A )

Claramente se nota que para todo & > 0 hay infinitas particiones P con ” ” < 3, es mas, para
cada particidn P hay infinitas posibilidades de eleccidn para los nimeros wy en el intervalo [w.
1, Wi]. Luego, hay un numero infinito de sumas de Riemann diferentes asociadas a cada

particién P del intervalo [a, b].

De esta manera, para una funcién [ definida en el intervalo [a, b] las sumas de Riemann se

pueden aproximar tanto como se desee tomando las normas ”A” de todas las particiones A de
[a, b] suficientemente pequefias para todas las elecciones de los nimeros wy en cada sub
intervalo [x.1, Xq] coni= 1, 2,... n.Basado en lo anterior, se presenta la definicién de
integral definida:

Si f es una funcién definida en el intervalo cerrado [a, b], entonces la integral definida de la

X
funciéon f denotada por L dx, se define como
b . n
L f (x)dx = @Ozl: f(W,)A, X

si este limite existe.

Sea P una particién regular del intervalo [a, b] y A, la longitud de cada subintervalos de P,

]

entonces se tiene que cada Ay = A,, ¥ = A,. Al sustituir estas igualdades en la ecuacion

anterior se obtiene:

b _ n
J’af(x)dx:Alx@O; f (w; ) AX

Ademas,
b-a b-a
AX = —— n=——
n y AX
Luego,
limAx=0 limn=+w
n—oo y AX—0
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De lo anterior, se tiene que:

Ax — 0 es equivalente a n — o

También se tiene que si la integral definida existe, esta es el limite de todas las sumas de

Riemann de f en [a, b].

La nocidn de area resulta una pieza fundamental en la ensefianza del cdlculo, dado que estd
relacionada con la determinacién de magnitudes fisicas y geométricas, como una forma de
obtener valores de ciertas superficies y se fundamenta en una particular utilizacion del
concepto de integral definida. La explicacion didactica asociada a la presentacion de la integral,
normalmente se realiza a través de la consideracidon de que para una funcidn positiva definida
sobre un intervalo cerrado, la integral proporcionard el valor del “area bajo la curva”. La
medicion de dicha area se obtiene subdividiendo en regiones planas mas pequefias y mas
claramente calculables. El procedimiento de medicidn consiste entonces en dividir la region en
regiones mas pequeias, cuyas disposiciones geométricas permitan la utilizacion directa de
férmulas conocidas. El valor aproximado del area se obtiene a partir de la suma de las areas
de los rectdngulos construidos. Para calcular el area de un rectangulo se utiliza la férmula
elemental “base por altura”, por lo que basta contar con dichos nimeros para conocer el valor

del area.

De lo que hemos dicho hasta el momento podemos inferir que el proceso de medida ha
acompafiado al ser humano desde los mismo origenes de su evolucién de pensamiento y
adaptacion a los diferentes contextos, lo interesante es llevar al estudiante del siglo XXI a
comprender la importancia del concepto y su relacién con otros conceptos como el de limite o
derivada y en el caso concreto de esta investigacion, el problema del drea bajo la curva. Partir
en este caso de convencer al estudiante de la necesidad de aprender a medir un drea
determinada y a partir de ahi que se aprenda a ubicar y desplazar geométricamente o a
manejar mejor los espacios que lo rodean, que aprenda a delimitar un area, a recubrirla para
posteriormente ensefiarle por ejemplo el concepto de limite, a hallar la pendiente de una

tangente etc. En este sentido Ponce (2009) plantea que “...J]a medida de una magnitud es un
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proceso que se inicia con la constituciéon de la magnitud y se completa con la medida y la

estimacion de la misma”.

Para ello necesitamos llevar a los estudiantes a que entiendan que cuando se trata de calcular
areas lo que estamos haciendo es cuantificar superficies y relacionarlas frente a variedad de
magnitudes desde diferentes unidades de medida. El estudiante debe entonces aprender a ver
el concepto interactuando en la realidad, se trata entonces de un ejercicio de estructuracion
del pensamiento del sujeto en la resolucién de problemas cotidianos y no la memorizacion de

conceptos y férmulas desligadas de la realidad practica.

1.2. INCLUSION DE LAS TICS EN LA ENSENANZA DE LA
MATEMATICA

La pregunta de ¢Coémo utilizar las nuevas tecnologias para enseflar matematicas?, se ha
abordado ya en algunos trabajos con resultados interesantes. En este trabajo retomaremos
aportes de autores que han escrito sobre este tema de tal manera que nos permita
comprender desde perspectivas diferentes nuestra pretensién de abordar la ensefianza de un

concepto matemadtico con la ayuda de lo que nos ofrece hoy las Tics.

Nos interesa de igual manera analizar la efectividad de la propuesta en cuanto la respuesta de
los estudiantes frente a las estrategias de solucién que propongan de acuerdo a cada una de
las herramientas que les presentemos. En los trabajos que serviran de base para nuestro
proyecto se encuentran respuestas parciales a la pregunta sobre la pertinencia del uso de las

nuevas tecnologias en la ensefianza de las matematicas dejando aln la pregunta abierta.

El andlisis sobre el desarrollo de procesos matematicos con ayuda de herramientas
tecnoldgicas puede presentar diferentes variables las cuales han generado preguntas sobre si
este tipo de ayudas fortalecen los procesos formativos. Hoy contamos con software

informaticos que pueden facilitar el proceso de ensefianza y la solucion de problemas
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matemadticos. Necesariamente estas nos exigen una transformacién metodoldgica que

impligue avanzar en los niveles de conceptualizacion disciplinar.

Se hace necesario a la hora de proponer la vinculacién de las Tics en los procesos de ensefianza
de las matemdticas, tener en cuenta las conclusiones a las que han llegado autores en
diferentes investigaciones sobre este tema, por ejemplo, como dice Sierra, Modesto y Codes
(2005), que sin “una buena planificacion, los efectos seran negativos” es decir, que las
herramientas por si solas no generan los efectos de aprendizaje y por tanto debemos tener
cuidado con asignarles un valor que no les corresponde, igual siguen siendo medios o recursos
gue nos facilitan el proceso de ensefianza y como tal los resultados dependeran del uso que el
maestro les dé en la ensefanza, en otras palabras, las Tics “No son la panacea a los problemas
de ensefianza-aprendizaje de las matematicas” y mucho menos la solucidn definitiva, no
podemos desconocer las ventajas que ofrece pero tampoco podemos obviar los

inconvenientes que pueden generar.

Otro tema a tener en cuenta en este asunto, es el de la formacién de los docentes en el uso de
las nuevas herramientas tecnoldgicas e informadticas, pareciese que existe un temor a
abandonar las estrategias tradicionales de marcador y tablero para explicar los conceptos y
problemas matematicos. Si el docente no se capacita, y no se constituye en el abanderado en
cuanto al manejo de las nuevas tecnologias, desde luego que va a generar resistencia a su uso,
esa es la pregunta que nos debemos plantear inicialmente“éEstamos preparados los

profesores para los cambios que se avecinan al introducir nuevas tecnologias en el aula?”

Si los docentes no conocemos los software y programas disefiados para facilitar la ensefanza
de las matematicas, la inclusidn de las mismas en el proceso se convierte en una dificultad en
cuanto que, no solo debe el maestro saber de su disciplina sino que deberd formarse y
actualizarse en el uso de las nuevas herramientas que se le ofrecen, la tarea se duplica,
aprender y ensefiar el cdmo y el para qué de los programas y software para el desarrollo de
procesos matemadticos. Lo que si es claro para nosotros es que las herramientas existen, que

cada dia se crearan nuevas y mejores herramientas para tal fin, que no podemos quedarnos
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anclados en el mundo de la tiza y el tablero y que aun en medio de las preguntas y las
polémicas, las nuevas tecnologias si pueden facilitar y mejorar los procesos de aprendizaje de

las matematicas.

El desarrollo y la implementacién de las nuevas tecnologias no solo se da en los procesos de
ensefianza, las nuevas tecnologias permean todas y cada una de las dimensiones humanas por
lo que consideramos pertinente la reflexion de su inclusién en la ensefianza de las
matematicas, en otras palabras, el mundo de las matematicas se debe interrelacionar y
comprender con el mundo de la tecnologia, de todos modos ha sido precisamente los avances
en el pensamiento matematico lo que posibilitéd a la humanidad el desarrollo de la tecnologia
“para Chevallard, los objetos matematicos no existen por si mismos, sino que emergen de

sistemas de practicas...”

Tall y Gray (1993, citado por Sierra y otros, 2005), plantean que “el ordenador, juega el papel
de herramienta en forma de organizador genérico y, segun el caso, cibernético. El organizador
genérico, ha de ayudar al alumno a conseguir experiencias que le proporcionen una estructura

cognitiva sobre la que pueda construir conceptos abstractos.”

Apelando a Aristoteles en esta discusidn, debemos alcanzar el justo medio, es decir, no asumir
posturas extremas frente al uso de las nuevas tecnologias en el desarrollo de los procesos de

ensefianza de las matematicas.

Con los avances de la tecnologia se transforman necesariamente los ambientes de aprendizaje;
actualmente cuando ingresamos a las aulas de clase nos encontramos con transformaciones
definitivamente esenciales que en muchas ocasiones generan temor y despojan al docente de

ese sentir tradicional de seguridad en el manejo del conocimiento disciplinar.
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Por ejemplo cuando nos encontramos con tableros digitales, software de ensefianza avanzada,
ordenadores para cada estudiante y ademas con la sensacién que el estudiante sabe mas que
el docente en el uso de este tipo de herramientas preferimos volver a la seguridad del

marcador y el tablero y hacer como si el mundo no hubiera cambiado.

Pero por mas que cerremos los ojos, debemos comprender que los contextos de aprendizaje
han cambiado y seguirdn cambiando gracias a los desarrollos tecnoldgicos y que por tanto los
maestros debemos estar al dia en cuanto al manejo de estas herramientas y por qué no, ser los
gue propongamos las nuevas herramientas para la ensefianza de las matematicas entendiendo
gue estas “facilitan la exploracidon y la experimentacién de un concepto antes de definirlo

formalmente”. Sierra y otros (2005).

Tall, 2000, citado en Sierra y otros (2005), por ejemplo propuso “el principio de construccién
selectiva basado en el disefio de software que permita al estudiante centrar su foco de
atencion en la parte conceptual mientras el ordenador lleva a cabo, de manera oculta, la parte

procedimental”.

Para todos es claro, la influencia de las nuevas tecnologias en la vida cotidiana de las nuevas
generaciones, el mundo de la tecnologia es un mundo atractivo para los jovenes de hoy,
dificilmente se conciben sin él, en este sentido, no podemos pretender que la escuela se

III

convierta en un contexto diferente, “irreal” anquilosado, para el joven, las nuevas tecnologias
facilitan de igual manera la correlacién con su mundo visual, el hecho que ellos puedan
manipular un aplicativo en el computador, puedan ver graficas en movimiento, cambiantes de
acuerdo a lo que ellos mismos estén manipulando, que se pueda llevar esos conceptos
abstractos a un programa que ejemplifique con realidades virtuales, facilita muchisimo la
comprension y apropiacién de conceptos, procesos y procedimientos. Se vincula de alguna

manera esos procedimientos que antes eran solamente de cardcter mental a ejercicios

practicos mas significativos.
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El uso de software en la ensefianza de las matemdticas, “proporciona un importante
instrumento para que los estudiantes puedan librarse de memorizar formulas o
procedimientos de calculo”, por eso es importante formar antes a los estudiantes en el uso
adecuado de la herramienta y desarrollar los procesos en un tiempo que les permita madurary

desarrollar la compresion de los conceptos.

La claridad en los procesos matemdticos y en el manejo de las herramientas con las que
dispone el estudiante debe permitirles decidir el momento necesario en el que se requiere el
uso de las nuevas herramientas tecnoldgicas para la resolucidn de problemas matemadticos y

como vincularlas en el proceso como parte importante pero no como fines en si mismas.

El proyecto de Investigacién apunta a la aplicacion de actividades de area bajo la curva
utilizando un software, entendiendo que la ensefianza de las matematicas debe adaptarse al
cambio de los tiempos y que una de las funciones principales de la educacién es ensefiar al
estudiante a adaptarse con facilidad en su contexto. Si la sociedad actual es considerada, la
sociedad de la informacién y la comunicacidn gracias a los avances de la tecnologia, entonces
los procesos educativos no pueden quedarse rezagados en el uso de nuevas estrategias
didacticas. Esas nuevas estrategias didacticas consideramos tampoco se pueden desligar de la
realidad tecnoldgica actual. “el uso de los ordenadores simplifica la realizacién de ejercicios y
las aplicaciones usuales de la materia a los problemas... lo que hace que sea especialmente
indicado su uso en el periodo de formacion”. El uso de las nuevas tecnologias fomenta la

creatividad en los estudiantes (Ortega, Galan y otros, 2002).

Mediante el uso de las Tics, se puede ubicar al estudiante en contextos simulados mas
cercanos a la realidad los cuales les permite un proceso de apropiacion conceptual mas
significativo, lo importante como bien lo resaltan Ortega y otros (2002) es que los procesos no
se estructuren en la sola aplicaciéon de programas que le dan con facilidad el resultado al
estudiante sin ensefiarle el procedimiento sino que, en los procesos de aplicacion, el
estudiante no solamente llegue a un resultado sino que haga todo un procedimiento que le

permita entender y aplicar la herramienta en diferentes problemas, esto lo plantea con
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claridad Strickland (1999, citado por Ortega y otros, 2002), y si es posible, involucrar a los
estudiantes en procesos de programacion para lo cual el estudiante requiere un excelente

manejo de los conceptos y los procesos de la ensefianza de las matematicas.

Dubinsky, (1998, citado por Ortega y otros, 2002) dice que “cuando los alumnos programan
deben leer, construir y depurar estrategias, modificar programas que ya estan desarrollados v,
por ultimo, resolver los problemas con dichos programas”. Desde luego es pertinente aclarar
gue en la investigacidn que se desarrolla en este trabajo, no se involucra a los estudiantes en
procesos de programacién, sin embargo es importante mencionar el tema en cuanto que la
programacion puede establecerse como un punto de llegada en procesos de formacion en los
gue se involucra herramientas tecnoldgicas. El tipo de ejercicio implementado en la
investigacion involucra al estudiante con la herramienta y desde su proceso interactivo lo
proyecta a que él mismo en ejercicios futuros adquiera la habilidad de modificar la misma

herramienta y programarla de acuerdo a futuras necesidades.

Si se logra incluir en los procesos de ensefianza de la matemadtica procesos de programacion,
los estudiantes seran los que crean las funciones especificas necesarias para resolver

problemas propios de la materia.

Parafraseando las preguntas que se plantean en los trabajos citados, podemos retomarlas a
manera de guia en el desarrollo de esta investigacién. Lo importante es no perderlas de vista,
por lo que las planteamos aqui como horizonte de comprensiéon que nos permita tratar de
alguna manera en nuestra investigacion aportar a la respuesta. Cuando nos preguntamos, éEs
posible mejorar los procesos de ensefanza de las matematicas con estrategias mas didacticas?
¢Qué tipo de resultados se logran con la ensefianza de conceptos propios de las matematicas
con el uso de las Tics? ¢Se puede superar los resultados alcanzados hasta el momento con
estrategias tradicionales mediante el uso de las Tics? ¢Cudles son las limitaciones y riesgos en
el uso de las Tics en la ensefianza de la matematica? Estamos proyectando un compromiso con

la matematica.
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El uso de las Tics debe contribuir en una mejor comprension de “la realidad de los procesos y

fendmenos de la matematica.

1.3. APROXIMACIONES AL CONCEPTO DE AREA

Freudenthal (1983 citado por Del Olmo y otros, 1993) considera tres aproximaciones

relevantes con las que se puede llegar a formar el concepto de drea, las cuales se relacionan a

continuacion:

1.

3.

Repartir equitativamente, en esta aproximacién se involucran tareas en las que se
debe repartir un objeto determinado, por lo que se encuentra relacionada con la
nocion de fraccion. Dichas tareas se puede resolver mediante: aprovechamiento de
regularidades, por estimacidn y por medida.

Comparar y reproducir, estd conformada por dos tipos de situaciones, en el primero se
involucran tareas de comparar dos superficies, y el segundo tipo se relaciona con
actividades que hacen hincapié en obtener a partir de una superficie dada otra que
tenga diferente forma pero mantenga igual area. Dichas tareas pueden ser resueltas a
través de inclusidn, transformaciones de romper y rehacer (descomposicién de una
superficie para reorganizarla en otra figura), estimacidon, medida y por medio de
funciones.

Medir, incluye situaciones en las que la superficie estd estrechamente relacionada a un
procesos de medida, bien sea para comparar, repartir o valorar. Las tareas de este tipo
puede ser abordadas a partir de exhausién con unidades (recubriendo el interior de la
superficie de una figura a través de una unidad), acotacién entre un valor superior e
inferior, transformaciones de romper y rehacer (este método es empleado para la
deduccién de las férmulas de area), y por medio de relaciones geométricas generales
(midiendo las dimensiones lineales y a partir de tales datos emplear la férmula

adecuada).
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Para llegar a tales aproximaciones se debe tener en cuenta que el proceso de medida de una
magnitud debe albergar de alguna manera cinco procesos o etapas segln planteamientos de
Del Olmo y otros (1993), el primero de ellos se relaciona con la percepcion de la cualidad que
se va a medir, se espera que en ella se promuevan actividades que permitan a los estudiantes
dar inicio al descubrimiento de la cualidad del drea y de atributos medibles; el segundo tiene
gue ver con la comparacion de objetos de acuerdo a tal cualidad, en este proceso se elije una
unidad de medida para pavimentar vy, se incluyen actividades que requieren la transformacion
sobre un objeto que permita ver a los estudiantes la invarianza o conservacion del drea de la

superficie del tal objeto.

El tercero es el de la medida, su finalidad es iniciar y promover en el estudiante el proceso de
medir, las tareas de pavimentacién cobran gran importancia en esta etapa ademads se hace
mayor énfasis en al trabajo con diferentes unidades de medida no estandar para poder realizar
su conteo vy asi poder asignarle un valor al drea de la superficie que se quiere medir
prescindiendo del uso de la féormula, para finalmente orientarlos hacia la adopcién de una
unidad estandar de medida. En cuanto al cuarto proceso denominado aritmetizacion del drea
se refiere al tratamiento del area de manera bidimensional dado que hasta el momento los
demas procesos la veian de forma unidimensional, por tanto aqui la magnitud se puede
expresar como el producto entre dos longitudes, ademas las actividades se valen de la
pavimentacion de regiones para que el estudiante pueda ir deduciendo las formulas para

hallar el area de algunas figuras basicas.

Con relacidn al quinto proceso estimacion Del Olmo y otros (1993) menciona que éste significa
obtener una medida o medir sin la ayuda de instrumentos, es decir, que se puede vincular con
una conjetura; las tareas que se proponen para este proceso posibilitan el ensayo y error,
ademads pueden llegar a posibilitar segun Hildreth (1983, citado por Del Olmo y otros 1993):
comprension del drea como cualidad y de la nocién de unidad, habilidad para comparar
objetos el atributo a medir y para realizar iteraciones de la unidad. Por otra parte, este mismo
autor en su investigacién encuentra tres estrategias correctas que emplea su poblacién objeto

de estudio para estimar el area, las cuales se describen a continuacién:
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- Adicion repetida: usando iteracion de la unidad para estimar el drea de un
poligono. Este método parecen utilizarlo los sujetos que estdn adquiriendo el
concepto de drea, pero que no estdn en el nivel de las operaciones formales
para usar la multiplicacion al determinar el drea.

- Longitud por anchura: usando estrategias de longitud para estimar las
dimensiones de una region poligonal y aplicando una férmula para obtener el
drea. Esta estrategia es dificil si el numero de lados es mayor a cuatro. Con
frecuencia, las formulas se olvidan o se aplican incorrectamente.

- Reestructuracion: efectuar un arreglo (transformacion de romper y
rehacer)) en el objeto para obtener otro cuya drea se determina mds

fdcilmente. (p.p.91)

1.4. DIFICULTADES Y ERRORES QUE SE PUEDEN GENERAR
AL ABORDAR LA NOCION DE AREA

En la actualidad no hay muchas investigaciones centradas especificamente en errores o
dificultades que se generan durante los procesos de ensefianza y aprendizaje en torno al
concepto de area, sin embargo Del Olmo y otros (1993) explicitan dos de los mas frecuentes,
basados en sus estudios y consideraciones generales que traen a colacién otros autores; tales
errores y dificultades se relacionan con la confusién entre area y perimetro, ademas de los

problemas a la hora de medir.

En cuanto a la confusidn entre los conceptos de area y perimetro, se encuentran situaciones
como: hallar el valor del area y perimetro asignandole el mayor al area, calcular el perimetro y
asignarlo al area o viceversa, si la figura tiene igual area para los estudiantes es normal
conjeturar que tal figura tiene igual perimetro también; errores que se deben quizas a la falta
de diversidad en el tipo de actividades que se les presentan a los estudiantes para
conceptualizar tales nociones, dado que en gran medida se hace hincapié en el calculo del 4rea

y perimetro a través de la aplicacion de una férmula a la cual los estudiantes no le dan sentido.
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Asi mismo, las situaciones que se relacionan con los errores mas frecuentes al medir el area de
una superficie segun Hart (citado por Del Olmo, 1993) tiene que ver con: que las figuras a las
cuales se les quiere hallar el area sean diferentes a un rectangulo, contar unidades no enteras,
que la figura no se encuentre dentro de una cuadricula, procedimientos erréneos al aplicar la
formula, la unidad de medida no sea la estdndar; dichos errores en gran medida se relacionan
con la falta de tener en cuenta en el proceso de ensefianza escolar que la primera etapa en el
desarrollo de la ensefianza de la medida de una magnitud debe considerar actividades o

situaciones que se centren en la percepcion de la cualidad que se va a medir.

A partir de lo anterior, Del Olmo y otros (1993) mencionan que para intentar atacar estas y
otras dificultades y errores en el proceso de ensefianza del drea se debe incluir variedad de
actividades en las que se privilegie que el estudiante vaya identificando las caracteristicas del
area como cualidad de los objetos intuyendo asi mismo la bidimensionalidad, ademas que
promuevan la comparaciéon y transformacion entre objetos sin necesidad de medirlos.
Importante que los aprendices puedan llegar a vislumbrar la conservacion del drea a través de
tareas que la involucren, con el fin de ir promoviendo un paso natural al proceso de medida, es
decir, que vaya adquiriendo el concepto de unidad iniciando con las iteraciones de ésta para
asignar la cantidad de veces que cabe en la superficie de la figura de la cual se quiere hallar su
area. Ademas situaciones en las que se involucre el comparar objetos a partir de su area de tal
manera se vaya estableciendo un vinculo entre la unidad estandar y la realizacidon de la
medicidon como tal, lo cual permite que el estudiante pueda ver la medida como algo mas que
el simple uso de formulas, asi ésta se muestra como el ultimo paso para abreviar la obtencion
de dicha d4rea pero después de haber pasado por etapas concretas que hagan uso de la

pavimentacion, comparacion, reparticiones equitativas, transformacién de figuras.
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1.5. NOCION DE ESTRATEGIAS

Consideramos para nuestro trabajo las siguientes ideas sobre estrategias que algunos autores
han aportado, asi segiin Bruner (citado por Rizo y Campistrous, 1999) la nocidn estrategia hace
referencia a un patron de decisiones en la adquisicion, retencidn y utilizacion de la informacion
que sirve para lograr ciertos objetivos, es decir, para asegurarse que se den ciertos resultados y
no se produzcan otros. Por su parte Cafadas, Castro y Castro (2008) manifiesta que los
métodos empleados para llegar a resolver una situacidn o problema se denominan

estrategias.

Rico (1997) considera los procedimientos como aquellas formas de actuacion o ejecucion de
tareas matemdticas (p. 31) en este campo se encuentran tres niveles donde el ultimo
corresponde a las estrategias, las cuales se realizan sobre representaciones de conceptos y
relaciones implicadas, por tanto estas se emplean dentro de una estructura conceptual. Desde
este punto de vista el autor propone que “cualquier procedimiento o regla de accion que
permita obtener una conclusion o responder a una cuestion (resolucion de problemas) haciendo
uso de relaciones y conceptos, generales o especificos de una determinada estructura
conceptual, se denomina estrategia” (p.34). Asi mismo consideran que las estrategias
requieren de un buen manejo de la red conceptual de tal manera que se puedan generar y
nuevas relaciones a partir del trabajo con el concepto; finalmente Rico considera que las
estrategias mds frecuentes en la Educacion Matematica escolar se relacionan con: estimar,
aproximar, elaborar un modelo, construir una tabla, buscar patrones y regularidades,

simplificar tareas dificiles, conjeturar y comprobar.
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2. METODOLOGIA DE NUESTRO ESTUDIO

Dado que el problema de investigacidn consiste en identificar y describir las estrategias que los
estudiantes emplean en la solucidn de algunas tareas centradas en el drea bajo la curva, el
presente estudio se enmarca en un enfoque metodolégico cualitativo de tipo descriptivo-
interpretativo, ya que éste permite realizar interpretaciones e inferencias de las estrategias
gue se evidencian en la poblacidon objeto de este estudio, a través de una clasificacidon
fundamentada en el marco tedrico. En consecuencia el estudio se basa en la elaboracién de
una propuesta de actividades en torno al drea bajo la curva, que se desarrolla mediante la
aplicacion de tres applets a un grupo de estudiantes de decimo grado de dos instituciones, una
de ellas del sector distrital y la otra de cardcter nacional. Los resultados obtenidos se
interpretan mediante la descripcion de las respuestas dadas por los estudiantes a través de su

trabajo con los tres applets.

Para llevar a cabo lo anterior, la metodologia del presente estudio se fundamenta en el
desarrollo de las fases: (i) Indagacidn, (ii) disefo de la propuesta (iii) aplicacion de la propuesta,

(iv) interpretacién y descripcion de los resultados.

2.1. FASE DE INDAGACION

En esta fase se realizd la revisién bibliografica sobre diferentes investigaciones, centrandonos
en estudios afines a la nocidn de area bajo la curva, y dentro de este foco, hemos buscado
trabajos relacionados con la ensefianza y el aprendizaje de tal nocién, ademds de estrategias

empleadas en la solucidn de tareas matematicas.
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De las investigaciones o estudios mas relevantes que se enfocan en el objetivo de nuestro
trabajo, es decir, aquellos que se relacionan con el campo de la didactica del area bajo la curva
y de las estrategias de los estudiantes en la solucién de tareas matemadticas, acudimos a:
investigaciones realizadas por Pilar Turégano, dado que es una de las autoras mas
mencionadas y con gran trayectoria en estudios que abordan y se enmarcan en estos tépicos,
vya que ha indagado y trabajado en torno a conceptos relacionados con el drea y la integral
definida, a continuacidn citamos tres de los trabajos mas importantes para nuestro estudio:
Imdgenes del concepto y estrategias que utilizan los estudiantes en la resolucion de problemas
de dreas (1994); Del drea a la integral. Un estudio en el contexto educativo (1998); Imdgenes
del concepto de integral definida (2007); en general estas investigaciones aportan elementos
que permiten consolidar el disefio de propuestas de ensefianza y aprendizaje donde se
promuevan en los estudiantes un transito natural al concepto de integral definida a través de
conceptos fundamentales como el de area. La tesis de maestria Un estudio sobre las
estrategias de los estudiantes de bachillerato al enfrentarse al cdlculo del drea bajo una curva
de Modnica Olave (2005), propone una secuencia de actividades en torno al area bajo la curva,
con las cuales pretende evidenciar las estrategias puestas en juego de los estudiantes que
desarrollan las tareas propuestas en dicha propuesta, con el fin de describir y caracterizar las
estrategias empleadas por los estudiantes; el Ultimo libro que citaremos es el de Del Olmo,
Moreno y Gil (1993) titulado Superficie y volumen éalgo mds que el trabajo con formulas?,
trabajo que muestra en sus primeros capitulos una sintesis de los diferentes estudios que
clarifican la adquisicion de los conceptos de area y volumen en la escuela, describiendo
resultados que se han obtenido en diferentes investigaciones que se enmarcan en estos dos
conceptos desde contextos psicoldgicos y cognitivos mostrando posibles errores y dificultades
gue se presentan en los procesos de ensefianza y aprendizaje de tales nociones, asi mismo las
conclusiones mas relevantes a las que se llegaron en tales estudios; finalmente presenta
algunas indicaciones para la ensefianza del area y volumen en las aulas regulares de
matematicas. Documentos que se constituyeron en elementos fundamentales para el

desarrollo de nuestro trabajo.
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2.2. FASE DE DISENO DEL INSTRUMENTO

Realizada la indagacion bibliografica y formulaciéon del marco tedrico se inicia el disefio y
construcciéon de las tres actividades que conforman nuestra propuesta; las cuales se
construyeron haciendo uso del software dindmico GeoGebra como aplicativos. Cada una de
las actividades se enmarca en la nocidn de 4rea desde una perspectiva geométrica y bajo
alguna de las tres aproximaciones que Del Olmo (1993) plantea para promover en los
estudiantes la nocidn de area, las cuales son: repartir equitativamente, comparar y reproducir,
y medir. En el titulo descripcién y andlisis de los resultados se ampliard el desarrollo de esta
fase, dado que para obtener el instrumento final tuvimos que realizar una prueba piloto que
nos permitié ajustar tal instrumento, de tal manera que posteriormente éste nos permitiera
describir e inferir las estrategias que ponen en juego los estudiantes para dar solucién a cada

una de estas situaciones planteadas en nuestra propuesta.

2.3. FASE DE APLICACION

En esta fase se realizd, como su nombre lo indica, la aplicacion de las tres actividades
disefadas en el entorno de GeoGebra, a una poblaciéon constituida por 35 estudiantes del
Colegio Distrital Colsubsidio Torquigua y 38 estudiantes del énfasis de matematicas del
Instituto Pedagdgico Nacional; sujetos que oscilaban entre los 15 y 16 afios de edad, ademas

se encontraban cursando décimo grado.

La aplicaciéon de las tres actividades se realizé de manera diferente en los dos colegios, debido
a situaciones relacionadas con los tiempos y actividades institucionales; por tanto a los
estudiantes del Colegio Torquigua se les presentaron las tres actividades de manera
simultanea para su desarrollo, el cual duro aproximadamente dos horas y media. Por otro lado
la aplicacion a los estudiantes del Instituto Pedagdgico se propuso para trabajar en casa
asignando ocho dias como plazo para su entrega. Es de mencionar que ninguno de estos dos

grupos tuvo una intervencién por parte del profesor de matematicas, en cuanto al trabajo con
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los tres applets, es decir, que los estudiantes se enfrentaron a las tres tareas con los

conocimientos que contaban hasta ese momento y sin ayuda de su profesor.

2.4. FASE DE INTERPRETACION Y DESCRIPCION DE LOS
RESULTADOS

En esta fase se realizaron las descripciones de las estrategias que se vislumbran en las
soluciones dadas por los estudiantes a cada una de las tres actividades planteadas;
posteriormente se realizd una clasificacién de tales estrategias a la luz de los resultados
observados en las descripciones, dando paso a las interpretaciones de los mismos. Es de saber
que para llevar a cabo esta fase se selecciond de la poblacién de la cual se hizo mencién en el
apartado anterior, una muestra al azar de 15 estudiantes, tanto del Instituto Pedagdgico
Nacional como del Colegio Torquigua, para realizar las descripciones e interpretaciones de las

estrategias que emplean en las soluciones de las tareas propuestas.

Las soluciones obtenidas a través del desarrollo de cada una de las tareas propuestas, se
estudiaron y clasificaron con el propésito de identificar, inferir y describir las estrategias que se
evidencian en la soluciéon de tareas que involucran nociones de area bajo la curva; asi el
analisis se inicid identificando cada una de las estrategias empleadas por los estudiantes,
posteriormente se realizé una descripcidn e interpretacion detallada de los datos
sistematizados, con el fin de establecer una caracterizacidn de las estrategias puestas en juego
que se perciben en cada uno de los estudiantes; lo cual se vera con mas detalle en el capitulo

gue a continuacion presentamos.
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3. DESCRIPCION Y ANALISIS DE LOS RESULTADOS

En este capitulo presentamos las descripciones y analisis de las soluciones planteadas por
la muestra objeto de nuestro estudio a las tres actividades propuestas, con las que
establecemos las estrategias puestas en juego por algunos de los estudiantes de decimo grado
a la hora de resolver tareas que involucran la nocién de drea bajo la curva. Iniciamos
presentando la prueba piloto implementada, la justificacién de cada actividad a partir de los
ajustes realizados de acuerdo a los resultados arrojados por la prueba y por ultimo se

presentan las diferentes estrategias que se pueden inferir y la descripcién de cada una de ellas.

3.1. PRUEBAPILOTO

Dando continuidad a las fases tenidas en cuenta para el desarrollo de nuestro trabajo, en este
apartado iniciamos con la segunda, es decir, con la etapa de disefo del instrumento, la cual se
centro en principio en el disefio de una prueba piloto, la cual se presentd a cuatro profesores
en formacion de la Universidad Pedagdgica Nacional y 20 estudiantes de grado undécimo de
una institucion distrital, a los que se les solicitd desarrollar las tres actividades propuestas en
cada uno de los applets, y a partir de ello, en una hoja en blanco los participantes podian
adicionar, si lo creian pertinente, sus sugerencias, consideraciones en cuanto a la claridad de
la tarea propuesta y la pertinencia de cada una de las preguntas orientadoras, con el fin de que
ellos nos aportaran desde su rol, cuestiones que no habiamos tenido en cuenta o que no

fueran comprensibles.

A continuacidn se presenta la prueba piloto que se aplicé:

3.1.1. Actividad No. 1

En la siguiente figura se requiere encontrar un poligono que pueda recubrir completamente su

superficie. Intenta encontrar tal poligono con ayuda de la herramienta Poligono.
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Para tal fin intenta realizar una tabla donde registres el numero de lados del poligono vy si

cumple o no con el requerimiento de la situacion.

Preguntas:
1. ¢Cudantos lados debe tener el poligono que mejor se adapta a la situacién?
2. A partir de los datos registrados y de la exploracién realizada ¢a qué conjetura llegaste?

3. Intenta describir y argumentar los razonamientos que seguiste para hallar tu conjetura.

3.1.2. Actividad No. 2

Se requiere cubrir la superficie de la figura con baldosas teniendo la menor cantidad de
desperdicio de las mismas, es decir, la seleccion de la baldosa debe hacerse teniendo en
cuenta la reutilizacién de las que deban ser recortadas para cubrir una regién mas pequefia

que ella. Tu trabajo se basa en encontrar dicha baldosa y argumentar tal eleccion.
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Nota: los deslizadores n y m, determinan el tamafio de la baldosa.

Preguntas:

1. ¢Sélo una baldosa cumple con las condiciones para ser seleccionada?

2. Intenta describir y justificar los razonamientos que empleaste para elegir la(s) baldosa(s)
3. ¢Cuantas baldosas se requieren para recubrir toda la superficie de la figura?

4. ¢El tamafo de la baldosa influye en la eleccion?

3.1.3. Actividad No. 3

Explora seleccionando cada una de las casillas y cambiando el valor del deslizador h.

Analiza lo que sucede con el area de la regidn de la siguiente figura.
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L e e TR LT

Preguntas:

1. ¢Cuadl de las casillas consideras que establece el area total de la superficie de la figura?.

Justica tu respuesta

2. ¢El valor hallado corresponde al valor total del area?. Justifica tu respuesta

3. A partir de los tres métodos (trapecios, rectangulos por exceso y rectangulos por defecto)
consideras que puedes establecer un método para hallar una mejor aproximacion del area?.

Describe y argumenta tu respuesta.

Las consideraciones de los participantes en la prueba condujo a que los applets se modificaran
en cuanto a algunas instrucciones; personalizar las herramientas, de tal manera que no fueran
distractoras aquellas que no se requerian en la manipulacidn y exploracién del applet; y por
ultimo la consideracién de reducir o reorientar algunas preguntas de tal manera que no fueran

tan guiadas.

La primera actividad se ajusto en cuanto a las instrucciones y el no solicitar realizar un registro
por escrito de los poligonos con los cuales se habia intentado recubrir la figura dada, ya que
causo confusién e inutilidad tal solicitud, ademds dado que no se quiere inducir al estudiante a
dar una respuesta especifica ni a utilizar una estrategia guiada se reorientaron las preguntas de
tal manera que el estudiantes pueda explorar y dar solucién a la tarea de una manera mas
auténoma. En cuanto al segundo applet, se eliminaron las preguntas, ya que éstas al igual que
en la anterior actividad, encasillaban en gran medida a los sujetos a la hora de proponer una

solucién a dicha tarea. Finalmente en la tercera actividad se elimino el dato numérico de las
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areas segun el método seleccionado, esto con el fin de que los estudiantes no se centraran en
el drea como numero sino que puedan percibir de manera intuitiva la nocidén geométrica, lo

cual es uno de los fines de nuestro estudio; resignificar la nocién de drea en los estudiantes.

Realizados los ajustes a la prueba piloto, se obtiene la version final de los applets que se les
propusieron a los estudiantes que constituyen nuestra muestra; por tanto a continuacién
presentamos una breve descripcién de cada uno de los applets disenados vy, que constituyen
el instrumento que articulan todo nuestro estudio, dado que en cada uno se pretende
evidenciar cudles son las estrategias que los estudiantes emplean para hallar el drea de una

region curvilinea, a partir de la manipulacién del applet que se les presenta (ANEXO 1).

3.2. JUSTIFICACION ACTIVIDADES

3.2.1. Actividad No.1.

En esta actividad se pretende que el estudiante con las preguntas: iqué es area?, écual es el
area de un rectdngulo?, ¢de un tridangulo? y éde cualquier poligono en general?, poder
establecer cudl era la idea con la cual el estudiante partia sobre la nociéon de area de un
poligono. Se esperaba como lo mencionan varios autores que se toman como fundamento de
este estudio, que en su gran mayoria los estudiantes asociaran el area a una férmula, sin dar
mayores justificaciones. Lo cual podria ser relevante a la hora de analizar las estrategias que el
estudiante emplea en la solucidn de cada una de las tres actividades; dado que a partir de su

nocién de drea puede relacionar y llevar a cabo sus estrategias de solucidn.

Al solicitarle al estudiante describir detalladamente cada uno de los razonamientos vy
estrategias, tenidas en cuenta para establecer cudl es el poligono que puede recubrir
completamente su superficie; se espera que los estudiantes puedan manifestar de manera
explicita o implicita la existencia de procesos infinitos en esta tarea, dado que al realizar el
zoom sobre la parte curva de la figura se vislumbran siempre espacios que quedan sin cubrir

por el poligono seleccionado.
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3.2.2. Actividad No.2.

Se espera que los estudiantes seleccionen una unidad adecuada no estandar o convencional
de medida, ademas de justificar el por qué de su eleccién; la que no implica la cuantificacidn
del area de la superficie por parte de los estudiantes. Se intuye que la baldosa con mayor
acogida por los estudiantes serad la mds pequefia, dado que entre mds pequefia la unidad se
puede acomodar de mejor manera a la curva de la figura de la cual se desea establecer su

area.

En la segunda pregunta, ¢ Puedes hallar una estimacién exacta del drea de la regién sombreada
empleando como unidad patrén la baldosa seleccionada u otra? Justifica tu respuesta; se
espera que los estudiantes manifiesten que no es posible, dado que no es posible encontrar
una unidad patrén que se ajuste exactamente a tal drea, y a su vez traigan a colacién la

actividad nimero uno.

3.2.3. Actividad No.3.

Esta actividad tiene por objetivo que los estudiantes a partir de su trabajo con las dos tareas
anteriores puedan llegar a establecer posibles métodos para estimar el drea de una regidn
curva. Para la pregunta ¢Con alguna de estas tres técnicas se puede determinar el drea total de
la regién? (Por qué?; se pretende que se mencione que se podra obtener una aproximacién
del area pero no un valor exacto de la misma; de ser asi, la pregunta tres écdmo obtendrias
una mejor estimacion del area de la region sombreada?, pretende que el estudiante intente
establecer, explicitar y justificar a partir de los métodos presentados o de otros que resulten
de su creatividad y estudio con estas actividades, una técnica para obtener estimaciones mas

aproximadas del drea de la figura dada.

Por ultimo las preguntas 4, 5 y 6, estan enfocadas hacia los efectos de las tres actividades en
los estudiantes, es decir, poder vislumbrar si sus ideas sobre el drea cambiaron en algo,
ademas de establecer las ideas que implica para intentar explicitar una definicién para el area
de una region curvilinea y qué tipo de diferencias manifiesta entre el proceso para hallar areas

de poligonos y de figuras curvilineas.
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3.3. DESCRIPCION Y ANALISIS DE LAS ESTRATEGIAS
EMPLEADAS

En esta seccidn se agrupan en categorias las estrategias identificadas en la solucién de las tres
actividades propuestas a los estudiantes, las que se categorizan y describen de acuerdo al
colegio al cual pertenecen, dado que tales actividades fueron planteadas a 15 estudiantes de
grado décimo del Colegio Colsubsido Torquigua y a 15 estudiantes de décimo grado del

Instituto Pedagdgico Nacional.

Como se menciond en el marco tedrico sobre las posibles aproximaciones a la nocion de area,
en este trabajo se adoptaron las planteadas por Del Olmo (1993), por tanto en la tabla se

relaciona cada una de las actividades y en cual de las aproximaciones se enmarca.

Aproximacion al concepto
de drea
Sintesis de la aproximacion Actividad
(Freudenthal, citado por
Del Del Olmo, 1993)
Se asocia a situaciones en las que se Actividad No.1
requiere comparar superficies o donde se (Por inclusién)
debe reproducir una superficie a partir de Actividad No.2
otra que tiene diferente forma. (transformaciones
Comparar y reproducir
Las actividades se pueden solucionar a de rompery
través de: inclusion, transformaciones de rehacer)
romper y rehacer, estimacion, medida y Actividad No.3
por medio de funciones. (estimacidn)
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Repartir equitativamente

Se asocia a situaciones en donde se debe
repartir un objeto. Esta se relaciona en
gran medida con el concepto de fraccién.
Se pueden resolver mediante:
aprovechamiento de regularidades, por

estimacion y por medida.

Actividad No.2

(estimacion)

Medir

Hace hincapié en tareas que relacionan
directamente la superficie con un
proceso de medida.

Tales tareas se pueden resolver por
medio de los procesos de: exhausién con
unidades, acotaciéon entre un valor
superior e inferior, transformaciones de
romper y rehacer, relaciones geométricas

generales.

Actividad No.1/
Actividad No.2

(por exhausidn)

Actividad No.2/
Actividad No.3
(Acotaciéon entre un
valor superior e

inferior)

Tabla 1.

3.3.1. Colegio Colsubsidio Torquigua

Actividad No. 1

haciendo uso de las herramientas: poligono, borrar, seleccionar, zoom y desplazar; con

las que cuenta el siguiente applet, encuentra un poligono que al inscribirlo en la figura

pueda recubrir completamente su superficie.
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Después de haber explorado con el applet, intenta describir detalladamente cada uno de los
razonamientos y estrategias (tanto exitosas como aquellas que no lo fueron) que tuviste en

cuenta para desarrollar la tarea propuesta.

Es asi, que en la siguiente tabla se agrupan en categorias las estrategias propuestas y llevadas a
cabo por los estudiantes al abordar la tarea planteada en esta actividad, acompafiadas por sus
respectivos porcentajes, ademas se presentan algunas evidencias y descripciones a la luz de lo

encontrado en cada una de dichas categorias.
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ESTRATEGIA

EVIDENCIA

DESCRIPCION/ANALISIS

%

No manifiesta estrategia o

no se puede inferir.

20%

Aumentar el nuimero de
lados del poligono en la
parte curva de la figura
dada, de tal manera que la

distancia de éstos sea cada

vez menor con el fin de que

se aproximen a la curva.

Figura 1

Figura 2

En esta categoria a partir de los
planteamientos de los estudiantes se puede
inferir que ellos estan aludiendo al Método de
Exhausion de Arquimedes, ya que lo que
intentan con su estrategia es aproximar el
area que desean obtener mediante poligonos
cada vez con mayor numero de lados en la
parte curva, conjeturando que entre menor
sea la longitud de los lados de este poligono
mejor se aproximara a la forma de la curva y
asi al area que requieren hallar. La figura 1
muestra algunas evidencias de ello.

Los estudiantes de este grupo de manera
explicita no manifiestan si es posible o no
encontrar un poligono que recubra toda la
superficie de la figura dada, sin embargo un

40% de ellos hace alusién a los espacios libres

33%
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qgue quedan tras intentar inscribir el poligono
en la figura, ajustdndolo a la parte curva, lo
cual se evidencia en enunciados como los que

se observan en la figura 2.

Descomponer la figura
dada en poligonos
conocidos, con el fin de
emplear su férmula para
poder obtener la medida

de la superficie.

Los estudiantes proporcionan diferentes
unidades patron para recubrir la superficie,
ademas usan para la descomposicidon de ésta
criterios visuales y de tipo practico, los cuales
se basan en descomponer en figuras
conocidas (tridngulos, rectangulos, cuadrados
o trapecios), que se ajusten lo mejor posible a
la superficie dada, y de las cuales conozcan la
formula para hallar su drea (ver figura 3).

De acuerdo a lo anterior se puede inferir que
los estudiantes que involucran esta estrategia
para abordar la tarea, emplean Ia
pavimentacion con triangulos, rectangulos o
cuadrados para poder tener un vinculo directo
con la medida de la superficie.

Finalmente los estudiantes no manifiestan si

es posible o no encontrar un poligono que

47%
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recubra toda la superficie de la figura dada.

Dos de los estudiantes escriben que para
hallar el area de la figura se deben sumar sus
lados; los cual evidencia la confusidn entre el

areay el perimetro (ver figura 4).

Figura 3

Figura 4

Tabla 2.
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En general se puede visualizar que casi la mitad de los estudiantes tiende a recurrir a la
descomposicion en poligonos tales como el tridngulo, cuadrado o rectangulo; quizas esto se
debe a que asocian la superficie con la obtencidon de un valor el cual se puede obtener mas
facilmente a partir de una férmula conocida y empleada por ellos en el dmbito escolar, lo que
sugiere que este grupo de estudiantes no puede prescindir de la férmula para realizar la tarea,
a pesar de que no se les ha pedido encontrar como tal el drea de la figura dada; hecho que
puede estar vinculado de alguna manera a la idea que el estudiante ha ido fortaleciendo en su
escolaridad frente a reducir o vincular una superficie simplemente a su medida, es decir, verla

desde un aspecto netamente cuantitativo.

En la categoria que obtiene el segundo porcentaje mas alto, se puede vislumbra que los
estudiantes de alguna manera emplean métodos similares a los que surgieron en diferentes
épocas de la historia de las matemadticas en torno al area, en este caso en particular el método
de exhausidn de Arquimedes se puede ver inmerso en las respuestas dadas por este grupo de
estudiantes mas aun cuando aluden a que deben aumentar el nimero de lados del poligono
hasta hacer que estos sean cada vez de menor longitud para que puedan “acoplarse de mejor
manera a la curva”. Lo cual sugiere, entre otras cosas, que en la escuela se podria introducir la
nocién de area a partir de actividades que inicialmente tomen elementos de la intuicién del
estudiante y que faciliten su comprension para que realmente ellos le den significado a tal
nocién, para finalmente hacer un transito natural, por asi llamarlo, a la obtencién y uso de la

férmula.
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Actividad No. 2

Para esta actividad se requiere embaldosar la regién sombreada de color violeta;

elije la tableta con la que realizarias este trabajo.

1. Describe el criterio y los razonamientos gue tuviste en cuenta para seleccionar la(s)
baldosa(s).
2. ¢Puedes hallar una estimacion exacta del area de la region sombreada empleando

como unidad patrén la baldosa seleccionada u otra? Justifica tu respuesta.

En la tabla 3 se registran las descripciones de las estrategias implementadas por los

estudiantes del Colegio Colsubsidio Torquigua, en torno a su trabajo con la actividad No. 2.
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ESTRATEGIA

EVIDENCIAS

DESCRIPCION/ANALISIS

%

No manifiesta estrategia o no

se puede inferir.

20%

Emplea como estrategia la
baldosa mas grande, ya que
cubre toda la region de la

figura dada.

En la mayoria de los estudiantes de esta
categoria no se puede vislumbrar que
realicen alguna reflexiéon frente al hecho de
que la baldosa seleccionada cubre mas de
la superficie de la figura dada. Sin embargo
dos estudiantes al caer en cuenta de esta

situacién cambian su estrategia.

Sélo tres de los estudiantes que emplean
esta estrategia plantean de manera
explicita que para hallar una estimacién
exacta del area de la regién sombreada se
deben tomar tamafios diferentes de

baldosas.

47%
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Recurre a la baldosa mas
pequefia, argumentando que
entre menor sea su tamafio se
facilita calcular el area de la
region sombreada, porque
ésta se puede acomodar o
ajustar mejor para recubrir tal

region.

A partir de nuestro marco tedrico
consideramos que la estrategia empleada
por este grupo de estudiantes se asemeja
al método exhausion, dado que ellos estan
intentando a partir de la repeticién de una
unidad patrdén, la baldosa seleccionada,
recubrir la superficie dada lo mas

aproximado posible.

Algunos planteamientos dados por los
estudiantes, sugieren que ellos pueden
estar teniendo ideas intuitivas de los
procesos infinitos, por ejemplo cuando
mencionan que la baldosa debe ser muy

pequefia para que logre cubrir la superficie.

En general no se menciona si se puede 6 no
hallar una estimacion exacta de tal area
con la baldosa seleccionada; sin embargo
un estudiante plantea que no es posible
con esta baldosa cubrir totalmente la

region sombreada, lo cual se debe a la

33%
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diferencia entre las formas de la figura
dada y la de la tableta, ya que una es
ovalada y la otra no lo es, por tal razén no
se puede hallar una estimacién exacta de
dicha drea, lo que sugiere que este
estudiante considera que si la unidad de
medida es ovalada si se podria hallar esta

area de manera exacta.

Tabla 3.
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Segun lo indicado en la tabla 2, la estrategia mas comun por parte de los estudiantes en el
desarrollo de la segunda tarea se relaciona con la seleccién de la baldosa mas grande,
consideramos que esta preferencia se pudo haber dado debido a la practicidad y relacién con
la realidad que los estudiantes pueden haber visto; sin embargo en un porcentaje muy minimo
se evidencia la reflexién frente al hecho que la baldosa cubre mas de la superficie violeta, lo
qgue se confirma a la hora de no dar respuesta al interrogante si es posible con la tableta

seleccionada encontrar una estimacién exacta del area de la region.

En cuanto al grupo de estudiantes que selecciona la tableta mds pequefiia, se puede inferir en
ellos que intuitivamente estan aludiendo a los procesos infinitos. Por ultimo es de mencionar
gue la categoria que obtuvo mayor acogida por los estudiante no entraba dentro de las
posibles repuesta que teniamos en mente que ellos darian, dado que considerabamos que
tendria mayor impacto la opcion de la baldosa mas pequeiia, debido con esta cuadricula se

podia ajustar mejor las partes curvas de la figura dada.

Finalmente consideramos que en este grupo de estudiantes no se puede vislumbrar a partir de
sus estrategias uno de los procesos (transformaciones de romper y rehacer) en el cual
enmarcamos esta actividad (ver tabla 1), dado que en ningin momento se aludié, por
ejemplo, a romper la baldosa y reorganizar ese trozo para cubrir un espacio vacio donde se
ajuste en la superficie violeta, con el fin de obtener un recubrimiento mas aproximado de tal

superficie.

Actividad No. 3

En esta actividad se pide a los estudiantes que a partir de su exploracidn y observaciones de
los tres métodos (trapecios, rectangulos inferiores y rectangulos inferiores) aborden seis
preguntas; sin embargo aqui nos solo nos centraremos en las preguntas dos y tres, ya que

éstas son las que nos permiten inferir alguna estrategia por parte de los estudiantes; las demas
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las retomaremos en el apartado de las conclusiones para dar algunas consideraciones a las

cuales llegamos a partir de ellas.

2. ¢Con alguna de estas tres técnicas se puede determinar el area total de la region?
¢Por qué? -ten en cuenta las conclusiones de las actividades anteriores para

verificarlas-

3. Si tu respuesta anterior fue negativa ¢como obtendrias una mejor estimacion del
area de la region sombreada?. De ser posible intenta establecer, describir y justificar

un método para hallar una mejor aproximacion del area de la region sombreada.

En la siguiente tabla se presenta la clasificacién de las estrategias empleadas a partir de los

resultados obtenidos en el desarrollo de esta tarea.
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ESTRATEGIA

EVIDENCIAS

DESCRIPCION/ANALISIS

%

Pregunta

No.2

Método de los trapecios

Al aumentar el niumero de

trapecios, éstos se van

ajustando cada vez mas a

la forma de la curva de la

figura.

En esta categoria los estudiantes
no explicitan si el drea hallada es

exacta o sélo una aproximacion.

50%

Mencionan que el area hallada es
una aproximacion, dado que cada
vez que aumenta la cantidad de
trapecios aunque pareciera a
simple vista que la superficie esta
cubierta completamente, no es asi,
ya que al realizar zoom siempre
qguedan espacios sin cubrir debido
a la diferencias entre la forma de la
figura y la de la unidad patrén; lo
cual sugiere que este grupo de
estudiantes consideran que la
unidad patrén debe ser curva si la

figura es curva y viceversa.

25%
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Asumen que el método de los
trapecios determina el area total
de la regiéon sombreada; lo que
indica que los estudiantes quizas
no han relacionado los resultados
obtenidos en las dos actividades
anteriores o que simplemente no le
dan mayor relevancia a los
espacios que quedan sin cubrir,
debido a que a la vista son

minusculos.

25%

Pregunta

No.3

Empleo de wuna unidad

patron no usual “ovalada”

En esta categoria se plantea que se
podria tener una mejor
aproximacién si  se pudiera
establecer una unidad patrén que
tenga forma ovalada o curva. Esto
indica a nuestro parecer que los
estudiantes sugieren la necesidad
de buscar y encontrar una unidad

de medida quizds estandar para

33%
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hallar el area de una superficie

curva.

A  nuestro modo de ver
consideramos que este grupo de
estudiantes ya estd viendo una
necesidad por hacer uso de una
unidad patrén adecuada, lo cual es
relevante en el proceso de
comprension y adquisicion del
concepto de drea, particularmente
en comprender la nocién de

unidad.

Descomposicion

poligonos

en

Menciona que un posible método
para una mejor estimacion del area
de la figura puede ser con
triangulos, pentdgonos u
octagonos; algunos de los
estudiantes hacen la claridad de
que tales poligonos deben ser

pequefios ademas de “muchos”, lo

77%
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gue sugiere que en esta categoria
los estudiantes de manera intuitiva
estdn trayendo a colacién los

procesos infinitos.

Por otro lado, se puede considerar
que el método planteando en esta
categoria se relaciona con el
Método de Exhausién, dado que
los estudiantes estan buscando a
partir de la pavimentacién con
diferentes poligonos cubrir toda la
superficie lo mas aproximado

posible.

Tabla 4.

54




Lo primero que se puede inferir de la tabla anterior, se refiere a que el 100% de los
estudiantes en la pregunta dos optaron por el método de los trapecios, lo cual era de
esperarse dado que es el método entre los tres presentados que mayor se aproxima al drea de
la superficie, sin embargo las consideraciones frente a si el area que se puede obtener con
esta estrategia es una estimacidn exacta o aproximada son variadas, dado que un 50% la obvia,
un 25% menciona que es exacta y el porcentaje restante explicita que se obtiene tan sélo una
aproximacién, para esta actividad se esperaba un mayor porcentaje en esta ultima opcion ya

qgue contaban con dos actividades anteriores que les permitian conjeturar tal apreciacion.

La pregunta 3, permite inferir que la estrategia implementada con mayor frecuencia por los
estudiantes se relaciona con la descomposicion en poligonos, en esta los estudiantes
nuevamente traen a colacién procesos infinitos al considerar que deben hacer uso de
poligonos muy pequefios para poder cubrir la superficie, y nuevamente su estrategia comparte

similitudes con métodos exhaustivos que han sido abordados a lo largo de la historia.

3.3.2. Instituto Pedagdgico Nacional

Actividad No. 1

haciendo uso de las herramientas: poligono, borrar, seleccionar, zoom y desplazar; con
las que cuenta el siguiente applet, encuentra un poligono que al inscribirlo en la figura

pueda recubrir completamente su superficie.
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Después de haber explorado con el applet, intenta describir detalladamente cada uno
de los razonamientos y estrategias (tanto exitosas como aquellas que no lo fueron) que

tuviste en cuenta para desarrollar la tarea propuesta.

En la tabla 4 se presentan las descripciones y categorias en las que se clasificaron las
estrategias propuestas y empleadas por los estudiantes del Instituto Pedagdgico Nacional

frente a esta primera tarea.
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ESTRATEGIA

EVIDENCIA

DESCRIPCION/ANALISIS

%

Descomponer la figura
dada en poligonos
conocidos (tridngulos,
cuadrados o rectangulos),
con el fin de hallar cada
una de las areas de éstos a
partir del uso de Ia
férmula, para
posteriormente sumarlas y
de esta manera obtener el

area de la figura dada.

Los estudiantes de este grupo no consideran en
su estrategia un poligono inscrito en la figura
dada; lo que ellos proponen es dividir la
superficie de la figura en tridngulos, cuadrados o
rectdngulos; ya que con estos tres poligonos se
puede recubrir de mejor manera la regién y
permiten la disposicién directa de fdrmulas
conocidas; en este sentido el valor del area de la
superficie serd la suma de las dreas de todos los

poligonos empleados en tal descomposicion.

Sélo uno de los estudiantes de esta categoria
manifiesta que se puede cubrir completamente
la superficie de la figura con la estrategia
adoptada, los demas no hacen alusidon ni explicita

ni implicitamente, en relacién a este hecho.

Otro de los estudiantes que comparte esta
estrategia y finalmente la cambia, plantea que

ésta no es muy viable, ya que tendria que hacer

43%
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triangulos demasiados pequeiios en la parte
curva de la figura, lo cual nos sugiere la idea

intuitiva de procesos infinitos en el estudiante.

En esta subcategoria los  estudiantes
descomponen la superficie de la figura de igual
manera como se describié anteriormente, sin
embargo aqui plantean de manera explicita la

imposibilidad de cubrir por completo Ia

38%
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superficie sin importar el o los poligonos que se
emplean para dicha tarea, argumentando que
por ser curva la figura su drea no estard dada de
manera exacta sino que sera el valor aproximado
de la suma de las dareas de los poligonos

empleados.

Consideran ademas que se deben escoger
poligonos muy pequefios para lograr una mejor
aproximacién del area, lo cual alude a que los
estudiantes estdn considerando intuitivamente

procesos infinitos.

Aumentar el numero de
lados del poligono en Ia
parte curva de la figura
dada, de tal manera que la

distancia de éstos sea cada

Los estudiantes en esta categoria consideran que
la forma mas efectiva para recubrir un superficie
curva, es haciendo que la longitud de los lados
del poligono inscrito en la figura cada vez vaya

siendo mas pequefia en la parte curva para que

19%
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vez menor con el fin de que
se vaya aproximando cada

vez mas ala curva.

se pueda recubrir la mayor superficie posible; sin
embargo afirman que no existe ningun poligono
que al ser inscrito en la figura cubra totalmente
su superficie, lo que conduce a pensar en que el
grupo de estudiantes esta haciendo procesos de
comparacion de las dos areas y adopta la idea de
que el valor del area de la superficie curva sélo

llegara a ser una aproximacion.

En esta categoria los estudiantes también aluden
a procesos infinitos con frases tales como:
segmentos muy pequefios que se pueden ir
ajustando a la curva, entre mds pequefios sean
los segmentos la curva va a tener una forma mds

precisa.
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Tabla 5.
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De la tabla anterior, se puede concluir que mas del 80% de los estudiantes se inclinan por la
estrategia de dividir la superficie en poligonos de los cuales conozcan o puedan hacer uso de
su férmula de manera inmediata, con el objetivo principal quizas de calcular la extensién de la
superficie dada, sin embargo en la tarea no se solicitaba ni era relevante tal valor; situacién
gue se puede deber de alguna manera a la idea tan arraigada de ligar el drea a una férmula
para obtener un valor, dificultad que ha sido generada en la escuela ya que ésta en la mayoria
de los casos ha disminuido los procesos de medida a la simple aplicacién de una formula. Asi
mismo esta categoria se subdivide entre los que menciona que la superficie se puede cubrir en
su totalidad a partir de la estrategia adoptada, y aquellos que consideran que esto no es
posible dado a que la superficie es curva y ningln poligono por pequefio que sea se ajustara a

ella.

En las dos categorias se evidencia que en las estrategias planteadas, los estudiantes estdn
empleando métodos semejantes al de exhausién y al de las infinidades (mencionados en
nuestro marco tedrico), dado que a partir del recubrimiento con figuras rectilineas estdn
intentando comparar y a la obtencidn del area de la figura curvilinea; sin aun conocerlos y sin
la precisién del lenguaje matematico, hecho que permite mostrar que los estudiantes pueden
construir, adquirir y comprender de mejor manera las nociones de area con actividades que
promuevan los métodos intuitivos que dieron lugar al origen y evolucién del concepto de area

en la historia, ya que las ideas inmersas en éstos no son tan aislados de su contexto real.
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Actividad No. 2

Para esta actividad se requiere embaldosar la region sombreada de color violeta; elije

la tableta con la que realizarias este trabajo.

1. Describe el criterio y los razonamientos que tuviste en cuenta para seleccionar la(s)

baldosa(s).
2. ¢ Puedes hallar una estimacién exacta del area de la region sombreada empleando

como unidad patrén la baldosa seleccionada u otra? Justifica tu respuesta.

A continuacidn en la tabla 6, se describen y clasifican las estrategias propuestas por el grupo

de estudiantes objeto de este estudio, en torno al abordaje de la actividad No. 2.
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ESTRATEGIA

ESTUDIANTE

DESCRIPCION/ANALISIS

%

Asigna dimensiones
arbitrarias a la baldosa
seleccionada, con el fin de
poder recurrir a la féormula

del area del rectangulo.

Fo e . .

En esta categoria los estudiantes consideran
viable fijar dimensiones arbitrarias a la baldosa
seleccionada para poder hallar el valor de la
region violeta haciendo uso de una férmula
conocida (rectangulo o tridangulo). Como ejemplo
de ellos se puede evidenciar en la figura 1 que el
estudiante después de seleccionar una baldosa,
inscribe dos tridngulos en la figura dada,
posteriormente hace uso de las dimisiones
asignadas a la baldosa y aplica la férmula para
hallar el area de dichos tridngulos, finalmente
establece como incégnita el drea de la region que
queda sin cubrir por los tridngulos, con el fin de
establecer un sistema de ecuaciones que le
permita hallar el valor del area de la regién

violeta.

A partir de estas ideas se puede inferir que los
estudiantes estan viendo la nocién de requieren

obtener un valor para el area de la superficie

13%
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violeta, para ello se valen tanto de

procedimientos algebraicos como geométricos.

Ninguno de los estudiantes que pertenecen a esta
categoria hacen mencién a la exactitud o
aproximacién del valor asignado al area de la
region violeta, el cual se obtienen a partir de su

estrategia.

Es de resaltar que en esta categoria algunos
estudiantes intentan mostrar de manera mas
explicita los procedimientos que ponen en juego

para la solucion de la tarea.

Obtener el mayor nimero de
baldosas completas
haciendo uso de
transformaciones de romper

y rehacer.

.

W
:

y

En este grupo la estrategia se basa en seleccionar
la baldosa con la cual se pueda obtener mayor
numero de ellas de manera completa, ademas la
posibilidad de recortarla y acomodar los trozos
en espacios de la regién violeta que faltan por
cubrir; con el objetivo de expresar la medida de
tal superficie mediante el nimero de baldosas

empleadas.

67%
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Mas del 90% de los estudiantes de esta categoria
consideran y manifiestan que sélo se puede
encontrar una aproximacion del area total de la
region sombreada ya que quedan espacios
pequeiios sin cubrir; ademas esta se puede
obtener contando la cantidad de baldosas enteras
y luego intentando formar otras a partir de los
trozos que se recortan; dado que en su estrategia
sugieren recortar algunas baldosas para poder
reubicar los trozos en otra parte donde se ajusten

a la region curvilinea.

Dos de los estudiantes recurren a formar
triangulos rectangulos dividiendo la tableta por
una de sus diagonales, con el fin de recubrir la
superficie intentando ajustar tales tridngulos a la
region curva, es decir, ubicar los tridngulos
primero en la regidn curvilinea y baldosas

completas donde la regién no es curva.

Algunos de los resultados obtenidos por los

estudiantes al llevar a cabo tal estrategia son: e/
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drea es aproximado 33 u°, drea aproximada de la

region solicitada es 340 u?.

Lo anterior deja ver que los estudiantes de este
grupo tienen en cuenta la unidad de medida al
plantear su respuesta la cual ligan a las unidades
cuadradas, hecho que del todo no es cierto dado
gue estdn empleando es rectdngulos en su
mayoria, sin embargo se resalta el hecho de
considerar la unidad con la que estdn midiendo,
pues hasta el momento este es el primer grupo

gue hace mencién sobre este hecho.

Recurre a la baldosa mas
pequeia, argumentando que
entre menor sea su tamafio
se facilita calcular el area de
la regién sombreada, ya que
se ajusta mejor a la region

sombreada.

Los estudiantes manifiestan que entre menor sea
el tamafo de la baldosa, esta se ajustard mejor a
las partes curvas de la figura, ademas se tendran
mas de ellas completas. Sin embargo no
mencionan si con su estrategia se puede

determinar el drea de forma exacta o aproximada.

20%
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De la informacion que nos ofrece la anterior tabla, se puede inferir que las estrategias de los
estudiantes se dividen en tres categorias, donde la que obtiene mayor aceptacién con un 67%
se relaciona con una de las aproximaciones al concepto de drea mencionado en la tabla 1, es
decir, con transformaciones de romper y rehacer, para obtener el valor del area a través del
conteo de unidades completas que recubren la region sombreada; es de mencionar que en
esta categoria la mayoria de los estudiantes no recurrieron a una férmula sino a la
reorganizacion de trozos de baldosas para obtener una completa, lo cual supone una visién del
area como recubrimiento, es decir, que se esta viendo el aspecto cualitativo del area como
extension que ocupa un superficie; lo cual es satisfactorio porque ya no solo se estd
vislumbrando la forma convencional o clasica de ver y comprender el concepto de area.
Aseveraciones que se pueden confirmar con el porcentaje tan pequefio de los estudiantes que
recurren a la asignacion arbitraria de dimensiones de la tableta para poder hacer uso de la

férmula, en la obtencién de la aproximacidn del drea de la region violeta.

En esta misma perspectiva, los estudiantes que adoptan la categoria de escoger la baldosa mas
pequefia tampoco toman en cuenta en su estrategia los procedimientos algebraicos, sino que
se centran en habilidades de visualizacién y geométricas con el fin de poder ajustar lo mas

posible a la parte curva de la figura su unidad seleccionada.

En general se puede afirmar que las estrategias presentes en este grupo de estudiantes
inducen a procesos de agotamiento de la unidad escogida, es decir, a métodos exhaustivos de
la unidad; asi mismos los resultados obtenidos permiten conjeturar que la mayoria de los
estudiantes no presentan dificultad para especificar que el area obtenida solo representa una
aproximacion del area total de la region sombreada. Finalmente en las tres categorias se
puede inferir a través de los argumentos y planteamientos la evocacién por parte de los

estudiantes de descomposiciones infinitesimales.
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Actividad No. 3

En esta actividad se pide a los estudiantes que a partir de su exploracidn y observaciones de
los tres métodos (trapecios, rectangulos inferiores y rectdngulos inferiores) aborden seis
preguntas; sin embargo aqui nos Aqui solo nos centraremos en las preguntas dos y tres que
son las que nos permiten inferir alguna estrategia por parte de los estudiantes; las demas las
retomaremos en el apartado de las conclusiones para dar algunas consideraciones a las cuales

llegamos a partir de estas.

2. ¢Con alguna de estas tres técnicas se puede determinar el area total de la region?
¢Por qué? -ten en cuenta las conclusiones de las actividades anteriores para

verificarlas-

3. Si tu respuesta anterior fue negativa ¢como obtendrias una mejor estimacion del
area de la regién sombreada?. De ser posible intenta establecer, describir y justificar

un método para hallar una mejor aproximacion del area de la region sombreada.

La tabla que se presenta a continuacién recoge la clasificacion y descripcion de las estrategias
propuestas y empleadas por los estudiantes del IPN al abordar y trabajar en torno a la tarea

planteada en la actividad 3.
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ESTRATEGIA

EVIDENCIAS

DESCRIPCION/ANALISIS

%

Pregunta

No.2

Método de los trapecios

Al aumentar el numero de
trapecios, éstos se van
ajustando cada vez mas a la

forma de la curva de la figura.

El grupo de estudiantes manifiesta
que el método de los trapecios es el
que mas se acopla a la curva a
medida que aumenta su numero;
ademas algunos mencionan que no
es dificil obtener una aproximacién
del drea de la region, dado que saben
determinar el area de un trapecio y
dicha regién esta compuesta por
tales cuadrildteros, luego se deben
sumar las area halladas para
encontrar la estimacién del area de la

superficie pedida.

Ademds la mayoria de ellos
consideran que el area hallada es una
estimacion aproximada de la
superficie de la regién, ya que sin
importar el numero de trapecios

inscritos la superficie no puede ser

80%
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cubierta completamente por éstos.

Método de los rectangulos.

Bien sean inferiores o
superiores, dado que se halla
el area de los rectangulos y se
le suman o restan, segun
corresponda, las areas de los

triangulos formados.

En esta categoria los estudiantes
consideran que los rectangulo
inferiores o superiores pueden
funcionar para obtener el drea
aproximada de la regién, planteando

las siguientes consideraciones:

- Con rectangulos inferiores dado

que se pueden emplear las areas
de los rectangulos y de los
triangulos rectangulos que
quedan formados en los espacios
sin cubrir, luego se hallan tales

areas y se suman.

- Al obtener el a&rea de los

rectangulos superiores y restarle
la de los triangulos que se forman
con el excedente de los
rectangulos.

Los estudiantes manifiestan que con

20%
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esta técnica no se obtiene el area

total de la regién dada.

Pregunta

No.3

Descomposicion en poligonos.

Los estudiantes de este grupo
plantean que para hallar una mejor
estimacidon del drea sombreada se
deben emplear para pavimentar
poligonos como: cuadrados,
trapecios, pentagonos, octagonos o
triangulos, ya que éstos se pueden
ajustar lo mas proximo posible a la

curva de la region dada.

No se explicita hacer uso de la
formula para hallar el valor del area

de la superficie dada.

100
%

Tabla 7.
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A partir de la informacion presente en la tabla 7, se puede afirmar el 80% de los estudiantes en
la pregunta dos prefirieron el método de los trapecios, lo cual no es sorpresa ya que es el
método entre los tres presentados que mayor se aproxima al drea de la superficie, asi mismo
el total de este grupo considera que este método proporciona tan sélo una aproximacién de la
medida de la superficie, lo cual conduce a pensar que los estudiantes lograron relacionar todas
las actividades y resultados obtenidos en ellas para establecer tal conjetura. El 20% restante
aluden al método de los rectangulos considerando que el drea de la superficie se puede hallar
a través de la suma de las areas de los rectangulos y la resta o suma de las dreas de los
tridngulos que se forman por exceso o defecto. Lo cual se debe quizas a que el area de tales
poligonos se puede obtener por una fdrmula conocida y facil de emplear; sin embargo estos
estudiantes en ningin momento hicieron explicito en sus planteamientos el empleo de tales

férmulas.

La pregunta 3, permite inferir que la estrategia implementada en un 100% es la
descomposicidon en poligonos, en esta los estudiantes alude a la comparacion del area de
figuras curvilineas y rectilineas a través del agotamiento con uno o varios poligonos, con los
que se puede pavimenta la superficie curva; lo cual se relaciona nuevamente con los métodos

exhaustivos que dieron lugar al origen y evolucion del concepto de area.

74



4. CONCLUSIONES

El objetivo general de nuestro estudio se centrd en describir las estrategias empleadas por
algunos estudiantes de grado décimo del Colegio Colsubsidio Torquigua y del Instituto
Pedagdgico Nacional, al resolver problemas que involucran el drea bajo la curva y el uso del
software GeoGebra. De acuerdo con el objetivo formulado y con el andlisis de los resultados

obtenidos, presentamos a continuacién las conclusiones mas relevantes.

En el transcurso de nuestro estudio identificamos aspectos que nos permitieron establecer
algunas de las conjeturas sobre las ideas que tienen los estudiantes en cuanto a la nocién de
area; hay cuatro tendencias generales las cuales se relacionan con: la medida de una superficie
comprendida o limitada por un perimetro; la extensidn que ocupa una superficie, el drea ligada
a una férmula y por ultimo la confusidon que persiste en varios estudiantes entre drea y
perimetro. Como es de notar las dos primeras se relacionan como ideas que permitieron
abordar el concepto a lo largo de la historia; la tercera aunque esperdbamos tuviera mayor
acogida consideramos que un grupo de nuestros estudiantes objeto de estudio no puede
desprenderse de la férmula para realizar tareas que relacionen el drea de manera directa o
indirecta; la ultima es una de las mas importantes, a nuestro modo de ver, dado que hace
referencia a que los estudiantes ain mantienen grandes dificultades en cuanto a diferenciar el
area del perimetro, lo cual puede estar estrechamente relacionado con los procesos tan
abruptos en cuanto a la ensefianza del drea dado que en la mayoria de las aulas suelen iniciar
con los procesos de medida sin haber dado la oportunidad al estudiante de explorar y trabajar

esta nocién como cualidad de un objeto destacando ademas su caracter bidimensional.

En cuanto a las estrategias que tuvieron mayor incidencia en el desarrollo de las tres tareas

asignadas, se obtuvieron los siguientes resultados.
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En relacién con la primera actividad, las descripciones y andlisis destacaron dos estrategias
adoptadas por la mayoria de los estudiantes objeto de nuestro estudio, las cuales se
relacionan en primer lugar con la descomposiciéon en poligonos conocidos dado que ellos
consideran tener herramientas tales como la formula para obtener el valor del area de la
region; por tanto en esta categoria se incluyen estudiantes que vinculan la superficie a un
nimero con tal, es decir, la ven desde su aspecto netamente cuantitativo el cual estd
estrechamente relacionado con la formula; lo cual quizds se debe a que la mayoria de los
planes de estudio privilegian las actividades asociadas al area como medida e introducen de
manera simultdnea y abrupta el uso de férmulas con el tratamiento del drea como magnitud.
En cuanto a la segunda categoria mas recurrente en la actividad 1, se relaciona con aumentar
el numero de lados del poligono inscrito en la figura, en ésta se ubican estudiantes que de
alguna manera emplean métodos similares a los de exhausién, al aludir que deben aumentar
el nimero de lados del poligono hasta hacer que estos sean cada vez de menor longitud para

gue puedan ajustarse a la regién curvilinea.

En esta misma perspectiva para la segunda actividad, se destacan tres estrategias a
mencionar; la primera se refiere a la seleccion de la baldosa a partir del criterio de obtener el
mayor numero de ellas completas, para ello hace uso del proceso de transformaciones de
romper y rehacer algunas de las tabletas con el fin de ajustarlas en regiones de la curva sin
cubrir, en esta categoria los estudiantes toman la idea de unidad y hacen uso de la iteracién de
esta para asignar un numero a la regién dada; lo cual supone una visién del drea como
recubrimiento, es decir, que se esta viendo el aspecto cualitativo del drea como extensidn que
ocupa un superficie. Por otra parte la segunda categoria con mayor aceptacion se relaciona
con la selecciéon de la baldosa mds grande, consideramos que esta preferencia se pudo haber
dado debido a la practicidad y relacidn con el contexto real de los estudiantes, en esta se puso
de manifiesto la dificultad de la mayoria de los estudiantes para caer en la cuenta que dicha
baldosa cubre mas de la regién dada, lo cual sugiere que ellos no estan considerando la
conservacion del drea. Finalmente la tercera estrategia adoptada para esta actividad por los
estudiantes considera la baldosa mas pequefia, en esta categoria la mayoria de los estudiantes
se centran en habilidades visuales y geométricas con el fin de poder ajustar lo mas posible a la

parte curva de la figura su unidad seleccionada.

76



En general en las categorias de la actividad 2, la mayoria de los estudiantes admiten la
posibilidad de asignarle un nimero a una superficie curva, sin embargo algunos de ellos no
logran observar que este valor es realmente una aproximacidon que se puede mejorar. Asi
mismo un buen porcentaje de este grupo hace alusién a la idea intuitiva de procesos infinitos
para calcular el area de figuras curvilineas; de igual manera estas estrategias inducen a
procesos de agotamiento de la unidad escogida, es decir, promueven métodos exhaustivos de

manera intuitiva.

Finalmente en la actividad 3, se consideran las dos categorias con mayor porcentaje de
aceptacion las cuales corresponde a: el método de los trapecios y la descomposicién en
poligonos; en cuanto a la primera se considera que la preferencia se debe a que este método
es el que mejor se ajusta a la figura curvilinea entre mayor cantidad se tenga. En cuanto a la
segunda estrategia, es de mencionar que esta ya habia sido propuesta por los estudiantes en la
actividad 1; los estudiantes que proponen esta estrategia consideran que para hallar una
mejor estimacién del drea sombreada se deben emplear cuadrados, trapecios, pentagonos,
octagonos o tridngulos; no hacen alusién al uso de la féormula sino que recurren a la
pavimentacion de la superficie a través de tales poligonos. Por lo que se puede inferir que en
esta los estudiantes alude a la comparacién del area de figuras curvilineas y rectilineas a través
del agotamiento con uno o varios poligonos, con los que se puede recubrir la superficie curva;
lo cual se relaciona nuevamente con los métodos exhaustivos que dieron lugar al origen y

evolucidon del concepto de area.

Las tres actividades implementadas para el proyecto fueron pertinentes en cuanto facilitd
el acercamiento de los estudiantes al concepto de area bajo la curva, y en el caso de varios
estudiantes fue la primera vez en la que se los ponia frente a un proceso matematico desde el

uso de herramientas tecnoldgicas.

A través de nuestro estudio podemos considerar que varios de los estudiantes que hacen
parte de la muestra, aluden de manera implicita a procesos infinitos como algo muy pequefio

pero distinto de cero. Asi mismo traen a colacién métodos que comparan figuras curvilineas y
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rectilineas, ademas aproximan el area de una regidn curva a partir de poligonos conocidos; los

cuales se relacionan con los métodos griegos y babildnicos que dieron origen y permitieron la
evolucidon del concepto de area en la historia. Lo anterior sugiere reflexionar ante los
procedimientos clasicos empleados en geometria para determinar areas; conduce a pensar
gue si es posible en la ensefianza recurrir a procesos infinitos de manera intuitiva, a no limitar
a los estudiantes a determinar el area de poligonos regulares, sino promover actividades que
conduzcan primero al estudiante a comprender el drea como cualidad de un objeto
destacando su caracter bidimensional, posteriormente introducir situaciones que les permitan
comparar objetos sin necesidad de medirlos, plantear tareas de pavimentacién que posibiliten

el paso natural de estructura aditiva a multiplicativa, para finalmente incitar al uso

comprensivo de la férmula.
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5. ANEXO 1. ACTIVIDADE PLANTEADAS

Actividad No. 1 (applet No.1)

Para iniciar, sin emplear ningun tipo de ayuda intenta dar respuesta a las siguientes
preguntas: équé es drea?, icual es el drea de un rectangulo?, ide un tridngulo? y éde cualquier
poligono en general?. Posteriormente, haciendo uso de las herramientas: poligono, borrar,
seleccionar, zoom y desplazar; con las que cuenta el siguiente applet, encuentra un poligono

que al inscribirlo en la figura pueda recubrir completamente su superficie.

)

Después de haber explorado con el applet, intenta describir detalladamente cada uno de
los razonamientos y estrategias (tanto exitosas como aquellas que no lo fueron) que tuviste en

cuenta para desarrollar la tarea propuesta.

Actividad No. 2 (applet No.2)

Para esta actividad se requiere embaldosar la regién sombreada de color violeta; elije la

tableta con la que realizarias este trabajo, para ello cuentas con los deslizadores n y m los que
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determinan la baldosa que se resalta de color gris; estos deslizadores se pueden manipular

seleccionando y moviendo el punto que estd sobre cada uno de ellos.

olE

seleccionar la(s)

1. Describe el criterio y los razonamientos que tuviste en cuenta para

baldosa(s).
2. éPuedes hallar una estimacion exacta del area de la region sombreada empleando como

unidad patrdn la baldosa seleccionada u otra? Justifica tu respuesta.

Actividad No. 3 (applet No.3)

Para finalizar su trabajo con la nocidn de area el profesor propuso esta ultima actividad, la
cual pretende que se construyan posibles métodos para estimar el area de una region curva.
Por lo que pide a sus estudiantes manipular y explorar el siguiente applet seleccionando una
de las casillas que estd en la parte superior izquierda de la pantalla y posteriormente el

deslizador h (recuerda que para manipularlo debes seleccionar el punto que se encuentra

sobre éste), y a partir de su exploracidn y observaciones aborden los cuestionamientos que se

plantean en la parte inferior.
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1. ¢Qué sucede con el area de la regién sombreada conforme se aumenta o disminuye el

numeros de trapecios, el de rectdngulos superiores e inferiores; respectivamente?

2. ¢Con alguna de estas tres técnicas se puede determinar el area total de la regién? ¢ Por qué?

-ten en cuenta las conclusiones de las actividades anteriores para verificarlas-

3. Si tu respuesta anterior fue negativa écémo obtendrias una mejor estimacion del area de la
region sombreada?. De ser posible intenta establecer, describir y justificar un método para

hallar una mejor aproximacion del area de la regidon sombreada.

4. ¢Como definirias el drea de una region curvilinea?

5. A partir de tu trabajo con las tres actividades como definirias équé es el drea de un

rectangulo?, ¢de un tridngulo? y ¢de cualquier poligono en general?

6. ¢Cual es la diferencia fundamental entre el proceso para hallar el area de un poligono y una

region curva?
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