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RESUMEN: El objetivo de este reporte es mostrar evidencia empirica que sustenta los modos de pensar el concepto de
derivada, desde una variacién del marco tedrico, -Los Modos de Pensamiento— de Sierpinska. Con un estudio historico y
epistemoldgico de la derivada, emergidé un modelo que interpreta su comprension, cuyas componentes se han definido como
los modos de pensar: Sintético-Geométrico-Convergente, Analitico-Operacional y Analitico-Estructural. Un estudio de caso
con tres matematicos investigadores en las lineas de “Linear Control Systems on Lie Group”, “Sub-Riemannian Geometry
Optimality Semigroups” y destacados docentes de una universidad chilena, documentaron a través de una entrevista
semiestructurada, la consistencia de los modos definidos, asi como también se identificaron aquellos elementos matematicos

que permiten el trénsito de un modo geométrico a un modo analitico del concepto de derivada.
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ABSTRACT: The aim of this report is to show empirical evidence that supports the ways of thinking about the concept of
derivative, from a variation of the theoretical framework, “Thinking Modes” by Sierpinska. With a historical and
epistemological study of the derivative, a model that interprets its understanding emerged. Its components have been defined
as modes of thinking: Synthetic-Geometric-Convergent, Analytical-Operational, and Analytic-Structural. A case study with
three mathematical researchers in the fields of "Linear Control Systems on Lie Group", "Sub-Riemannian Geometry Optimality
Semi groups" and outstanding teachers of a Chilean university as well, documented through a semi-structured interview, the
consistency of the defined modes. Those mathematical elements that allow the transition from a geometric mode to an
analytical mode of the concept of derivative were also identified.
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Introduccion

El Calculo Diferencial esta presente en los programas de estudio de Ciencias, Economia e Ingenierias
en general y el concepto de derivada es su actor principal. En una institucion universitaria del norte,
existe preocupacion por el aprendizaje de la derivada en sus estudiantes y direccionar un estudio en
los aspectos cognitivos, fue el primer impulso de motivacién para esta investigacion. Responder
¢,como comprenden la derivada los estudiantes? y ¢, qué estrategias utilizan los estudiantes al resolver
problemas que involucran la comprension de la derivada?, fueron las primeras preguntas, un tanto
ingenuas, para un problema tan complejo como es el aprendizaje de este concepto.

Desde la experiencia docente, se observa que los estudiantes estan mas cémodos resolviendo
problemas donde se priorizan los algoritmos para trabajar con derivadas y presentan dificultades en
problemas que requieren un entendimiento mas profundo del concepto, Sierpinska (1985) y Artigue,
M., Douady, R., Moreno, L. & Gomez, P. (1995), muestran evidencias de tal situacion. Otras
investigaciones en Didactica de La Matematica han indagado en la derivada desde diversas
perspectivas, entre éstas, Pino-Fan, Godino y Font (2015), con un estudio cuantitativo y cualitativo
realizado a 53 estudiantes, sefialan que el 56% de los estudiantes tuvieron problemas para demostrar
mediante la definicion formal de la derivada, en particular la derivada como limite, lo mismo se afirma
en Vinner y Dreyfus (1989), Font (2000), Sierpinska (2007). La funcién derivada (aspecto global de la
derivada) y la derivada en un punto (aspecto local de la derivada), han sido reportadas en Inglada y
Font (2003), Badillo, Azcarate y Font (2011) como problemas metodolégicos pendientes. Sanchez-
Matamoros, Garcia y Llinares (2008), presentan una revision de investigaciones que reportan sobre el
aspecto global, y local de la derivada, argumentando que los estudiantes no comprenden las ideas que
vinculan estos dos aspectos. Ademas, la doble naturaleza algoritmica y estructural de la derivada
(Sfard, 1991) influyen en la comprensién del concepto en los estudiantes, proceso que se torna aun
mas complejo.

Para indagar la comprension de la derivada desde su desarrollo en la matematica, esta investigacion
realiza un analisis historico y epistemoldgico del concepto de derivada, con base en el marco tedrico—
Los Modos de Pensamiento— de Sierpinska (2000), marco que permite a partir de una variacion de sus
modos, realizar una interpretacion de los modos de comprensién para la derivada. De esta forma, esta
investigacion considera tres formas de pensar la derivada, que se definen como el modo, Sintético-
Geométrico-Convergente (SGC), el modo Analitico-Operacional (AO) y el modo Analitico-Estructural
(AE) como las componentes de un modelo que relaciona el aspecto local en relacion sinérgica con el
aspecto global de la derivada. Desde esta perspectiva se concibe la comprension profunda de la
derivada como la capacidad de un sujeto para articular estos tres modos de pensamiento.

Para afrontar la problematica, se plantean las siguientes preguntas que guian la investigacion:
¢cuantas maneras diferentes de pensar la derivada se ponen en juego en una tarea matematica? y
¢, qué elementos matematicos contribuyen al logro del transito entre los modos de pensamiento
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geométrico y analitico del concepto? Un desafio en esta etapa de la investigacion, sera dar respuesta
a estas preguntas, por lo que se han planteado los siguientes objetivos:

Objetivo general de investigacion

Comprender y analizar, desde los modos SGC, AO y AE, el hecho didactico de pensar la derivada
como la pendiente de la recta tangente en un punto de la curva, la derivada como el limite de las
pendientes de las rectas secantes en un punto y los indicadores que dan consistencia a la pendiente,
para identificar y describir su conexion.

Especificamente, se pretendié determinar los elementos articuladores entre las formas de comprender
la derivada, la busqueda de estos elementos conectores que pudiera estar en el ambito de la
matematica o de la fisica o de otra disciplina. La busqueda de los elementos que favorecen el transito
entre estos modos de pensar la derivada, direcciona la busqueda de una base tedrica que permita
describir y dar respuesta a la problematica planteada.

Marco de referencia: los modos de pensar la derivada

Desde un estudio histérico y epistemoldgico de la derivada, esta investigacién realiza una variedad del
marco tedrico que presenta Sierpinska (2000), para interpretar la comprension de la derivada en los
aprendices. Se debe precisar desde el punto de vista matematico que el aspecto local de la derivada
esta referido a la consideracion del entorno de un punto especifico, como una vecindad de este punto
en la curva, y en lo global es de interés una vecindad del punto especifico suficientemente grande
como el dominio de la funcidon. En este estudio histérico y epistemolégoco se han identificado tres
etapas en el desarrollo de la derivada, su génesis, su naturaleza operacional y su caracter formal en la
matematica. Todo este proceso, puede ser resumido a través de la siguiente frase: “Primero fue usada,
después descubierta, explorada y desarrollada y solo entonces definida”, (Grabiner, 1983, p. 202).

Este marco de referencia corresponde a un modelo para la comprension de la derivada, donde se
relaciona el aspecto local y global de la derivada y sus modos de pensar respectivamente. Modelo que
ha sido el resultado de la evolucidén de una investigacion iniciada como una variacion del marco teorico
—Los Modos de Pensamiento— de Anna Sierpinska, reportado en, Pinto y Parraguez (2015), estos
modos se han definido de la siguiente manera:

Modo Sintético-Grafico-Convergente (SGC)

El contexto geométrico de la derivada como la pendiente de la recta tangente en el analisis histoérico y
epistemolégico, (Bourbaki, 1972), muestra la diversidad de puntos de vista sobre la nocion de recta
tangente, asi también la recta tangente es la nocion matematica que esta investigacion considera
como una componente fundamental para conseguir la imagen directa, observable del concepto de
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derivada, caracteristica que Sierpinska, (2000) da al pensamiento practico del modo Sintético-
Geométrico (SG), al que esta investigacién define como modo Sintético-Geométrico- Convergente,
(Figura 1).

De acuerdo con Canul, E.; Dolores, C y Martinez-Sierra, G. (2011), una concepcioén geométrica global
de la tangente, en la definicion de Euclides, refiere a la tangente de una circunferencia, como: Una
linea recta es tangente a una curva cuando tenga un punto en comun con la curva, no se puede pasar
por este punto ninguna recta entre ella y la curva. Sin embargo, para el propdsito de construir rectas
tangentes a la curva en esta investigacion, esta definicion presenta dificultad en la comprensiéon, dado
que la curva con puntos de inflexion no tendria posibilidad de tangente, la concepcion euclidiana se
torna inadecuada, (Canul et al. 2011). Es necesario entonces considerar una definicion de tangencia
que suponga la tangencia desde lo local. En esta perspectiva, se considera entonces, para poder
trazar tangentes a estas nuevas curvas, el punto de vista desarrollado por D"Alembert (1717-1783),
para el logro de la representacion del concepto de derivada por medio de la tangente que concuerda
con la definicion propuesta por Leibniz.

Modo Analitico -Operacional (AO)

Para definir la derivada en términos de la definicion de limite, (Grabiner, 1883), Cauchy considera el
limite de la relacion de las diferencias [f (x + i) - f (x)] /i en un intervalo de continuidad de f (x). Se
necesita de la continuidad para f (x + i) — f (x) e i puedan tanto "acercarse indefinidamente y al mismo
tiempo el limite cero", o lo que es equivalente, "cantidades infinitamente pequefas." Cauchy nunca
indica explicitamente esto como un teorema, cada funcién diferenciable debe ser continua. Como lo
habian hecho muchos de sus predecesores, que aunque el numerador y el denominador de la razén f
(x+i)—f(x)/ies cero", larelacion en si misma puede converger a otro limite, ya sea positiva o
negativa", que cuando existe, tiene un valor definido para cada valor particular de x, para indicar esta
dependencia, se da a la nueva funcion el nombre de la funcién derivada y se designa con la ayuda de
un acento por la notacién y’ o f' (x); la frase “este limite, cuando existe" ejemplifica la actitud rigurosa
de Cauchy. Tal vez la calificacion "cuando el limite existe” sélo estuvo motivada por el comportamiento
de las funciones conocidas en puntos aislados, pero su lenguaje era lo suficientemente general para
abrir toda la cuestion de la existencia o no existencia de derivadas (ver Figura 1).

Modo Analitico -estructural (AE)

Los modos de pensamiento son formas de ver y entender los objetos matematicos y dependen de los
tipos de relaciones y de los objetos evocados por el sujeto en el momento de resolver una tarea,
(Parraguez, 2012), por tal razén este modo considera los indicadores y las propiedades que
caracteriza a la pendiente en relacion con la recta tangente y la curva (ver Figura 1).
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Se presentan tres modos que permiten describir la comprensién de la derivada en lo local.

Sintético-Geométrico- Analitico-Operacional  Analitico-Estructural
Convergente AO AE
SGC

. f’(x0)=limw * Recta tangente a la curva
h—0 h
en P
¢ Indicadores que  dan
consistencia a la pendiente
de la recta tangente a la
curva en P

¢ Sieste limite existe en xo
m = f’(xq). Donde m es el
limite de las pendientes de
las rectas secantes a f desde
P

Figura 1. Sintético-Geométrico -Convergente (SGC), el Modo Analitico-Operacional (AO) y el Modo
Analitico- Estructural (AE) del concepto de derivada.

Para comprender la derivada en lo local, se deben articular los tres modos presentados en Figura 1,
describir y validar dichos elementos es el propdsito de esta investigacion. En la Figura 2, se muestra el
diagrama que guiara la busqueda, para ello se plantea la siguiente pregunta ¢cuales son los
elementos articuladores entre los aspectos Sintético-Geométrico-Convergente, Analitico-Operacional y
Analitico-Estructural, que permiten la comprension del concepto de derivada?

Diagrama que representa la busqueda de articuladores

Articulador1 Articulador2

Figura 2. La relacion de los articuladores con los modos definidos

Metodo y resultados

La propuesta de validacién de estos tres modos de pensar la derivada, esta sustentada en dos
fuentes:

Primera fuente: El analisis histérico-epistemoldgico, cognitivo y didactico del concepto de derivada
sustentado en la literatura existente, que ha proporcionado categorias conceptuales utiles para la
construccion de los modos de pensar la derivada, relevante en el aprendizaje del Calculo Diferencial.
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Segunda fuente: Un estudio de caso (Stake, 2010). La aplicacién de una entrevista semiestructurada
a tres investigadores en matematicas en las lineas del algebra y la geometria con vasta experiencia en
el campo de la ensefianza, el propésito de indagar si los informantes expertos refutan o confirman la
estructura en la Figura1. La implementacion de la situacion corresponde a una entrevista en donde los
modos (Figura 1), son presentados en tres tarjetas, sin roétulo, las que el entrevistado puede manipular,
con el objeto de no producir sesgo en los datos.

Se muestra en este escrito una pequefna parte de la entrevista. La transcripcion de la entrevista por
episodios, al primer informante, rotulado [INF1].

[1INF1]Y en caso que se produzca un vértice como en el caso de la funcién modulo de x por ejemplo,
no existe una unica recta que pasa por ese punto, que podria ser considerada como tangente, sino
que hay varias, es por ese concepto, como hay tantas pendientes, no tiene sentido la derivada en ese
punto, se puede mirar al revés. Uno podria ver también que la funcién es derivable cuando se puede
asociar una unica pendiente a una recta tangente ¢ entiendes?

[1ENT]: ¢ Qué elementos de la matematica, cree usted que relacionan estos aspectos de la derivada?

[2INF1] Primero es que usted puede fijar el f(x) del punto P y puede decir que f(x+h) es el extremo del
triangulo, en conexion con el punto Q, o puede ser mirando cualquier punto del otro lado, a la izquierda
o derecha de P. Con relacién al cociente, usted, tiene un triangulo, con eso estamos pensando en el
limite, con relacion al cociente, usted, tiene un triangulo y con eso relaciono, el valor de h que es lo que
define el cateto del triangulo.

£ Groth} ~ -

_‘\ (Xo) o= M

Figura 2. Articulador del modo SGC y AO

El angulo de tangencia da exactamente la pendiente de la recta tangente, cuando h tiende a cero. Para
mi el concepto que hace la ligazén entre los dos es perfectamente el triangulo rectangulo, porque
estoy usando implicitamente que el angulo esta formado entre dos catetos del triangulo.
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Reflexiones

El analisis de los datos tomados de los informantes, respecto de los modos definidos, dan cuenta de la
coherencia existente entre los modos definidos y lo declarado por los informantes, como se muestra en
[1INF1].

El triangulo rectangulo (Figura 3), es el elemento geométrico que articula el modo SGC y AO desde la
perspectiva local de la derivada y se corresponde con el triangulo caracteristico de la perspectiva
leibniziana, la curva como una poligonal de lados infinitesimales.

Se pretende validar los articuladores para el aspecto global con la aplicacion de nuevos instrumentos y
entrevistas en profundidad, para concluir con la realizacion de una secuencia de ensefianza y
actividades de aprendizaje del concepto, que seran relevantes para la comprensién de la derivada.
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