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RESUMEN: El objetivo de este articulo es describir y el analizar una organizacion matematica en relacion a una aplicacién de
la derivada de funciones de dos variables de un libro de texto utilizado por los estudiantes de Ingenieria del segundo afio de
estudios. Para ello adoptamos la Teoria Antropoldgica de lo Didactico. Ademas, como parte de este anélisis tomamos en
cuenta los tratamientos y conversiones de los registros de representacion semiotica que el autor del libro didactico realiza.
Nuestra investigacion es cualitativa de tipo bibliografica. Identificamos que el libro muestra una organizacion matematica
puntual puesto que presenta solo un tipo de tarea, una sola técnica y el bloque tecnoldgico-tedrico esta presente de manera
aislada en relacion a este objeto. En el andlisis encontramos que hay presencia de tareas rutinarias y procedimentales,
afirmando que esta genera técnicas estabilizadas, el alcance de esas técnicas es limitado. Por otro lado hay ausencia de
tareas inversas y tareas que privilegien la intuicién geométrica.
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ABSTRACT: The aim of this article is to describe and analyze a mathematical organization in relation to an application of the
derivative of functions of two variables of a textbook used by second-year students of Engineering. We adopt the
Anthropological Theory of Didactics. In addition, within this analysis we take into account the treatments and conversions of
the records of semiotic representation that the author of the didactic book performs. Our research is qualitative, of
bibliographic type. We identify that the book shows a mathematical punctual organization since it presents only one type of
task, a single technique and the technological-theoretical block is present in isolation in relation to this object. In the analysis
we found that there are routine and procedural tasks, which generates stabilized techniques, the scope of these techniques is
limited. On the other hand, there is absence of inverse tasks and tasks that favor the geometric intuition.
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Introduccion

Se realiza este estudio visto que, de acuerdo con Gonzales (2014), el libro de texto es considerado
como referencia basica, tanto para los profesores como para los estudiantes y es una herramienta
fundamental para el desarrollo de las clases. Por otra parte Trigueros y Martinez — Planell (2010)
afirman que las funciones de dos variables juegan un papel importante en las matematicas aplicadas,
en las ciencias, en la ingenieria y en la economia.

Ademas, en base a estudios realizados en educacién matematica con respecto a la ensefianza y
aprendizaje del Calculo Diferencial de funciones de dos variables reales, por ejemplo los realizados por
Trigueros y Martinez-Planell (2010), Alves (2011) e Ingar (2014), entre otros, se ha mostrado que los
estudiantes presentan algunos problemas en su aprendizaje, como por ejemplo, la relacion entre las
variables, la identificacion del dominio de una funciéon de dos variables, la representacion grafica, la
conversion entre las representaciones propias al estudio de las funciones de dos variables, la
percepcion del registro grafico de una funcién de dos variables, entre otros.

Con respecto a una de las aplicaciones de las derivadas parciales, Xhonneux y Henry (2010) realizan
el estudio del teorema de Lagrange bajo la perspectiva de la Teoria Antropolégica de lo Didactico
(TAD) y presenta un modelo epistemolégico de referencia (MER) para analizar las organizaciones
matematicas de ese objeto en libros de texto. Dicho estudio muestra que el analisis de una
organizacion matematica en un libro de texto no es suficiente, que es necesario realizar el analisis de
la organizaciéon didactica con el fin de investigar los conocimientos matematicos. Al respecto,
coincidimos con estos autores cuando afirman que el analisis de texto es el inicio para investigar los
conocimientos matematicos, puesto que el estudio de las organizaciones praxeoldgicas didacticas son
pensadas para la ensefianza y el aprendizaje de organizaciones matematicas; dado que, la TAD es
una teoria que nos permite describir como son presentados los conocimientos matematicos en los
libros de texto; es que concordamos con Xhonneux y Henry (2010) cuando aseveran que una de las
caracteristicas de esta teoria es su poder descriptivo. Asimismo, esta teoria permite describir y analizar
tanto las organizaciones matematicas como las didacticas.

Teoria Antropoldgica de lo Didactico

Segun Chevallard (2001), en la TAD, las nociones de (tipo de) tarea, (tipo de) técnica, tecnologia y
teoria permiten modelar las practicas sociales en general y en particular la actividad matematica,
basandose en: Toda practica institucional puede ser analizada bajo diferentes puntos de vista y de
diferentes maneras, en un sistema de tareas relativamente bien delineadas, y el cumplimiento de toda
tarea ocurre del desenvolvimiento de una técnica. Para el autor, la palabra técnica es utilizada como
una “manera de hacer’ una tarea, pero no precisamente como un procedimiento estructurado y
metddico o algoritmico.
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Segun el investigador, la relacién institucional que se establece entre una institucion () alumno,
profesor y un objeto (O), depende de las posiciones que ocupan en esa institucion y del conjunto de
tareas que esas personas deben cumplir usando determinadas técnicas. El problema de delimitar
tareas, segun el autor, en una practica institucional que varia de acuerdo con el punto de vista de la
institucion en la cual se desarrolla la practica o de una institucion externa que observa la actividad para
describirla con un objetivo preciso.

En este sentido, en una organizacion praxeoldgica el Tipo de tarea denotado por T es identificado si
contiene por lo menos una tarea t. Tipos de tarea provocan acciones con objetivos bien definidos y son
siempre expresados por un verbo. Por ejemplo, encontrar el valor maximo de f(x,y)= x’+y? es un tipo
de tarea, pero “encontrar” simplemente no lo es. Es por esto que se hace necesario distinguir tarea,
tipo de tarea y género de tarea.

Para el investigador, un género de tarea existe bajo la forma de diferentes tipos de tarea, cuyo
contenido esta bien claro y definido. Por ejemplo, encontrar es lo que se llamara un género de tareas,
que pide un determinativo.

Tarea, tipos de tareas y géneros de tareas, para el autor, no son datos de la naturaleza, pero si
artefactos, obras, constructos institucionales, cuya reconstruccion en tal institucion es un problema
enteramente objeto de la didactica.

La técnica denotada por t, es una determinada manera de hacer o realizar un tipo de tarea T. Una
praxeologia relativa al tipo de tareas T contiene, en principio, una técnica 6 relativa a T. De esta
manera se tiene un “bloque” designado por [T/t], que se denomina bloque practico-técnico y que, para
el autor se identificara como un saber-hacer: un determinado tipo de tareas T y una determinada
manera t de realizar las tareas de este tipo.

La tecnologia denotada por ©, es un discurso racional que tiene por finalidad justificar la técnica t y
para garantizar que permita realizar las tareas del tipo T. La tecnologia permite asegurar que la técnica
es correcta, exponer el porqué es de aquella manera, ademas de posibilitar la produccion de nuevas
maneras de hacer, es decir, nuevas técnicas. La cuarta y ultima nocion del modelo praxeoldgico es la
Teoria, denotada por ©. Segun Chevallard (2001), como el discurso tecnoldgico contiene afirmaciones,
mas o menos explicitas, se hace necesario un nivel superior de justificacion-explicacion-produccion.
Es, en este sentido que la teoria asume, en relacion con la tecnologia, la funcién que esta ultima tiene
en relacion de la técnica, es decir, la teoria tiene el objetivo de justificar y de esclarecer la tecnologia.
Por lo expuesto, el autor afirma que la tecnologia y la teoria estan proximas, y no seria dificil
confundirlas.

Metodologia

Nuestra investigacion es cualitativa de tipo bibliografica, porque usa los textos como fuente de analisis;
ademas, segun Gil (2002) permite al investigador cubrir una amplia gama de fenbmenos y ésta se
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amplia mucho mas porque se puede buscar directamente. Ademas, para De Andrade y Lakatos
(2003), la metodologia cualitativa de tipo bibliografica abarca toda la bibliografia hecha publica, es
decir, publicaciones sueltas. Es asi que, esta metodologia tiene por finalidad colocar al investigador en
contacto directo con todo lo que esta escrito. En este sentido, basados en los aportes de estos
autores, nuestro texto a analizar es el de Finney & Thomas (2010), esta presente en el silabo del curso
de Matematica Ill como bibliografia basica; por ello es utilizado por estudiantes de Ingenieria de
Alimentos en el tercer ciclo de estudios (segundo afo).

En el capitulo 14, seccién 14.7 se encuentra nuestro objeto matematico de estudio: valores extremos y
puntos de silla. El autor presenta 4 tareas resueltas y 30 tareas propuestas relacionadas con el estudio
de los extremos locales.

Organizacién Matematica

En este apartado describiremos la organizacion matematica presente en el texto Finney & Thomas
(2010) relacionada a la determinacion de valores extremos locales de funciones reales de dos
variables, a partir de ahora denominaremos funciones.

Afirmamos que si sabemos que la funcion tiene un valor extremo, entonces la tarea es determinar ese
valor, y de no ser asi, verificar. Vamos a definir dos tipos de tareas para determinar valores extremos
locales de funciones de dos variables:

T1 - Determinar los valores extremos locales de funciones no diferenciables

T2 - Determinar los valores extremos locales de funciones diferenciables

A continuacion describimos las tareas, técnicas y tecnologia relacionadas a estos tipos.

Respecto al tipo de tarea T1 y T2 describimos las siguientes tareas, las cuales definiremos de la
siguiente manera t;;, donde i representa el tipo al que pertenece y j es el nimero de la tarea.

t1,1: Determinar los valores extremos locales de funciones no diferenciables continuas (donde no
existen las derivadas parciales) dada su expresion algebraica.

t12: Determinar los valores extremos locales de funciones no diferenciables discontinuas (donde
existan derivadas parciales) dada su expresion algebraica.

to: Determinar los valores extremos locales de funciones diferenciables dadas su expresion algebraica.

Llamaremos 11 a la técnica que emplea la representacion grafica como referencia para resolver las
tareas del tipo 1y 2.

Paso1,1: Determinar el dominio de la funcion.

Paso1,2: Realizar un esbozo de la representacion grafica de la funcion graficando curvas de nivel.
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Paso1,3: Determinar con la intuicion geométrica los posibles valores extremos.

Paso1,4: Verificar la definicion de valores extremos (Examinar los valores que toma la funcién cerca
del punto del dominio donde se estudia el extremo).

De acuerdo con Bosch (1994 citada en Gonzales, 2014) existe una dicotomia entre los elementos de la
praxeologia matematica, ya que los pasos de una técnica en una institucion pueden ser tareas en otra
y viceversa, consideramos institucion en el sentido de TAD. Por ejemplo, el paso 1.2 de la
organizaciéon matematica presentada, corresponde a una tarea en grafica de funciones.

En el texto analizado encontramos la siguiente definicion (ver):

DEFINICIONES Sea que f(x, y) esté definida en una region R que contiene el
punto (a, b). Entonces,

1. fla, b) es un valor maximo local de f si f(a, b) = f(x, y) para todos los puntos
(x. y) del dominio en un disco abierto con centro en (a, b).

2. f(a, b) es un valor minimo local de f si f(a, b) = f(x, y) para todos los puntos
(x. y) del dominio en un disco abierto con centro en (a, b).

Figura 1. Definicién de Maximo y Minimo Local. Fuente: Finney & Thomas (2010) p. 803

En esta definicion podemos encontrar un paso de la técnica 11 para determinar los extremos locales de
una funcion de dos variables.

Llamaremos t2 a la técnica que emplea la representacién algebraica como referencia para resolver las
tareas del tipo 1.

Paso1,1: Determinar el dominio de la funcion.
Paso2,1: Determinar el rango de la funcion a partir de la expresion algebraica.
Paso02,2: Aplicar desigualdades de numeros reales.

Paso1,4: Verificar la definicién de valores extremos (Examinar los valores que toma la funcion cerca
del punto donde se estudia el valor extremo).

En esta técnica se puede observar lo que afirma Bosch (1994) puede ocurrir que algunas técnicas se
articulen entre si en un sistema para formar una técnica de nivel superior. Podemos ver que 1
contiene algunos pasos de t1.

En el texto analizado encontramos el teorema (ver Figura 2) que se emplea para determinar los puntos
del dominio donde es posible que la funcidén tenga extremo. Podemos observar que se utiliza la
definicion de punto critico.
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TEOREMA 10: Criterio de la primera derivada para valores extremos locales

Si f(x, y) tiene un valor maximo o minimo local en un punto interior (a, b) de su
dominio, y si las primeras derivadas parciales existen alli, entonces fy(a, b) = 0y
fy(a, b) = 0.

Figura 2. Criterio de la primera derivada. Fuente: Finney & Thomas (2010) p. 803

En la figura 3 se puede observar algunos pasos de técnica t2, son complementados con la definicion
de punto critico, la cual podemos denominar como sigue:

Paso (2,*) Determinar los puntos criticos de la funcion

EJEMPLO 1 Obtenga los valores extremos locales de f(x, y) = x2 + y2 — 4y + 0.

Solucion  El dominio de f es todo el plano (de manera que no hay puntos frontera) y las
derivadas parciales f; = 2xy f, = 2y — 4 existen en todas partes. Por lo tanto, los valores
extremos locales pueden presentarse so6lo cuando

fe=2x=0 'y f,=2—-4=0.

La tnica posibilidad es el punto (0, 2), donde el valor de f es 5. Como f(x, y) = x2 + (y — 2)?
+ 5 nunca es menor de 5, vemos que el punto critico (0, 2) tiene un minimo local (figura
14.43). [

Figura 3. Tarea aplicacion del teorema 10. Fuente: Finney & Thomas (2010)

Llamaremos t3 a la técnica que emplea para resolver las tareas del tipo 2.
Paso1,1: Determinar el dominio de la funcion.

Paso3,1: Determinar si la funcion es diferenciable.

Paso (2,*): Determinar los puntos criticos de la funcién.

Paso 3,2: Determinar el discriminante.

Paso1,4: Verificar el criterio de la segunda derivada (ver figura 4).

En la figura 5 se puede ver un problema resuelto usando la técnica.
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TEOREMA 11: Criterio de la sequnda derivada para valores extremos locales
Suponga que f{(x, y) y sus primeras y segundas derivadas parciales son continuas en
un disco con centro en (a, b), y que fi(a, b) = f,(a, b) = 0. Entonces,

i) ftiene un maximo local en (a. b). si [ <0y fru fyy — j;_‘.z > 0 en (a, b).

ii) f tiene un minimo local en (a, b),si [« > 0y [ /3y — _/_'r_,.z > 0 en (a, b).
iii) f tiene un punto desilla en (a, b), si [ f,, — f,{,.2 < 0en(a, b).

iv) El criterio no es concluyente en (a, b), si i/}, — _I_',yz = 0en (a, b).
En este caso, debemos encontrar otra manera de determinar el comportamiento
de f'en (a, b).

Figura 4. Criterio de la segunda derivada. Fuente: Finney & Thomas (2010

La tecnologia de la organizacion matematica presentada esta dada por el siguiente teorema:

© —Sea f:U < R" — Runa funcién definida en el conjunto abierto U de R" que tiene en x € U un
punto critico. Supongamos que en una bola B de R” con centro en x, las derivadas parciales de
segundo orden son continuas. Sea H(x) la matriz hessiana de fen x . Entonces:

a. Silaforma cuadratica es definida positiva, entonces f tiene un valor minimo local en x .
b. Sila forma cuadratica es definida negativa, entonces f tiene un valor maximo local en x .

Por lo que afirmamos que esta tecnologia que justifica las técnicas, presenta un modelo matricial.
Ademas que el bloque tecnoldgico-tedrico esta presente de manera aislada en relacion a este objeto.

Segun Xhonneux (2011), la presencia o ausencia de tareas estructurales, permite constituir el bloque
tecnoldgico-tedérico de manera eficaz. Por ejemplo, en el algebra escolar, al pasar de ver las
expresiones algebraicas como procesos (forma operativa heredada del aprendizaje de la aritmética
escolar) a verlas como objetos, dentro de una estructura algebraica.

Se puede suponer que la actividad matematica trata de articular la parte estructural a la parte
procedimental en la ensefianza de las matematicas. Sin embargo, la importancia acordada a cada uno
de esos dos aspectos de la actividad matematica en los procesos de ensefianza y en la realizacion de
tareas inherentes a cada tipo de actividades varia de una institucion a otra.
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EJEMPLO 3 Determine los valores extremos locales de la funcion
fy) =xy— x> =) —2x — 2 + 4.
Solucion  La funcion estd definida y es derivable para todas las x y y, y su dominio no tiene

puntos frontera. Por lo tanto, la funcion tiene valores extremos solo en los puntos donde /3 y f,
se anula en forma simultanea. Esto da como resultado

=y —2x—-2=0, fi=x—-2y-2=0,
o bien,
x=y=-2.

Por lo tanto, el punto (—2, —2) es el unico punto donde f puede asumir un valor extremo. Para
ver si esto es asi, calculamos

fa==2, fy=-2  fy=1
El discriminante de f en (a, b) = (=2, —2) es
fuhy = fy? = (=2)(=2) = (1)) =4 - 1 =3,
La combinacion
fa<0 Yy fafw— [y >0

nos dice que f tiene un maximo local en (—2, —2). El valor de f en este punto es
f(=2,-2) =8. [

Figura 5. Tarea criterio de la segunda derivada. Fuente: Finney & Thomas (2010)

Anadlisis de la organizacién matematica

1.

Faltan definir tareas donde se pueda privilegiar la intuicion geométrica, es decir se pueda
realizar la técnica t1. De acuerdo con Bosch (1994), las técnicas tienden a estar normalizadas;
este es un rasgo importante de la vida institucional, esto se puede entender que como los
estudiantes ya aprendido derivadas parciales, entonces se tiene que utilizar, ademas porque
estan en la seccion y otros factores que no permiten la articulacion con otras OM.

Respecto al alcance de la técnica que presenta el libro analizado, el criterio de la segunda
derivada no resuelve tareas donde al menos una de sus derivadas parciales no exista o el
Hessiano sea cero.

Ausencia de tareas inversas, por ejemplo una tarea inversa a determinar los valores extremos
locales, podemos plantear la tarea, demostrar que una funcién no tiene valores extremos
locales.

Presencia de tareas rutinarias que pueden ser resueltas con una técnica estabilizada, que
permiten realizar las tareas de manera supuestamente idéneas. Se presentan tareas donde las
funciones siempre son diferenciables, como se puede observar en la figura 5. Se puede
proponer tareas donde las derivadas parciales existen pero no se anulan en ningun punto del
dominio de la funcién.

Sélo se presentan tareas procedimentales, mas no tareas estructurales en el sentido de
Xhonneux (2011), estos son los tipos de tarea que se definen por explicar, interpretar, definir,
analizar, resumir, etc.
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Consideraciones finales

De los resultados obtenidos, observamos que la organizacion matematica que se desarrolla en torno a
la aplicacién de la derivada de funciones de dos variables, esta justificada por la teoria de matrices,
respecto al bloque practico-técnico se priorizan tareas procedimentales, cuyas técnicas se presentan
de manera algoritmica, se formulan en lenguaje matematico, es decir, se presentan mediante
definiciones y teoremas; el alcance de la técnica presente es limitado. Por otro lado, no se presentan
tareas estructurales necesarias para el desarrollo del pensamiento matematico formal. Afirmamos que
el libro presenta una organizacién matematica puntual puesto que presenta un tipo de tarea, una sola
técnica en relacion a este objeto matematico.
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