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2.Descripcion

Se presenta el siguiente trabajo de grado en el marco de la Especializacion en Educacién
Matematica, en el que se pretende estudiar la dualidad que presentan las ecuaciones como objetos
o herramientas en el contexto de un problema histérico especifico , a saber, el posicionamiento
global.
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4.Contenidos

El presente trabajo de grado se ha ordenado en cinco capitulos de la siguiente manera:

En el capitulo uno se presenta los resultados de la indagacion histérica realizada sobre las
diferentes soluciones propuestas al problema del posicionamiento global.

El capitulo dos contiene la postura adoptada por los autores sobre que se entendera por
herramienta y por objeto de estudio.

El capitulo tres presenta una descripcién de las matematicas y las ecuaciones presentes en
algunos momentos seleccionados de la historia del posicionamiento global.

El capitulo cuatro corresponde al analisis realizado a los momentos histéricos seleccionados para
determinar si las ecuaciones presentes fueron un objeto de estudio o una herramienta.

El capitulo cinco muestra las conclusiones relacionadas a los objetivos y los capitulos
desarrollados.

Finalmente se presenta la bibliografia que fue conveniente al realizar el presente trabajo.

5.Metodologia

La metodologia en este trabajo de grado se enmarcé primeramente en la consulta de documentos
en la historia para indagar las diversas soluciones planteadas al problema del posicionamiento
global. Luego se tom6 una postura por parte de los autores sobre qué se entiende por herramienta
y por objeto de estudio para que al mirar en mas detalles las soluciones propuestas y mas
particularmente las ecuaciones presente se pudiera establecer en qué forma se presentaron, lo
cual permitié generar conclusiones y reflexiones que permiten ampliar la vision que se tiene de
este elemento de las matematicas

6.Conclusiones

e En las diversas soluciones planteadas a lo largo de la historia al problema del
posicionamiento global, se encuentra una estrecha relaciobn con las matematicas, en
particular con las ecuaciones. Entre las soluciones mas destacadas se encuentran el
calculo de la circunferencia terrestre con el uso de proporciones, el calculo de la latitud con
correccion via trigonometria esférica, el sistema LORAN-C apoyado en el corte de
hipérbolas y el sistema GPS que utiliza el corte de esferas en el espacio.




¢ En algunos momentos analizados, se evidencia una transicion de herramienta a objeto de
estudio como en el caso de la trigopnometria plana, necesaria para calcular angulos, pero
gue al no considerar la curvatura de la tierra, generaba errores y por eso fue un objeto de
estudio de Regiomontano, lo cual dio paso a la trigonometria esférica, que es una
herramienta més apropiada para las condiciones del problema a resolver.

o Dentro de una problematica real las ecuaciones casi siempre juegan un papel de
herramientas, sin embargo tienen la capacidad de volverse objetos de estudio con el fin de
pulir su aplicabilidad.

Cesar Mauricio Rodriguez Medina

Elaborado por: John Jairo Tovar Torres

Revisado por: Yeison Alexander Sanchez Rubio
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1. JUSTIFICACION

A lo largo de la historia el hombre se ha tenido que enfrentar a distintos problemas en los
cuales las matemaéticas, y especificamente las ecuaciones, han jugado un papel destacado
dentro de la solucién de los mismos. El presente trabajo pretende estudiar la problemética
del posicionamiento global, y las ecuaciones que fueron utilizadas para dar solucién a la
misma, con el fin de estudiar si en los momentos histoéricos estas fueron vistas como un

objeto de estudio de las matematicas 0 como una herramienta.

Desde este estudio se pretende ampliar la vision de este tdpico que usualmente se aprende
y ensefia como un objeto de estudio de la matematica, ya que pensamos que es posible
observar que este concepto también surge como una herramienta y en ese caso es
relevante estudiar con algo mas de profundidad la forma en que lo hace, y asi enriquecer
nuestra practica docente identificando y adquiriendo nuevos elementos involucrados en el
concepto de ecuacién, ampliando los recursos para acercar este concepto a nuestros
estudiantes.

Por ultimo, el analizar el papel que ha tenido la ecuacion dentro de la solucion de una
problematica puntual pretende que también se profundice la comprension de la matemética
misma y sus elementos a través del estudio de la relacién que hay entre un problema real

y dicha ciencia, sus interacciones y la manera en que se complementan.



2.1.

2.2.

2. OBJETIVOS

Objetivo general

Estudiar si una ecuacién se presenta como una herramienta o un objeto de estudio
de la matemética desde la perspectiva histérica del problema del posicionamiento

global.

Objetivos especificos

Tomar una postura sobre que es una herramienta y que es un objeto de estudio
de la matematica.

Indagar diferentes soluciones que se han dado en la historia al problema del
posicionamiento global y seleccionar algunos en los cuales las ecuaciones

jueguen un papel importante.

Estudiar y describir las ecuaciones presentes en el problema del

posicionamiento.

Analizar en algunos momentos histéricos seleccionados si la ecuacién se

presenté como herramienta u objeto de estudio de la matematica.



3. INTRODUCCION

En el marco de la ensefianza de las matematicas pueden encontrarse innumerables
elementos que se han venido consolidando dentro de los programas curriculares. Estos
elementos coexisten unos con otros aun cuando parecieran no tener caracteristicas en

comun, mas que el mismo hecho de pertenecer a la gran ciencia llamada matematicas.

En el presente trabajo se presenta un estudio que se realizé sobre uno de estos elementos
de las matematicas: las ecuaciones. Este elemento tiene formas primitivas desde
civilizaciones tan antiguas como Babilonia (2000 a.C.) y Egipto (1700 a.C.) y ha
permanecido a lo largo del desarrollo de las matematicas en el pasar de los siglos. Ha
tomado diferentes formas, se ha caracterizado y estudiado llegando a tener mdltiples

aplicaciones y relaciones dentro y fuera del universo mismo de esta ciencia.

Este elemento ha presentado una dualidad en el pasar del tiempo y radica en el hecho de
que la ecuacién ha tenido varias formas de verse, en algunas ocasiones es una herramienta
con multiples aplicaciones y en otras, es un objeto de estudio sobre él cual se construyen
teorias. Para indagar y profundizar en esta dualidad, se ha escogido la perspectiva histérica
como recurso importante para su estudio, sin embargo por la amplitud de esta, se tomara
un problema histérico particular que ha estado durante el pasar de los siglos y en el cual

las ecuaciones han tenido un papel importante: el posicionamiento global.

En el capitulo 1 se presentan los hallazgos encontrados luego de la revision en el marco
historico, al final del cual se realiza una seleccibn de momentos que sirven de referencia

para el problema en cuestion.

En el capitulo 2 se presenta la postura adoptada por los autores sobre que se entendera
por herramienta y por objeto de estudio. Luego en el capitulo 3 se profundizara en la

matematica de los momentos seleccionados previamente en el primer capitulo.

Con estos elementos en el capitulo 4 se analizara si la ecuacion se presenta como objeto
de estudio o como herramienta en los momentos méas relevantes del problema y se

presentan las conclusiones del estudio.



4. HISTORIA DEL POSICIONAMIENTO

Desde la antigiiedad el hombre ha sentido curiosidad de conocer y explorar su entorno, lo
gue llevé en algin momento a tener la necesidad de desplazarse en distancias cada vez
mayores. Una vez se inicia un desplazamiento es importante reconocer un ruta 0 un camino
para luego poder regresar al punto de partida, pero esto puede generar diversos

inconvenientes.

El caso que pondria menores obstaculos es tal vez cuando el desplazamiento se realiza de
manera terrestre en lugares donde haya referencias claras e invariables como arboles,
montafias, rocas o formaciones terrestres con formas particulares de manera que a través
de ellas se defina un mapa? con el cual se puede luego de recorrer cierta distancia retornar
al punto de origen. Ahora bien, existen multiples terrenos como bosques, desiertos, llanuras

donde es dificil definir las referencias.

Una vez superada la etapa nbmada, si se piensa en desplazamientos acuaticos, primero se
tendria que resolver el reto de construir un medio transporte maritimo para poder
desplazarse en largas distancias, al conseguir esto ocurriria un caso similar al de un
desierto, pues al salir a altamar y perder de vista la orilla se vuelve complejo definir
referencias y conseguir determinar un rumbo; una solucion seria realizar los

desplazamientos sin perder de vista la orilla, en cuyo caso la navegacién seria muy limitada.

Por otro lado, aunque en la antigiiedad no existia la posibilidad de desplazamientos aéreos,
alli el problema seria ain mas complejo, puesto que en el aire a gran altura también se

pierden las referencias.

A lo largo de los siglos los pueblos iniciaron a desplazarse y ademas la simple curiosidad
por explicar el mundo llevé al desarrollo de conocimientos y técnicas que resultaron utiles

para poder resolver el problema del posicionamiento global.

Este problema requeria poder encontrar alguna referencia que presentara alguna
regularidad y que pudiera encontrarse con frecuencia o sin tanta dificultad y a lo largo de

los siglos se vio en los astros del cielo la solucién. Es asi como desde la antigliedad se

! Representacion geografica de la Tierra, o de parte de ella, sobre una superficie plana, de acuerdo con una
escala.



desarrollaron principios de observacion del cielo tratando de captar los tiempos y las
posiciones de los astros para determinar una ubicacion respecto a esa referencia. Esta
solucién también presentaba retos, puesto que en condiciones climaticas desfavorables no
es posible observar los astros, ademas las estrellas pueden observarse generalmente en
la noche, sin embargo el desarrollo de la astronomia fue impulsando la creacion de
tecnologias y conocimientos que permitieran observar y tomar medidas de los astros para
captar las regularidades.

4.1. GRECIA ANTIGUA

En Grecia comenz6 a desarrollarse lo que ahora conocemos como astronomia occidental.
Alli en principio se buscaba dar una guia para los agricultores, lo que llevd a trabajar
intensamente en el disefio de un calendario que fuera util. Sin embargo el conocimiento
avanzé mas, por ejemplo la Odisea de Homero ya menciona constelaciones como la Osa

Mayor y Orién, y describe como las estrellas pueden servir de guia en la navegacion.

Las aportaciones cientificas griegas mas importantes se asocian con los nombres de los
filésofos Tales de Mileto y Pitagoras, pero no se conserva ninguno de sus escritos. Se sabe
que Tales fue el primero en plantear la idea de que la tierra es una esfera (que
posteriormente es apoyada por Pitagoras y Aristoteles). Por otro lado, el primero en medir
el meridiano terrestre fue Eratéstenes de Cirene quien comparo la inclinacién de los rayos
solares en Alejandria y Siena durante el solsticio de verano, llegando a un valor de 39500
km (valor muy aproximado al valor real de 40000 km). Sin embargo, Posidonio de Rodas
creyO encontrar un error en el calculo de Eratéstenes y encontrd otro valor de 28400 km
gue paso a los geografos, llevando a varios errores a la cartografia de la época. Por ultimo,
también hay que destacar que Hiparco de Rodas fue el que llevo el sistema Sexagesimal
(implementado por los babilonios), y trabajé con él desarrollando un gran catalogo de

estrellas, que fue fundamental para la navegacion marina.

Posteriormente, aparece un libro que revoluciona la navegacion maritima y la cartografia,
llamado Syntaxis Mathematica (Almagesto), cuyo autor fue Ptolomeo. Este autor fue

Astronomo, matematico y geégrafo. Es muy poca la informacién sobre la vida de €l que ha



llegado hasta nuestro tiempo. No se sabe con exactitud dénde nacid, aunque se supone
gue fue en Egipto, ni tampoco dénde fallecio.

Su actividad se enmarca entre las fechas de su primera observacion, cuya realizacion
asigno al undécimo afio del reinado de Adriano (127 d.C.), y de la tltima, fechada en el 141
d.C. En su catélogo de estrellas, adopt6 el primer afio del reinado de Antonino Pio (138
a.C.) como fecha de referencia para las coordenadas.

Ptolomeo fue el dltimo gran representante de la astronomia griega y, segun la tradicion,
desarrollé su actividad de observador en el templo de Serapis en Canopus, cerca de
Alejandria. Su obra principal y mas famosa, influy6 en la astronomia arabe y europea hasta

el Renacimiento.

Utilizando los datos recogidos por sus predecesores, especialmente por Hiparco, Ptolomeo
construy6 un sistema del mundo que representaba con un grado de precision satisfactoria
los movimientos aparentes del Sol, la Luna y los cinco planetas entonces conocidos,
mediante recursos geométricos y calculisticos de considerable complejidad; se trata de un
sistema geocéntrico segun el cual la Tierra se encuentra inmévil en el centro del universo,
mientras que en torno a ella giran, en orden creciente de distancia, la Luna, Mercurio,

Venus, el Sol, Marte, Japiter y Saturno.

El sistema de Ptolomeo proporcionéd una interpretacion cinematica de los movimientos
planetarios que encajé bien con los principios de la cosmologia aristotélica, y se mantuvo
como unico modelo del mundo hasta el Renacimiento, aun cuando la mayor precision
alcanzada en las observaciones astronémicas a finales del periodo medieval hizo necesaria
la introduccion de decenas de nuevos epiciclos, con lo cual resulté un sistema

excesivamente complicado y farragoso.

En la Syntaxis Mathematica se deja claro que la tierra es el centro del universo (teoria
geocéntrica), y se logra determinar el Ecuador terrestre a partir del movimiento de los
cuerpos celestes que cruzaban aquella linea imaginaria exactamente por su cenit a 90E de

altura. Lo anterior, permitié a Ptolomeo plantear las siguientes premisas:

La elevacion del polo celeste sobre el horizonte corresponde a la latitud del lugar del

observador



La declinacion del cenit? del observador sefiala la latitud en el momento en que un astro

cruza su meridiano

llustracién 1. Cuadrante de Ptolomeo

(Obtenida el 18 de Octubre, 2014, de:
fglorente.org/libros/compendio%20primero%205.pdf)

Para ese fin, Ptolomeo idealiza y construye algunos instrumentos como el cuadrante, que
es un instrumento que tiene la forma de un cuarto de circulo que esta graduado de 0° a 90°,
cuyo objetivo es medir angulos verticales. En sus comienzos, era un instrumento de
grandes dimensiones, después los éarabes lo volvieron portatil. Ademas, no tenia
graduaciones sino que cada lugar en el que se hubiera utlizado tenia “una marca”
determinada. El instrumento tenia dos pinulas en uno de los radios para visualizar el astro
y del centro colgaba una cuerda con un plomo para marcar la vertical. Para tomar medidas,
se colgaba el instrumento de la anilla, se dirigia la visual al astro, con ayuda de las pinulas,
y una vez conseguida se sujetaba el hilo de la plomada al limbo. Finalmente se tomaba la

lectura.

Otro de sus instrumentos llamado astrolabio (que traduce buscador de estrellas) es un

circulo de bronce o latén, atravesado por cuatro radios situados a 90° uno del otro formando

2 E|l cénit es el punto de la esfera celeste situado en la vertical, sobre la posicidn del navegante. La recta que
une el cénit al centro de la Tierra toca la superficie terrestre en la posicién del navegante, que es la posicidn
que pretendemos determinar.



dos diametros ortogonales. Se fabricaba de ese material para que amortiguara la oscilacion
debida al viento y favorecia la verticalidad. El didmetro vertical representa la linea zénit-
Nadir, y el horizontal la linea del horizonte. En esta misma linea esta situado el grado O,
correspondiendo el grado 90 al zénit.

Para calcular la latitud utilizando el astrolabio, hay que tener en cuenta los siguientes
parametros:

Calculo de la latitud durante el dia: el observador se debia levantar pocos minutos antes de
que saliera el sol, y debia tomar una primera medida en grados de una de las estrellas,
respecto al horizonte. Al medio dia, se debia tomar otra medida justo en el cenit. Finalmente

se restaban las dos mediciones y ese valor daba la latitud de la persona.

Calculo de la latitud durante la noche: se debe buscar la estrella polar (si la ubicacién es en
el hemisferio norte) o la prolongacion del brazo mayor de la constelacion de la cruz del sur
(si la ubicacion es en el hemisferio sur). Posteriormente, se calculaba el angulo de dichas
estrellas respecto al horizonte. A este valor se le restaba 90, obteniéndose asi el valor de

la latitud.

llustracion 2. Astrolabio de Ptolomeo

(Obtenida el 18 de Octubre, 2014, de:
fglorente.org/libros/compendio%20primero%205.pdf)



En sintesis, podria decirse que en Grecia se sentaron las bases para dar solucién al
problema del posicionamiento global, puesto que sus desarrollos en la astronomia fueran
claves para determinar una ubicaciébn tomando como referencia la observacion

astronémica.

4.2. MUNDO ARABE

Los arabes fueron quienes después de la decadencia de los estudios Griegos y la entrada
de occidente en una fase de oscurantismo durante los siglos X a XV, continuaron con las
investigaciones en astronomia, no buscaban directamente trabajar el problema del
posicionamiento, pero sus desarrollos astronémicos y la conservacion de la tradicion griega

fue clave para los avances que se darian en Europa posteriormente.

A partir del afio 632, el pueblo habitante de la peninsula Arabiga se extiende a Siria, Persia
y Egipto. Durante 500 afios los &rabes serian el pueblo mas rico y poderoso del mundo
conocido. Mientras que la Europa occidental del Siglo VII d.C. conoce y acepta solamente
el sistema de Tolomeo y la filosofia aristotélica, junto con el manejo de un sistema de
numeracioén inadecuado, el mundo arabe, se hace depositario de las culturas persa, griega
y bizantina, ademas, no adopta el sistema aristotélico, no combate ninguna teoria sobre el

mundo y conserva la tradicion cientifica y el espiritu de los griegos.

El desarrollo de la ciencia arabe inicia hacia el 760 d.C. bajo el impulso del Califa al-Mansur
quien es responsable de la traduccidn al arabe de numerosas obras de astronomia hindles,
persas y griegas. Luego bajo el mando del Califa al-Mamun (786-833) se alcanzaria el
méximo esplendor, se contindan las traducciones y se funda la “Casa de la Sabiduria”,
donde se retnen numerosos cientificos. Cabe destacar que en ese reinado se construye
un observatorio en Bagdad y Damasco, y que se traduce la “Syntaxis Mathematica” de

Tolomeo bajo el nombre de Al-Magesto.

El imperio arabe creo una comunidad desde Espafia hasta Asia central y llevaron a todas
las tierras conquistadas una astronomia popular arabe que era una mezcla de la hindd,

persa y griega, que se unificaba con la local de cada lugar de conquista. Hasta el siglo X,



esta astronomia no adquirié unas caracteristicas propias, pero a partir de entonces y hasta

el siglo XV, los expertos musulmanes fueron inigualables en sus conocimientos.

Todo este conocimiento quedo recopilado en documentos en los que se podia encontrar:
trigonometria; astronomia esférica; ecuaciones solares, lunares y planetarias; posiciones
planetarias; paralajes; visibilidad solar y planetaria; geografia matematica (lista de ciudades
con sus coordenadas geogréficas correspondientes), con lo que se determina la direccion
de la Meca; uranometria (tablas de estrella fijas con sus coordenadas), y, no en menor

proporcion, astrologia matematica.

Aunque la religién no fue la Unica fuerza impulsora que promovié el crecimiento de la
astronomia en el mundo islamico, se necesitaba resolver de algiin modo el problema de
orientar exactamente hacia la Meca todas sus estructuras sagradas, asi como a las
personas que realizaban los cultos diarios. La cartografia de los cielos surgié de esta
necesidad de fijar las coordenadas de los lugares santos y la direccién correcta (la gibla)
hacia la kaaba, el altar de la Meca hacia el cual se vuelven los musulmanes cinco veces al

dia para rezar sus oraciones.

Para el siglo Xl, los astronomos ya utilizaban instrumentos de célculo trigonométrico y de
otros tipos para determinar la gibla a partir de coordenadas geogréficas. Este problema se
convirti6 en un trabajo de trigonometria esférica utilizando el cenit de la localidad en
cuestion. En el tratado de geografia mateméatica de al-Biruni, por ejemplo, el objetivo era

determinar la gibla correspondiente a Ghazni, Afganistan.

Al —Biruni nacio el 15 de septiembre de 973 en la actual Uzbekistan. Su contribucion mas
importante fueron sus agudas observaciones de los fendbmenos naturales mas que sus
teorias. En algunas ocasiones se le llamé 'el maestro', y se convirtié en uno de los cientificos

mas destacados de la civilizacion islamica de su tiempo.

Sus documentos muestran que escribié 113 obras, pero se han perdido la mayor parte. Los
temas que tratd incluyen astronomia, astrologia, cronologia, geografia, mateméticas,
mecénica, medicina, farmacologia, meteorologia, mineralogia, historia, religion, filosofia,

literatura y magia.

Entre las obras méas importantes de Al-Biruni esta Canon, su estudio mas amplio sobre
astronomia; Densities, que registra la densidad de diversos metales, liquidos y gemas;

Astrolabe (Astrolabio) una de las descripciones mas valiosas de este instrumento, e Historia
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de la India, su obra més conocida, en la que utiliza sus conocimientos del sanscrito para
describir las costumbres, lengua, ciencia y geografia de la India. Al-Biruni fallecié en Gazni
(Afganistan), el 13 de diciembre de 1048.

Al igual que Al-Biruni hubo otros grandes cientificos arabes que hicieron grandes aportes al
problema del posicionamiento, por ejemplo, Al-Farghani que naci6 en Farghana,
Transoxiana, fue uno de los astrénomos méas importantes al servicio de al-Mamun y sus
sucesores. Escribi6 "Elementos de Astronomia" (Kitab fi al-Harakat al-Samawiya wa
Jawami lIm al-Nujum, el libro del movimiento celeste y de la ciencia de las estrellas), el cual
fue traducido al latin en el siglo Xll, ejerciendo una gran influencia sobre algunos
astronomos europeos. Acepté la teoria de Ptolomeo, determiné el diametro de la Tierra y
de los planetas y dejo escritos sobre la construccion de relojes solares. El Jawami, 0 "Los
Elementos " como también se le conoce, fue la obra de al- Farghani mejor conocida y con
posteriores influencias. Su impacto en la Europa medieval es clara si se tiene en cuenta la
cantidad de manuscritos latinos aparecidos en las bibliotecas europeas. Esto hizo que se
extendieran las ideas astronémicas de Ptolomeo, por lo menos hasta la llegada de la Sphere

de Sacrobosco.

Otro de los cientificos arabes que vale la pena destacar es Omar Khayyam, quien fue poeta,
matematico y astronomo persa. Se educd en las ciencias en su nativa Nishapur y en Balkh.
Posteriormente se instald6 en Samarcanda, donde completé un importante tratado de
algebra. Bajo los auspicios del sultan de Seljug, Malik-Shah, realizé observaciones
astrondmicas para la reforma del calendario, ademas de dirigir la construccion del
observatorio de la ciudad de Isfahan. De nuevo en Nishapur, tras peregrinar a la Meca, se
dedic6é a la ensefianza y a la astrologia. La fama de Khayyam en Occidente se debe
fundamentalmente a una coleccion de cuartetos, los Rubaiyat, cuya autoria se le atribuye y

gue fueron versionados en 1859 por el poeta britdnico Edward Fitzgerald.

Si en Occidente Omar Khayyam tan solo es conocido como poeta, Oriente, en cambio, lo
conocié casi exclusivamente durante toda la Edad Media como astrénomo, matematico y
filosofo; en el ambito de las mateméticas estudio las ecuaciones cubicas proporcionando
una solucién geométrica para algunas de ellas, e intento clasificar ecuaciones de diversos
grados segun el nimero de términos que aquéllas contuvieran. Sélo a partir de mediados

del siglo XIX, desde que la traduccién de Edward Fitzgerald de los Rubaiyat dio celebridad

11



a su nombre en Europa y en América, empez6 también a ser estudiado y admirado como

poeta por el Oriente persa y arabe.

Junto a estos cientificos también se desarrollaron instrumentos propios de los &rabes como
el Kamal hacia el siglo VII, este consistia en un pequefio rectdngulo de madera que tenia
un hueco cerca de sus aristas del que pendian uno o varios cordones con nudos. Cada uno
de los nudos, correspondia a uno de los puertos en el que el barco habia atracado. En la
época, llego a convertirse en una sofisticada carta de navegacion. El instrumento se
operaba observando la altura de una o varias estrellas (entre las cuales se tenia en cuenta
la polar), haciendo coincidir con el horizonte la arista inferior de la tabla, por cuyo centro se
pasaba la cuerda de nudos y la arista superior con la enfilada que se tratara. Finalmente se

tensaba la cuerda con la boca y se practicaba un nudo justo en el punto de sujecién.

@ Al horizonte

llustracion 3. Kamal

(Obtenida el 18 de Octubre, 2014, de:
fglorente.org/libros/compendio%20primero%205.pdf)

Otro de los instrumentos que utilizaron fue la Brujula hacia el Siglo X d.C. A pesar que no
se conoce con certeza quien la inventd, ni en qué lugar, lo que si se puede afirmar es que
fueron los arabes los primeros en usarla, aproximadamente en el siglo X. Consistia en una
lamina de hierro, una aguja magnetizada por una piedra con esas propiedades y colocada
sobre un trozo de madera. Posteriormente se colocaba sobre un recipiente con agua y al

flotar libremente, la aguja sefialaba el norte magnético.
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llustracion 4. Brujula
(Obtenida el 18 de Octubre, 2014, de:
fglorente.org/libros/compendio%20primero%205.pdf)

4.3. ERA DE LOS GRANDES NAVEGANTES SIGLOS XV = XVIII

Gracias a los pueblos &rabes los conocimientos astronémicos y matematicos desarrollados
por los griegos, hindues, persas y por ellos mismos llegaron a Europa. En la peninsula
ibérica donde se establecieron los arabes, se crearon centros de desarrollo de la ciencia
donde se daba un intercambio cultural y cientifico. En estos lugares comenzaron a llegar
personas de distintos sitios de Europa y permitié gracias a traducciones del arabe al latin,

gue estos conocimientos fueran difundidos y aceptados en el viejo continente.

Desde mediados del siglo XV surgi6 la necesidad de encontrar una ruta hacia el este para
comerciar con India pero que evitara la regién de Persia. Habian dos posibilidades: la
primera era navegar alrededor de la costa sur de Africa y la segunda era navegar hacia
oeste bajo el supuesto que la tierra es una esfera. Los portugueses escogieron la primera

solucion (dirigido por Henry el navegante) en 1487, seguido a esta primera expedicion,
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Vasco da Gama logro llegar a India por la ruta mencionada en 1498. Los espafioles
escogieron la segunda ruta, yendo directo hacia el occidente cruzando el Océano Atlantico.
La verdadera ruta hacia India por el oeste fue descubierta cuando Magallan encontré el
camino a través del estrecho de Magallanes en 1520.

En el siglo XV, durante el renacimiento, también se comenzaron a dar importantes aportes
a la astronomia, como traducciones al latin de los textos arabes y griegos, junto a huevos
desarrollos en la trigonometria, en especial a la trigonometria esférica. Uno de los grandes
matematicos y astrénomos de este siglo fue Johann Muller de Kdnigsberg, mas conocido
como Regiomontano. Entre sus obras mas importantes se destaca De triangulis omnimodis
(1464), donde expone el teorema de los senos para todo triangulo esférico, que permite
relacionar las magnitudes angulares, lo cual fue clave para corregir la altura meridiana del
Sol mediante observacién directa con el astrolabio, estas correcciones se recogieron en
rudimentarias tablas de la declinacién solar para todos los dias de un afio, asi como el lugar
del sol. Otro de sus importantes escritos fueron sus Ephemerides (1474), donde dejo bases
para el calculo de la longitud observando los movimientos de la luna, ademas de tablas de
correccion para la lectura. Se dice que Cristébal Col6n contaba con las cartas de
navegacion de Regiomontano durante su segundo viaje a América. Lamentablemente
Regiomontano falleci6 muy joven porque se le considera el padre de la trigonometria

moderna.

Con estos conocimientos comenzaron a aparecer libros y compendios para facilitar la
navegacion, entre ellos se destaca Regimiento do estrolabio e do quadrante (1509), primera
guia nautica y antecesor de nuestros almanaques nauticos y manuales de navegacion,
Regimiento de Navegacion (Sevilla, 1563), escrito por Pedro de Medina y Breve compendio
de la spheray de la arte de navegar (Sevilla, 1551) escrito por Martin Cortés.

A pesar de contar con nuevas y mejores formas de determinar la latitud se tenia el problema
de encontrar una representacion plana de la superficie terrestre que tuviera en cuenta la
globosidad de la tierra y que fuera util para la navegacion. Martin Cortes en su texto se
guejaba las cartas planas que se tenia que al no ser globosas no tienen en cuenta la
convergencia de los meridianos segun nos acercamos a los Polo. Por ejemplo, si se parte
de dos puntos situados sobre una horizontal separados 60 leguas, y se desplaza hacia

cualquiera de los polos siguiendo el meridiano que pasa por cada punto, cuando se hallan
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separado 60° de la horizontal, la distancia entre los meridianos se habra reducido a 30

leguas.

A B'= A B cos 60°

AlS

60 leguas B

__/-'/

llustracion 5. Convergencia de meridianos
(Tomada de (Garcia Cruz, 2008))

Esta relacion la expresa correctamente Edward Wright en su célebre obra Certaine errors
in navigation..., publicada a finales del siglo XVI, en 1599, y que supone la primera solucion
matematica al trazado de la carta nautica, solucion que a partir de entonces, se conocera
como proyeccién Mercator-Wright. La primera imagen de esta proyeccion habia aparecido
en un pequeiio mapa de Europa trazado para la cubierta de un reloj de sol por Erhardt
Etzlaub (1460-1532) de Nuremberg entre 1511 y 1513. Sin embargo, fue Gerard Mercator
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(1512-1594) quién primero la dio a conocer para propdésitos nauticos en su célebre Das
Weld Caerte (1569).

Gerhard Kremer, mas conocido como Mercator, nacié en Rupelmonde en 1512. Curso
estudios en Lovaina donde fue alumno del astrbnomo y cartografo Frisius. En 1537 elaboro
el mapa de Tierra Santa y, posteriormente, realizd su primer mapamundi. En 1552 se
establecié en Duisburg, donde trabajé en la construccion de la proyeccion que lleva su
nombre. Este fue su principal aporte cientifico. Dicha proyeccion cilindrica servia para
representar la superficie terrestre en dos dimensiones, eliminando las distorsiones
generadas por la curvatura de la tierra. Sin embargo, su uso por parte de los navegantes
se impuso hacia el siglo XVII.
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llustracién 6. Proyeccion de Mercator

(Obtenida el 18 de Octubre, 2014, de:

http://ingecivilcusco.blogspot.com/2009/09/sistema-de-coordenadas-universal.html)

Con todos estos avances, espafioles y portugueses decidieron compartir el mundo gracia
a su superioridad maritima. Ambos, comenzaron a abrir escuelas de formacion maritima
como la Escuela sagres en Portugal el Colegio de Sevilla en Espafia. Para repartir el mundo
realizaron tratos como el de Tordesillas (1494) y Saragosa (1529), pero las conquistas

realizadas no podian ser verificadas de manera precisa por la poca precision de sus
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técnicas de posicionamiento, teniendo en cuenta que solo la latitud de un lugar podia ser
determinada, mientras que para la longitud, no habia técnicas probadas disponibles. Asi
gue los limites territoriales eran definidos con la ayuda marcas terrestres notorias (rios,
montafias, etc.), pero esta no era una solucion simple para paises ubicado a diez mil millas

de distancia.

En cuanto a la determinacién de la latitud, las tablas desarrolladas gracias a los avances
matematicos de Regiomontano fueron de gran ayuda, sin embargo también se mejoraron y
crearon instrumentos de medicién. Por ejemplo en el siglo XVI d.C. John Davis creo el
cuadrante que consiste en un eje central que tiene dos arcos de circunferencia uno en cada
lado. El mas pequefio esta graduado de 0° a 65° con divisiones de 1° que ademas tiene
una pinula movil. El otro, tiene una graduaciéon desde 0° hasta 30°, con las mismas
divisiones del otro y con otra pinula, pero con una escala transversal que permite apreciar
hasta un minuto de arco. Otra de las creaciones fue el octante Hadley en el siglo XVII d.C.
basado en un modelo Hooke e Isaac Newton. Se le conoce como octante, ya que
inicialmente el arco de limbo era de un 1/8 de circunferencia, es decir 45°. Consta de un
brazo mévil (lamado alidada), Un arco semicircular que sirve de limbo, dos espejos (uno
pequefio que la mitad esta cubierto de plata y la otra es transparente, y otro grande que
esta sobre la alidada), y un visor. Ya para el siglo XVII se creé6 el sextante gracias a John
Bird, este es un instrumento muy similar conceptualmente al octante pero con una distinta
graduacion, ya que presenta un arco de limbo de 60°, lo que hace que pueda medir angulos
de hasta 60°). Dispone de un espejo moévil con una aguja que sefala en la escala el angulo
medido; un espejo fijo, que en parte permite ver a través de él; y un pequefio tubo hueco, a

veces con lentes a modo de catalejo.

espejo
grande

limbo de 45"

llustracion 7. Instrumentos para medir la latitud
(Obtenida el 18 de Octubre, 2014, de:
fglorente.org/libros/compendio%20primero%205.pdf)
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Por otro lado la determinacién de la longitud veria su solucion hasta el siglo XVIII, a pesar
gue reyes colocaron grandes recompensas para cualquiera que la lograra determinar con
precision en altamar. Medir la longitud significa establecer la ubicacion exacta de un barco
en el sentido este-oeste, y la solucion termind en poder medir tiempo, pues este es ayuda
en la determinacion de los meridianos de longitud. Asi, para averiguar la longitud en el mar,
hay que saber qué hora es en el barco y también en el puerto base u otro lugar de longitud
conocido en ese mismo momento. Los dos tiempos reales, permiten que el navegante

convierta las diferencias horarias en separacién geografica.

Gracias a los descubrimientos astronémicos y cosmogréficos se determiné el giro de la
tierra sobre su eje en exactamente 24 horas. Por la conformacién esférica de la tierra en el
Ecuador (360°), se lleg6 al resultado que la movilizacién terrestre en torno al sol, 15°
corresponderia a una hora de diferencia en latitud ecuatorial en el sentido E- W. Esos 15°
corresponden a una distancia recorrida. En el Ecuador, donde es mayor el perimetro de la
tierra, los 15° abarcan mil millas. Sin embargo, al norte o al sur de esta linea disminuye el
valor de cada grado. Un grado de longitud equivale a cuatro minutos de tiempo en todo el
mundo, pero decrece en términos de distancia pasando de 68 millas en el Ecuador a

practicamente O en los polos.

El gran problema de antafio, era la determinacion exacta de la hora del lugar, para con ese
dato poder calcular la anhelada longitud. Establecer la longitud en la tierra no revestia mayor
complicacion. Sin embargo, diversas circunstancias de indole mecanico ambiental
dificultaban la determinacién de la hora exacta en el mar. Siendo la relojeria de la época
(principalmente péndulos) la encargada de la resolucion de esta variable, sus partes
moéviles eran fuertemente afectadas por variaciones de presion y temperatura, balances y
cabeceos, anomalia que dilataba o contraia sus estructuras metéalicas; sumandose a esto,
la alteracién causada en los lubricantes usados en sus piezas, lo que finalmente arrojaba

desajustes horarios indeseables e imperfecciones en la obtencién de la longitud estimada.

Esta dificultad derivé en graves problemas en los levantamientos de cartas nauticas de la
época, donde hubo sendas disputas por espacios maritimos incorrectamente delimitados.
La busqueda de un reloj, que no fuera afectado por las fuerzas terrestres sobre una
plataforma flotante, duré cuatro siglos y obligé a generaciones de cientificos europeos a su

exploracion y experimentacion.
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Muchos de ellos hasta su muerte no vieron avances significativos, pero todos aportaron en
alcanzar incluso la solucién definitiva a fines del siglo dieciocho. Astronomos de gran
renombre como Galileo y Newton se enfrentaron a este desafio, requiriendo la ayuda de
astros y planetas, fundandose magnificos observatorios en Paris, Londres y Berlin. A
medida que pasaba el tiempo y se apreciaba que ningin medio daba resultado, las grandes
potencias maritimas con vocacion expansionista, Espafia, Inglaterra, los Paises Bajos e

Italia comenzaron a ofrecer suculentos premios en moneda oro a una solucion viable.

El relojero inglés John Harrison, genio de la mecanica y pionero de la ciencia inventd un
reloj que llevaba la hora exacta desde el puerto de origen hasta cualquier rincén del mundo.
Harrison construyé una serie de relojes practicamente exentos de friccion, que no
necesitaban lubricantes ni limpieza con materiales indemnes y unos elementos méviles
perfectamente equilibrados entre si, por mucho que se bamboleasen. Prescindié del
péndulo y combind diversos metales en la maquina, de modo que cuando una de las partes
se dilataba o se contraia con los cambios de temperatura, las demas contrarrestaban el
cambio, manteniendo la marcha constante del reloj. Tuvo que luchar mucho contra la elite
cientifica para que aprobaran sus logros para asi reclamar su recompensa la que finalmente
le fue concedida en 1773 por su reloj H4, tras 40 afios de revolucionarias ideas del tema.

Asi, un simple relojero les arrebato el premio a los sabios astronomos de la época.

llustracion 8. Reloj H4

(Obtenida el 18 de Octubre, 2014, de: http://www.relojes-especiales.com/foros/relojes-de-
bolsillo/fancy-dial-disfruten-339818/)
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Gracias a estos desarrollos para el siglo XVIIl ya era posible determinar la longitud y la
latitud de cualquier lugar y asi poder establecer la posicion de una persona.

4.4. ONDAS DE RADIO. SIGLO XIX

Un momento importante en el problema del posicionamiento global se da gracias a las
tecnologias basadas en ondas de radio. Para entender esto, es importante tener en cuenta
los trabajos de personajes como James Maxwell o Heinrich Herz, el primero desarrollé en
1864 las ecuaciones que gobiernan el comportamiento de las ondas y posteriormente en
1886, Herz con base en los desarrollos de Maxwell logré6 demostrar las leyes de reflexion
de las ondas electromagnéticas.

Herz también desarrollé un experimento donde logré6 emitir una onda y luego con un
receptor midid la cantidad de energia transmitida, a partir de alli, a pesar que el propio Herz
no pudo ver el fruto de su trabajo por fallecer joven, se abriria un sendero que conduciria a

la invencién de dispositivos que a partir de ondas transmitieran informacion.

En 1903, el investigador Aleman Christian Hulsmeyer fue capaz de detectar ondas de radio
luego que las emitiera en direccion de un buque esperando que se reflejara. En 1904,
Hulsmeyer patenté la idea y desarroll6 un equipo con la finalidad de ayudar a la navegacion
de los buques, pero su idea al ser presentada no causo gran entusiasmo porque solo tenia
una milla de alcance. Tuvieron que pasar 20 afios, hasta que el italiano Marconi retomara
estos analisis e hiciera notar que era posible que las ondas de radio focalizadas en un haz
pudieran ser reflejadas por un objeto y obtener informacion como la distancia a la que se
encuentra, aun en la noche o malas condiciones de tiempo. Sin embargo, estos desarrollos
tampoco fueron lo suficientemente convincentes como para llevarlos a aplicaciones

amplias.

Una de las tecnologias desarrolladas fue el radar, el cual se suscitd por la tension de la
guerra. Asi se iniciarian fuertes desarrollos de esta idea principalmente en EE.UU. e
Inglaterra. En principio ambas naciones iniciaron dichos desarrollos por separado y con

diferentes fines, pero luego por la visién de Winston Churchill se aprobaria el traspaso de
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tecnologia entre ambas naciones y se daria un trabajo conjunto que dio mayores alcances

a los avances.

Dentro de estos desarrollos se destaca el del ingeniero Sir Robert Wattson-Watt quien en
1935 logré la deteccidn de un avién a través de ondas de radio a una distancia de 15 millas
y unos meses después utilizando ondas de radio de 12 MHz detecté un bombardero a 40
millas de distancia. En ese momento se llamé al aparato RDF (Radio Detection Finding),
aunque algunos lo conocian como rayo de la muerte, fue afilos mas tarde que se le daria el

nombre actual de Radar (Radio Detection and Ranging).

En 1936 en EE.UU., luego del inicio de la navegacion aérea, los cientificos Page y Young
lograron detecciones aéreas de gran exactitud con un “radar” pulsado a una distancia de
10 millas usando ondas de 28,2 MHz, posteriormente aumentaron la duracién del pulso a 5
microsegundos logrando detecciones de 25 millas y debido al éxito en las pruebas se
concretaria en diciembre de ese afio la construccion del SCR-268, el primer radar de control

de tiro antiaéreo.

Para este momento se consolida la utilidad y complejidad del radar, viéndolo como un arma
silenciosa con gran potencial. El reto planteado en ese momento era el de tratar de reducir
el tamafo de las antenas, pues por las frecuencias utilizadas hasta el momento, el tamafio

de las misma era impractico.

Para septiembre de 1938 entraria en servicio una gran cadena de antenas de radio entre
22 y 28 MHz en la costa este y sur de la isla de Gran Bretafia. Este arreglo de antenas se
conoceria como “Chain Home” y fue el primer radar de vigilancia aérea de la historia, que
sirvio mucho a los ingleses en la “Batalla de Inglaterra”. De esta batalla se conocen las
memorias del general Aleman Adolf Galland que menciona la ventaja que daba a los
aviones ingleses el poder ser dirigidos segundo a segundo con las instrucciones de los

controladores.

Otro reto consistié en tratar de montar un radar a bordo de una aeronave, lo cual se logro
el 17 de agosto de 1937 en la nave AVRO K6260, a traves del cual se logro la deteccion de

portaaviones y cruceros de batalla.

Debido a las constantes guerras se crearon escuelas e institutos que estudiaban a fondo

los desarrollos de esta tecnologia. Entre las mas destacadas se encuentra el Laboratorio
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de Radiacion de Cambridge, dependiente del Instituto Tecnoldgico de Massachusetts (MIT)
el que con la cooperacion de la Armada y el Ejército creé la Escuela de Radar del MIT.

Con estas escuelas y otras en Alemania, Italia y otros paises, se desarrollaron mejores
versiones de radar, cambiando las frecuencias, los transmisores, los receptores y
buscando cada vez mejores alcances y mayor precision. Esto ademas genero la necesidad
de crear instrumentos que detectaran los radares como estrategia de defensa, lo cual llevo

al inicio de una guerra electrénica.

Cuando se finaliza la guerra, se detiene el desarrollo precipitado de los radares, lo que da
paso a avances en aplicaciones civiles y algunas militares pero todas bajo los mismo
principios. Por ejemplo, uno de esos avances fue el Sistema Loran, abreviatura de la

expresion long range navigation (navegacion de largo alcance)

Loran es uno de los muchos sistemas que permiten a los navegantes determinar la posicion
de su barco o avién, a partir de la diferencia de recepcion de las sefiales de radio
procedentes de dos emisores sincronizados distantes entre si. El sistema emisor loran se
compone de una estaciébn maestra y otra esclava. La maestra emite cada 0,05 segundos
una pequefia sefal, que es repetida por la esclava, controlada por radio desde la maestra,

0,001 segundos mas tarde.

Ambas sefiales se reciben en el barco o avion, se amplifican y se registran como pequefias
ondas sobre la pantalla de un tubo de rayos catédicos. Los circuitos del receptor estan
dispuestos de forma que la distancia entre las sefiales corresponda a la diferencia de
tiempos de llegada de las sefiales de ambas estaciones. El receptor posee ademas un
dispositivo temporizador electrénico que permite medir dicha diferencia en microsegundos
(millonésimas de segundo). Como las ondas de radio viajan a una velocidad constante de
300000 km por segundo, la ubicacién de todos los puntos en los que las sefiales de las dos
estaciones estan separadas un determinado intervalo de tiempo se puede representar
mediante una curva concreta que es una hipérbola, en cuyos focos se encuentran ambas
estaciones emisoras. El navegante dispone de un mapa con muchas de estas curvas,
denominadas curvas de posicion loran, y tras determinar la diferencia de tiempos, por
ejemplo, 3 microsegundos, sabe que la posicion de su nave se halla en algun punto de la
curva de 3 microsegundos del mapa. Sintonizando una pareja de emisores loran y

repitiendo este proceso, el navegante es capaz de detectar otra curva que represente la

22



posicion de la nave; la posicion real del aparato se halla en la interseccién de las dos curvas
loran. Loran posee un alcance util de unos 2,250 km por la noche y unos 1,200 km de dia.
Las sefiales se emiten generalmente en la banda de frecuencias de 1,8 a 2,0 MHz. Sirve
tanto para marcar y mantener un rumbo, como para fijar la posicion, y presenta la ventaja
de ser independiente de las condiciones meteoroldgicas. Su exactitud oscila entre unos
centenares de metros y unos pocos kildbmetros, dependiendo del equipo utilizado y de la

distancia entre la nave y la emisora.

\

Transmitting station #2
(slave)

Transmitting station #1
0 (master)

Transmitting station #3

/—o\ (slave)
NN

llustracién 9. Sistema Loran

(Tomado de: (Samama, 2008))
4.5. ERA SATELITAL
A principio de 1960 los departamentos de defensa, transporte y la agencia espacial
norteamericanas (DoD, DoT y NASA respectivamente) tomaron interés en desarrollar un

sistema para determinar la posicion basado en satélites, es decir aprovechando las ondas

de radio. El sistema debia cumplir los requisitos de globalidad, abarcando toda la superficie
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del globo, funcionando de manera continua sin que le afectaran las condiciones

atmosféricas y que fuera dindmico para posibilitar su uso en la aviacién con precision.

TRANSIT fue el primer sistema de satélites lanzado por Estado Unidos y probado por la
marina estadounidense en 1960, en el marco de la guerra fria. Solo cinco satélites orbitando
la Tierra permitian a los buques determinar su posicion en el mar una vez cada hora. El
sucesor de TRANSIT fue el satélite Timation en 1967, que demostré que los relojes
atdbmicos de alta precision podrian funcionar en el espacio. A partir de ese momento, el
GPS se desarrolld rapidamente para fines militares con un total de 11 satélites “Block I”
lanzados entre 1978 y 1985.

Sin embargo, fue el derribo de un avién de pasajeros coreano (vuelo 007) por parte de la
URSS en 1983 lo que llevo al Gobierno de Ronald Reagan en EE.UU. a establecer el GPS
para aplicaciones civiles de modo que los aviones, las embarcaciones y medios de
transporte de todo el mundo pudieran determinar su posicibn y evitar desviarse

involuntariamente y entrar en limites territoriales extranjeros.

El desastre del transbordador de la NASA SS Challenger en 1986 redujo la actualizacion
del sistema GPS hasta que en 1989 se lanzaron los primeros satélites Block II. En el verano
de 1993, EE.UU. lanz6 su 24 satélite Navstar a la o6rbita, que completé la moderna
constelacion de satélites GPS. Veintilin satélites de la constelacion estaban activos en todo
momento y los otros 3 eran de repuesto. La red de GPS actual cuenta con 30 satélites

activos.

4.6. CONCLUSION

La historia aca presentada es solo un fragmento de los momentos que tuvieron mas auge
y reconocimiento a nivel global, sin embargo es probable que hayan existido soluciones

particulares en otros lugares, pueblos y momentos que no aparezcan aca resefiados.

Por otro lado, en la historia presentada se evidencia una relacion estrecha entre la
matematica y las soluciones planteadas al problema del posicionamiento, puesto que en
cada una de ellas fue necesario el desarrollo de procedimientos numéricos para tomar

medidas y para su interpretacion, por ejemplo se reconoce un trabajo sobre semejanza de
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triangulos y relaciones de angulos respecto a rectas paralelas, ademas el uso de razones

trigonométricas donde se infiere el uso de ecuaciones, entre otros.

En general, aunque se resefiaron veintitrés siglos de historia aproximadamente, se pueden
reconocer dos momentos claves: el primero y mas extenso, tiene como esencia un trabajo
sobre angulos para la determinacién de la latitud, alli estarian los trabajos griegos, arabes
y renacentistas europeos; el segundo, tiene como esencia el aprovechar la generaciéon de
curvas (hipérbolas o circunferencias) o superficies (esferas, hiperboloides) respecto a
referencias fijas conocidas para aprovechar el corte de las mismas y asi establecer la

posicion de un individuo, en este se destaca el sistema Loran C y el GPS.

En cualquier caso se observa como en el desarrollo de la ciencia y mas particularmente la
matematica se desarrollaron diferentes y mas novedosas formas de establecer la posicion

de cualquier objeto, cada vez de manera mas exacta y utilizando diferentes tecnologias.
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5. OBJETO DE ESTUDIO Y HERRAMIENTA.

En este capitulo se presenta la postura asumida por los autores sobre lo que se considerara
una herramienta y un objeto de estudio, para lo cual se tomaron los trabajos de Chevallard
(1997) y Douady (1984), sin embargo no se hace una presentacion extensa de la discusion

generada puesto que no esta dentro del alcance del trabajo.

Desde la antigua Grecia se ha tratado de entender lo que es un objeto de estudio y una
herramienta. Evidencia de ello esta que en el libro “el érganon” de Aristoteles, no sélo se
pretendia organizar el mundo y la mente a través de la légica para evitar las contracciones
y las paradojas a las que se llegaba con el pensamiento, sino que por primera vez se
planteaba la cuestion de si la logica era el objeto de estudio de la filosofia (que en esa época
se creia que era la Unica rama de la misma), o0 si era una herramienta (que se debe
entender como una rama que sirve de instrumento para la filosofia). Desde entonces se ha

abierto la discusién sobre lo que es un objeto de estudio y una herramienta para la ciencia.

Los objetos de estudio son la base fundamental para las distintas ciencias. Se caracterizan
porque son susceptibles de ser profundizados permitiendo que no sélo se tenga un
concepto, sino que se llegue a clasificaciones o a ramas que subdividen al objeto. Por
ejemplo, se puede tener el caso en la geologia de las rocas que después de encontrar
similitudes y diferencias se clasificaron en igneas, metamérficas y sedimentarias, por lo que
las rocas son un objeto de estudio para la geologia. También, se puede encontrar que las
reacciones son un objeto para la quimica, ya que en su momento fueron estudiadas
encontrandose regularidades, lo que permitié que se pudieran caracterizar y clasificar, que

tuvieran su propia simbologia y que se pueda obtener su parte estequiométrica.

Las matematicas también tienen sus propios objetos de estudio que para Chevallard (1997)

deben tener las siguientes caracteristicas:

e Tener una definicion
e Tener unas propiedades

e Tener unas ocasiones de uso

Asi, se puede encontrar que por ejemplo las operaciones entre polinomios son un objeto de

estudio para las mateméticas ya que tienen su propia definicion, tienen sus propiedades
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(por ejemplo la manera de proceder con el grado cuando se suma y se multiplica), y tienen

Sus ocasiones de uso (cuando se va a factorizar).

Por otra parte, se pueden encontrar las herramientas que son conceptos u objetos que se
caracterizan por su capacidad de uso. Estas, pueden ser exclusivas de una ciencia o
pueden ser interdisciplinares. Por ejemplo, las matematicas pueden ser una herramienta
para la fisica, ya que le ayuda a modelar y a comprender muchos de los fenébmenos por los

que se cuestiona esta ciencia.

Dentro de las ciencias, se pueden encontrar distintos tipos de herramientas que se pueden

caracterizar segun su utilidad. Asi, se pueden clasificar en:

e Herramientas para calcular: son herramientas que pueden ser utilizadas para
calcular un valor desconocido. Se valen de elementos abstractos para realizarse,
por lo que las operaciones matematicas son necesarias para determinar un valor no
conocido. Por ejemplo, se puede tener que la trigonometria es un objeto que como
herramienta ayuda a determinar angulos o longitudes desconocidas.

e Herramientas para medir: son herramientas que pueden ser utilizadas para medir
una variable desconocida. Se valen de elementos concretos para realizar la medida,
gue ayudan a determinar el valor no conocido. Por ejemplo, un termémetro es una
herramienta que sirve para determinar la temperatura de un liquido.

¢ Herramientainterna: son herramientas que pueden ser utilizadas para comprender
y estudiar conceptos u objetos dentro de una ciencia. Por ejemplo, el lenguaje formal
ayuda a comprender y estudiar las estructuras algebraicas.

¢ Herramienta para modelar: son herramientas que pueden ser utilizadas para
modelar probleméticas presentes en una ciencia. Por ejemplo, las ecuaciones

ayudan a modelar los movimientos de la fisica.
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6. DESCRIPCION DE LAS ECUACIONES PRESENTES.

6.1. [EL CALCULO DE ERATOSTENES DEL PERIMETRO DE LA TIERRA

Un dia, estando en la biblioteca de Alejandria, Eratdéstenes encontré un informe de
observaciones sobre Siena en el que se decia que al mediodia del 21 de junio (durante el
solsticio de verano), los objetos no producian sombras y en el fondo de los pozos podia
verse la luz del sol (esto debido a que la ciudad esté sobre la linea del trépico de cancer).
La idea principal del trabajo de Eratéstenes fue que para dar una medida completa de la
circunferencia podia ir sumando pedazos de arco de circunferencia, que obtenia a partir de
medidas angulares®. Para comprender como procedio, se valié de tres hipétesis:

e Los rayos del sol llegan a la tierra de forma paralela: la ilustracién 10, permite
visualizar que en el punto 1 los rayos no se pueden considerar paralelos. Pero en el
punto 4, y en un punto mas alejado, se empieza a visualizar que los rayos se

aproximan cada vez mas a rectas paralelas.

I

llustracion 10. Paralelismo de los rayos del sol

(Tomado de (Deulofeu & Figueiras, 2002))

3 En aquella época los dngulos no se median en grados, sino en porciones de circunferencia.
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La sombra proyectada por un gnomon* en las dos ciudades: Eratéstenes
observé que durante la meridiana® del sol en Alejandria el gnomon proyectaba una
sombra, mientras que en Siena ya sabia que no se producia ninguna, en esa fecha.
A partir de este estudio, asumié que el gnomon estaba alineado con el radio de la
tierra.

Teniendo en cuenta la direccion del gnomon y el paralelismo de los rayos del sol,
aplico la siguiente propiedad geométrica: dos lineas paralelas cortadas por una recta
secante, proporcionan 4 angulos que son congruentes (ilustracién 11). De esta
manera, Eratéstenes encuentra un angulo en la superficie de la tierra, que puede

medir con ayuda de un gnomon y que le permite medir un angulo inaccesible en el

centro de la tierra. La medida que obtuvo fue de % partes de circunferencia.

llustracién 11. Angulos correspondientes en el célculo de Eratdstenes

(Tomado de (Deulofeu & Figueiras, 2002))

4 Era el instrumento astrondmico utilizado en la antigiiedad. Consistia en un palo vertical colocado sobre una
superficie plana, normalmente graduada para medir la longitud y la direccion de la sombra durante el dia.
> Momento del dia en el que un astro se encuentra en su punto mas alto.
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e Ladistancia entre Alejandriay Siena es de 5000 estadios: para determinar este
valor, Eratéstenes sabia que el rio Nilo atraviesa las dos ciudades, describiendo una
linea recta. Al tener este comportamiento (y sabiendo que la tierra era redonda®,
afirmo que las dos ciudades estaban en el mismo meridiano (en otras palabras, en
un mismo circulo méximo de polo a polo de la tierra), como se ilustra en la ilustracion
12.

llustraciéon 12. Meridiano del calculo de Eratéstenes

(Tomado de (Deulofeu & Figueiras, 2002))
Sabiendo todo lo anterior, pagd a unos comerciantes viajeros para que midieran la distancia
entre las dos ciudades’. El valor que obtuvieron fue de 5000 estadios®.

Con lo anterior, utilizé la siguiente relacion para calcular la circunferencia de la tierra:

Longitud del meridiano Medida angular de un meridiano

Longitud del arco Alejandria — Siena ~ medida angular del arco Alejandria — Siena

El primer término de la igualdad es un cociente de longitudes, del cual se quiere hallar el

numerador y se conoce el denominador: 5000 estadios.

6 Seriamente influenciado por Ptolomeo.

7 Se sabe por datos histéricos que en aquella época se solia utilizar partes del cuerpo para medir longitudes.
Por ejemplo, utilizaban los pies o el cubito. Para las medidas mas largas se valian de estiradores de cuerdas
que median 100 cubitos cada uno. Distancias mas largas, eran medidas en estadios que eran equivalentes a
12000 cubitos.

8 Hoy en dia se sabe que es equivalente aproximadamente a 157.5 metros.
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El segundo término de la igualdad es un cociente de medidas angulares. Como la medida
angular de un meridiano es la de una circunferencia completa, el numerador de este

segundo término es 1y el denominador es, de acuerdo con la medida de la sombra con el
1 . .
gnomon, — partes de la circunferencia completa.

Finalmente, realizo los siguientes calculos:

5000 x 1

e
50

Longitud de la circunferencia terrestre = 5000 x 50

Longitud de la circunferencia terrestre =

Longitud de la circunferencia terrestre = 250000 estadios

6.1.1. Ecuaciones presentes

Para realizar el calculo del perimetro de la tierra, Eratdstenes primero tuvo que realizar el
célculo del angulo que se generaba a partir de la sombra que se proyectaba y la longitud
del gnomon en la ciudad de Alejandria. Para realizarlo desprecio la curvatura de la tierra y,
como la longitud de la sombra que se generaba era tan corta en comparacion con el radio

de la tierra, asumio6 que era recta. (ilustracion 13).

Foxo on Slena

llustracién 13. Curvatura de la tierra en el calculo de Eratéstenes

(Obtenida el 18 de Octubre, 2014, de:
http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales_didacticos/homotecia_y_semeja

nza_aplicaciones_naji/semejanza6.html)
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Como se puede ver en la ilustracion 13, para determinar el &ngulo Eratéstenes tuvo que
formar un triangulo rectangulo entre la longitud del gnomon y la sombra que se proyectaba.
Para lograr determinar el angulo que separaba las dos ciudades, tuvo que utilizar las
razones trigonomeétricas y asi, obtener una ecuacién como la siguiente:

longitud de la sombra
tana =

longitud del gnomon
De la ecuacion, se sabe que la variable es a que es el valor desconocido. También es
importante tener en cuenta que los griegos contaban con tablas en las que se mostraban
los resultados a este tipo de ecuaciones. Se sabe que los célculos que hicieron para
construirlas fueron a partir del teorema de Pitagoras.
Por otra parte, y como se mostrd anteriormente, Eratdstenes tuvo en cuenta la
proporcionalidad existente entre las longitudes de arco del angulo que calculé, y la del arco

total de la tierra para plantear una ecuacién como la siguiente:

S_Bs-r

T Ot-r

En donde:

S = longitud del arco entre las dos ciudades

T= longitud del arco total de la tierra

Bs = angulo entre las dos ciudades

Bt = angulo total de la tierra

r = radio de la tierra

Como es evidente, el valor del radio de la tierra se cancela, por lo que la ecuacion que

resolvio Eratdstenes fue similar a la siguiente:

Os-S
ot
Es importante destacar que debido a que Eratéstenes asumié que se podia despreciar la

T =

curvatura de la tierra entre las dos ciudades, su célculo no fue exacto, lo que le gener6 un

pequefio error en su medicion.
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6.2. EL CALCULO DE LA LATITUD

Otro de los momentos que fue importante para solucionar el problema del posicionamiento
global fue el calculo de la latitud. Para determinarla fue necesaria la invencion del
astrolabio. Este instrumento permiti6é calcularla haciendo una sencilla medicién, teniendo
en cuenta la posicion de los astros como referencia. Lo que se mide con él, es el angulo de
altitud®, que es equivalente a la latitud del lugar, bajo unas condiciones. La ilustracién 14
permite ver mas claramente la relacion entre la medida de la altitud y la de la latitud.

Honzon

llustraciéon 14. Relacion de la altitud con la latitud

(Obtenida el 18 de Octubre, 2014, de: hitp://www.medciencia.com/del-astrolabio-al-gps-

historia-de-la-geolocalizacion-i/)

Para lograr determinar la latitud de un lugar, era fundamental saber en qué momento se
daba la meridiana del astro®°. Debido a que en la antigiiedad no se tenia relojes precisos,
no se sabia con exactitud cual era el momento exacto en el que se daba la meridiana del
astro. Los cuerpos celestes que se utilizaban eran, durante el dia el sol, y durante la noche,

dependiendo del hemisferio en donde se encontraran, la estrella polar (en el norte) o la

® Medida del dngulo al que se encuentra el cuerpo astrondmico respecto al horizonte.

10 Momento en que el astro estd en su punto més alto y que da le sensacién de estar estético por un lapso
de tiempo
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constelacion de la cruz del sur (en el sur). En las ilustraciones 15 y 16 se muestra la estrella

polar y la constelacién de la cruz del sur, respectivamente.

Estrolla Polar

+

Altara

Hovizonte

Eje torrestre

llustracion 15. Estrella polar llustracion 16. Constelacion de la cruz del sur
(Obtenida el 18 de Octubre, 2014, (Obtenida el 18 de Octubre, 2014, de:
de:(http://www.taringa.net/posts/iimag  http://elsextantedehevelius.blogspot.com/2010/
enes/3088227/Estrella-Polar.html) 09/breve-historia-de-la-cruz-del-sur.html)

Lo que se realizaba durante el dia, era estudiar el comportamiento de la sombra que
proyectaban los objetos con la luz del sol, y buscar el momento de la meridiana. Es en ese
momento, en el que se debia realizar la medicién de la latitud, porque asumian que el

cuerpo celeste estaba en el mismo meridiano del lugar.

Durante la noche, se hacia algo muy similar a lo que se hace en el dia. Se debia estudiar
el cielo, tratando de entender en qué momento la estrella referencia parecia no tener

movimiento, o en otras palabras, se buscaba la meridiana del astro.

6.2.1. Ecuaciones Presentes

Para calcular la latitud, se debe tomar como referencia el Ecuador terrestre que tiene 0°,
mientras que los polos tienen 90°. Asi, para calcularla en el hemisferio norte se debe utilizar

la siguiente ecuacion:
Latitud del lugar = 90° — h

En donde h es la medida angular de la altitud del astro utilizado para la medicion.

34


http://2.bp.blogspot.com/_dDbY591hBak/TIGorT7tYhI/AAAAAAAAAes/rjnuC45l9X4/s1600/Imagen+blog+048c.jpg

Por otra parte si la medida se da en el hemisferio sur, se utiliza la siguiente ecuacion:
Latitud del lugar = h — 90°

En donde cada una de las variables tiene el mismo significado que en la ecuacion del

hemisferio norte.

Uno de los problemas mas significativos que se tuvo es lo que pasaba si el astro no se
encontraba en la meridiana, debido a que en algunos lugares no era facil de determinar.
Para tener una medida mas precisa respecto a esto, los navegantes estaban atentos al
momento en el que el astro parecia no moverse y realizar varias mediciones.
Posteriormente las promediaban y se iban a las tablas (que llamaban efemérides) y
determinaban la latitud del lugar en el que se encontraban.

Teniendo ya claro que la latitud se media en angulos y las tablas que les permitia saber su
latitud, se empezaron a disefiar nuevos instrumentos para hacer mas preciso el calculo.
Asi, por ejemplo los arabes inventaron el kamal que para su comodidad, se valia de una
cuerda en la que los navegantes registraban con un nudo la latitud de un determinado lugar.
Este instrumento era simplemente una tabla en forma rectangular en la que sus vértices
permitian ver el horizonte y el astro en el momento de su meridiana. Su problema principal
radicaba en que muchas veces el horizonte no se podia ver claramente al ser tan rigido,
por lo que no siempre se determinaba correctamente la latitud. Ademas, era un instrumento

muy liviano por lo que se veia afectado por el viento.

Como el astrolabio y el kamal requerian que se observara directamente al sol cuando se
queria determinar la latitud durante el dia, muchos de los navegantes perdieron sus 0jos
por lo que fue necesario crear nuevos instrumentos. Es asi como nace la ballestilla y el
cuadrante de Davis que funcionan con la sombra y que al igual que los otros instrumentos
utilizaban la misma ecuacién para determinar la latitud. Su problema principal radicaba en
gue eran instrumentos de madera, por lo que se veian afectados por el viento y la marea

del mar.

Para hacer mucho mas preciso el célculo se crean el sextante y el octante. La diferencia
con los anteriores es que estos instrumentos utilizan espejos por lo que mientras se esta
viendo el horizonte, se va buscando el astro, lo que hace mas preciso el calculo. Por otra
parte, es un instrumento de materiales mas pesados lo que evita que el viento y la marea

en un barco dafen la medicion.
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Aun con la mejora de todos estos instrumentos, los navegantes muchas veces no
determinaban correctamente la latitud en la que se encontraba el barco, por lo que se hacia
evidente que en algo estaba fallando o el instrumento o la ecuacién. Asi, Regiomontano se
dio cuenta que la inclinacién de los rayos del sol variaban su inclinacion a lo largo del afio,
esto debido a la declinacién solar*. Por lo que agregé una nueva variable a la ecuacién de

la latitud:
En el hemisferio norte:

Latitud del lugar =90°—h + y
En el hemisferio sur:

Latitud del lugar = h +y — 90°
En donde y es el valor de declinacion del astro.

Para determinar la declinacién solar, Regiomontano estudi6 cuidadosamente el

comportamiento de los rayos del sol, llegando a la siguiente ecuacion:

<360 (N + 10))}
CoOs\—————

d = (—23.45) T

En donde:
d = declinacién solar.
N = nimero de dia del afio.

Asi, Regiomontano construy6 las tablas de declinacion solar cuyos valores iban de 23.45°
(durante el solsticio de verano) a —23.45° (durante el solsticio de invierno). Ademas, si la
medicion se realiza durante alguno de los equinoccios, la declinacion sera

aproximadamente de 0°.

6.3. SISTEMA LORAN-C

Con la aparicién de dispositivos emisores y receptores de ondas de radio se abrié paso a

nuevas aplicaciones, puesto que se hizo posible enviar y recibir informacién a largas

1 Es el dngulo formado entre los rayos de luz del sol y la linea del ecuador de la tierra.
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distancias, aun en condiciones climaticas desfavorables. Entre estas aplicaciones se

destacan aquellas que permiten determinar una posicion.

Para cualquier sistema de navegacion basado en ondas de radio, la comprensién de la
propagacion de las mismas en el medio es un aspecto fundamental en el problema de
obtener una determinacion exacta de la posicion (Referencia). Un problema que
encontraremos en las sefiales de radionavegacion viene dado por la presencia de caminos
directos de llegada de la sefal, denominado habitualmente multipath en inglés. Estos
caminos se presentan debido al fendmeno de reflexion de la sefial. Estas reflexiones
pueden ser especulares!?, cuando la superficie es muy lisa, o difusas si la superficie
reflectante es acusadamente rugosa en términos de la longitud de onda de la portadora de
la sefal. Las reflexiones especulares son las que causan el multipath por dos motivos: i)
conservan la coherencia (es decir, el comportamiento de su fase sigue siendo predecible)
tras la reflexidn, ii) la energia no se difunde en todas direcciones, perdiendo su intensidad
como en el caso difuso, sino que la trasmiten en una direccion privilegiada donde suficiente

energia es enviada de tal manera que se pueda confundir con la sefal directa.

La sefal en la antena receptora, tendra, por tanto, tres componentes: la sefial directa, las

reflexiones especulares y las reflexiones difusas, de muy baja intensidad estas ultimas.

El modelo sobre el cual se determina la posicion de un objeto es un sistema hiperbdlico.
Los sistemas tradicionales de este tipo se basan en la medida de la diferencia de tiempo
mediante la medida en la diferencia de fase de la sefial procedente de dos transmisores

diferentes.

El sistema LORAN (LOng RAnge Navigation) se concibié durante la Il Guerra Mundial. Se
denominoé originalmente LRN (Loomis Radio Navigation) en referencia al fisico Alfred Lee
Loomis, quien lo inventd. El sistema LORAN se encuentra aun en uso, en su version
LORAN-C. El primer sistema LORAN, tal y como lo concibié Loomis, es el denominado

ahora LORAN-A, que funcioné como un sistema de frecuencias medias entre los 1750y los

12 Reflexion especular: Ocurre cuando los rayos luminosos que caen en una superficie reflectora muy plana
son reflejados de modo que el dngulo incidente es igual al angulo reflejado.

Reflexion difusa: Ocurre cuando los rayos paralelos que caen en una superficie rugosa, reflejan los rayos
luminosos con angulos dispersos, de modo que no se puede observar una imagen en la superficie.
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1950 MHz. Hubo otros desarrollos del sistema, denominados LORAN-A, LORAN-B,
LORAN-D y LORAN-F, que no fueron mucho més alla del estado experimental.

El LORAN-C, que es el sistema hiperbdlico de interés, sigue en funcionamiento y tiene la
continuidad asegurada a corto y medio plazo por decision politica de los EEUU y de varios
gobiernos europeos. Es un sistema que todavia es Util por su grado de exactitud de 0.1 a
0.25 millas nauticas®®, por ser un sistema independiente que puede servir de back-up al
GPS y porque su sefal, mas fuerte que la del GPS, es mas dificil de oscurecer mediante
jamming®4.

La primera cadena del LORAN-C entré en fase operativa en la costa este de EEUU en 1958.
En la actualidad existen 28 cadenas funcionando en todo el mundo que proporcionan una
herramienta de navegacion para el trafico maritimo y también forma parte de las
operaciones de navegacion aérea de las Reglas de Vuelo Visual VFR (Visual Flight Rule) y
las Reglas de Vuelo Instrumental IFR (Instrument Flight Rule). Las cadenas constan de una
estacion principal (o master, M) mas dos, tres o cuatro estaciones secundarias (X, Y, Zy

W, también llamadas X-Ray, Yankee, Zulu y Whiskey, respectivamente).

La sefial de navegacion Loran es un tren de pulsos sobre una portadora senoidal®. Todos
los transmisores de la cadena operan en la misma frecuencia, evitandose la interferencia
mutua o el solapamiento en un receptor mediante la multiplexién*® en el tiempo. Primero
transmite la M (maestra), 9 pulsos en total, y a continuacion siguen las demas respetando
el orden alfabético, 8 pulsos cada una. A continuacién se repite el ciclo completo. El
intervalo entre un tren de pulsos de My el siguiente tren de pulsos de M se conoce como
Group Repetition Interval (GRI) y es Unico para cada cadena. El GRI identifica a la cadena
para cualquier receptor. El receptor calcula las diferencias de tiempo de llegada entre la

sefial de M y la sefal de cada secundaria. Esa diferencia de tiempos, determina el lugar

1313 milla ndutica es una unidad de longitud empleada en navegacién maritima y aérea. En la actualidad, la
definicién internacional, adoptada en 1929, es el valor convencional de 1852 m, que es aproximadamente la
longitud de un arco de 1' (un minuto de arco, la sesentava parte de un grado sexagesimal) de latitud terrestre.
14 El Jamming es la transmision de sefiales de radiocomunicacién de forma deliberada para perturbar la
transmision de otra seiial de radio.

15Es una onda, generalmente senoidal, modificada en alguno de sus parametros (amplitud, frecuencia o fase)
por una sefial de entrada denominada moduladora con el fin de transmitir una informacion. Esta onda
portadora es de una frecuencia mucho mas alta que la de la sefial.

18En telecomunicacién, la multiplexacién es la combinacidon de dos o més canales de informacién en un solo
medio de transmision usando un dispositivo llamado multiplexor.
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geométrico (una hipérbola) de los puntos con idéntica diferencia de tiempos respecto a las
posiciones de la M y su secundaria (Ver ilustracion 17). La posicién del receptor se
determina por interseccion de dos o mas hipérbolas.

llustracién 17. Sistema Loran-C

(Tomada de (PintoRogelio, 2007))

6.3.1. Ecuaciones Presentes

Como se ha observado, el modelo del sistema LORAN se describe mediante el lugar
geométrico de diferencia de distancia constante a dos puntos dados, mas conocido como
hipérbola. El estudio de este tipo de las conicas se ha dado desde el siglo Il a.C.

Distintos puntos de vista pueden considerarse para proporcionar un definicion de las
conicas, desde la clasico donde una cénica es la seccién obtenida al cortar un cono por un
plano, hasta la analitica donde una conica es el lugar geométrico de los puntos que verifican
una determinada relacion de distancias. Estas definiciones permiten adelantar algunas
propiedades que seran de utilidad en las aplicaciones.

En el caso del punto de vista analitico, una conica puede ser descrita mediante los focos.
Por ejemplo, una elipse es el conjunto de puntos cuya suma de distancias a otros dos
puntos fijos, llamados focos es constante.
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ELIPSE = {P € R? : d(P,F) + d(P,F') = 2a}

Una hipérbola es el conjunto de puntos cuya diferencia de distancias a otros dos puntos

fijos es constante.

HIPERBOLA = {P € R?:|d(P,F) — d(P,F")| = 2a}

Resumiendo lo anterior, la forma implicita de la hipérbola como su forma paramétrica es:

Ecuacion implicita: v 1
“a? b2

; Atri . x=acosht| _
Ecuaciones paramétricas: y=b senh t}’ w<St< oo

En el sistema LORAN se determinan la interseccién de dos de hipérbolas (caso plano,
navegacion aérea cerca de la superficie) o tres hiperboloides (caso espacial, havegacion
aérea a altura). En este caso la distancia constante se mide en unidades de distancia de
propagacion de sefial RF (Radio Frecuencia). La posicion de la Maestra y su instante de
transmisién definen el origen de coordenadas y tiempos en el sistema (receptores y

secundarias).

En el caso de dos dimensiones, asumiendo un sistema cartesiano de coordenadas y
conociendo la posicion o las coordenadas de la estacion maestra (0,0) y de dos estaciones

esclavas, la estacion Y (X,,Y,) y la estacion W (X,,Y,); se quiere determinar las

coordenadas del barco (X;, Y;).
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v FEstacion Y
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4 Posiciim de interés
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4 Estacidn Maestra
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(Xar Ya) ® (XY
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K o 1 2 E) 4 s [

T T
8 a

llustracion 18. Sistema planteado Loran 2D

Tenemos que:

« Distancia Y — Barco (d,): J(Xi ~x,)° + (v, -1,

. . d . ..
e Tiempo de recorrido: t, = 7y donde v es la velocidad a la que viajan las ondas

(300.000=" aprox.)

e Distancia Maestra — Barco (dy) : /(X; — 0)2 + (¥; — 0)2 = /XL-Z +Y?

. . d . ..
e Tiempo de recorrido: t,, = TM donde v es la velocidad a la que viajan las ondas

(300.000 X2 aprox.)
S

Como el receptor registra la diferencia de tiempo (z,,,) entre las sefiales se tiene que:

* Tym =tu—ty =§<,/Xi2 +Y7 _\/(Xi_Xy)z + (Y, _Yy)2>
vt = X1 = 0= 0) 4 (5= 1)°

Observemos que si el barco esta estético, v y Tym SON constantes, luego tenemos

que la diferencia entre las distancias del a la estacién maestra y del barco a la
estacion esclava Y también son constantes, formando en el plano cartesiano el lugar

geomeétrico correspondiente a una hipérbola.
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FEstacidn Y
3 (X, V)
Y
BAREO
o d, Posicidin de interés
(X., )
2
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p . w Fstacion W
-Estacion Maestra * (K, Yoo}
(XeYu)
o AESTRA N : . .
5 T T 3 4 5 g 7 8

llustracion 19. Hipérbola generada sistema Loran 2D

Pero hasta el momento el barco puede situarse en cualquier punto de la hipérbola, para

encontrar en cual punto se encuentra exactamente se pues realizar el mismo procedimiento

respecto a la estacion W y se tiene:

1
* Twm =ty by =;< XE+Yi2—J(Xz—Xw)2+(Yi—YW)2)

v Ty = [XE Y =V = X)? + (G = 1)

De esta manera el barco se encuentra en la interseccion de las dos hipérbolas

\ Estacidn Y
51y (X, )
oy / o
BARET
N . dy 7\ Posicion de interés
\ (X, Yi)
A
—
2
|‘I e
\ |
24 b d |
\ " ‘
\ |
] \ -~ Estacion W
~_Esthcicn Maestra | W (X, Ya)
(X Yau) |
1 ™ |
o |WAESTRA [ |
T T T T T T T T
0 1 f -3 4 s & 7 8

llustracion 20. Corte de hipérbolas sistema Loran 2D

42



Esta interseccion corresponde a la solucion del siguiente sistema de ecuaciones:

{fv “Tym = ’Xlz +Y? _\/(Xi —Xy)z + (% - Yy)z

kv “TwMm = Xiz + Yiz - \/(Xi - Xw)z + (Yl - Yw)z

Para el caso tridimensional (hiperboloides), asumiendo nuevamente un sistema cartesiano
pero con tres ejes y afiadiendo una nueva estacidn esclava para contemplar la nueva

variable (altura) se tienen las siguientes ecuaciones:

1
TM =Eﬂx2 ‘|‘_}/2‘|'Z2

1
Ty = -V =)+ —w)* + (2 - %)

= NG 5P T O WP F @ )

o= Gt O P G2

Luego:

1 1
TL:TV_TM=E\/(x_xV)2+(y_yV)2+(Z_ZV)2_E\/x2+y2+ZZ

1 1
TR=TW—TM:E\/(x—xw)z+(}’—)’W)2+(Z—ZW)2_E\/9C2+}’2+ZZ

1 1
TQ=TX_TM=E\/(x_xX)2+(y_yX)2+(Z_ZX)2_E\/x2+y2+zz

Por lo tanto la posicion est4 dada por la solucién del sistema de ecuaciones.

La fuente de error mas importante en LORAN-C es la incertidumbre en el conocimiento de
la velocidad de propagacion, que depende de la conductividad de la superficie de la Tierra
y en menor medida de las condiciones atmosféricas. De ahi que tanto el alcance como la

estabilidad de la seial sean mejores sobre el mar que sobre la tierra firme.
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Una forma de corregir este error es trabajar con las ondas y los dispositivos emisores y
receptores para mejorar la estimacion de la velocidad de propagacion, sin embargo también
puede tomarse un camino via ecuaciones. Para esto se aflade una estacion esclava extra
y se realiza el mismo procedimiento mencionado anteriormente buscando la nueva
hipérbola generada, ahora bien, si la nueva curva corta por el punto que ya se habia
calculado, se tendria mayor certeza en la veracidad de la posicién estimada, pero si la
hipérbola no corta el punto, se evidencia el error en la estimacion de la velocidad de
propagacion y se puede plantear un nuevo sistema de ecuaciones que involucre la nueva
estaciéon y que tenga en cuenta el error como una nueva variable. Este sistema puede
resolverse con ayuda de métodos de linealizacion y métodos numéricos para obtener una

estimaciéon mas precisa de la posicién.

6.4. GPS (Global Positioning System)

El GPS es la tecnologia mas utilizada en la actualidad para determinar la posicion de un
individuo. Este sistema tiene tres componentes principales: el espacial, el de control y el de

usuario.

El componente espacial estd4 constituido por una constelacién de 24 satélites en O6rbita
terrestre aproximadamente a 20200 km, distribuidos en 6 planos orbitales!’. Estos planos
estan separados entre si por aproximadamente 60° en longitud y tienen inclinaciones
proximas a los 55° en relacién al plano ecuatorial terrestre. Fue concebido de manera que
existan como minimo 4 satélites visibles por encima del horizonte en cualquier punto de la

superficie y en cualquier altura.

El componente de control esta constituido por 5 estaciones de rastreo distribuidas a lo largo
del globo y una estaciébn de control principal (MCS-Master Control Station). Este
componente rastrea los satélites, actualiza sus posiciones orbitales, calibra y sincroniza sus
relojes. Otra funcién importante es determinar las orbitas de cada satélite y prever su

trayectoria durante las 24 horas siguiente. Esta informacién es enviada a cada satélite para

7 El plano orbital de un objeto orbitando alrededor de otro es el plano geométrico en el cual estd contenida
la orbita. Bastan tres puntos en el espacio para definir el plano orbital: el centro del objeto mas pesado, el
centro del segundo objeto (objeto que orbita) y el centro de este ultimo objeto transcurrido un tiempo.

44



después ser transmitida por este, informando al receptor local donde es posible encontrar
el satélite.

El tercer componente corresponde a los usuarios que incluye a todos aquellos que usan un
receptor GPS para recibir y convertir la sefial GPS en posicidn, velocidad y tiempo. Incluye
ademas todos los elementos necesarios en este proceso, como las antenas y el software

de procesamiento.

Todas las sefiales de radiofrecuencias estan formadas por ondas electromagnéticas que se
desplazan por el espacio de forma concéntrica a partir de la antena transmisora, de forma
similar a como lo hacen las ondas que se generan en la superficie del agua cuando tiramos
una piedra. Debido a esa propiedad las sefiales de radio se pueden captar desde cualquier
punto situado alrededor de una antena transmisora. Las ondas de radio viajan a la velocidad
de la luz, es decir, 300 mil kilbmetros por segundo (186 mil millas por segundo) medida en
el vacio, por lo que es posible calcular la distancia existente entre un transmisor y un

receptor si se conoce el tiempo que demora la sefial en viajar desde un punto hasta el otro.

Para medir el momento a partir del cual el satélite emite la sefial y el receptor GPS la recibe,
es necesario que tanto el reloj del satélite como el del receptor estén perfectamente
sincronizados. El satélite utiliza un reloj atébmico de cesio, extremadamente exacto, pero el
receptor GPS posee uno normal de cuarzo, no tan preciso. Para sincronizar con exactitud
el reloj del receptor GPS, el satélite emite cada cierto tiempo una sefial digital o patron de
control junto con la sefial de radiofrecuencia. Esa sefial de control llega siempre al receptor
GPS con mas retraso que la sefial normal de radiofrecuencia. El retraso entre ambas
sefiales sera igual al tiempo que demora la sefial de radiofrecuencia en viajar del satélite al
receptor GPS.

La distancia existente entre cada satélite y el receptor GPS la calcula el propio receptor
realizando diferentes operaciones matematicas. Para hacer este calculo el receptor GPS
multiplica el tiempo de retraso de la sefial de control por el valor de la velocidad de la luz.
Si la sefial ha viajado en linea recta, sin que la haya afectado ninguna interferencia por el

camino, el resultado matemético sera la distancia exacta que separa al receptor del satélite.

Las ondas de radio que recorren la Tierra l6gicamente no viajan por el vacio sino que se
desplazan a través de la masa gaseosa que compone la atmosfera; por tanto, su velocidad

no sera exactamente igual a la de la luz, sino un poco mas lenta. Existen también otros
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factores que pueden influir también algo en el desplazamiento de la sefial, como son las
condiciones atmosféricas locales, el &ngulo existente entre el satélite y el receptor GPS,
etc. Para corregir los efectos de todas esas variables, el receptor se sirve de complejos
modelos matematicos que guarda en su memoria. Los resultados de los célculos los
complementa después con la informacion adicional que recibe también del satélite, lo que

permite mostrar la posiciobn con mayor exactitud.

6.4.1. Ecuaciones presentes

El principio matematico sobre el que esta basado el GPS es la triangulaciéon que permite
conocer un punto de ubicacion deseado respecto de tres conocidos. Para esto es necesario
conocer la distancia que separa al objeto, cuya ubicacién deseo conocer, de los tres puntos
de ubicacién conocida, con esto se trazan tres circunferencias cuyos radios (r) corresponde

con esas distancias.

Punto de interseceion
~

\
R ’

N
N
I~

1
I
|
\

llustracion 21. Principio de triangulacion

La interseccion de las tres figuras correspondera a la ubicacién deseada. Este principio

puede llevarse al caso tridimensional mediante la construccion de esferas en el espacio.
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llustracién 22. Modelo GPS Geogebra®

Ahora bien, el calculo de la distancia a cada uno de los satélites se realiza mediante una
comparacion de los tiempos provenientes del satélite y del receptor. Para entender la
relacién de las ecuaciones y el modelo se planted con la ayuda de Geogebra® un sistema
en dos dimensiones y un sistema en tres dimensiones, partiendo de la base que la posicién
de los satélites es conocida, ademas que no va a haber error en la determinacion de la
distancia a estos, es decir, que los relojes del satélite y el receptor estuvieran sincronizados
y que las ondas no sufren alteracion en el camino. Este seria un modelo ideal del GPS pero

permite observar la aplicacion de la matematica en el proceso.

Para el caso de dos dimensiones se tendria la siguiente situacién, donde la referencia (0,0)

seria el ecuador terrestre y el meridiano de Greenwich

SATEL3
°

, SATE!
2 °

INDVIDUD
L

llustracion 23. GPS en dos dimensiones
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Luego, cuando el receptor detecta las ondas emitidas por los satélites con la informacién
de su posicion y el tiempo, se puede establecer las circunferencias cuyo radio sea la
distancia (determinada a partir de la diferencia de tiempo y la velocidad de las ondas

distancia = velocidad - tiempo) y el centro las posiciones de los satélites.

& e
/ ~
s A
i A
! A
! A
/ \
/ \ A=
i 'I/ - N N
| 2\ .
| 7 \
° 4 5
i P
I (4.27.3) / [ \\
\ i ! \
4 | ! |
\\ | !.l’ ° |
| [ 3. 1.03)
\ \ / (8.46,1.93) |
5 Punto de interseccion’ 7z !
N — — Jfiomouo ;
~
y A d e ’ Vo 7
~ ! s N N £
~ ! P " #
~ | - N s
™. - ~ -
- _ -l @ 1™~ -
i 3 3 4 5V 5 T 5§ -~ @ 10
\ (6.20,0.2) 7,
N s

llustracién 24. Corte de circunferencias GPS 2D

Si solo se contara con la lectura de dos satélites, habria dos lugares posibles donde estaria
el individuo como se observa en la figura generando un error, por lo que el tener una tercera
lectura puede entenderse también como una correccién al sistema apoyado en la

matematica.
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llustraciéon 25. Puntos de corte GPS 2D

Con estos datos se tendrian las siguientes ecuaciones

(x—6292%+(@y—-022=1 (1
(x —846)2+(y—193)2=4 (2)
(x—427)2%+(y—-3)2=9 3)

Este es un sistema de ecuaciones no lineales, para solucionarlo pueden desarrollarse las
expresiones

x% +y? —12.58x — 0.4y + 38.6041 = 0 (4)
x% +y?—16.92x — 3.86y + 71.2965 = 0 (5)
x% +y? —854x — 6y +18.2329 =0 (6)

Ahora al restar las ecuaciones (4) y (5), (4) y (6) y (5) y (6), se tendrian tres ecuaciones
lineales que corresponderian a tres rectas que se generan de la interseccion de las

circunferencias.
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SATEL1
L]

(8.46,1.93) |

llustracion 26. Triangulacion GPS 2D

Tomando solo dos de estas y hallando su interseccion se tendria la posicién del individuo
que corresponde al corte de las rectas. Por ejemplo, tomando (4) —(6) y (5) — (6) se
tendria el sistema de ecuaciones:

{ 4.34x + 3.46y = 32.6924
—8.38x + 2.14y = —53.0635

Para este tipo de sistemas se tienen varios métodos de solucién como el de Gauss-Jordan:

A
[4.34 3.46 . 32.6924 fl‘m[ 1 079. 753
. —) .

—8.38 2.14 " —53.0636 —8.38 2.14 " —53.0636

_f
f2=/2+838f [1 0.79 . 7.53 ] f758271 0.79., 7.53] [1=/+0.791, [1 0.6.62
—_— : — : —_— :

0 8.82 10.06 0 1 114 0 1 114

Es decir, x = 6.62 e y = 1.14, lo cual se comprueba en geogebra.
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De igual manera se construye el sistema en tres dimensiones:

llustracion 27. Sistema planteado GPS 3D

Luego, cuando el receptor detecta las ondas emitidas por los satélites con la informacién
de su posicion y el tiempo, se puede establecer las esferas cuyo radio sea la distancia
(determinada a partir de la diferencia de tiempo y la velocidad de las ondas distancia =

velocidad - tiempo) y el centro las posiciones de los satélites.

llustraciéon 28. Corte de esferas GPS 3D
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Donde las coordenadas del satélite 1 son (3.02,0.31, 2.12), las del satélite 2 (4.02,0.83,1.31)
y las del satélite 3 (3.85,—1.63,1.21) y las distancias son 1, 1.5 y 2 respectivamente. Con

estos datos se tienen las siguientes ecuaciones:

(x—3.02)2+(y—-031)?+(z—212)%*=1 (7
(x —4.02)%2 + (y — 0.83)% + (z — 1.31)2 = 2.25 (8)
(x—385)2%+(y+163)%+(z—-121)2 =4 (9)

Este es un sistema de ecuaciones no-lineales, sobre el cual podria intentarse utilizar la
estrategia planteada en el caso de dos dimensiones de desarrollar las expresiones y luego

restar las ecuaciones.

x%2 —6.04x + y? — 0.62y + z2 — 424z + 127109 =0  (10)
x%2 —8.04x + y? — 1.66y + z2 — 2.62z+ 163154 =0  (11)
x2 —7.70x + y? +3.26y + z2 — 242z + 14.9435=0  (12)

Al restar las ecuaciones se tendria:

2x + 1.94y — 1.62z = 3.6045 (13)
—0.34x — 492y — 0.2z = —1.3719  (14)
1.66x — 3.88y — 1.82z = 2.2326  (15)

Estas ecuaciones corresponden a tres planos en el espacio que se generan por el corte de

las esferas.

llustracion 29. Triangulacion GPS 3D
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Al analizar los tres planos se encuentra que el corte de los planos es una recta que a su
vez corta en dos puntos a las esferas, uno de esos puntos es la ubicacion del individuo,
pero se espera que al resolver el sistema se pueda deducir cual es la ubicacion real puesto
gue la otra seria un punto alejado del planeta tierra, lo cual se saldria de la logica.

Ahora bien como los tres planos se cortan en una recta en vez de un punto no puede
solucionarse por los métodos de sistemas de ecuaciones lineales. Por ejemplo al intentarse

la solucion por gauss-jordan en uno de los pasos se tendria la siguiente matriz.

0 1 01 :0.16

[1 0 —-0.86 1.71]
0 0 0 0

Es decir que una de las ecuaciones se anulé, sin embargo de este mismo paso se tiene
que

x =0.86z+1.71
y=-0.1z+ 0.16

Estos valores se pueden reemplazar en cualquiera de las expresiones (10), (11) o (12). Por

ejemplo, al reemplazarlo en la ecuacién (10) se tiene:

1.75z% — 6.452+ 5.11 =0

Esta ecuacion es del tipo cuadratico, lo cual concuerda con la interpretaciéon del sistema

pues puede tener dos soluciones. Al resolver la ecuacién se obtiene:
Zl = 252
ZZ = 115

Al realizar el mismo procedimiento pero esta vez despejando las variables respecto a y se

tiene que:
x = —8.6y + 3.09
z=-997y + 1.59

Estos valores al ser reemplazados en la ecuacion (10) generan la ecuacion
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174.53y% + 851y — 511 =0
Al resolver la ecuacion se tiene que
y; = 0.14
y, = —0.19
Con los valores de z e y, se pueden obtener los siguientes valores de x
x; = 2,73
x, = 3,86

Es decir se tienen las coordenadas C1 (2.81,0.14,1.15) y C2 (3.78,—0.19,2.52), de las
cuales la C1 es una buena aproximacién de las coordenadas del individuo.

En la realidad el receptor no tiene una informacion precisa del tiempo, lo cual sumado a las
desviaciones de las ondas en su camino al receptor genera errores por lo que se dice que
se calcula una pseudo distancia. En este caso, similar al sistema LORAN-C también podria
tenerse la lectura de un cuarto satélite para estimar el error, pues si el punto hallado no
hace parte de la esfera de este nuevo satélite, podria hacerse una estimacion para corregir

la ubicacion determinada.

Este sistema de cuatro satélites tendria la siguiente configuracion:

Satélite 2
1)

N . o | | & |
‘

llustracion 30. Principio de operaciones GPS

(Tomada de (PintoRogelio, 2007) )
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Y con estos datos, tomando el error como una nueva variable genera el siguiente sistema

de ecuaciones:
KXo —X)2 + (Yo = V)% + (Zy — 2)? = (rp — c1)?
X=X+ -+ (2 —2)* =, —c1)?
Xy =X+ (Y, = V)2 + (Zy — 2)? = (r, — c1)?

X3 =X+ (Y3 = Y)* + (Z3 — 2)* = (r; — c1)?

Donde r; es la distancia real al satélite y ct es el error estimado. Este sistema también
puede resolverse con ayuda de métodos de linealizacién y de métodos numéricos para

obtener una mejor estimacion de la posicion.

55



7. ANALISIS DE LOS MOMENTOS

7.1. Erat6stenes

En el calculo del perimetro de la tierra realizado por Eratdéstenes se puede encontrar que
en un primer momento se utilizd una ecuacién trigpnométrica (qQue para ese momento ya
estaba establecida). Esta fue utilizada como una herramienta para calcular, ya que le
permitié obtener el valor desconocido de un angulo que necesitaba obtener para poder
realizar el calculo de la longitud del arco total de la tierra. Ademas, fueron necesarias las

operaciones matematicas para determinar el valor que no se conocia.

Con el angulo ya establecido, se encuentra que Eratéstenes plantea una ecuacion como
proporcion en la que su variable es la longitud del arco total de la tierra. Esta ecuacion se
utiliza como una herramienta para calcular, ya que fue la que le permiti6 solucionar el
problema. En este caso, también fueron necesarias las operaciones por lo que se considera

una herramienta de ese tipo.

Por otra parte, es evidente que las ecuaciones son una herramienta de modelacion que le
facilitaron a Eratéstenes realizar el calculo del perimetro de la tierra. Sin ellas, no hubiese

sido posible plantear y resolver el problema de manera clara.

7.2. Latitud

En el problema de latitud, se encuentra que la ecuacion fue una herramienta de calculo que
permitié desarrollar herramientas de medicion. Asi, lo Gnico que hacia falta era el disefio de
una herramienta de medicion que permitiera determinar el angulo. Asi se construye el
astrolabio, el kamal, la ballestilla, el cuadrante de Davis, el sextante y el octante, que en
esencia son el mismo instrumento (ya que sirve para medir un angulo), pero de una forma

mas precisa.

Sin embargo, algo seguia haciendo falta en la ecuacion debido a que los instrumentos ya
se habian mejorado y aun asi, los barcos se seguian desviando de sus rutas. Por lo que
Regiomontano empieza a estudiar la ecuacion de la latitud y se da cuenta que hace falta

una variable relacionada a los errores presentes. Asi, la variable que hace falta es la
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inclinacion del astro que se toma como referencia y que se deduce a partir de la
trigonometria esférica. Por lo que la ecuacion en este punto debe ser vista como un objeto
de estudio ya que a partir de ella se empieza el estudio de la trigonometria esférica que se

caracteriza porque:

e Tiene una definicién, que de acuerdo a Berracoso y otros (2003) seria: “trata del
establecimiento de las propiedades y relaciones que satisfacen los elementos de
tridngulos definidos en la superficie de una esfera mediante arcos de circulo
maximos,...”

e Tiene unas propiedades, que de acuerdo a Berracoso y otros (2003) serian las
propiedades tanto de la esfera, relacionadas con los tridngulos.

e Tiene unas ocasiones de uso, que es evidente en este caso en el que se toma el

cielo como una esfera que sirve de referencia para la ubicacion en el mar.

Una vez que se estudia la ecuacion y queda establecida, vuelve a ser una herramienta, que

en este caso es de modelacion, que es util para la geografia.

7.3. LORAN-C

En el caso del sistema loran se reconoce la aplicacion de las cénicas, particularmente de la
hipérbola, se observa un gran avance respecto a las soluciones anteriores, puesto que la
referencia no estaba en el espacio donde las condiciones climaticas pueden dificultar su
apreciacion, sino que estaba en referencias fijas terrestres cuya posicibn puede ser
facilmente establecida en un mapa. Ademas si bien tiene un soporte en la geometria
analitica para la comprension de la hipérbola generada en una situacién particular, no se
hace necesario un manejo profundo de las ecuaciones respectivas, porque en la practica
con la lectura de diferencias de tiempos que hace el dispositivo loran se determina la
diferencia de distancia entre las estaciones y solo basta con observar en un mapa
previamente elaborado cuales son las hipérbolas que corresponden a dicha diferencia y en

el corte de las mismas esta la posicion buscada.

En este proceso la matemética juega un papel determinante en la elaboracion de los mapas

y el manejo de las ecuaciones de la hipérbola es necesario. Sin embargo, el problema no
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genera la necesidad de profundizar en el concepto de hipérbola por lo que no se concibe a
la cénica como un objeto de estudio en esta situacion particular, sino que es una
herramienta de modelamiento susceptible de uso que permite comprender los datos
tomados por el dispositivo y asi solucionar el problema del posicionamiento.

Por otra parte si se toma la lectura de una tercer estacion, esta informacion se puede usar
para determinar la precision de la ubicacion determinada, puesto que la nueva hipérbola
generada debe cortar en la interseccion de las otras dos, en caso de no ocurrir esto, debido
a desviaciones que pudieron sufrir las ondas en el medio de camino al dispositivo, es posible
plantear un modelo matematico de correccion para ajustar el sistema, en cuyo caso la

ecuacion de la hipérbola es nuevamente una herramienta.

74. GPS

En el caso del GPS, es interesante como se combinan las diferentes soluciones planteadas
hasta el momento, puesto que se retoma la observacion de los astros para hacer ajustes
de los satélites mientras orbitan alrededor del planeta tierra, en lo que se reconoce la
importancia de las estrellas como referencias con regularidades constantes. Por otro lado,
al igual que en el sistema loran, se trabaja con ondas de radio que asegurar la operacion
del sistema las 24 horas sin importar las condiciones climéticas, solo que en este modelo
como los satélites se encuentran a grandes distancias aumentan las desviacién y por tanto
aumenta el error, llevando a la necesidad de plantear sistemas de ecuaciones mas
complejos que el sistema loran, pero con la ventaja que es aplicable a nivel global, puesto
gue lared de satélites esta disefiada para que siempre estén visibles al menos seis satélites
en cualquier lugar del planeta, mientras que el sistema loran tiene solo zonas limitadas de

aplicacion, principalmente maritimas.

Dentro del sistema de GPS al tener las lecturas de los receptoras que contienen informacion
de tiempo y posicién del satélite emisor, se hace necesario la solucion del sistema via
ecuaciones, es decir, esta vez no es posible la elaboracion de mapas para interpretar las
lecturas. Al resolver el sistema de ecuaciones que requiere minimo de la lectura de cuatro
satélites se determinan tres coordenadas (latitud, longitud y altitud), dentro de una

referencia terrestre definida.
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Por la complejidad de la matematica planteada se observa que las ecuaciones pudieron ser
un objeto de estudio que requiere de la integracion de la geometria analitica, de métodos
numéricos, de modelos de linealizacién de ecuaciones, entre otros. Sin embargo, una vez
mas se ve que las matematicas actian como herramienta de modelamiento que permite

comprender las sefiales y los datos recibidos de los satélites.
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8. CONCLUSIONES

Debido a que por si misma la geografia no daba respuesta al problema del
posicionamiento global, se necesitd de una herramienta de modelacién en una
ciencia externa que fueron las matematicas, cuyo aporte incluye a las ecuaciones;
estas permitieron que el problema se lograra entender, trabajar y solucionar.

El desarrollo de las matematicas significdé mas precision en la solucion al problema
del posicionamiento.

En el calculo del perimetro de la tierra dos ecuaciones se hacen presentes y sirven
como herramientas de calculo. Esto debido a que la ecuacién trigopnométrica que
aparece en un primer momento, sirvié para determinar el &ngulo que separaba las
dos ciudades, y la ecuacion de proporciones se hace presente para calcular el
meridiano total de la tierra.

En la determinacioén de la latitud, la ecuacién aparece como una herramienta para
calcular. Esto sirvi6 ademas para que se generara la necesidad de herramientas
para medir (astrolabio y demés instrumentos para medir el angulo de la latitud).

Se encuentra un episodio especial en los estudios desarrollados por Regiomontano,
ya que desarrollé unas tablas de correccién en el proceso de determinacién de la
latitud apoyado en la trigopnometria esférica, lo que da a entender que la tuvo como
objeto de estudio y logré desarrollar propiedades que resultaron adecuadas para
corregir las mediciones de angulos con respecto a astros, es decir, tuvo ocasiones
de uso. Sin embargo, no se puede precisar con certeza el papel jugado por la
ecuacion, ya que por un lado es concebible la hipétesis de que al agregar un error
en la ecuacion y estudiar como poder determinar ese error lo llevo a sus estudios
de la trigonometria esférica por lo que la ecuacion jugaria un papel de objeto; pero
también es viable la hip6tesis de que primero vino el desarrollo en trigonometria
esférica y luego si aborda el problema de la determinacién del error en las
ecuaciones relacionadas al célculo de la latitud, en este caso la ecuacion jugaria un
papel de herramienta. En la indagacion realizada no se encontraron datos lo

suficientemente concluyentes para apoyar una u otra.
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La descripcion mediante ecuaciones del comportamiento de las ondas, permitid
nuevas soluciones mas precisas y con aplicaciones mas amplias al problema del
posicionamiento global.

En el sistema Loran-C, la ecuacion apoya la construccion de mapas siendo una
herramienta de modelamiento que facilita al navegante la determinacion de su
posicién aun en condiciones climaticas adversas. Por otro lado aca también es
posible hacer una correccion del error sumando nuevas lecturas y generando un
sistema de ecuaciones.

El sistema GPS compila los principios encontrados a lo largo de la historia e
involucra las ecuaciones como una herramienta de célculo y modelamiento,
permitiendo ademas nuevos modelos de correccién de error y llegando a una gran
precision en la determinacion de la posicion sin importar el lugar donde se encuentra
la persona.

Aunqgue las ecuaciones en la mayoria de los momentos se mostraron como una
herramienta, es importante destacar que cuando fue vista como un objeto de estudio
ayudoé a que se generara otro objeto de estudio como lo fue la trigonometria esférica.
Esto permite inferir que el estudio de un objeto, puede contribuir al surgimiento de
otros.

Es importante notar que en la mayoria de soluciones planteadas la ecuacién se
comporta como una herramienta util y versatil, que permite calcular y modelar
situaciones reales para determinar una posicion. Sin embargo en el siglo XV es
interesante ver como en el caso en que los modelos matematicos no eran precisos
condujo a la transicion de herramienta a objeto de estudio para generar nueva teoria
que condujera a nuevas propiedades que se ajustaran de forma precisa a la realidad
como lo fue la trigonometria esférica desarrollada por Regiomontano. Este se ilustra

en el siguiente grafico:

Estudio de objetos para

i 2
lAph:"'“'/< generar nuevas herramientas
—

K

Problematica Presentada
(Posicionamiento

Global) /

Solucién del

3 2
‘Apln:hk/ - Problema /

llustracion 31. Dualidad herramienta objeto
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9. RECOMENDACIONES

Con la realizacién de este trabajo de grado surgen algunas reflexiones y recomendaciones
de cara a la ensefianza de las matematicas en el aula. La ensefianza de las ecuaciones
usualmente se inicia dentro de la revision que se hace de los conjuntos numéricos y se
complementa junto al estudio de funciones, en ambos casos, lo usual es presentar este
elemento como un objeto de estudio sobre el cual se dan unas definiciones, se plantean

algunas propiedades sobre la igualdad y se exponen algunas ocasiones de uso.

Las ocasiones de uso que se plantean muchas veces se limitan a aplicaciones dentro de
las mismas matematicas, algunos libros de texto llevan las aplicaciones a problemas de
contexto “real” como calculo de areas, determinacién de edades, problemas con dinero, etc.
Estas aplicaciones no logran exponer a los estudiantes la importancia que han tenido las
ecuaciones y su estudio a lo largo de la historia, por lo que se convierte en un elemento

mas del curriculo que con facilidad se olvida.

Los hallazgos hechos en este trabajo, pueden brindar al docente una perspectiva de la
utilidad que pueden tener las ecuaciones en una problematica importante que ha enfrentado
la humanidad como lo fue el poderse posicionar en cualquier lugar del planeta, en este
problema, las ecuaciones ofrecieron una herramienta de modelamiento y de calculo
determinante. Por esto consideramos importante que las clases de matematicas no sélo se
dediquen a la transposicion de conocimientos para ser ensefiados, sino que también se
tenga en cuenta la historia y la potencialidad de los saberes como herramienta para
modelar, entender y solucionar problematicas que en algiin momento se le pudieron

presentar al ser humano.

Este trabajo de grado puede ser utilizado como referente de otras investigaciones.
Esperamos que se den nuevas indagaciones con otros conceptos de las matematicas, que
permitan llegar al fondo de una probleméatica, contribuyendo a que se den nuevas
propuestas didacticas que hagan de esta ciencia algo mas llamativo para los estudiantes

de la educacion béasica y media.
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