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Resumo: Este artigo apresenta um estudo centrado no desenvolvimento do sentido do
simbolo por alunos do 7°ano de escolaridade, focando-se na capacidade i) de ler e
relacionar situagoes matematicas usando simbolos e ii) de criar relagoes simbolicas na
aprendizagem da dlgebra, no tema equagoes. A metodologia adoptada foi do tipo
qualitativo e interpretativo. A recolha dos dados incluiu registos escritos pela
professora, a primeira autora do artigo, e relatorios escritos pelos alunos. Os
momentos escolhidos para recolher os dados foram aqueles em que os alunos se
envolveram na resolugcdo de problemas, de exploragoes e investigacoes matemadaticas,
bem como as discussoes que ocorreram a seu proposito. Os resultados apontam para
uma aprendizagem dos alunos quanto a compreensdo das estruturas e do simbolismo
algébrico, e quanto a capacidade de representar ideias matemadticas recorrendo a
visualizag¢do, usando esquemas e tabelas.

Abstract: This paper presents 7" grade students’ development of the symbol sense,
concerning the ability i) to read and to relate through symbols, and ii) to create
symbolic relationships in learning algebra, studying equations. The methodology used
in this study is qualitative and interpretative. The data include teacher’s written notes
and students’ written reports, obtained through the problem solving, and the
mathematical explorations and investigations, and discussions in the classroom, with
the teacher’s interventions. From the results it appears that the students develop the
understanding of the structures and the algebraic symbols, and also that they develop
the ability to represent mathematical ideas having recourse to the visualization, using
schemes and tables.

INTRODUCAO

Os alunos, em geral, apresentam dificuldades no estudo das equagdes e na resolucdo de
problemas envolvendo equagdes e generalizagdes. A interpretacdo que eles fazem dos

simbolos matematicos €, muitas vezes, desprovida de sentido. Evidenciam, também,
alguma dificuldade em estabelecerem relacdes entre os objectos algébricos. Em

' A investigagdo que serviu de base a elaboragio deste artigo integra-se na Tarefa 1 (Estimation, symbol
sense and functions) no projecto de investigagdo Improving mathematics learning in numbers and
algebra, financiado pela FCT, MCTES, Portugal.
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Portugal, é no 7° ano de escolaridade que se estudam as equagdes numéricas e literais do
1° grau. Este artigo sintetiza os primeiros resultados de um estudo iniciado no ano
lectivo 2007/2008, com alunos de uma turma do 7° ano de escolaridade. A professora da
turma ¢ a primeira autora deste artigo, e assumiu, também, o papel de investigadora.
Pretende-se estudar o desenvolvimento do sentido do simbolo nos alunos durante a
aprendizagem da algebra, no tema equagdes, quanto a capacidade de ler e de relacionar
através dos simbolos e quanto a capacidade de criar relagdes simbdlicas.

O SENTIDO DO SIMBOLO E O ENSINO-APRENDIZAGEM DA ALGEBRA

O pensamento algébrico, para além da capacidade de célculo, contempla a capacidade
de trabalhar com estruturas matematicas e de usar os simbolos algébricos na resolugao
de problemas. Alguns autores consideram que no pensamento algébrico se deve incluir
o sentido do simbolo, entendido como a capacidade de interpretar e de usar de forma
criativa os simbolos matematicos — seja na descri¢do de situagdes e na resolugdo de
problemas, seja na escolha dos simbolos e na sua manipulacdo flexivel (Arcavi, A.,
2005; Ponte, J. P., 2005). Trata-se de ter consciéncia de que pode haver sucesso criando
relagdes simbdlicas que expressem informagao util para resolver problemas, bem como
recorrer aos simbolos apropriados e reconhecer o significado de uma solugdo
matematica expressa através de simbolos, tendo em conta que o seu uso pode validar
ou refutar conjecturas e resolugoes.

Para Kieran (1992), muitas vezes as representagdes algébricas sdo apresentadas aos
alunos como declaracdes generalizadas das operagdes realizadas na aritmética. E, para
esta autora, uma abordagem procedimental, pela qual os valores numéricos sdo
substituidos nas expressdes algébricas para conduzirem a resultados de valores
especificos. Desta forma, as expressdes algébricas ndo sdo vistas como objectos com
vida propria (vertente estrutural da algebra), mas antes como expressdes que t€ém apenas
um valor numérico instantaneo. Kieran afirma que uma das grandes dificuldades dos
alunos na aprendizagem da algebra esta precisamente na ndo compreensao da sua faceta
estrutural.

A transicdo que os alunos fazem da aritmética para a algebra tem preocupado muitos
educadores matematicos (Sfard, 1991; Kieran, 1992; Rojano, 2002; Arcavi, 2005).
Porém, e para muitos deles, tal como para os autores deste artigo, parte da estrutura e do
simbolismo algébrico podem ser construidos a partir da experiéncia dos alunos com
numeros, realcando os aspectos estratégicos e intuitivos (NCTM, 2007; Guzman, 1996).
O ensino destes aspectos ¢ um processo complexo e, por vezes, de dificil explicagao,
por parte do professor, pois frequentemente “encontram-se no raciocinio menos
consciente da propria actividade do professor” (Guzman, 1996, p.35). Importa realgar
ainda que, no que refere a representacdo de ideias matematicas, a visdo, ao produzir
modelos mentais, leva a que o suporte visual apropriado tenha efeitos positivos na
compreensdo dos alunos e na resolucdo de situagdes problematicas (Saraiva, 1992).

No estudo em que se baseia este artigo ¢ defendida a ideia de que a resolugdo de
problemas estimula o desenvolvimento do raciocinio matematico ¢ desenvolve a
criatividade na fase de procura de uma estratégia adequada a sua resolu¢do (Matos e
Serrazina, 1996; NCTM, 2007). Também ¢ assumido que a resolugdo de tarefas de



exploragdo e de investigagdo matematica “permite a formulacdo de conjecturas, a
avaliacdo da sua plausibilidade, a escolha dos testes adequados para a sua validacao ou
rejeicdo, promovendo a procura de argumentos que demonstrem as conjecturas (...) €
levantando novas questdes para investigar” (Silva, Veloso, Porfirio e Abrantes, 1999,
p.71). Aceita-se, ainda, que inserir na aula tarefas de exploracdo e de investigacao,
devidamente seleccionadas, conjuntamente com tarefas de outro tipo, tais como os
problemas e os exercicios, pode facilitar o desenvolvimento de raciocinios e a
aprendizagem de processos matematicos, nomeadamente os algébricos (Ponte, J. P.,
Oliveira, H., Brunheira, L., Varandas, J. M, e Ferreira, 1998; Ponte, J. P., Oliveira, H. &
Brocardo, J., 2003; Pereira, 2004; Teixeira, 2005).

METODOLOGIA

Neste estudo seguiu-se uma abordagem metodoldgica qualitativa e interpretativa
(Bogdan e Biklen, 1991; Liidke e André, 1986; Ponte, 2002). A professora, a primeira
autora deste artigo, assumiu em simultdneo a funcdo de professora e investigadora. A
recolha de dados, efectuada durante o 2° periodo do ano lectivo 2007/2008 numa das
turmas do 7°ano que a professora lecciona, foi feita com base em relatdrios escritos
pelos alunos e em notas de campo registadas pela professora no seu didrio de registos
relativas as aulas sobre equagdes. Foram consideradas duas categorias de analise: 1) ler,
relacionar e representar raciocinios; e 1ii) criar relagdes simbolicas em contextos
algébricos. Quer nos didlogos de sala de aula apresentados, quer nas resolugdes dos
alunos, sd3o usados pseudonimos, preservando o anonimato de acordo com os
pressupostos da metodologia adoptada.

A turma do estudo ¢ constituida por quinze alunos e pertence a uma escola de uma vila
do distrito de Beja (Baixo Alentejo, Portugal). Um aluno da turma esta a repetir o 7°ano
mas, actualmente, ndo revela dificuldades na disciplina de Matematica. Quatro alunos
apresentam grandes dificuldades. Dois desses alunos dedicam-se a disciplina (a fim de
superarem as suas dificuldades) e os outros dois dizem ndo gostar de Matematica e,
consequentemente, ndo trabalharem o suficiente. Nos trabalhos em grupo, a turma foi
dividida em 4 grupos; trés com quatro alunos e um com trés alunos. A formagdo dos
grupos foi feita de acordo com as preferéncias dos alunos, de modo a minimizar
conflitos e a maximizar o trabalho.

PROPOSTA PEDAGOGICA

Na proposta pedagdgica do estudo em que se baseia este artigo constam todas as tarefas
de investigagdo, de exploracao e de problemas cujo envolvimento dos alunos na sua
resolugdo e discussdo proporcionou a professora/investigadora a recolha dos dados. Tal
proposta decorreu em 11 aulas de 90 minutos. Porém, os dados aqui apresentados
referem-se apenas as aulas onde foram implementadas as tarefas sintetizadas no Quadro
1. Esta op¢do dos autores deve-se ao facto das conclusdes aqui referidas serem
preliminares e do estudo ainda estar a decorrer.

Foram propostas aos alunos tarefas de investigacdo, de exploracdo, de problemas e de
exercicios — estes ultimos extraidos do livro de texto adoptado pela escola. Houve tarefas



formuladas em termos puramente matematicos e tarefas semi-reais, no sentido de
Skovsmose (2000) — reais, a primeira vista, mas na pratica condicionadas a um contracto
didactico estabelecido com os alunos na aceitagdo das condigdes do enunciado dessa
tarefa e que sdo relevantes para a sua resolucdo; por isso, sdo desprezadas muitas
caracteristicas reais dos objectos mencionados no enunciado e que seriam consideradas
numa tarefa de cariz puramente real.

QUADRO 1 - SINTESE DA PROPOSTA PEDAGOGICA (DISTRIBUICAO EM AULAS DE 90 MINUTOS)

Contextualizagdo das tarefas

Tarefase | Tempo,data e| Acerca do enunciado das tarefas
tipologia | modode Aulas antes Aulas depois
implementacédo
(0] 12 aula - O Jodo faz uma festa de aniversario.
aniversario Nao sabemos quantos amigos vao a O tema Sequéncias foi Resolugdo e
do Jodo 16/01/2008 festa. Sabe-se que, no inicio da festa, | estudado no decorrer do discussdo da
0s amigos encontram-se todos a porta | 1° Periodo tarefa de
Investigagdo | (45 minutos: da casa, e todos se cumprimentam (Setembro/Dezembro) investigacdo A
semi-real resolugio em | entre si. A tarefa contém varias descoberta do
grupos) alineas e pretende-se que os alunos valor das letras.
i relacionem o niimero de
(45 minutos: cumprimentos existentes no inicio da
discussio na | festa, dependendo do numero de
turma) amigos.
A 2% aula (30 minutos
descoberta - Foi dada uma série de equacdes aos | Resolugdo e discussdo da | relativos a 2*aula)
do valor 21/01/2008 | alunos, onde a incdgnita era tarefa de investigagdo O +
das letras representada por uma letra aniversario do Jodo (45 minutos)
(60 minutos: | determinada. O grau de
Exploracio resolugdio e | complexidade das equagdes ia Es.tudo .dos
puramente discussio na | aumentando de alinea para ah'n'ea. prlnpiplos qe
matemética turma) Pretende-se que os alunos expliquem equivaléncia
qual seré o valor da letra em cada (com base na
situacdo e como o alcangam. tarefa A
descoberta do
valor das letras)
recorrendo ao
modelo da
‘neutralizagdo/
balanga’.
A torre dos 6% aula 1 (2 x 90 minutos) (2 x 90 minutos)
impares 1 ! 3 3 5 + i
30/01/2008 1 3 5 7 (45 minutos) (45 minutos)
1 35 729
Investigagao (tarefa que 13579 1 Explicitagdo/formalizacdo Resolugao de
puramente consta num dos conceitos: termo, equagdes com
matematica teste de 90 | - A partir da tabela anterior pretende- | membro, raiz ou solugio | parénteses.
minutos) se que os alunos descubram a regra

que indique o valor da soma dos
numeros de uma determinada linha
do tridngulo, em fung¢do do numero
da linha em causa.

de uma equagao,
equagdes equivalentes.
Resolugdo de exercicios
de consolidagdo
(extraidos do manual dos
alunos).

Correcgdo do
teste de avaliacdo
(com tarefa 4
torre dos
impares)




Os
mealheiros

Problema
semi-real

112 aula
20/02/2008

(45 minutos:
resolugdo em
grupos
+
45 minutos:
discussio na

turma)

- O enunciado da tarefa é:

tem 120 €. A Ana gasta todas as
semanas 5 € e o Pedro gasta todas as

“O Pedro e a Ana tém, cada um, o seul
mealheiro. O Pedro tem 180 € ¢ a Ana

semanas 10 €. Daqui a quantas semang
tém o mesmo dinheiro no mealheiro?’

(90 minutos)
+

(45 minutos)
Classificagdo de equagdes
recorrendo a raciocinios
efectuados na resolugéo
da tarefa 4 descoberta do
valor dos simbolos.
Resolugdo de problemas
geométricos usando
equacgdes (extraidos do
manual dos alunos).

(90 minutos)

Resolugédo de
problemas
envolvendo
equagoes
(extraidos do
manual dos
alunos)

RESULTADOS DO ESTUDO

Ler, relacionar e representar raciocinios

Na tarefa O aniversario do Jodo, os alunos comegaram por experimentar cumprimentar-
se uns aos outros e registar em esquemas o numero de cumprimentos que ia havendo a
medida que o nimero de amigos aumentava (ver figura 1).

Figura 1: O esquema com nomes da tarefa O aniversdrio do Jodo, do grupo 1

Na tarefa Os mealheiros, a construcao de uma tabela permitiu que os alunos chegassem
sozinhos a solucdo do problema (ver figura 2) — o que ainda ndo tinha acontecido até a
resolucdo desta tarefa — evidenciando alguma evolucdo referente a capacidade de
escolha de uma representacdo de dados que encaminhe para a solucdo da situagdo
matematica dada. De facto, nas tarefas anteriores, os alunos, apesar de representarem os
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Figura 2: Tabela da tarefa Os mealheiros, do grupo 3

Na resolucio da tarefa A descoberta do valor das letras, resolvida antes da resolucio de
equacgodes ter sido trabalhada com os alunos, as equagdes do tipo 8 x g=16ou3=1-;
ndo criaram dificuldade. Porém, nas equacdes do tipo 1 + 2 x f'= 18, as respostas ndo
foram tdo espontaneas. Assim, inicialmente, foi decidido (professora e alunos) que se
escreveria a expressao de modo mais simples (omitindo o sinal x, situagdo familiar aos
alunos, pois j& haviam trabalhado com sequéncias simples (ver Quadro 1)). Deste modo,
a professora escreveu no quadro a equacao 1 + 2 f= 18 e gerou-se o seguinte didlogo:

Mara: Para conseguirmos descobrir o valor da letra f temos de
experimentar muitos valores até chegarmos ao valor certo?
Professora: Vamos comegar por “eliminar/neutralizar o que esta a
mais”.

Mara: Como?

Professora: Pretendemos saber o valor de f, logo temos de
“neutralizar 17 e em seguida “neutralizar 2”. O sinal igual é um
equilibrio que temos de manter. Como ¢ que neutralizamos 1?

José: Tiramo-lo.

Professora: Como? Temos um sinal igual e se o tirarmos sem fazer
mais nada perdemos o equilibrio!

Isa: Tiramos com sinal menos, subtraimos 1.

Professora: E o equilibrio?

Rosa: Entao, tiramos também 1 do outro lado do igual.

Professora: Ficamos com: 1 — 1 + 2 f= 18 — 1. E agora? Podemos
fazer contas?

Jose: Sim, fica: 0 +2 /=18 — 1.

Professora: 18 — 1?

José: E 17, claro!

Professora: Ficamos assim com 0 + 2 f'= 17. Podemos tirar o 0?
Catia: Podemos, 0 ai ndo faz nada, porque esta a somar!

Professora: Porque ¢ o elemento neutro...

Catia: ... da adicdo.

Professora: Sim, entdo temos 2 = 17. Esta quase!

Antonio: Ainda ha um intruso para eliminar!

Professora: Sim, quem da sugestdes para o neutralizar? Queremos
um nimero que multiplicado por 2 da 17.

Manuel: Como o 2 esta a multiplicar, vamos neutraliza-lo a dividir.



Professora: Como?

Manuel: Dividindo por 2. Ficamos com 2 ' +2 =17 +2.
Professora: E 2 +2 ?

Isa: E 1.

Inés: E 1 ¢é o elemento neutro da multiplicagao!

Professora: Muito bem entdo f = % )

(Aula 21/01/2008)

A situagdo colocada foi mobilizadora da actividade dos alunos. A professora
desempenhou um papel dinamizador de uma discussdo colectiva, contribuindo, assim,
para que os alunos pudessem ler e relacionar cada simbolo, em cada fase da resolucdo
da equacao em causa — tal como sucedeu com o processo de “neutraliza¢ao/eliminagao
do que estd a mais” (usado no didlogo) para a obtencdo dos elementos neutro da adi¢do
e neutro da multiplicagdo, respectivamente, que conduziram a resolugdo da equacao em
causa.

Criar relagdes simbdlicas em contextos algébricos

Na tarefa O aniversario do Jodo, e face ao facto de nenhum grupo se manifestar para
construir algum tipo de expressdo simbolica que traduzisse a situacdo, a professora,
aquando da discussdo da resolucdo da tarefa, decidiu sugerir que se marcassem alguns
valores (ver figura 3), dando origem a discussdo em baixo transcrita:

m°de Ex m:zi;;

Figura 3: Tabela com valores destacados pela professora, no quadro

Professora: O que ¢é que acontece aos valores dentro de
circunferéncias? Podemos obter o valor I da direita a custa dos
valores da esquerda?

Marco: Ja sei! Mas nao! Pensei de repente que houvesse valores
repetidos, mas s6 da para o primeiro valor, para os seguintes ja ndo



da. Os valores dentro dos quadrados ja nd3o sdo como eu estava a
pensar.

Manuel: Eu ja descobri uma coisa, acho eu!

Professora: Diz 1a, Manuel.

Manuel: 3x4 ¢ 12. E 12+2 ¢é 6. Acontece 0 mesmo para 0s

valores que estdo dentro dos tridngulos. E para os outros valores
também ¢ igual.

Professora: Muito bem. E se tivermos um nimero muito grande de
amigos, como ¢ que podemos pensar?

Miguel: Da mesma maneira. Por exemplo faz de conta que ha 1000
amigos. Para saber o numero de cumprimentos ¢ 999 x 1000 . E
depois dividimos por dois.

Professora: E se tivermos um niimero qualquer de amigos?
Antoénio: Entdo ¢ esse nimero qualquer vezes o nlimero antes desse
e depois dividimos por dois.

Professora: Entdo, simplificando, se dissermos que esse numero
qualquer ¢é n, como podemos determinar o numero de
cumprimentos?

Miguel: O nimero de cumprimentos é outro numero qualquer, por
exemplo y.

Professora: Assim, continuamos sem saber nada. Eu digo que
foram n amigos a festa. Tu dizes que houve y cumprimentos.
Conseguimos alguma informagao?

Nelson: E com n também ndo sabemos nada, porque tinhamos de
saber quantos amigos sao n.

Professora: Como ¢ que raciocinamos para 1000 amigos? Podemos
raciocinar da mesma maneira para n amigos!

Antdnio: Mesmo sem sabermos quanto ¢é n?

Rosa: Eu acho que ja sei. E n vezes o niimero que esta antes que é n — 1.

Antoénio: Entdo e podemos multiplicar nimeros sem sabermos

quanto valem? E depois como ¢ que sabemos o resultado?

Rosa: O resultado depende de quantos amigos sao n.

Professora: Entdao usando a letra n o que € que resulta desse raciocinio?
Rosa: Com n amigos temos de fazer na mesma(n —1)x n + 2.
Professora (registando no quadro): Muito bem entdo se forem n

(n—l)xn

amigos a festa vai haver cumprimentos.

Nelson: Professora, faga 1a no quadro com 11 amigos, por exemplo,

para ver como €?

Professora: Entdo se forem 11 amigos a festa, vamos aplicar a

expressao com # e obtemos
(11-1)x11 _ 10x11 110

2 2
Antonio: Pois! E funciona! Vou experimentar para muitos amigos ...

= 55 cumprimentos.

(Aula 16/01/2008)

A discussdao colectiva, em torno da tarefa dada, com a professora a dinamiza-la,
promoveu a constru¢do de uma forma de conjecturar o nimero de cumprimentos,
qualquer que fosse o niimero de amigos - os alunos generalizaram, a partir das



operacdes com numeros. Porém, mostraram necessidade de justificar essa generalizagao
(n=1)xn

2
houve alunos que s6 lhe deram significado depois da concretizagao feita para n igual a
um nimero determinado de amigos.

de modo aritmético, tal como explicita o didlogo, pois apds a expressao

b

Na tarefa 4 torre dos impares (inserida num teste de avaliagdo escrito), alguns dos
alunos explicaram o que acontecia ao valor da soma dos niimeros de uma determinada
linha, essencialmente através de linguagem natural, como se exemplifica na figura 4:
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Figura 4: A resposta da Rosa, no teste

Porém, houve outros alunos que resolveram a questdo designando o nimero de uma
linha qualquer da torre por uma letra, parecendo ter construido uma relagdo simbolica
com significado matematico (ver figura 5):

Figura 5: A resposta do Manuel, no teste

A resolucdo apresentada na figura 5 ¢ analoga a usada em resolucdes anteriores. Ha
alguma evidéncia de que os alunos “transportam” os processos utilizados anteriormente,
realcando a importancia que tem a experiéncia matematica vivida por eles.

CONCLUSAO

Os primeiros resultados do estudo indiciam uma evolu¢do no desenvolvimento do
sentido do simbolo nos alunos. De facto, os esfor¢os mobilizados a fim de que os alunos
percebam o significado de cada simbolo em cada fase da resolucdo de uma tarefa
matematica parecem contribuir para o entendimento da estrutura e do simbolismo
algébrico em que tal simbolo se insere, como mostram as discussdes das tarefas A4
descoberta do valor das letras (onde os alunos leram e relacionaram cada simbolo, em



cada fase da resolucdo da equacdo dada) e O aniversario do Jodo (onde os alunos
generalizaram, a partir das operagdes com niimeros, apesar da necessidade evidente do
recurso a aritmética para dar significado a generalizagdo algébrica) — o que ¢
concordante com Arcavi (2005), Kieran (1992) e Ponte (2005).

A representacao de ideias matematicas, usando esquemas, tabelas, ou ambos, seguida da
sua exploracdo usando a visualizagdo, parece sistematizar o raciocinio dos alunos,
facilitando a exploracdo da tarefa (como evidenciam as duas discussdes apresentadas), e
encaminhando a resolucdo para a sua apresentacdo simbdlica (tal como a generalizagdo
da tarefa O aniversario do Jodo) — esta conclusdo ¢ concordante com Saraiva (1992).
Tarefas que estimulem a actividade matematica dos alunos, como as de investigacdo e
exploragdo, acompanhadas de discussdes mediadas pela professora, parecem promover
a experimentacdo de estratégias matematicas ja desenvolvidas a novas situagdes, como €
evidente no transporte feito da experiéncia matematica vivida aquando da resolugdo da
tarefa O aniversario do Jodo para a resolu¢do apresentada a situagdo do teste de
avaliacdo — conclusdo concordante com Silva et al. (1999), Ponte (2003), Ponte et al.
(1998), Pereira (2004) e Teixeira (2005).
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