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RESUMO: Uma investigagdo realizada com alunos de um curso de formagdo de
professores, sobre a construgdo do conhecimento matematico em atividades
investigativas em sala de aula, mostrou que esses futuros professores cometeram erros
em resolugoes de problemas que podem comprometer sua pratica docente. Dessa
forma, os pesquisadores aprofundaram estudos sobre andlise de erros, com o objetivo
de entender as causas das dificuldades e as formas de aproveitar os erros como
ferramentas para aprendizagem. Neste trabalho, sdo analisados os erros e discutidas
possibilidades de introduzir a andlise de erros como um recurso para fazer descobertas
e gerar novas pesquisas.

ABSTRACT: An investigation accomplished with students of a teacher education
course, about the construction of mathematical knowledge in investigative activities in
classroom, showed that those futures teachers committed errors in problem solving that
can harm his/her educational practice. In that way, the researchers deepened studies on
error analysis, aiming to understand the causes of the difficulties and how to take
advantage of the errors as tools for learning. In this work, the mistakes committed by
the students are analyzed and possibilities to introduce error analysis as a resource to
do discoveries and to generate new researches are discussed.

INTRODUCAO?

A anadlise de erros cometidos por estudantes de Matematica ¢ uma das maneiras
de compreender suas dificuldades de aprendizagem e auxilia-los a supera-las. Em
muitas experiéncias realizadas em sala de aula, ndo temos por objetivo analisar os erros,
mas, ao enfocar as respostas dos alunos a questdes propostas, acabamos por explicitar as
dificuldades detectadas. Assim, ao coletar dados para uma investigacao, temos, as
vezes, elementos que nos permitem desenvolver uma nova pesquisa e,
conseqiientemente, uma nova proposta de trabalho com os alunos.

Ferreira, Bisognin e Bisognin (2007) realizaram uma experiéncia durante as
aulas da disciplina de Analise Real, em um curso de formacao de professores de
Matematica, utilizando a metodologia de Resolucdo de Problemas. As ac¢des sdo parte
de um projeto de pesquisa sobre o uso de atividades de investigagdo matematica, com o
propdsito de analisar como os alunos constroem seus conhecimentos a partir de agdes
desenvolvidas em sala de aula. O trabalho, apoiado em idéias de Polya (1995) e Pozo
(1998), constou da solicitacdao de resolu¢ao de um problema de convergéncia de uma
seqliéncia numérica definida recursivamente. Os investigadores analisaram as tentativas
de solugdo dos alunos no trabalho em grupo, verificando se as fases sugeridas por Polya
(1995) - compreensao do problema, esbogo de um plano de resolucao, execucao e
reflexdo sobre a solucdo - estavam sendo seguidas. Também procuraram apresentar
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“situacdes abertas e sugestivas que exijam dos alunos uma atitude ativa ou um esforg¢o
para buscar suas proprias respostas, seu proprio conhecimento.” (Pozo, 1998, p. 9).

Durante a realizagdo da tarefa, os professores-investigadores procuraram apenas
mediar e conduzir o processo, sem interferir nas descobertas dos alunos. Dessa forma,
ao coletar os resultados do trabalho, verificaram a existéncia de erros que mostraram
dificuldades ndo esperadas, haja vista que os estudantes, futuros professores, cursavam
o ultimo ano e deveriam ter conhecimento de resultados trabalhados na disciplina de
Célculo, nos primeiros anos do curso ou mesmo no ensino secundario. Dessa forma,
preocupados com tais dificuldades apresentadas, resolveram analisar os erros sob a luz
de novas teorias, para ajudar os estudantes na constru¢do do conhecimento sobre
conceitos e propriedades dos nlimeros reais, fundamentais para a pratica de um futuro
professor.

A QUESTAO PROPOSTA E OS PROBLEMAS DETECTADOS

Os 14 alunos da disciplina de Analise Real, do curso de formagdo de professores
de Matematica do Centro Universitario Franciscano (UNIFRA), da cidade de Santa
Maria, no Estado do Rio Grande do Sul, Brasil, receberam como proposta de trabalho o
seguinte problema:

Seja a € R* e considere a seqiiéncia (ay, ), definida recursivamente por:
a] =+/a
apn+]=+a+ap , para n>1

a) a seqiiéncia é convergente?
b) ¢ possivel determinar seu limite?

Os alunos ja haviam trabalhado em aulas anteriores com o caso particular em
que a=2 ¢ ja haviam concluido que, nesse caso, a seqiiéncia converge para 2. No
entanto, ao sobregeneralizar’ o resultado, concluindo que a seqiiéncia do problema
proposto converge para a, a totalidade dos alunos cometeram um erro, detectado por
eles quando os pesquisadores sugeriram que resolvessem o problema para a=1.
Seguindo o mesmo raciocinio do caso particular em que a=2, os estudantes

consideraram\/l + \/1 +. 1+ \/T =L e, em seguida, escreveram +/1+L =L,
+4/5 B 1-+/5
2

. 1
gerando a equagdo 1+L=L", cujas raizes sdo L= — e Ly

, mostrando

que a seqiiéncia, para a=1, ndo converge para 1.

Os estudantes, trabalhando em grupos de trés componentes, retomaram o
trabalho, planejaram novamente os préximos passos, buscaram os teoremas
correspondentes e provaram que a seqiiéncia dada, sendo mondtona crescente e limitada

1++/1+4a

superiormente, ¢ convergente e seu limite ¢ L = 5

Borasi (1985), analisando intuicao e rigor na avaliacao de expressoes infinitas,
trabalhou em sua sala de aula com a mesma seqiiéncia proposta aos estudantes da
UNIFRA. As duvidas e perguntas dos alunos levaram-na a aprofundar o estudo e buscar
uma prova rigorosa. Segundo ela, “Quando prevenimos nossos calouros de calculo

* 0 uso do termo “sobregeneralizar” sera explicitado a seguir, neste texto.



contra uma confianga demasiada em sua intui¢do e punimos severamente qualquer falta

de rigor em suas provas, podemos estar reagindo demais ao perigo real de fazer erros e
. .. . c o~ 4 .

subestimando o poder positivo da intui¢dao.” (Borasi, 1985, p.74).

Outro erro, cometido por seis alunos, surgiu quando eles procuraram explicitar
os termos da seqiiéncia, escrevendo:

aj =+a; a,=va+a =va+\a =Ja+¥a; a, =Na+~a+4a =Ja +¥a+¥a
ca, =a+¥a+..+a.

Novamente, parece ter havido a sobregeneralizagdo da propriedade distributiva
da radicia¢dao em relagdo a multiplicacdo, a saber: se Ja e b existem, entao
Jab =+aAlb , para quaisquer a, b reais. Ora, conhecendo esta propriedade, os alunos
falsamente a generalizaram para Ja+b=+/a++b.

Graeber e Johnson (1990) classificam os erros observaveis decorrentes de
concepgdes erroneas e apresentam, entre as categorias, a sobregeneralizacao e a
sobreespecializagdo.” Segundo eles, “se um aluno toma um conceito, um principio ou
um procedimento que ¢ verdadeiro para uma classe e o estende para outra, entdo ele esta
sobregeneralizando™® (p. 4-2a) e, “se o estudante impde a toda a classe uma propriedade
de alguma subclasse, entdo estd sobreespecializando.” (p. 4-3a)’.

O erro representado pela falsa distributividade da radiciagdo em relacao a adigdo
¢ citado por muitos pesquisadores, tais como Mariotti (1986), Kirshner e Awtry (2004),
Schechter (2006), Cury e Motta (2006), entre outros. Em 2005, havia sido desenvolvido
um projeto de pesquisa sobre analise de erros em disciplinas matematicas, com 368
alunos ingressantes em cursos universitarios, em oito Universidades do Estado do Rio
Grande do Sul, Brasil (Cury, 2006). Uma das questdes propostas envolvia o problema
classico da escada apoiada em um muro, disponivel em muitos livros de Célculo, que
solicita o valor de um dos catetos em fungao do outro e da hipotenusa, cuja resposta

correta, na referida questéo, era y = Y36 — x2 . Vinte e cinco por cento dos
participantes, ao obter esta resposta, “extrairam” a raiz da diferenca, assinalando a
alternativa incorreta y =6 —x .

Docentes da UNIFRA participaram do projeto, trabalhando com uma turma de
alunos ingressantes do curso de formagao de professores de Matematica e, ao realizar a
pesquisa em 2007, sobre as atividades de investigacdo em sala de aula, com estudantes
do mesmo curso, novamente se depararam com tal erro. Esse fato preocupou os
investigadores, pois era esperado que, apos dois anos de estudos, os alunos ja tivessem
superado dificuldades relacionadas a conteudos da Matematica basica. Assim, os
pesquisadores se propuseram a aprofundar a anélise dos erros, a luz de estudos sobre o
tema, com o objetivo de auxiliar os estudantes do curso de formagao de professores a

* “When we warn our freshmen calculus students against relying too much on their intuition, and severely
punish any lack of rigor in their proofs, we may be overreacting to the real danger of making mistakes
and underestimating the positive power of intuition.”

> “Overgeneralization” e “Overspecialization”, respectivamente.

6 “If a student takes a concept, a principle, or a procedure that is true for one class and extends it to
another class, then the student is overgeneralizating.”

7 “If a student imposes on the whole class a property of some subclass, then the student is
overspecializating.”



construir um conhecimento matematico mais solido para sua futura pratica de sala de
aula.

A ANALISE DOS ERROS

A investigagdo sobre os erros citados acima, cometidos pelos alunos do curso de
formagao de professores da UNIFRA ao resolverem um problema sobre convergéncia
de seqiiéncias numéricas, teve como objetivo detectar os tipos de erros e buscar
alternativas metodoldgicas para auxiliar os estudantes a supera-los. A metodologia da
pesquisa, apoiada na anélise de contetido de Bardin (1979), envolveu trés etapas
basicas: pré-analise, exploragdo do material e tratamento dos resultados. Na primeira
fase, o material foi organizado, partindo-se da escolha dos documentos (os erros
cometidos pelos estudantes), da formulacdo de hipdteses sobre as possiveis causas,
utilizando-se a leitura “flutuante”, em que o pesquisador se deixa impregnar pelo
material. Na fase de exploragdo, foram escolhidos os erros que se encaixavam em uma
mesma categoria; para este estudo, agrupamos aqueles que mostravam ter havido uma
sobregeneralizagdo de um resultado. No tratamento dos resultados, trabalhando apenas
com uma turma de 14 alunos, ndo foi feito um tratamento estatistico dos erros, com
distribui¢do de freqiiéncias; optamos pela andlise qualitativa, descrevendo cada erro e
tecendo consideracdes sobre as possibilidades de uso em futuras experiéncias com os
mesmos estudantes ou com outros que apresentem as mesmas dificuldades.

A caracteristica em comum aos dois erros aqui citados ¢ a sobregeneralizacao de
um resultado ja obtido anteriormente ou de uma propriedade ja conhecida. No caso do
primeiro erro, os estudantes parecem usar um raciocinio do seguinte tipo: se o limite da

seqiiéncia (ay, ) definida recursivamente por aj =+/2 ¢ ap4] =+2+ap ,paran> 1,6
2, entdo o limite de qualquer seqiiéncia do mesmo tipo, com aj = Ja e

apn+] =+/a+ap ,paran>l, vale a.

D’Amore (2007), ao tecer comentarios sobre conflitos, concepgdes erroneas e
modelos intuitivos, explica que, as vezes, sdo propostos aos alunos conceitos que,
através de sucessivos exemplos, formam imagens persistentes, que se transformam em
modelos intuitivos. No estudo de seqiiéncias, no Calculo, por exemplo, € comum que o
aluno se acostume a certas regras empregadas de forma nao rigorosa; ao estudar o
mesmo tema em Analise Real, ndo percebe que o objetivo da questao “a seqiiéncia ¢
convergente?” ndo ¢ apenas operacional (obter um valor para o limite), mas exige
discussdes mais aprofundadas sobre a existéncia de expressoes infinitas, sobre o
significado de convergéncia, etc. Assim, ao sobregeneralizar a resposta, a partir do caso
particular em que a=2, os estudantes mostraram que nao tinham, ainda, compreendido a
necessidade de uma prova rigorosa.

Em relagdo ao segundo tipo de erro aqui analisado, hé varias possiveis
interpretacdes. Kirshner e Awtry (2004) apontam a tendéncia dos alunos de gerarem
“padrdes de transformagdes incorretas de expressdes” (p. 226), tais como
sobregeneralizar para a adi¢do a distributividade da radiciacdo em relagao a
multiplicag@o. Os autores consideram que, ao invés de refletir uma falta de compreensao
do significado da raiz da soma, esse erro parece indicar uma falsa concepcao da forma
da regra correta, visto que ha uma “saliéncia visual” (p. 229) em tal regra,



Jab =+aqlb , que se apresenta como um obstaculo a aceitagdao do fato de que
Ja+b#a++/b.

Mariotti (1986) considera que a propriedade distributiva de uma operagdo em
relacdo a outra parece gerar uma espécie de “protdtipo”, que influencia a ocorréncia de

um grande nimero de erros. A autora cita, como exemplos, va+b = Ja++4/b e
(aer)2 —a? 1b2.

E interessante notar, no segundo erro cometido pelos alunos da UNIFRA, que
eles tinham conhecimentos de outra propriedade da radiciacao, a saber, que

n . C e . . ~ N .
v MYa =00y , pois, ao “distribuir” a raiz quadrada em relagdo a soma das demais

parcelas, expressaram cada termo da seqiiéncia fazendo uso dessa propriedade.
Portanto, mostravam ter conhecimentos de algumas propriedades da radiciagao (como ¢
de esperar de estudantes que estdo em um ultimo ano de um curso de formacgao), mas

apresentavam o erro resistente que consiste em considerar v/a+b =+/a +4/b .

CONSIDERACOES FINAIS

Borasi (1996) discorre sobre o potencial representado por ambientes de
aprendizagem em que um determinado erro € utilizado pelo professor para questionar os
estudantes sobre a possibilidade de verificagao daquele resultado, ao invés de tentar
elimina-lo. A autora apresenta um quadro com a “taxionomia de usos dos erros como
trampolins para a investiga¢ao” (p. 279), em que sdo listados objetivos da aprendizagem
e niveis de discurso matematico. Segundo Borasi (1996), a analise de um erro pode
levar o aluno a desenvolver atividades em diferentes niveis de abstragdo, a saber:
realiza¢ao de uma tarefa, aprendizagem de uma técnica e compreensao sobre a natureza
da Matematica. Em cada um desses niveis, pode-se abordar o erro para remedié-lo, para
fazer descobertas a partir dele ou para gerar novas pesquisas.

A experiéncia com os estudantes do curso de formagao de professores da
UNIFRA mostrou que a solu¢do de um problema, mesmo que sejam usadas técnicas ja
conhecidas, sempre aponta um caminho novo, pois cada aluno vai encaminhar a
resposta em sua forma caracteristica de se expressar matematicamente. Além disso, em
qualquer estratégia utilizada para a resolugdo, o professor ou o proprio aluno podera
verificar se ha algo mais a investigar ou algo novo a descobrir. No caso dos erros aqui
analisados, o que se destacou, em especial, foram os erros cuja caracteristica em comum
¢ representada pela sobregeneralizacgao.

No trabalho com estudantes de um curso de formacao de professores, que em
pouco tempo estardao aptos a lecionar para o ensino basico, € necessario pensar em
estratégias para minimizar um possivel “efeito cascata”, em que as diividas nao
resolvidas desses futuros mestres possam se constituir em obstaculos a aprendizagem de
seus alunos. Partindo das idéias de Borasi (1996), temos elaborado intervengdes
didaticas para desestabilizar as certezas do estudante e leva-lo a questionar suas proprias
respostas. Nao se trata, em momento algum, de dizer-lhe que sua maneira de resolucdo
esta errada e que a resolugdo correta ¢ de outra forma. Sabemos que tal atitude ¢
ineficaz e gera, em geral, um desestimulo para o trabalho com a Matematica. Temos
procurado, como aconteceu durante o episddio da resolugdo do problema na disciplina
de Analise Real, aqui narrado, desafiar o estudante, de forma que a solug@o nao seja
encarada como algo dificil ou que exija somente memorizagdo, mas como uma



possibilidade de participar e de se envolver na busca da solu¢ao do problema proposto,
integrando-se e responsabilizando-se pela atividade desenvolvida.

O erro representado pela sobregeneralizagdo pode ser trabalhado, por exemplo,
em um ambiente em que os estudantes elaboram hipoteses para a solugdo de um
determinado problema. Os grupos podem discutir suas hipoteses e descartar aquelas que
entram em conflito com propriedades ja conhecidas. Dessa forma, como afirma Lopes
(1990), os erros sdo aceitos provisoriamente e as certezas (no caso, as falsas
generalizacdes) sdo desestabilizadas dentro do proprio grupo, sem que o professor
precise impor a sua verdade.

Outra sugestao de trabalho com os erros ¢ aceitar uma determinada féormula ou
propriedade incorretamente criada pelos alunos e solicitar uma investigagao em que eles
vao verificar se hd casos em que aquela “nova” regra se aplica. No exemplo citado, da
falsa distributividade da radiciagdo em relagdo a adicdo, ao elevar ao quadrado ambos os

membros de va+b =+/a ++/b , os alunos podem concluir que a igualdade se verifica
somente se a ou b sdo nulos.

Uma ultima possibilidade de trabalho, que também pode ser aproveitada em
cursos de formacao de professores como sugestao de elaboracdo de recursos
instrucionais, ¢ a confec¢ao de um jogo que possa auxiliar os estudantes a relembrar

propriedades ja estudadas e que envolva aquelas nas quais eles mostraram maiores
dificuldades.

Acreditamos que as discussoes sobre os erros cometidos pelos alunos, em
especial em cursos de formacao de professores, podem gerar reflexdes sobre o proprio
processo de aprendizagem, levando os futuros professores e seus mestres a aprofundar a
compreensdo sobre a natureza da Matematica.
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