Clame -3 Acta | atinoamericana de

CAPITULO 2 / PROPUESTA PARA LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

Matematica Educativa

UNA PROPUESTA DE SITUACION DIDACTICA PARALA.
APROXIMACION DE LA MEDIDA DEL AREA POR EXHAUSCION

Francisco Ugarte Guerra, Mihaly Martinez Miraval
Pontificia Universidad Catdlica del Peru. (Peru)
martinez.ma@pucp.edu.pe, fugarte@pucp.edu.pe

RESUMEN: Esta investigacion presenta el andlisis de las dialécticas de la Teoria de las Situaciones Didacticas por las que
transitan estudiantes universitarios al desarrollar una situacién didactica, mediada por el GeoGebra, que los lleva a la
aproximacion de la medida del area. Al realizar el contraste entre los resultados esperados y obtenidos, se observo que los
estudiantes adaptaron por si mismos un procedimiento de aproximacién para medir el area que se les propuso,
conceptualizando de esta forma (en el sentido de Brousseau), la nocién de limite infinito asociado al célculo de medicién a
partir de un proceso por exhauscién; al mismo tiempo se observaron las dificultades en el proceso de conversién de la
aproximacion geométrica (registro grafico) al registro algebraico.
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ABSTRACT: This research work shows an analysis of the dialectics of the Didactic Situation Theory that the university
students affront when developing a didactic situation, by using the Geogebra software, in order to approximately obtain the
measurement of the area. When comparing the expected and obtained results, it was possible to observe that students
adapted by themselves an approach procedure for measuring the proposed area. So, they conceptualize (in Brousseau’s
sense) the notion of infinite limit associated to measurement calculus from a process by exhaustion. At the same time,
difficulties in the conversion process from the geometric approach (graphic register) to algebraic register were observed.
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Introduccion

El proceso de conceptualizacion del area se desarrolla de manera transversal durante todo el periodo
escolar y, en el nivel superior, se asocia al concepto de integral definida. Al respecto, Corberan (1996),
sefala que la dificultad que tienen los estudiantes en la construccién de conceptos matematicos como,
por ejemplo, el de integral definida, se explica por la falta de un concepto de area.

En nuestra practica docente, en una universidad de Lima, no se propone una definicion formal de area
ni de integral definida, aun cuando se basan en conceptos que son familiares a los estudiantes tales
como: funciones, intervalos, areas de rectangulos, sumatorias, limites, entre otros. De esta manera,
consideramos que se pierde la oportunidad de que los estudiantes adquieran un nuevo concepto a
partir de sus conocimientos previos, por medio de una situacién didactica.

Freudenthal (1999) presenta diferentes enfoques para la construccién del concepto de area, la
existencia de estos enfoques es un argumento comun a muchas investigaciones (Puig, 1997; Corberan
1996) que intentan explicar la complejidad de la construccion de este concepto. En nuestra
investigacion hemos empleado el enfoque por medicidn mediante un proceso de exhauscion, que se
caracteriza por el uso de unidades de area cada vez mas pequefias que generan una aproximacion,
por defecto, al area.

La situacion didactica que planteamos propone que el estudiante adapte a su aprendizaje un
procedimiento de aproximacién, mediado por el Geogebra, que le permita aproximar la medida del
area tanto como lo desee mediante la adicibn de medidas de areas de rectangulos de igual base.
Adicionalmente y de forma complementaria al objetivo planteado, pretendemos que el estudiante
represente dicha aproximacion utilizando un registro algebraico.

Con esa finalidad disefiamos una propuesta didactica, tomando como marco tedrico a la Teoria de las
Situaciones Didacticas, de forma tal que a partir de la interaccion entre el estudiante, el saber y el
medio, el aprendizaje se logre (Brousseau, 2007).

Por otro lado hemos elegido a la Ingenieria Didactica como nuestro marco metodoldgico, por ser, en
palabras de Artigue (1995), «un esquema experimental basado en las “realizaciones didacticas” en
clase, es decir, sobre la concepcion, realizacion, observacion y analisis de secuencias de ensefianza»

(p. 36).

Respecto al uso de las herramientas informaticas, que involucran a la geometria dinamica, Amorin et
al. (2011) afirman que estas permiten que el estudiante valide sus hipoétesis, y argumente o cuestione
sus ideas o las de sus compaferos. En las situaciones que hemos disefiado, a diferencia de otras,
como las de Ribeiro (2002), en las que reportan el uso de la tecnologia como una herramienta que
permite al estudiante dibujar rectangulos en el plano y hallar sus areas, a partir del ingreso de
comandos en la barra de entrada (procedimiento estatico), nosotros hemos disefiado applets en
Geogebra, basados en deslizadores, de modo que permitan observar, de forma dinamica, como al
aumentar el numero de rectangulos, aumenta la suma de las medidas de sus areas, lo que ademas
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permite centrar la atencién del estudiante en la interpretacion de resultados y no en la complejidad de
los calculos.

Problematica

En la etapa escolar, el concepto de area se ensefa a partir de métodos de subdivision finita debido a
que se desarrolla un pensamiento matematico elemental; sin embargo, en una etapa superior donde
se debe desarrollar un pensamiento matematico avanzado, se esperaria que dicho concepto se
ensefe a partir de un proceso de subdivision infinita; sin embargo, este proceso no se realiza.

Es frecuente que los textos de calculo integral propongan solucionar el problema del area a partir de
una construccion utilizando el limite de una suma Riemann (Stewart, 2001; Leithold, 1998), asociando
dicho limite a la integral definida. Sin embargo, esta construccidon no se presenta como una actividad
de aprendizaje, sino como una definicidon y los problemas asociados estan enfocados a la aplicacién
directa del teorema fundamental del calculo y de las propiedades de integral definida, produciéndose
un fendémeno advertido por Artigue (2003).

Nosotros disefiamos e implementamos actividades donde el estudiante construyo el concepto de area
utilizando el enfoque por medicion, a partir de un proceso de exhauscion que considera subdivisiones
cada vez mas finas, generadas a partir del incremento de rectangulos de aproximacion que tienden al
infinito. De esta forma, la definicion de area se obtendria de manera natural como resultado de una
suma de medidas de areas de infinitos rectangulos.

Esta propuesta mediada por el Geogebra es una alternativa al uso del teorema fundamental del calculo
como estrategia presentada en los textos arriba mencionados. De esta manera, se esperan superar las
dificultades que presentan los estudiantes en el proceso de conceptualizacion de los procesos de
limites, al mismo tiempo que se conectan, de una manera flexible, el trabajo analitico y grafico.

Marco tedrico y diseiio de la investigacion

El aprendizaje de un concepto matematico, desde nuestra concepcion, debe surgir a partir de las
interacciones entre el estudiante, el saber y el medio creado por el profesor que le permita al
estudiante construir el nuevo conocimiento. Por ese motivo, consideramos que el marco tedrico mas
adecuado para nuestra investigacion es la Teoria de las Situaciones Didacticas de Brousseau (2007).

Para que el estudiante adapte a su aprendizaje un procedimiento que le permita aproximar el area de
una region tanto como lo desee, hemos disefiado actividades desde la teoria de situaciones didacticas,
para que el estudiante adquiera el concepto de area a partir de la interaccién con el medio propuesto
por el profesor, que incluyen a su compafero de dupla, a la otra pareja de participantes, al Geogebra y
las tareas propuestas, a sus conocimientos previos, a los nuevos conocimientos que se van
generando, al profesor investigador, etc.
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La situacion propuesta en nuestra investigacion utiliza la variable didactica nimero de rectangulos de
aproximacion, con el fin de que el estudiante analice los cambios dinamicos que se generan en el
dibujo y en los valores numéricos de las medidas de las areas de los rectangulos, dado que, al
aumentar el numero de rectangulos, estos ocupan un mayor espacio en la region, la suma de sus
areas aumenta, asi como también el nUmero de términos de la adicion; los espacios de la region que
no quedan cubiertos por los rectangulos disminuyen, del mismo modo que la medida de las bases de
los rectangulos.

Estos cambios en la variable didactica, generan cambios en la manera de percibir el problema por
parte de los estudiantes. Al principio, el estudiante dibuja dos o cuatro rectangulos y su foco esta
puesto en calcular la medida de sus areas, pero al trabajar con mas de 100 rectangulos, su foco
cambia, pues busca un modelo que le permita expresar dicha area y centra su vision en observar
cémo la region se va completando con rectangulos. Este proceso permite que el estudiante transite por
las distintas dialécticas propias de la teoria de las situaciones didacticas como son las de accion,
formulacién y validacién, las que forman parte de la situacidon a-didactica que es una situacion en la
cual la intencién de ensefnar no es revelada al estudiante, pero que es disefada por el profesor con el
objetivo de lograr que el estudiante se adapte al medio e interactue con él, y asi adquiera el saber
(Brousseau, 2007).

En una dialéctica de accion, el estudiante actia sobre el medio a partir de sus conocimientos previos, y
elige sus estrategias de resolucion. La respuesta dada por el medio a la accidon del estudiante, puede
reforzar el proceso que sigue el estudiante para la adquisicion del saber, o hacerle cambiar su
procedimiento si los resultados obtenidos no son coherentes. En una dialéctica de formulacion, el
estudiante comunica sus resultados e intercambia opiniones, ya sea de manera oral, visual, escrita,
etc. con el objetivo de uniformizar o corroborar los procedimientos utilizados, lo que permite generar un
mismo lenguaje que sea comprensible a todos los participantes de la actividad. En una dialéctica de
validacioén, el estudiante debe justificar a otras personas la validez de sus procedimientos y la
coherencia de sus resultados, y debe ser capaz de aclarar las dudas que aparezcan en la discusién
con sus comparneros.

Analisis de algunas tareas de la situacion didactica

A partir de la Ingenieria Didactica de Artigue (1995), hemos disefiado e implementado una situacion
didactica y algunos applets en GeoGebra (ver figura 1), en base a deslizadores, para que el estudiante
los utilice como herramienta para aproximar la medida del area mediante la suma de las medidas de
las areas de los rectangulos de aproximacion de igual base, siendo este numero de rectangulos
nuestra variable didactica.
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n=4

AreaTerraza =10.93 m?

S=9.1m?

Jardin

Figura 1. Applet en GeoGebra.

La investigacion se realizé con cuatro estudiantes y sus respuestas se recogieron tanto fisica como
oralmente. A continuacion presentamos el analisis de las respuestas de uno de los estudiantes.

En una de las tareas propuestas se pidio al estudiante explicar qué calcula S (ver figura 1), cuando el
numero de rectangulos aumenta de 1 a 8. Se esperaba que el estudiante movilice el deslizador e
indique que S calcula la suma de areas de los rectangulos dibujados; sin embargo, el estudiante no
solo reconocié lo esperado, sino que formuld, con cierta duda, que se estaba aproximando el area de
la terraza. Asimismo, represent6 correctamente el valor de S como una adicion de términos (la figura 1
muestra lo que el estudiante vio en el monitor de su computadora).

Creo que. &SH cagaioundO el abea appovuuacta, o€ la feeeaza.

\eka 4 = Agea, = 1x €

U % AR ArtlD) S = fa)+ £ D) ) = a4me
v 3= Reeat 4 ctl3) .
VoA ARenr A 4(4)

Figura 2. Suma de areas de rectangulos S. Fuente: Martinez (2015, p. 140)
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Observamos que cuando se trabajé con un numero pequeio de rectangulos y la medida de cada base
fue un ndmero natural, ningun estudiante presenté dificultades para expresar S como una adicion de
medidas de areas de rectangulos; sin embargo, cuando se pidié al estudiante representar S como una
adicién de términos para 8, 87 y 871 rectangulos, presenté dificultades al representar la altura de cada
rectangulo de forma algebraica, lo que ocasioné errores en el planteamiento.

En otra tarea de la situacion didactica, el estudiante debia dibujar 1000 rectangulos en la terraza y
sefialar si estos la cubrian totalmente; luego debia indicar cuantos rectangulos si lo cubririan.

n=1000
8 ®
; AreaTerraza =10.933 m?
S =10.925 m?
6
Jardin

Figura 3. Dibujo de 1000 rectangulos en una region

Como se observa en la figura 3, ya no se aprecia en la terraza el dibujo de los 1000 rectangulos, por
ese motivo, se esperaba que el estudiante deje de lado el analisis grafico y centre su atencién en los
resultados numeéricos, los cuales muestran que la terraza no se cubre en su totalidad; inclusive, era
probable que el estudiante indicara que usando rectangulos no se podria cubrir una regién no lineal.
Asimismo, se esperaba que el estudiante se dé cuenta que necesitaba aumentar el numero de
rectangulos para aproximarse cada vez mas al area de la region, y que este numero tenderia al
“infinito”.
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Figura 4. Respuestas dadas por el estudiante luego de dibujar 1000 rectangulos.

Fuente: Martinez (2015, p. 183 y 189)

A partir de las respuestas dadas por el estudiante (ver figura 4) a la tarea propuesta, observamos que
se valido el procedimiento de aproximacion, porque el estudiante se dio cuenta que puede aproximarse
tanto como lo desea a la medida del area, y es consciente que no llegara a calcular exactamente dicha
medida. Asimismo, observamos que representé correctamente la suma S como una adicién de infinitos
términos (adicion de medidas de areas de infinitos rectangulos), superando las dificultades
presentadas en tareas anteriores, esto se consiguié luego de que el profesor explicara el uso de
expresiones simbdlicas con subindices naturales. Por estos resultados, afirmamos que el estudiante
alcanzé la dialéctica de validacion.

Conclusiones

A partir del desarrollo de la situacion didactica; de la informacion recogida de los estudiantes, tanto
escrita como oralmente; y del analisis realizado, hemos llegado a las siguientes conclusiones:

e Al poder observar como varian las graficas y los calculos numéricos de forma dinamica, los
estudiantes centraron su atencion en analizar, justificar, e interpretar los resultados obtenidos.

e El estudiante amplia su nocion de area a partir del proceso de exhauscion, esto es que puede
aproximarse tanto como quiera a la medida de un area, utilizando un niumero de rectangulos
que tiende al infinito.
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o Es posible implementar otra situacién didactica cuyo objetivo sea expresar la medida del area
como el limite de la suma de las medidas de las areas de infinitos rectangulos, de modo que se
introduzca la definicion de area como el limite de una suma de Riemann o la medida del area
como integral definida (Martinez, 2015).
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