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Resumen

Presentamos un sintesis de las principales investigaciones acerca de la enseflanza y el
aprendizaje de la demostracion, con el animo de aportar fuentes de consulta a la comunidad
de educadores en matematicas interesados en el tema. Planteamos una estructura
organizativa que incluye las siguientes lineas de investigacion: consideraciones historico—
epistemologicas; la demostracion en el curriculo; concepciones y dificultades de los
estudiantes al demostrar; relaciones entre argumentaciéon y demostracion; y propuestas
didacticas para la ensefianza de la demostracion.

Introduccién

Los estudios acerca de la ensefianza y el aprendizaje de la demostracion se han desarrollado
desde perspectivas diferentes, que incluyen aspectos historicos, epistemoldgicos, psicoldgicos,
cognitivos, curriculares y didéacticos, lo que da lugar a diferentes clasificaciones o estructuras
organizativas para la presentacion de las principales corrientes investigativas en el campo. En la
conferencia presentamos una sintesis de importantes publicaciones que dan cuenta de
investigaciones sobre el aprendizaje y la ensefianza de la demostracion matemética. La
estructura presentada estd organizada en cinco lineas de trabajo, derivadas de las
caracterizaciones realizadas por Mariotti (2006), Harel y Sowder (2007) y Boero (2007).

También se tienen en cuenta las investigaciones que reconocen que las matematicas son una
produccién social realizada por los matematicos profesionales que se ponen de acuerdo sobre
ciertas normas. Ademas, investigadores en educacion matematica llevan estas ideas al mundo de
la ensefianza y proponen considerar los grupos de estudiantes de un aula como una comunidad
que puede adoptar sus propios acuerdos para construir su concepciéon de demostracion
matematica. Un ejemplo de ello lo tenemos en Camargo (2010). Desde este punto de vista, con
el que coincidimos, la actividad de producir una demostracién es una practica social cuyas
caracteristicas dependen del ambito institucional en donde se lleva a cabo.
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Investigaciones en la linea histdrico - epistemologica

La linea de investigacion se sustenta con planteamientos como los de Balacheff (2008) quien
propone que las diferentes concepciones sobre la demostracion matematica deben ser explicadas
y relacionadas para lograr una comprension global acerca de la naturaleza de la demostracion,
una coherencia en el discurso acerca de ésta y significados compartidos entre investigadores en
educacion matematica. Como un aporte a la distincion acerca del estatus otorgado a la
demostracion por diversos investigadores, Balacheff (2008) distingue cinco posiciones
diferentes:

* La demostracion matemadtica es un tipo universal y paradigmadtico de validacion del
conocimiento. En ese sentido, la demostracion matematica debido a sus relaciones
privilegiadas con la logica, podria ser vista como una referencia para procesos de validacion
en otros ambitos y como el mejor ejemplo de racionalidad. Esto parece haber sido
sistematizado de manera bastante radical por los educadores matematicos estadounidenses
de la primera parte del siglo pasado, dando lugar a un formato de representacion a dos
columnas, a favor un enfoque analitico, que facilita la evaluacion de la demostracion por el
estudiante y el profesor (Balacheff, 2008).

* La demostracion matemdtica tiene una naturaleza idiosincrasica y particular, ligada al
contenido matemdtico. El esquema de demostracion de una persona es algo completamente
subjetivo, que puede variar de una persona a otra, de una cultura a otra y de una generacion a
otra. Asi, los esquemas de demostracion son idiosincrasicos y varian de un campo a otro,
incluso dentro de las matematicas. (Harel y Sowder, 1998). Esta vision de la demostracion
ha sido utilizada y/o adaptada por algunos investigadores para proponer modelos para el
estudio de la demostracion en la educacion matematica (Antonini y Mariotti, 2008; Fiallo,
2006, 2010; Ibafies y Ortega 2003, 2004; Marrades y Gutiérrez, 2000; Stacey y Vincent,
2008; Stylianides, 2011).

* La demostracion es una prdctica matemdtica por excelencia ubicada en el corazon de ésta.
La demostracion es connatural al pensamiento matematico y el razonamiento deductivo, que
sustenta el proceso de validar, diferencia las matematicas de las ciencias empiricas. El
proceso de construccidon de una demostracion es claramente complejo y riguroso: se trata de
partir de lo que se sabe, las propiedades matemaéticas que ya se conocen o se pueden asumir,
identificar lo que se va a deducir y organizar un conjunto de transformaciones necesarias
para inferir lo segundo a partir del conjunto inicial de propiedades, usando esquemas de
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razonamiento logico. (Healey y Hoyles, 1998). Esta vision ha sido compartida y
complementada por investigadores ingleses (Hoyles y Kiichemann, 2002; Kiichemann y
Hoyles, 2001; Tall, 1998).

* La demostracion es una herramienta necesaria para las matemadticas, cuya utilidad se
percibe en sus aplicaciones. La demostracion adquiere significado en el juego dialéctico
entre formular una demostracién y comunicar su significado (Hanna y Jahnke, 1996). Esta
dialéctica deberia explotarse en la ensefianza combinando procesos sociales de verificacion
con la elaboracion de demostraciones en el marco de sistemas teodricos. En ese sentido, la
contribucion mas importante de la demostracion a la educacidbn matematica es la
comunicacion de la comprension matematica. Un curriculo de matematicas que tiene como
objetivo reflejar el verdadero papel de la demostracion rigurosa de las matematicas debe
presentarla como una herramienta indispensable de las matematicas y no en la esencia
misma de la ciencia (Hanna y Jahnke, 1996).

* La demostracion es un campo autonomo especifico de las matemdticas. Un teorema3 sélo es
aceptable porque es sistematizado en una teoria, con una total autonomia de cualquier
verificaciéon o argumentacion a nivel empirico (Mariotti, 1997). Esta posicion se basa
claramente en el reconocimiento de un caracteristica especifica de las matematicas: la
organizacion teodrica de acuerdo a axiomas, definiciones y teoremas (Balacheff, 2008).

Por su parte, de Villiers (1993) propone como funciones de la demostracion la verificacion,
explicacion, sistematizacion, descubrimiento y comunicacion. El analisis se efectia con base en
consideraciones epistemologicas y en el testimonio personal de matematicos activos. Plantea que
la conviccidon de un hecho no se consigue exclusivamente con una demostracion, ni la unica
funcion de la demostracion es la de verificacion/conviceidn; esta funcion no tiene sentido para
los estudiantes en los casos evidentes o facilmente verificables, mientras que la funcion de
explicacion es mas significativa. Segliin el autor, en el ambito educativo debe ponerse mas
atencion a las funciones de descubrimiento y comunicacion. La funcion de sistematizacion debe
dejarse para niveles mas avanzados y deberia ser omitida en un curso introductorio de la
demostracion.

Investigaciones en la linea de la demostracion en el curriculo

En esta secciébn nos referimos a investigaciones que tienen como meta proporcionar una
descripcion del estatus de la demostracion en la escuela y su relacion con el curriculo. Algunos

* “Unidad compuesta de un enunciado matematico, una demostracion y una teoria matematica, donde la forma condicional del
enunciado desempefia un papel principal” (Mariotti y otros, 1997).

271 VIII Simposio Nororiental de Matemdticas, Bucaramanga, Colombia, 2013.



Matematicas del Nororiente Colombiano

interrogantes que motivan los estudios investigativos son: ;cudl es el estatus de la demostracion
en la escuela? (Mariotti, 2006), ;qué influencia tienen las concepciones epistemologicas acerca
de la demostracion en las diversas opciones curriculares? ;qué relacion guardan el aprendizaje
de la demostracion en la escuela y las concepciones de los estudiantes acerca de la demostracion
con supuestos histéricos y epistemoldgicos subyacentes en el curriculo? (Boero, 2007). A
continuacion sintetizamos algunos de los principales estudios representativos de esta linea.

Battista y Clements (1995) proponen que el curriculo de secundaria debe estimular a los
estudiantes a refinar su pensamiento gradualmente, conduciéndolos a comprender los defectos de
las justificaciones visuales y empiricas para que descubran y comiencen a usar componentes
criticos del pensamiento formal. Al respecto Godino y Recio (2001) plantean que la ensefianza
de las matematicas debe procurar que los estudiantes controlen y dominen las diversas practicas
argumentativas, asi como ser conscientes de las relaciones dialécticas entre las mismas.

Healy y Hoyles (1998, 2001) presentan los resultados de un proyecto nacional sobre las
concepciones de demostracion que tienen estudiantes entre 14 y 15 afios, en Inglaterra y Gales.
A partir de un cuestionario aplicado masivamente, que incluia preguntas de algebra y geometria,
examinan la relacion entre el curriculo nacional, las concepciones que manifiestan los
estudiantes, asi como su desempefo. Las respuestas del cuestionario sirvieron a Kiichemann y
Hoyles (2001) para sacar conclusiones sobre la influencia del tema (dlgebra o geometria), el
género y el conocimiento matematico general en las concepciones acerca de la demostracion y
en el desempefio al demostrar. Los autores sefialan que las respuestas a los items cuyos temas
eran mas familiares a los estudiantes estaban sujetas a la influencia de los libros de texto mas
que al conocimiento matematico general, mientras que las respuestas a los items menos
familiares (geometria), estaban mdas sujetas a la variacion entre clases; en un estudio
complementario al anterior, los autores caracterizan las diferentes respuestas de dos estudiantes
con diferentes visiones de demostracion y de matematicas. En un estudio local, usando la idea de
evaluacion propuesta en Kiichemann y Hoyles (2001), Fiallo y Gutiérrez (2007) presentan los
resultados cualitativos y cuantitativos de una evaluacion diagnoéstica aplicada a 100 estudiantes
de 10° grado de bachillerato (14 — 16 afios) de tres instituciones de Santander (Colombia),
mediante el andlisis de los tipos de demostraciones que realizan los estudiantes al inicio del
curso. Con un objetivo similar, Szendrei-Radnai y Torok (2007) suministran informaciéon sobre
la existencia de situaciones alternativas y la influencia de “agentes” externos a la configuracion
escolar hungara usual (contextos matemadticos y cotidianos) que contribuyen a proporcionar
buenas oportunidades para que los estudiantes puedan hacer frente a una demostracion de una
manera coherente y proporcionan una imagen parcial y relativa de las concepciones de los
estudiantes en Hungria acerca de la demostracion al entrar en la Universidad, como efecto del
acercamiento escolar.
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Ibanes y Ortega (2004) realizan un analisis curricular del tratamiento de las demostraciones
trigonométricas revisando los libros de texto espafioles de primer curso de bachillerato. Usan
como categorias de andlisis de contenido matematico las definidas para ese fin en Ibafies y
Ortega (2003). Por esta razdn, estudian los esquemas de demostracion, las técnicas empleadas en
las demostraciones -método, estilo y modo-, las funciones de la demostracion, la explicitacion de
procesos, las expresiones que se utilizan y si en los textos se hacen consideraciones globales del
proceso seguido en la demostracion. En un trabajo similar, Stacey y Vincent (2008) usan la
definicion de demostracion y los esquemas de demostracion de Harel y Sowder (2007) para
analizar los modos de razonamiento explicito en las explicaciones, justificaciones Yy
demostraciones de varios topicos en cuatro libros de texto australianos. Concluyen que todos los
libros de texto hacen algtn intento de explicar cada proposicion. Ningun libro de texto presenta
“reglas sin razon”. Sin embargo, parece ser que el unico objetivo al deducir una regla es ponerla
en practica en ejercicios, en lugar de utilizar las explicaciones como una herramienta de
pensamiento. Las explicaciones son muy cortas y sélo presentan aspectos esenciales del
razonamiento formal, por lo que los estudiantes deben acudir a los profesores para
comprenderlas, aunque el material proporcionado requiere de profundizacion en el conocimiento
matematico y pedagogico del contenido por parte de los profesores. Algunos de los recursos
electronicos que se agregan, incluyendo demostraciones geométricas dindmicas y plantillas para
la construccion, son para llenar algunas lagunas en las explicaciones.

Investigaciones en la linea de concepciones y dificultades de los estudiantes
al aprender a demostrar

En este grupo ubicamos investigaciones que buscan obtener una mejor idea sobre los procesos
relacionados con el aprendizaje de la “demostracion” y aportan respuestas a interrogantes como
(cudles son las actuales concepciones de la demostracion de los estudiantes? (Harel y Sowder,
2007) (cuales son las principales dificultades que encaran los estudiantes en relacion a la
demostracion? y ;cual puede ser el origen de tales dificultades? (Mariotti, 2006; Harel y Sowder,
2007). A continuacién presentamos trabajos de investigacion representativos de esta linea.

Balacheff (1988b) presenta un estudio experimental acerca de las concepciones de demostracion
de los estudiantes, desde el punto de vista de las practicas matematicas. Plantea la siguiente
clasificacion para las concepciones: empirismo ingenuo, experimento crucial, ejemplo genérico y
experimento mental. Las tres primeras corresponden a demostraciones empiricas y la tltima a
demostraciones deductivas informales, La diferencia entre las demostraciones empiricas es la
forma como los estudiantes seleccionan los ejemplos: En el empirismo ingenuo, el estudiante
busca, muchas veces de manera aleatoria, uno o varios ejemplos, que son percibidos como casos
aislados. En el experimento crucial, la demostracion se basa en la concepcion de que todos los
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ejemplos se comportaran de la misma manera, por lo que el estudiante elige ejemplos de manera
cuidadosa para que no sean “especiales” y verifica en ellos la conjetura cuya veracidad quiere
demostrar. En el ejemplo genérico, el estudiante hace una busqueda cuidadosa de ejemplos, que
son representantes de sus clases y portadores de propiedades abstractas. La principal
caracteristica del experimento mental es que los ejemplos ya no forman parte de la
demostraciodn, sino que son un complemento que ayuda al estudiante a encontrar propiedades y
relaciones deductivas para construir la demostracion.

Ibanies y Ortega (2003) presentan un estudio sobre el reconocimiento de diferentes procesos
matematicos por parte de estudiantes de primer curso de bachillerato, entre los cuales esta la
demostracion. En su estudio muestran que los estudiantes van evolucionando en el
reconocimiento, distincion e identificacion de las demostraciones matematicas, basados en
razones externas al proceso y en las funciones que le asignan al mismo, logrando una
caracterizacion cada vez mejor del mismo. Cuando ellos se fijan en las funciones de la
demostracion, la de explicacion es la que mas consideran. Los estudiantes que no han recibido
una instruccion especifica sobre la aplicabilidad de los teoremas no son conscientes de esta
posibilidad e incluso creen que se pueden encontrar ejemplos que no satisfagan un teorema ya
demostrado. Antonini y Mariotti (2008), a partir de la nociéon de teorema de Mariotti y otros
(1997), proponen un modelo para ser usado en la observacion, el andlisis y la interpretacion de
asuntos didacticos y cognitivos relacionados con las argumentaciones y demostraciones
indirectas. Plantean que el uso de las expresiones “demostracion indirecta”, “demostracion por
contradiccién”, “demostracion por contraposicion”, “demostracion ad absurdum”, en los libros
de texto, no es claro y uniforme, y puede ser objeto de polémica, incluso entre los matematicos.
Los autores sefialan la dificultad de algunos estudiantes para convencerse de la veracidad de
alguna conjetura a partir de una demostracion por contradiccion, debido a la complejidad de la
argumentacion que soporta la demostraciéon y su lejania con posibles procesos previos de
generacion de la conjetura. Dichos autores detectan también que, para muchos estudiantes, las
demostraciones por contradiccion no cumplen las funciones asignadas a este proceso.

Por otro lado, Harel y Sowder (1998) consideran que las dificultades para aprender a demostrar
obedecen a la variedad de formas como los estudiantes se convencen a si mismos o persuaden a
otros de la certeza de una observacion. Proponen la nocion de “esquema de demostracion” como
una herramienta para analizar las formas de conviccion o persuasion y clasifican las
demostraciones de los estudiantes en los siguientes esquemas, cada uno con sus respectivas sub-
categorias: por conviccidon externa, empiricos o analiticos. Dichos esquemas son mutuamente
exclusivos, pues un argumento de demostracion no puede ser de dos tipos a la vez, pero es
frecuente que los estudiantes utilicen mas de una clase de esquema en diferentes partes de una
demostracion. Estos autores argumentan que las actividades de aprendizaje que educan el
razonamiento de los estudiantes acerca de la demostracion son cruciales en el desarrollo
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matematico, aun desde los primeros afios. Los estudiantes deberian aprender que las
demostraciones son, primero que todo, argumentos convincentes, que son un producto de la
actividad humana, en la cual ellos pueden y deben participar y que son parte esencial de la
actividad matematica. La meta de la enseflanza de las matematicas es ayudar a los estudiantes a
refinar sus propios esquemas de lo que constituye una justificacion en matematicas: desde
esquemas dominados por la percepcion, la manipulacion simbolica y los rituales, hasta esquemas
basados en la necesidad logica, pasando por esquemas basados en la intuicion y la conviccion
personal.

Arzarello y otros (1998) bosquejan un modelo para interpretar las dificultades en los procesos de
exploracion de situaciones geométricas, cuando se estan formulando conjeturas (fase ascendente
de la actividad) y produciendo sus demostraciones (fases descendente de la actividad). El
modelo esta basado en los diferentes tipos de control del sujeto con respecto a la situacion, y el
paso de una fase a la otra. Estos autores analizan la soluciéon a un problema de demostracion
poniendo especial atencidon al momento en que se pasa de la fase ascendente, caracterizada por
una actividad empirica que apunta a entender mejor el problema, generar una conjetura o
verificarla, hacia una fase descendente, donde se intenta construir una demostracion deductiva de
la conjetura.

Healy y Hoyles (2000) examinan las concepciones de los estudiantes de la demostracion en
algebra, encontrando que los estudiantes sostienen simultdneamente dos concepciones diferentes
de demostracion. De un lado, prefieren argumentos que pueden evaluar, que les convencen, que
le proveen una explicacion significativa y que excluyen el algebra. De otro lado, predomina el
argumento empirico en las propias construcciones de demostraciones, aunque la mayoria de
estudiantes se da cuenta de sus limitaciones. Otro resultado de este proyecto es reportado en
Hoyles y Kiichemann (2002), quienes analizan las respuestas a una pregunta escrita sobre la
equivalencia de dos enunciados de teoria elemental de nimeros, una implicacion légica y su
reciproca, para evaluar la verdad de las afirmaciones y justificar sus conclusiones. Distinguen
tres estrategias, empirica, empirica enfocada y deductiva enfocada, que representan cambios en
la atencién desde un acercamiento inductivo hacia uno deductivo. Estos autores presentan
también algunas categorias teodricas para clasificar diferentes tipos de significados que los
estudiantes asignan a la implicacion logica y las razones que sustentan estos significados. Las
categorias distinguen respuestas donde un enunciado de implicacion légica es (o no) interpretado
como equivalente a su reciproca, el antecedente y el consecuente se ven (0 no) como
intercambiable o las conclusiones son (o no) influenciadas por datos especificos.

Fiallo (2006) analiza los tipos de demostracion propuestos por Marrades y Gutiérrez (2000) que

emergen durante la aplicacion de una unidad de ensefianza de las razones trigonométricas en un
entorno de geometria dindmica enfocandola ademés hacia el desarrollo de las habilidades de la
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demostracion en los estudiantes de 10° grado. Con los datos obtenidos en esta investigacion,
Gutiérrez y Fiallo (2007) presentan algunos ejemplos de los diferentes tipos de demostracion
producidas por los estudiantes y muestran su progreso durante la unidad de ensefianza.

Investigaciones en la linea de la relacion entre argumentacion y

demostracion

En esta linea de investigacion se busca dar respuesta a preguntas como las siguientes: ;existe
continuidad o distancia cognitiva entre la argumentacién producida en la construccion de una
conjetura y su demostracion? ;de qué tipo de continuidad se trata? ;coOmo comparar la
argumentacion con la demostracion? jcomo identificar la fase de produccion de una conjetura y
la fase de construccion de la demostracion? (Pedemonte, 2005).

Desde una perspectiva clasica epistemoldgica, algunos estudios han planteado, como una de las
fuentes de dificultades, la discrepancia entre la argumentacion con base en la verificacion
empirica (tipica de un razonamiento comun) y el razonamiento deductivo (tipico de un
razonamiento tedrico). Balacheff (1988a) plantea que existe una heterogeneidad de tipo
epistemoldgico entre estos dos procesos, debido a que los conocimientos utilizados son muy
diferentes por la diferencia del paso de lo pragmatico a lo teérico. Este autor también plantea que
el objetivo de la argumentacion consiste en obtener la adhesion del interlocutor sin plantear
necesariamente el problema de validez del enunciado.

Duval (1989, 1992-1993) muestra la distancia cognitiva que separa la argumentacion de la
demostracion, a pesar de una proximidad discursiva a veces muy grande, y se refiere al problema
de reconocer una argumentacion, dada la variedad de las formas discursivas que puede tomar y
la diversidad de sus niveles de organizacion. Duval analiza como funciona una demostracion
para plantear una ruptura entre la argumentacién y la demostracién, afirmando que el
razonamiento deductivo es de un caracter diferente al de la argumentacidon espontaneamente
aplicada en discusiones o en debates relativos a conflictos cognitivos. Una argumentacion no
funciona en primer lugar sobre el estatus de las proposiciones, sino sobre su contenido. La
consideracion del estatus de las proposiciones no es esencial.

Douek (1998) toma el andlisis del funcionamiento de la demostracion de Duval como punto de
referencia para subrayar la necesidad de considerar otros aspectos del proceso de construccion
de una demostracion dentro de las matematicas. Plantea que, a pesar de la innegable distancia
epistemoldgica y cognitiva entre la argumentaciéon y la demostracion matematica formal como
productos socialmente situados, desde el mismo punto de vista epistemoldgico y cognitivo, la
argumentacion y la demostracion matematica ordinaria tienen, como procesos, muchos aspectos
en comun. Al respecto, Boero y otros (1996) proponen que, en un contexto educativo adecuado,
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es posible implementar con éxito un proceso de produccion de teoremas, caracterizado por un
fuerte vinculo cognitivo entre los procesos de argumentacion y de demostracion. En una
investigacion basada en un experimento de ensefianza organizado con estudiantes de grado
octavo, que tenian que resolver problemas consistentes en elaborar conjeturas y demostrarlas de
manera deductiva, observaron que los estudiantes que resolvian los problemas con éxito
mantenian una gran coherencia entre el texto del enunciado producido por ellos y la
demostracion deductiva construida para justificarlo, mientras que los estudiantes que no
lograban completar una demostracion deductiva correcta mostraban diferencias importantes
entre la actividad de elaboracion y verificacion de la conjetura y los intentos de demostrarla. Ello
lleva a estos autores a proponer el constructo “unidad cognitiva de teoremas” para destacar la
coherencia (o la falta de ella) entre ambas fases de resolucion de los problemas de conjetura y
demostracion.

Pedemonte (2002, 2005, 2007, 2008) usa el constructo unidad cognitiva de teoremas para
analizar y mostrar las posibles continuidades y rupturas entre la argumentacion y la
demostracion. Para el andlisis cognitivo de la continuidad que puede existir entre los procesos de
argumentacion que conducen a la explicacion de una conjetura y su demostracion, desde el
punto de vista estructural y del sistema de referencia, Pedemonte utiliza una herramienta basada
en el modelo cK¢* (Balacheff, 1995, Balacheff y Margolinas, 2005) integrado en el modelo de
Toulmin (1958)°. El modelo cK¢ permite analizar el sistema de referencia y el modelo de
Toulmin permite analizar la estructura de la argumentacion.

Fiallo (2010) analiza la existencia de la continuidad o distancia cognitiva entre los procesos de
argumentar y demostrar en el desarrollo de demostraciones de propiedades de las razones
trigonométricas. Propone una estructura de analisis de los tipos de demostracion que se
presentan en la escuela secundaria, adaptando el modelo de Pedemonte y el constructo de unidad
cognitiva de teoremas para el analisis de la unidad o distancia cognitiva entre el planteamiento
de conjeturas y la construccion de demostraciones, segun ésta estructura. Plantea cinco
categorias de unidad o ruptura cognitiva, las cuales agrupan los diferentes logros o dificultades
detectados en los procesos de argumentacion y de demostracion.

cK¢: conception, knowing, concept (Balacheff & Margolinas, 2005, p. 105)
5 Toulmin (1958) elabora un modelo de representacion de argumentos en el que identifica seis caracteristicas estructurales que se
deben analizar y organizar durante el proceso de argumentacion: el enunciado (claim), los datos (data), los permisos de inferir
(warrant), el indicador de fuerza del argumento (modal qualifiers), las refutaciones potenciales (rebuttals) y el soporte del permiso de
inferir (backing).
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Investigaciones en la linea de propuestas didacticas

Los trabajos buscan dar respuestas a numerosas preguntas abiertas relativas a la problematica de
la ensefianza y el aprendizaje de la demostracion, tales como: ;es posible superar las dificultades
que encuentran los estudiantes en relacién a la demostracion? ;cémo pueden ser disefadas
intervenciones de enseflanza? ;qué sugerencias generales se pueden dar para la ensefanza de las
demostraciones? (Mariotti, 2006), ;como deberia ensefiarse la demostraciéon? ;coOmo son
construidas, verificadas y aceptadas las demostraciones en el aula?, ;cuéles son las fases criticas
en el desarrollo de la demostracion con el estudiante y dentro del aula como comunidad de
aprendizaje? ;qué entornos de aula son propicios para el desarrollo del concepto de
demostracion con los estudiantes? ;qué formas de interacciones entre los estudiantes y entre los
estudiantes y el profesor pueden fomentar la concepcion de demostracion de los estudiantes?
(qué actividades matematicas -posiblemente con el uso de tecnologia- pueden mejorar las
concepciones de los estudiantes de la demostracion? (Harel y Sowder, 2007).

Un aspecto mencionado recurrentemente en los estudios investigativos en esta linea es el tipo de
tareas que se proponen a los estudiantes. Bell (1976) es pionero al sugerir que proponer a los
estudiantes tareas de investigar situaciones problema puede conducir a diversas conjeturas
formuladas por ellos, a la necesidad de resolver conflictos entre puntos de vista diferentes, a la
presentacion de evidencias y a la construccion de argumentos formales. Esta idea es llevada a la
préctica, entre otros, por Lampert (1990), Hoyles (1997) y Martin y otros (2005); el primero de
ellos sugiere que los problemas propuestos incluyan la observacion de patrones de regularidad
pues esto conlleva a la elaboracién de argumentos empiricos inductivos y a explicaciones
deductivas sobre por qué un patron puede continuar. Por su parte, Radford (1994) hace una
descripcion mas detallada del tipo de tareas para geometria, proponiendo la reformulacion de
teoremas relevantes en términos de problemas abiertos que dan lugar a una conjetura
correspondiente al enunciado del teorema, seguida de actividades que buscan mostrar que una
figura no puede constituirse en una demostraciéon y de otras que procuran la comprension del
funcionamiento de una demostracion -las cuales incluyen demostraciones incompletas o cuyos
pasos estdn desordenados con la finalidad de completarlas u organizarlas, respectivamente-.
Radford dice que por esa via los estudiantes pueden ver los teoremas como algo significativo y
se motivan a demostrarlos. Evalua el éxito de su propuesta analizando los progresos individuales
en la realizacion de demostraciones. Harel (1998) introduce un elemento nuevo en la seleccion
de teoremas al proponer que éstos den lugar a demostraciones ‘explicativas’ (Hanna, 1990) pues
son las que motivan a los estudiantes a aprender a demostrar. Adicionalmente, Marrades y
Gutiérrez (2000) y Jones (2000) llaman la atencion sobre la necesidad de organizar secuencias
de ensefianza cuidadosas, graduar los problemas segun el grado de dificultad y dar suficiente
tiempo a los estudiantes para trabajar en los problemas propuestos.
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Ademas de las tareas, otro aspecto al que se presta atencion, especialmente con el advenimiento
de los programas informaticos de geometria dindmica, es a los recursos que se ponen a
disposicion de los estudiantes. El trabajo de Groman (1996) es uno de los primeros enfocados en
aspectos sociales del aprendizaje de la demostracién en donde se emplea como mediador a la
geometria dinamica. La investigadora sefiala que la presencia de la tecnologia produce un
cambio en la forma de hacer el curso, hacia una practica de tipo social. A partir de la exploracion
de figuras geométricas para producir conjeturas y preguntas de la forma “qué pasa si...”, los
estudiantes, futuros profesores, pueden construir por si mismos significados matematicos en un
ambiente social de investigacion, donde el profesor es uno mas de los participantes en el
proceso.

Mariotti (2000) presenta un analisis de la relevancia de varias funciones del programa Cabri al
permitir centrar la atencién en los procedimientos de construccion y en su validez, mas que en el
resultado de los mismos. La autora ilustra -mediante episodios extraidos de un experimento de
ensefianza realizado con estudiantes de 15-16 afios- de qué manera aprovecha la correspondencia
existente entre los comandos del menu que ofrece el programa y los axiomas y teoremas, que los
estudiantes usan en sus justificaciones, para introducir la idea general de demostracion y la
necesidad de demostrar siguiendo los principios y reglas de inferencia aceptados por el grupo
como parte de una teoria. Segun Mariotti, el aprendizaje de la demostracion se favorece cuando
una solucidon propuesta por un estudiante se somete a juicio de los demas, con base en las
justificaciones que éste da. De manera paulatina se va incrementando la necesidad de recurrir a
la demostracion como recurso de validacion. Marrades y Gutiérrez (2000) sefialan que el
programa de geometria dindmica permite una exploracion empirica de las representaciones de
las figuras geométricas, hecho que influye en una evolucion positiva hacia la produccion de
justificaciones cada vez més proximas a demostraciones deductivas. Jones (2000) propone tareas
cuya intencion es interesar a los estudiantes en el andlisis de las propiedades geométricas que
permiten establecer relaciones entre las figuras. Concluye que cuando los estudiantes intentan
explicar qué caracteristicas debe tener una figura construida en un programa de geometria
dindmica para representar una figura geométrica especifica, juegan implicitamente con la idea de
inferencia y se preparan para comprender como opera una demostracion. El programa de
geometria dindmica aporta un contexto de significado a la tarea de explicar, al disponer de la
funcion de arrastre de los objetos de la construccion; el uso de esta funcion motiva a preguntarse
por las razones de la resistencia de una figura al arrastre o la permanencia de algunas de las
caracteristicas de las figuras bajo el arrastre. Asi, la preparacion para la demostracion se hace
con actividades que llevan a los estudiantes a tener conciencia de la dependencia entre
propiedades, a partir del cuestionamiento de una propiedad condicionada a la validez de otra
propiedad. Healy y Hoyles (2001) reportan un estudio en el que tienen como hipotesis que las
explicaciones dadas por los estudiantes, derivadas de la interaccion con un programa de
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geometria dindmica, son mas faciles de sistematizar en una demostracién deductiva que aquellas
producto del trabajo con figuras hechas en papel; esto es debido a que al usar el programa se
presta atencion explicita a los procesos que se llevan a cabo. Fiallo (2010) usa archivos
construidos en Cabri para que los estudiantes puedan explorar y comprender que los conceptos y
propiedades de las razones trigonométricas se cumplen para cualesquier angulo entre 0° y +360°.
Los archivos, junto con las preguntas propuestas en las guias de los estudiantes se constituyen es
una gran ayuda para el aprendizaje de los conceptos y el mejoramiento de las habilidades de
demostracion. El autor sefiala que los propios estudiantes, sin demasiada intervencion del
profesor son los que “descubren” dichos conceptos y propiedades. Esto los motiva a querer saber
por qué son verdaderos y el programa de geometria dindmica les proporciona herramientas
necesarias para que exploren los objetos geométricos y las relaciones numéricas y encuentren
dichas respuestas.

Un grupo de investigadores italianos han realizado diversos experimentos de ensefianza con el
fin de analizar la problematica del aprendizaje de la demostracion en clases ordinarias. Varias de
esas investigaciones estan resumidas en Boero (2007). Entre ellos, Bartolini Bussi y otros
(2007a) presentan el trabajo de investigacion referente al acercamiento a los teoremas de
geometria en la escuela, proporcionando una estructura tedrica unificada de los estudios de
investigacion que usan en investigaciones posteriores. Bartolini Bussi y otros (2007b) reportan
un problema de construccion de la geometria del circulo en tercer grado de primaria, analizando
los procesos que han tenido lugar en las aulas como consecuencia de la asignacion de esta tarea,
abordando algunos aspectos pertinentes, como la delicada relacion entre las practicas concretas y
el pensamiento tedrico, y analizando cémo fue intencionalmente provocado el cambio del uno al
otro durante la interaccién en las clases. Boero, Garuti y Lemut (2007) analizan los procesos
mentales subyacentes a la produccion y demostracion de conjeturas en matematicas, dando
algunas pistas sobre situaciones problematicas adecuadas para la ensefianza de la demostraciéon y
sobre la mejor forma de manejar el trabajo en clase para una amplia participaciéon de los
estudiantes en la construccidon de conjeturas y demostraciones. Parenti y otros (2007) presentan
las condiciones peculiares que habilitan la clase para llegar a buenos niveles de participacion en
discursos tedricos y estudian algunos procesos mentales que estdn involucrados en estas
actividades. Confirman el importante papel que desempena el profesor en el acercamiento a
aspectos teoricos de las matemadticas: en el aula como un mediador cultural, que plantea y
coordina discusiones; en el grupo de investigacion, como un miembro que hace parte de la
planificacion de las actividades y en el anélisis de los procesos mentales de los estudiantes.
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