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2.Descripcion

El trabajo de grado presentado a continuacién es el resultado de la exploracion del concepto Relacion
Triangular Circuncéntrica. Esta dividido en cinco capitulos, en los cuales se presentan los preliminares del
trabajo y los resultados de la exploracion de la definicién Relacion Triangular Circuncéntrica, tal relacion es
una variante de la definicion de Relacién Interdiagonal presentada por Caicedo Yurani & Contreras Diego,
como monografia para optar el titulo de Licenciado en Matematicas de la Universidad Pedagdgica
Nacional en el afio 2009.

El software utilizado para la exploracién de la Relacion Triangular Circuncéntrica y posterior conjeturacion
sobre algunas propiedades es GeoGebra, estas propiedades son el objeto de estudio en este trabajo de
grado.
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4. Contenidos

El presente trabajo de grado esta asociado al interés profesional, en el que se presentan cinco capitulos
con los resultados obtenidos de la exploracién de la definicidn Relacion Triangular Circuncéntrica.

Capitulo 1: Preliminares

En este capitulo se presenta la justificacion, los objetivos y los antecedentes del trabajo de grado, estos
estan presentados en subcapitulos. En los antecedentes se muestra partes de la monografia “Estudio de
una relacioén en el plano: relacién interdiagonal”, asi mismo los cambios en la definiciéon “Relacién
Interdiagonal” para definir la Relacion Triangular Circuncéntrica.

Capitulo 2: Marco de referencia conceptual

En este capitulo se presentan las principales definiciones, postulados y teoremas que son utilizados en las
demostraciones de las propiedades emergentes de la exploracion, las cuales en su mayoria son tomadas
del Moise & Down (1986). Asi mismo se hace una presentacion del software educativo GeoGebra.

Capitulo 3: Relacion Triangular Circuncéntrica

En este capitulo se presentan las conjeturas halladas, junto con su demostracion. Primero se presenta la
Definicion de la Relacion Triangular Circuncéntrica (RTC), en donde se hace una presentacion formal de la
definicion estudiada. Después se determinan y caracterizan los puntos que estdn en RTC con un punto

P del plano, se presenta la determinacién de los puntos mediante una construccion. Con ello se muestran
los tres primeros teoremas, los cuales caracterizan los puntos hallados mediante la construccién
presentada.

Una vez caracterizados los puntos en RTC, se presentan los teoremas que involucran semejanza entre el
triangulo inicial y el hallado mediante los puntos en RTC con el punto del plano escogido. Por dltimo, los
teoremas que involucran colinealidad, los cuales surgen de relacionar colinealmente dos puntos del plano
y el punto base.

Capitulo 4: ¢ Qué ocurre si el punto base es un punto diferente al circuncentro?

En este capitulo se reemplaza el punto base de la definicién Relacién Triangular Circuncéntrica por el
incentro del tridngulo inicial, este cambio genera la definicién Relacion triangular Incéntrica en donde se
prueban algunos de los teoremas mostrados en el capitulo 3.

En seguida se hace el cambio del punto base a un punto que no tiene relacién directa con el triangulo, es
decir un punto no notable de tridngulo, donde la informacién obtenida se muestra en un cuadro
comparativo entre la Relacion Triangular Circuncéntrica (RTC) y Relacion Triangular Incéntrica (RTI) con
la Relacion Triangular (RT).

Capitulo 5: la RT vista como una funcion

En este capitulo se contintia el estudio de la RT como una funcién que asigna a cada punto P del plano un
punto P’ que esta en RT con él, obteniendo la condicién necesaria para que haya una simetria axial, asi
mismo descartando las transformaciones que no se dan.

Finalmente se presentan las conclusiones, bibliografia y anexos, en este Ultimo estan los acuerdos de




notacién y la demostracion de uno de los teoremas que es utilizado en repetidas ocasiones para la
demostracion de algunas propiedades emergentes de la definicién de la RTC.

5. Metodologia

Inicialmente se presenta una introduccidn al antecedente principal de la Relacion Triangular
Circuncéntrica, el cual es la Relacion Interdiagonal, ya que a partir de esta monografia surge el interés por
hacer un estudio en torno la modificacién de la definicion de Relacion Interdiagonal.

Posteriormente se hace una exploracién de la definicion RTC mediante el software GeoGebra, en cuanto
se hall6é una propiedad de la relacion se hizo su exploracién con el software y posteriormente se
demostré, obteniendo como resultado ocho teoremas.

6. Conclusiones

A pesar de que desde el inicio del trabajo se pensé que al estudiar la RTC se encontrarian diferentes
propiedades a las encontradas cuando se modifica el punto base, se presenta una generalidad que de
acuerdo con el estudio realizado, se puede concluir que la RTC es un caso particular de la relacién
denominada como RT, ya que al cumplirse la definicién de RT para cualquier punto base del plano, la RTC
pasa a ser una particularizacion del punto base, escogiendo a este como el circuncentro del tridngulo, lo
mismo ocurre para la RTI, este un caso particular de la RT ya que se toma el incentro del triangulo base.
Por ello, la definicion que permite generalizar el estudio hecho es el de la relacién llamada RT.

Se determiné que hay Unicamente tres puntos diferentes en RT con un punto P del plano, en un caso
particular si la recta que contiene el punto P y el punto base de la definicion es perpendicular a alguna de
las rectas del triangulo, uno de los puntos en RT con P coincide con P. Ademas se demostré que solo un
punto en RT puede coincidir con el punto P del plano.

Una vez determinados los tres Unicos puntos en RT con un punto P del plano, fue posible determinar un
triAngulo y realizar un estudio entre la relacién del triangulo base vy el triAngulo determinado por los P’,
obteniendo una semejanza entre ellos y en consecuencia un factor de semejanza dado por el cociente
entre el radio de la circunferencia que inscribe el triangulo base, y el radio de la circunferencia que inscribe
el triangulo determinado por los puntos en RT.

Otra relacion encontrada entre los puntos que estan en RT con puntos Py @Q, siendo estos puntos
diferentes en plano, se asocia a la interestancia, si los puntos P, Q y el punto base R son colineales, sus
puntos relacionados también lo son, ademas los puntos en RT guardan la misma relacion de interestancia,
es decir si la relacién esta dada por Q — P — R entonces se obtiene Q' — P' — R.

La RT como una funcién, esta vista desde el plano cartesiano y es es una transformacion que al asignar a
cada punto P del plano un Unico P’ que esta en RT con él, no corresponde a una homotecia, una rotacion,
ni a una simetria respecto al eje x, aun aso esta transformacion corresponde a una simetria respecto al eje
y cuando la pendiente de la recta que contiene a un lado del triangulo y sobre la cual se hace la

\




transformacion es 0, ademas también se presenta una simetria respecto a la recta y = x cuando la
pendiente de esa recta es —1. La RT corresponde a una traslacion cuando los valores de u y v cumplen
m?-1 _ 2m b—a y _ 2m 1-m?
1+m? 1+m? 1+m? 1+m?
transformacion en el plano que diferente a las usuales.

b —b simultdnea y respectivamente. Asi que la RT es una
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Introduccion

Se presenta a continuacion un trabajo de grado en el marco de la geometria
plana, en el cual mediante algunas modificaciones de la definicion Relacion
Interdiagonal propuesta por Caicedo, Y & Contreras, D (2009) en la
monografia elaborada para optar el titulo de Licenciado en Matematicas de la
Universidad Pedagogica Nacional, surge la definicién de Relacién Triangular
Circuncéntrica, la cual es estudiada obteniendo conjeturas mediante el uso
del software GeoGebra, posteriormente demostrandolas con las
herramientas de la geometria plana euclidiana y analitica.

El trabajo de grado esta dividido en cinco capitulos. El primer capitulo se
denominé preliminares; en él se presenta el motivo por el cual se desarrollé
este documento en el apartado de justificacion, asi mismo los objetivos
planteados en el estudio de la Relacion Triangular Circuncéntrica y los
antecedentes de este estudio, mostrando un resumen de la monografia
Estudio de una relacion en el plano: relaciéon interdiagonal” (Caicedo &
Contreras, 2009), con el objetivo de que el lector logre tener un contexto
general del origen de la definicién estudiada en este trabajo.

En el segundo capitulo se presentan las principales definiciones, postulados
y teoremas que son utilizados en las demostraciones de los teoremas
resultantes de la exploracion mediante el software educativo GeoGebra. Asi
mismo se presentan algunos aspectos del programa GeoGebra que fueron
relevantes para la exploracion de la definicibn Relacion Triangular
Circuncéntrica. Por altimo en este capitulo se muestran elementos de algebra
lineal y geometria analitica que son necesarios para la demostracion de

conjeturas referentes a transformaciones en el plano.



En el tercer capitulo se presenta la definicion formal de la Relacion Triangular
Circuncéntrica y los ocho teoremas emergentes, con sus respectivas
demostraciones. En el cuarto capitulo se hace el cambio de punto base (del
circuncentro al incentro) con el fin de conocer el cumplimiento los ocho
teoremas descritos en el capitulo tres, asi mismo se hace la variacion del
circuncentro a un punto que no sea notable del triangulo, donde se

comprueban los mismos ocho teoremas.

En el quinto capitulo se hace uso de la geometria analitica y elementos del
algebra lineal, con el fin de presentar la RT como una funcién que asigna a
cada punto P del plano un punto P’ del plano, por lo cual se hard uso del
plano cartesiano para poder asignar a los elementos geométricos una
ecuacion que permita el estudio como de la RT como funcién en relacion a
las transformaciones en el plano usuales como la rotacion, traslacion,

simetria axial y homotecia.

Finalmente se presentan las conclusiones, en donde se exponen los aportes
adquiridos al hacer el estudio de la Relacion Triangular Circuncéntrica, asi
mismo las propiedades que surgieron; ademas se presenta la bibliografia y la
seccién correspondiente a anexos, en donde se muestra como anexo 1 los
acuerdos de notacién utilizados a lo largo del desarrollo del trabajo y como
anexo 2 el enunciado y la demostracion del teorema rectas paralelas -
angulos congruentes, el cual es utilizado en la demostracion de varios

teoremas emergentes de la RTC.



Capitulo 1: Preliminares

1.1 Justificacion

Gracias al interés adquirido a lo largo de la carrera por la geometria, se
decide hacer un documento en el que se exponen los resultados de la
exploracion de la definicion Relacién Triangular Circuncéntrica, la cual surge
a partir de la modificacion de algunos elementos geométricos de la definicion

Relacion Interdiagonal (Caicedo & Contreras, 2009) .

En el estudio de la Relacion Interdiagonal, se hace una invitacion a
continuarlo, por lo cual se decide hacer un estudio analogo, para ello se
hacen cambios como reemplazar cuadrilateros por triangulos, cambiar el
punto de interseccion entre diagonales del cuadrilatero por el circuncentro,
incentro de triangulo, o por un punto sin relacion directa al triangulo, este
punto es el llamado punto base. Se escogieron inicialmente puntos notables
del triAngulo para observar si hay alguna relacion o caracteristicas
particulares dependiendo del punto notable que se tomara. Se decide tomar
como primer punto a explorar el circuncentro; no hay un motivo especifico
desde la teoria por el cual se haya escogido éste y no otro punto notable
para comenzar. Siguiendo lo anterior se escoge el incentro del triangulo para
explorar el cumplimiento o no de los teoremas encontrados para la RTC;
pudo haber sido baricentro, ortocentro, etc. Al observar los resultados
obtenidos con el incentro del triAngulo se decide independizar el punto del
triangulo y hacer la misma exploracién de los teoremas obtenidos para la
RTC.

Desde mi experiencia como estudiante de licenciatura en matematicas y
durante el desarrollo de mis préacticas, formular y explorar definiciones
permite generar estrategias de ensefianza y aprendizaje, ya que se tiene

presente gran parte del proceso requerido en el estudio del objeto a tratar,



asi que se facilita la creacion de actividades para la transmision del
conocimiento. En mi formacién como docente, explorar relaciones entre los
objetos matematicos es clave para que el estudiante se apropie del concepto
o definicion del objeto a ser estudiado, ademas el uso de softwares
educativos es una forma llamativa para estudiar diferentes temas no solo en

la escuela.

El uso del software GeoGebra referido por autores como Mariotti (2002)*, es
atil en el proceso de ensefianza-aprendizaje de las mateméticas porque
ayuda a los estudiantes a conjeturar y visualizar las propiedades de los
objetos matematicos. Por otra parte, Preiner (2008), presenta el software
como una herramienta para fomentar el aprendizaje por descubrimiento, un
aprendizaje centrado en los estudiantes, que los enriquece haciendo las
clases mas participativas. Ademas, dice la autora que los maestros se
pueden sentir mas comodos durante las situaciones de ensefianza-
aprendizaje de todos los dias, utilizando nuevos métodos de ensefianza,

tales como la matematica por medio de experimentos y hallazgos.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo general

Estudiar la definicibn Relacion Triangular Circuncéntrica para cada punto del
plano, utilizando como medio de exploracién el software GeoGebra y
haciendo uso de elementos de la geometria euclidiana, algebra lineal y

geometria analitica para la comprobacién de las propiedades emergentes.

1.2.2 Objetivos especificos

e Determinar los puntos P’ que estan en RTC con un punto P en el plano.

! (Preiner, 2008)



e Hallar propiedades generadas a partir de la exploracion de la definicidén
relacionadas con semejanzas Yy relaciones de interestancia entre los
puntos relacionados.

e Reproducir el proceso llevado a cabo con la RTC utilizando como punto
base el incentro del triangulo, decantando las propiedades existentes.

e Reproducir el proceso llevado a cabo con la RTC mediante un cuadro
comparativo utilizando como punto base un punto sin relacion alguna con
el triangulo, decantando las propiedades existentes.

e Determinar si al utilizar la definicion de RTC como una funcién se pueden

obtener propiedades relacionadas con las transformaciones en el plano.

1.3 Antecedentes: “Estudio de una relacion en el plano: “relacién
interdiagonal””’

La definicion de Relacion Interdiagonal surgié a partir de definiciones que se

presentan en transformaciones isométricas, donde se pudo utilizar conceptos

de geometria euclidiana, conjeturando y demostrando algunas propiedades

emergentes de una definicién creada. Se definié la Relacién Interdiagonal?

como.

Dado el cuadrilatero WXYZ, O el punto de corte entre las diagonales de
WXYZy A un punto cualquiera del plano, diremos que A esta relacionado

interdiagonalmente con A’ respecto a 0 si se cumple que:

e ElI AAOA' esisbsceles.
e La recta que contiene los puntos Ay A’ es paralela a algun lado de
WXYZ.

? (Caicedo & Contreras, 2009)



El A AOA’ tiene como lados congruentes 40 y 0OA’, yaque Ay A’ pertenecen

a la misma circunferencia cuyo centro es 0, asi que A0 y 0A’ son radios de
la circunferencia por ello son congruentes y determinan un tridngulo

isésceles.

La exploracion hecha por Caicedo, Y & Contreras, D principalmente fue
mediante el software Cabri Il plus, aplicando la definicion de Relaciéon
Interdiagonal a un punto A del plano, teniendo en cuenta los cuadrilateros

segun su clasificacion; paralelogramo, trapecio y trapezoide.
Se presentan los denominados Teoremas Generales®, estos son:

Teorema General 1: Sea el cuadrilatero WXYZ un paralelogramo y O el punto
de corte entre las diagonales WY y XZ se cumple que para cualquier punto A
del plano diferente de 0, existen a lo mas dos puntos Ay A, que estan

relacionados interdiagonalmente con A.

Teorema General 2: Sea el cuadrilatero WXYZ un trapecio y O el punto de
corte entre las diagonales WY y XZ se cumple que para cualquier punto A del

plano diferente de 0, existen a lo mas tres puntos A, A, y A, que estan

relacionados interdiagonalmente con A.

Teorema General 3: Sea el cuadrilatero WXYZ un trapezoide y O el punto de

corte entre las diagonales WY y XZ se cumple que para cualquier punto A del

> Por cada teorema se presenta su correspondiente demostracién, la cual prueba la

existencia y unicidad de los puntos relacionados a un punto A del plano, ademas de
contemplar los casos posibles.



plano diferente de 0, existen minimo dos y maximo cuatro puntos A, A,, A,

y A, que estan relacionado interdiagonalmente con Al

Asi mismo a lo largo del trabajo se presentan otras propiedades que refieren
a interestancia entre puntos, paralelismo entre rectas, puntos en rectas
especiales como la mediatriz, formacion de triangulos isoOsceles vy
rectdngulos, formacién de trapecios, algunos de estos teoremas se

presentan a continuacion:

3.1 Siendo WY y XZ diagonales del rectangulo WXYZ y A colineal con los

puntos W y Y entonces los puntos A y A,relacionados interdiagonalmente

con A son colineales con los puntos X y Z.

3.2 Si WXYZ es trapecio isosceles y existen A, A, y A, relacionados
interdiagonalmente con A un punto cualquiera del plano, entonces el AA A A,

es isosceles.

3.3 Sea WXYZ un paralelogramo no rectangulo y A un punto cualquiera del

plano. Si A pertenece a la mediatriz de WY entonces A, relacionado

interdiagonalmente con A pertenece a la mediatriz de YZ.

En conclusion el estudio de la Relacion Interdiagonal presentada permitio
obtener una serie de teoremas, dando paso a la exploracion de esta
definicion y la posibilidad de modificacion de la misma, por ello se decide
cambiar aspectos de la definiciébn para hacer un estudio de propiedades, asi

como se hizo en esta monografia.

* Todo cuadrilatero esta notado de forma ciclica, por ello no se hace la especificacién de los
segmentos paralelos en cuadrilateros como el trapezoide.



1.4 Planteamiento del problema

Teniendo en cuenta lo mostrado anteriormente, se decide cambiar algunos
aspectos de la definicion Relacion Interdiagonal, para generar una definicion
qgue es explorada mediante el software educativo GeoGebra, esta definicion

es llamada Relacion Triangular Circuncéntrica..

Inicialmente se decide tomar como poligono base el triangulo y no un
cuadrilatero, debido a que los triangulos no tienen diagonales, se decide
tomar algun punto que sea caracteristico del triangulo, como lo es un punto
notable de este, asi que se reemplaza la interseccién entre las diagonales
del cuadrilatero base de la definicibn de Relacion Interdiagonal, por el
circuncentro del triangulo de la nueva definicion, el cual es llamado punto
base. Asi se dird que un punto P’ estd en Relacion Triangular Circuncéntrica
si dado un tridngulo y su circuncentro, para cada punto P del plano se cumple
que el triangulo cuyos vértices son el circuncentro del triangulo base, el punto
P y el punto P’, es isosceles (los lados congruentes son los dos segmentos
determinados por el punto en RTC con P y el circuncentro), ademas si la

recta determinada por P y P’ es paralela a algun lado del triangulo.

Determinando los puntos que estan en RTC con un punto P del plano, se
estudian algunas propiedades que guardan relacién con el triangulo base y
los puntos P’, tales como la determinacion de alguna figura geométrica a
partir de los puntos que estan en RTC, y la posible relacion entre la figura
geomeétrica con el triangulo inicial. Una vez obtenidas las propiedades
emergentes de la RTC, se hace el cambio de punto base por el incentro del
triangulo para determinar las semejanzas y diferencias en las propiedades
obtenidas anteriormente. Se escoge el incentro del poligono base, ya que es
un punto notable de este, bien se puede escoger el baricentro, ortocentro u

punto notable para la exploracion y comparacion con la RTC. No se explora



con otros puntos notables, ya que se decide independizar el punto base del

triangulo inicial y realizar la comparacion en ese caso general.



Capitulo 2: Marco de Referencia Conceptual

En este capitulo se presentan los principales postulados, definiciones,
teoremas y corolarios que seran utilizados a lo largo de la demostracién de
los teoremas que emergen de la exploracion de la definicion Relacion
Triangular Circuncéntrica mediante el software GeoGebra. Estos elementos
tedricos estan en el marco de la geometria euclidiana, asi que en totalidad
son tomados del libro de Moise & Downs (1986)°. Los acuerdos de notacién
se presentan junto con la definicibn de cada objeto. En el anexo 1 se
presenta la notacion de todos los objetos que seran utilizados a lo largo de

es este trabajo de grado.

Dado que el software que se utiliza para la exploracion es GeoGebra, asi que
se presenta una breve contextualizacion histérica del programa, pasando a
un ambito de ensefianza y aprendizaje mediante el uso de esta herramienta,

junto con su importancia en el aula y en procesos de visualizacion.

Finalmente para efectos del quinto capitulo, se hace un marco de referencia
desde la geometria analitica y el algebra lineal, en el que se presentan las
ecuaciones de la recta y la circunferencia en su forma general y normal. Asi
mismo se presenta una breve contextualizacion del estudio del algebra lineal
comenzando por vectores y matrices hasta llegar a espacios vectoriales y
transformaciones lineales, las cuales permitiran hacer el estudio de las
isometrias como homotecias, simetrias, rotaciones y traslaciones desde la

matriz que cada una tiene asociada.

> (Moise & Downs, 1986)
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2.1Definiciones

1)

2)

3)

4)

Definicibn de tridngulo: Si A,B y C son tres puntos cualesquiera no
alineados, entonces la reunion de los segmentos AB, AC y BC se llama
triangulo, y se indica conA ABC. Los puntos4,B y C se llaman vértices, y
los segmentos AB, AC y BC se llaman lados. Todo triangulo A
ABCdetermina tres angulos : £BAC, £ABC y £ACB. A estos los llamamos
los angulos dela ABC. Si esta claro a qué triAngulo nos referimos,

frecuentemente podemos designarlos por ZA, ZBy «C.

Definicion de angulo: si dos rayos tienen el mismo origen o extremo, pero
no estan en la misma recta, entonces su reunion es un angulo. Los rayos

se llaman los lados del &ngulo y el extremo comun se llama vértice.

Definicién de angulo inscrito en un arco: un angulo esta inscrito en un
arco, si:
e Los lados del angulo contienen los extremos del arco.

e El vértice del &ngulo es un punto, pero no externo al arco.

Definicién de &ngulo intercepta un arco: un angulo intercepta un arco, si:
e Los puntos extremos del arco estan en el angulo.

e Los otros puntos del arco estan en el interior del angulo.

e Cada lado del angulo contiene un extremo del arco.

e El vértice del angulo esta en el interior o pertenece a la circunferencia

gue contiene el arco.

5) Definicién de angulo par lineal: si AB y AD son rayos opuestos, y AC es

otro rayo cualquiera, entonces £BAC y £CAD forman un par lineal.
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6)

7)

8)

9)

Definicibn de arco mayor y Arco menor: sea C una circunferencia con
centrp P y sean A y B dos puntos que estan en C, pero que no son los
extremos de un diametro. Entonces, el arco menor 4B es la reunion de A4,
B y todos los puntos de C que estan en el interior del APB. EIl arco
mayor AB es la reunion de 4, B y todos los puntos de C que estan en el

exterior del ZAPB. En cada caso A y B son los extremos del arco AB.

Definicion de bisectriz de un angulo: si D esta en el interior de £BAC y

2BAD = £DAC, entonces AD biseca al zBAD y AD se llama bisectriz del
£ZBAC.

Definicion de circuncentro: el punto de concurrencia de las mediatrices

de los lados de un tridngulo se llama circuncentro del triangulo.

Definicion de incentro: el punto de concurrencia entre las bisectrices de

los &ngulos de un triangulo se llama el incentro del triangulo.

10) Definicion de circunferencia: sea P un punto de un plano y sea r un

namero positivo. La circunferencia con centro P y radio r es el conjunto

de todos los puntos del plano que estan a la distancia r del punto P.

11) Definicion de mediatriz: en un plano dado, la mediatriz de un segmento

es la recta perpendicular al segmento en su punto medio.

12) Definicion de puntos colineales: los puntos de un conjunto estan

alineados o son colineales, si hay una recta que los contiene a todos.

13) Definicion de recta tangente a una circunferencia: una tangente a una

circunferencia es una recta (en el mismo plano) que interseca a la

12



circunferencia en un solo punto. Este punto se llama punto de tangencia
o0 punto de contacto. Decimos que la recta y la circunferencia son

tangentes en el punto de interseccion.

14) Definicion de rayo: sean A y B dos puntos de una recta L. El rayo AB es
el conjunto de puntos que es la reunion del segmento AB y el conjunto de
puntos C para los cuales es cierto que B esta entre Ay C, el punto A se

llama extremo de AB.

15) Definicion de relacidén de interestancia entre puntos: B esta entre Ay C, Si

A, By C son puntos de una misma recta, y AB + BC = AC.

16) Definicion de recta secante a una circunferencia: una recta que corta a la

circunferencia en dos puntos se llama secante a la circunferencia.

17) Definicion de segmento: para dos puntos cualesquiera A y B, el
segmento AB es el conjunto de los puntos A y B, y de todos los puntos

que estan entre A y B. Los puntos A y B se llaman los extremos de AB.

18) Definicion de segmento secante de una circunferencia: si un segmento
corta a una circunferencia en dos puntos y precisamente uno de estos es
un extremo del segmento, entonces el segmento se llama segmento

secante a la circunferencia.

19) Definicion de semejanza entre dos triangulos: si los é&ngulos
correspondientes son congruentes y los lados correspondientes son
proporcionales, entonces la correspondencia se llama una semejanza y

decimos que los triangulos son semejantes.
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2.2 Postulados
Postulado congruencia lado — angulo - lado para triangulos (LAL): toda

correspondencia LAL es una congruencia.

El postulado de la medida de angulos: a cada angulo le corresponde un

namero real entre 0 y 180, llamado medida.

El postulado de la recta: Dados dos puntos distintos cualesquiera, hay

exactamente una recta que los contiene.

2.3Teoremas y corolarios
Teoremas de angulos:

Teorema de la bisectriz: todo angulo tiene exactamente una bisectriz.

Teorema rectas paralelas- angulos alternos- internos (PAIl): si dos rectas
paralelas son cortadas por una secante, entonces los angulos alternos

internos son congruentes.

Teorema angulo inscrito en una circunferencia: la medida de un angulo

inscrito es la mitad de la medida de su arco interceptado.

Teorema angulo inscrito rayo secante — rayo tangente: se da un angulo con
el vértice en una circunferencia, formado por un rayo secante y un rayo
tangente. La medida del angulo es la mitad de la medida del arco

interceptado.

Teorema rectas paralelas - angulos congruentes: Dado £BAC, un punto E en

el plano y las rectas c || AB y dll AC, tales que E€cy E €d entonces el

angulo a determinado por las rectas c y d es congruente al ZBAC.
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Teoremas de rectas:
Teorema rectas paralelas: En un plano, si dos rectas son paralelas a una

tercera, entonces son paralelas entre si.

Teorema interseccion de rectas: si dos rectas diferentes se intersecan, su

interseccion contiene un punto solamente.

Teorema recta perpendicular —punto dado: desde un punto externo dado, hay

a lo sumo una recta perpendicular a una recta dada.

Teorema unicidad recta perpendicular — punto dado: en un plano dado, y por
un punto dado de una recta dada, pasa una y solamente una recta

perpendicular a la recta dada.

Teorema recta tangente a una circunferencia: una recta perpendicular a un

radio en su extremo es tangente a la circunferencia.

Teorema reflexion en segmentos: todo segmento es congruente consigo

mismo.
Teoremas y corolario de triangulos:
Congruencia éangulo — lado - angulo para triangulos (ALA): toda

correspondencia ALA es una congruencia.

Congruencia lado — lado — lado (LLL): toda correspondencia LLL es una

congruencia.

Teorema del triangulo is6sceles: si dos lados de un triangulo son

congruentes, entonces los angulos opuestos a estos lados son congruentes.
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Teorema de la semejanza angulo — angulo — angulo (AAA): sea dada una
correspondencia entre dos triangulos. Si los angulos correspondientes son

congruentes, entones la correspondencia es una semejanza.

Teorema angulos congruentes — lados congruentes: si dos angulos de un
triangulo son congruentes, entonces los lados opuestos a estos angulos son

congruentes. De otro modo: Se dael A ABC. Si £B = «C, entonces AB = AC.

Corolario dngulo — angulo (AA): sea dada una correspondencia entre dos
triangulos. Si dos pares de angulos correspondientes son congruentes,

entonces la correspondencia es una semejanza.

Teoremay corolario de arcos:
Teorema de la adicion de arcos: si B es un punto de AC, entonces mABC =

mAB + mBC.

Teorema angulos inscritos en un arco: Dos angulos cualesquiera inscritos en

el mismo arco son congruentes.

Corolario de circunferencias:
Teorema tres puntos de una circunferencia: ninguna circunferencia contiene

tres puntos alineados.

2.4 GeoGebra

GeoGebra es un software de matematica dinamica (DMS) disefiado para la
ensefianza y el aprendizaje de las matematicas en la escuela secundaria y
en un nivel universitario. El software combina la facilidad de uso de un
software de geometria dinamica (DGS) con ciertas caracteristicas de un
sistema de algebra computacional (CAS) y, por tanto, permite la reduccion de

la brecha entre las disciplinas matematicas de geometria, algebra, calculo

16



(Hohenwarter & Preinter, 2007). Por un lado, GeoGebra se puede utilizar
para visualizar conceptos matematicos, asi como para crear de instruccion
materiales. Por otro lado, tiene el potencial de promover el aprendizaje
centrado en los estudiantes al permitir experimentos matematicos,
exploraciones interactivas, como asi como el descubrimiento de aprendizaje
(Burner, 1961).

El desarrollo de GeoGebra comenzé en el 2001 como tesis de maestria
Markus Hohenwarter proyecto en la Universidad de Salzburgo, Austria.
Después de estudiar la educacidon matematica asi como la ingenieria
informatica, comenz6 a poner en practica su idea de la programacion de un
software que uniera la geometria dinamica y algebra computacional, dos
disciplinas mateméticas que otros softwares tienden a tratar por separado.
Su principal objetivo era crear un software educativo que combina la facilidad
de uso de un software dinamico de geometria con el poder y las
caracteristicas del algebra computacional, lo que podria ser utilizado por
profesores y alumnos de secundaria hasta el nivel universitario. Después de
la publicacion de un prototipo del software en Internet en 2002, los docentes
de Austria y Alemania comenzaron a usar GeoGebra para la ensefanza de

las matematicas.

GeoGebra gano varios premios en diferentes paises europeos incluyendo
Austria, Alemania, y Francia. Desde 2006, el desarrollo en curso de
GeoGebra ha continuado en la Universidad Atlantica de la Florida, EE.UU.
GeoGebra se mejor6 mediante la inclusién de una serie de caracteristicas
importantes. Esta funcionalidad mejorada ha permitido la creacion de
herramientas definidas por el usuario y la simplificacion significativa de los
pasos necesarios para la creacion de materiales de instruccion interactivos,
las llamadas hojas de trabajo dinamicas. Futuros planes para extender aun

mas y mejorar GeoGebra implican la implementacion de una hoja de calculo
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enlazada dindmicamente, asi como una extension de algebra computacional,
empujando el software mas hacia el objetivo de ser un paquete de software
versatil y facil de usar que se puede utilizar para una amplia gama de

actividades.

Hay dos tipos de softwares educativos que conectan la matematica en los
campos de la geometria y el algebra y se utilizan para la ensefianza-
aprendizaje; por un lado, hay un programa de geometria dinamica (DGS) que
permite a los usuarios crear y modificar dinAmicamente construcciones
euclidianas. Asi como, las propiedades y relaciones geométricas entre
objetos utilizados en una construccion de ecuaciones de lineas o secciones
conicas. Por otro lado, existen sistemas de algebra computacional (CAS) que
realizan construcciones simbdlicas de algebra, geometria analitica y célculo.
Utilizando ecuaciones de objetos geométricos, programas de éalgebra que
pueden mostrar sus representaciones graficas y el componente algebraico
numeérico. Muchos sistemas de algebra computacional también son capaces

de trazar ecuaciones explicitas y a veces incluso ecuaciones implicitas.

GeoGebra combina la facilidad de uso, con la construccién dindmica del
software de geometria y la funcionalidad de un sistema de algebra
computacional, se abre una amplia gama de posibilidades de aplicacién para
la enseflanza de las matematicas. Su versatilidad permite a los profesores
utilizar el software en todos los niveles de grado de la escuela secundaria
hasta la universidad, para tratar una amplia gama de temas matematicos. En
consecuencia, GeoGebra se puede utilizar como una herramienta de
presentacion, asi como para la creacion de materiales didacticos, el software
inicialmente fue desarrollado para el uso de los estudiantes, ya que fomenta
y activa el aprendizaje por descubrimiento (Burner, 1961), y puede ser
facilmente utilizado por los estudiantes para encontrar soluciones en las

matematicas.
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Por otra parte, un profesor necesita saber acerca de la funcionalidad béasica
de softwares como GeoGebra y tener un cierto grado de experiencia
utilizando herramientas educativas. Ademas, un maestro también necesita
saber acerca de métodos de ensefianza que permitan una integracion con
éxito de un software de matemética dinAmica en la ensefianza diaria.
GeoGebra se puede utilizar como una herramienta de presentacion y
visualizacion en un primer momento 0 como una primera aproximacion, con
el fin de crear bosquejos, construcciones para presentaciones, folletos, notas
o concursos. Esta herramienta permite mejorar la ensefianza cotidiana de las

matematicas.

A medida que adquiere mayor confianza en el manejo del software, los
profesores pueden entrar en la siguiente fase de la integracion de GeoGebra
en su ensefianza diaria, preparando su propia construccion de archivos y
figuras dinamicas que pueden ser utilizados para fines de presentacion
dindmica y visualizacion de los conceptos mateméticos. En esta fase, los
maestros comienzan a utilizar la dinAmica y la funcionalidad interactiva de
GeoGebra para permitir que sus estudiantes se beneficien de las
visualizaciones. Ademas, los maestros tienden a notar que el software es
capaz de facilitar su ensefianza cotidiana, ya que muchos de los estudiantes
pueden entender mejor los conceptos si ellos pueden ver como los objetos

estan relacionados y cambiar dinamicamente.

Mediante la introduccibn de GeoGebra los estudiantes establecen
conexiones entre diferentes temas de matematicas desde los primeros afos
de escolaridad con otros temas mas complejos que trataran al final de la
secundaria, tedricamente se podria presentar la herramienta a partir de
quinto grado y hasta el grado once. Para introducir a los estudiantes a

GeoGebra y facilitar su primer contacto con el software, son posibles
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diferentes enfoques. Por un lado, los maestros podrian introducir el software
de paso a paso, empezando con el uso de hojas de trabajo dinamicas
basicas y aumentar el conocimiento sobre el uso del software lentamente
mediante la introduccidon de mas y mas herramientas. Por otro lado, los
estudiantes también podrian estar expuestos a todas las funciones de
GeoGebra de inmediato mediante el uso de instrucciones paso a paso, asi
como diferentes métodos de ensefianza; por ejemplo, trabajar junto con el
profesor, el trabajo en grupo o por su cuenta. Ademas, los estudiantes
también podrian explorar GeoGebra por su cuenta, por ejemplo, haciendo
dibujos de colores, que ya es posible para los estudiantes de la escuela
media temprana. Finalmente, el software debe representar una herramienta
atil para aumentar la comprension de las matematicas y el aprendizaje con

una gran acogida por parte de los estudiantes.

2.5 Geometria analitica y Algebra lineal

Es posible asociar el conjunto de numeros reales con el conjunto de puntos
del plano. El plano cartesiano es un sistema coordenado rectangular y lineal
cuyos ejes son rectas (la recta de los niumeros reales) y estas a su vez son
perpendiculares, uno de ellos se denomina eje x y el otro eje y. El punto de
interseccion entre estas dos rectas se denomina origen. Los sistemas
coordenados en un plano estan compuestos de pares de numeros reales
llamados par ordenado, esto se simboliza como (a,b), donde a es la
componente en el eje x y b es la componenete en el eje y. Los ejes

determinan cuatro cuadrantes, llamados I, II, 11 y IV cuadrante.®

Para hacer uso del método analitico en la geometria, a cualquier objeto

geomeétrico se le es asignada una ecuacion, a continuacion se presentan

® (swokowski, 1988)
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algunos elementos de la geometria analitica que se tendran presente en el

quinto capitulo del presente trabajo de grado:

La recta es el lugar geométrico de los puntos tales que tomados dos puntos
diferentes cualesquiera P;(x1,y1) Y P.(x3,y,) del lugar, el valor de la

pendiente m resulta siempre constante’.

Sean P;(x1,y1) Y Py(x,,¥,), dos puntos diferentes, la pendiente m de la recta

que contiene esos dos puntos se halla mediante la siguiente ecuacion:

Y1i— Y2
X1 — X3

m =

donde x; y x, son diferentes. Asi que la recta que pasa por P;(x;,y;) Y tiene

pendiente m esta dada por y — y; = m(x — xy).

La ecuacion general de una recta es de forma lineal asi que se puede

expresar de la siguiente forma:

Ax+By+C=0

donde A y B deben ser deferentes de 0 y C puede ser igual a 0. El problema
consiste en hallar los coeficientes A, B y C en esta expresion, a pesar de que
estas tres constantes parezcan independientes puede hallarse una relacién

entre ellas, ya que la ecuacion puede quedar escrita asi:

N
Xty TaT

” (Lehemann, 2011)
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B Cc . . . .
Para hallar < Y  Se necesitan dos ecuaciones independientes que las

contengan, asi que analiticamente la ecuacion de la recta esta determinada
por dos condiciones independientes; uno de sus puntos y su direccion o dos

de sus puntos.

La forma normal de la ecuacion de la recta esta dada por:

N

w xcosw+ysenw—p=20

Figura 1. Ecuacién normal de la recta

donde p es un ndamero positivo, numeéricamente igual a la normal trazada
desde el origen a la recta, y w es el angulo positivo menor de 360° medido a
partir de la parte positiva del eje x a la normal (Figura 1. Ecuacién normal de

la recta) (Lehemann, 2011).

Dadas dos rectas expresadas en su forma general Ax + By+C =0y

A'x + B'y + C' = 0, las dos rectas pueden ser:
» Paralelas, solo si AB'— A'B = 0,

» Perpendiculares, solo si A’A+ B'B = 0.
= Coincidentes, solosi A =kA', B =kB'y C = kC', donde k # 0.
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» Intersecadas una por la otra si AB'—A'B # 0, es decir si no son

paralelas.
La circunferencia es el lugar geométrico de los puntos del plano que
equidistan de un punto fijo y coplanario llamado centro, en una cantidad que

es constante denominada radio. La ecuacion de una circunferencia que tiene

como centro el punto (h, k) y tiene un radio r, esta dada por:
(x—h?+@-k?=r?
Asi que la forma general de la ecuacion de la circunferencia esta dada por:
x2+y>?+Dx+Ey+F=0

donde
D=-2h, E=-2k y F =h?+k? —r?

El algebra lineal se centra en el estudio de matrices y vectores, los vectores

se definen como el conjunto ordenado de n niUmeros y se escribe asi:

(x4, X5, ..., X,) llamado vector renglén

X1

X
2 | llamado vector columna

Xn

Dos vectores son iguales si y solo si tienen el mismo numero de

componentes y sus componentes correspondientes son iguales.

Existe la adicion y multiplicacion de vectores, se definen por:

23



a, b,

Sean a = a:z y b= b,z n-vectores. Entonces la suma de a y b se
n b;n
define por:
a, + by
a+b=|%"T b
a, + b,
a;

a .- .,

Sea a=| "2 ] un vector y a un escalar, entonces la multiplicaciéon de un
an

vector por un escalar esta definida como:

aa,

aa
aa = 2

aay,

Asi mismo sean a, b y ¢ n- vectores y sean a y 8 escalares, entonces:®
" a+0=a
= Qa=0
" a+b=b+a
* (a+b)+c=a+((b+c)
* a(a+b)=aa+ab
" (a+pB)a=aa+Pa
* (aB)a = a(Ba)

Las matrices se definen un arreglo rectangular de mn nimeros acomodados
o dispuestos en arreglos de m filas y n columnas, cada elemento de la matriz

se llama componente:

® (Grossman, 1992)
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all s aln
A = . . :
aAm1 . Amn

Dos matrices son iguales si tienen el mismo tamafio y sus elementos

correspondientes son iguales.

Al igual en los vectores, las matrices se suman componente a componente y
la multiplicacion de un escalar por una matriz consiste en multiplicar cada
componente por el escalar. Asi mismo sean A, By C matrices m Xn y a un
escalar, entonces:’

= A+0=4

= 0A=0

= A+B=B+A

» (A+B)+C=A+(B+0)

* a(A+B)=aA+aB

= 14A=4

Un espacio vectorial es una terna formada por un conjunto V y dos
operaciones (+ suma vectorial, x multiplicacion por un escalar) que

satisfacen las siguientes propiedades:*°

(o) Siuy v son elementos cualesquiera de V, entonces u + v estd en V, es
decir V es cerrado bajo la operacion +.

a) u+v=v+u,parauyvenV.

b) u+ w+w)=(@+v)+w,parau,vywenvV.

c) Existe un elemento 0 enV, talque u+ 0 =u, paratodauenV.

d) Para cada u enV existe un elemento —u, talque u+ —u =0

° (Grossman, 1992)
1% (Kolman & Hill, 2006)
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(B) Si ues cualquier elemento de V y ¢ es cualquier numero real, entonces
¢ X u estaen V, es decir, VV es cerrado bajo la operacion x.
e) cx(u+v)=cXu+cxv, paratodonimeroreal cytodauyvenV.
f) (c+d)Xxu=cxu+dxu,paratodonimerorealcydytodauenV.
g) ¢ X (dxu)=(cd) Xu, paratodo nimerorealcydytodauenV.

h) 1 xXu=u, paratodauenV.

Sean V'y W espacios vectoriales. Una transformacién lineal L de V en W es
una funcion que asigna a cada vector u en V un unico vector L(u) en W tal
que:

a) L(u+v)=L(uw) + L(v) cualesquieraseanuyvenV.

b) L(ku) = kL(u), para cada u en V y cada escalar k.

La rotacién en el plano representa un giro de una figura entorno a un punto
fijo, el cual es llamado centro de rotacion; este Ultimo puede estar en el
interior en el exterior de la figura. La representacion matricial de una rotaciéon

esta dada por:

_ [cosH —senf
T senf cosO

X . )
) en el plano cartesiano se rota un angulo 6 en el

ya que, si el vector v = (y

!

. . . . X )
sentido contrario a las manecillas del reloj, el vector v' = (y’) representara al

vector v rotado. Si r es la longitud de v, entonces:

X =T cosa y =r sena
x'=rcos(a+0) y =rsen(a+0)

Pero r cos(a + ) = r cosf cosa — r senf sena, por ello:
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x' = x cosf —y senf

De manera analoga

y' = x senf —y cosO

Determinado asi la matriz de la rotacién como:

Ay = [6059 —senf

senf cosO

La traslacion representa el desplazamiento de un conjunto de puntos segun
un vector fijo no nulo. La transformacion lineal correspondiente a una

traslacion por el vector b fijo, esta definida como T(v) = v + b.

Las simetrias geométricamente corresponden a una reflexion de una figura
en el plano cartesiano respecto a una recta fija, esto representa la imagen
simétrica respecto a ella. Esta recta fija se denomina eje de simetria. La

X —X
transformacién de reflexion esté definida por T (y) = ( y )

Cuando la simetria es:
. . . .11 0
» Respecto al eje x, tiene asociada la matriz [0 _1].

» Respecto al eje y, tiene asociada la matriz [_01 2]

0 1
1 orF

» Respecto a larecta y = x, tiene asociada la matriz
La homotecia geométricamente es una transformacion que cambia el tamafio
del objeto, sin hacer una variacion en su forma. Se dice que dos figuras son
homotéticas si al unir uno mediante el otro en sus puntos correspondientes

estas rectas concurren en un unico punto llamado centro de la homotecia. La
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homotecia tiene asociada la matriz [I(; 2] donde k determina la contraccion

o dilatacién el objeto; si k > 1 entonces la figura sufre una dilatacion, en
cambio si 0 < k < 1 la figura sufre una contraccion, cuando k =1 la figura

mantiene su tamario.*

! (Fundacién Polar)

28



Capitulo 3: Relacién Triangular Circuncéntrica

En este capitulo se presenta la definicion formal de la Relacion triangular
circuncéntrica, asi mismo los principales resultados de la exploracion hecha
mediante el software GeoGebra de la definicién, junto con los enunciados
escritos como teoremas y sus correspondientes demostraciones. Inicialmente
se presentan los pasos de construccion para hallar los puntos que estan en
RTC con un punto P del plano, esta construccién se mantendra a lo largo del
desarrollo del presente trabajo de grado y permitirA obtener una serie de
teoremas que serdn presentados posteriormente. Asi mismo, esta
construccion sera utilizada sin necesidad de ser mencionados sus pasos de

elaboracion en el desarrollo de algunas demostraciones.

Como se ha dicho en varias ocasiones el software utilizado para la
exploracion de la Relacién Triangular Circuncéntrica sera GeoGebra, ya que
es un medio que se adapta a las diferentes necesidades de una exploracion
matematica. En este caso GeoGebra no solo permitira agilizar el proceso de
visualizacion, sino permitira verificar la validez de las conjeturas hechas en
el proceso, sin tomarlas como una demostracién. Asi mismo servira como
medio de ayuda para lograr exponer mediante un grafico bien sea el

enunciado de un teorema o aspectos del proceso de demostracion.

3.1 Definicion de la Relacion Triangular Circuncéntrica
La definicion de la Relacion Triangular Circuncéntrica, la cual en adelante

sera llamada RTC, se presenta a continuacion:
Dado el A ABC y O su circuncentro, para cada P punto del plano, diremos

gue P esta en RTC con P’ si se cumple que:

= El APOP’ esisésceles, donde PO = OP’.
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= La recta que contiene los puntos P y P’ es paralela a algun lado de
A ABC.

¢ Como se determinan y caracterizan los puntos que estan en RTC con un

punto P del plano?

A continuacion se indican los pasos a seguir para hallar los puntos que estan

en RTC con un punto P del plano describiendo las construcciones auxiliares.

Primero se construye A ABC con la herramienta poligono:

A' 'B
Figura 2. AABC, triangulo base
Con la herramienta mediatriz se trazan las mediatrices del A ABC. Para

marcar la interseccion de estas se hace uso de interseccién de dos objetos

determinando el punto 0, el cual por definicion sera el circuncentro de A ABC:

Figura 3. Circuncentro de A ABC

Luego con la herramienta nuevo punto se determina un punto P en el plano y
con circunferencia dados sus centro y uno de sus puntos se determina la

circunferencia con centro en O y radio OP.
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Figura 4. Circunferencia Cyp

La dnica restriccion para el punto P del plano es que sea diferente de O
(punto base), para que exista la circunferencia y se puedan determinar los

puntos que estaran en RTC con P.

La circunferencia determinada por el circuncentro del triangulo inicial y el
punto P escogido en el plano, a lo largo de este documento sera nombrada

como Cyp, donde O es el centro y OP el radio.

Se trazan las rectas [;,l, y I; paralelas a los segmentos AB,BC y CA
respectivamente del triangulo, todas ellas por el punto P con la herramienta

recta paralela.

Figura 5. Determinacion de rectas paralelas a los lados del A ABC por P
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Notese que las rectas [, [, y 5 solo tienen en comun el punto P, ya que Si no
fuese asi las rectas serian iguales, lo que indicaria que dos lados del
triangulo son paralelos lo cual impide la existiera el triangulo, llegando a una

contradiccion.

Finalmente los puntos de interseccion entre 1,1, y I3 y la circunferencia Cgp,
seran notados como P’, Py P"' respectivamente, los cuales se determinan

con la herramienta interseccién de dos objetos.

Figura 6. Determinacion de los puntos P/, P" y P""" en RTC con P

Los puntos P’, P""y P"" estan en RTC con el punto P, ya que los segmentos

OP’, OP” y OP" tienen igual longitud que OP por ser radios de la

circunferencia Cyp, asi que A POP', APOP" y APOP" son triangulos

isésceles. Asi mismo por construccion las rectas PP’, PP" y PP"" son
paralelas a algun lado del A ABC, cumpliendo con las dos condiciones dadas

en la definicion de la RTC.

Lo anterior se enuncia en el siguiente teorema:
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Teorema 1: Dado el A ABC, O su circuncentro y P un punto en el plano,
existen tres puntos que estan en RTC con P.

La construccién anteriormente descrita permite hallar al menos tres puntos
que estan en RTC con un P del plano, a continuacidn se enuncia y
demuestra que estos tres puntos son unicos, es decir no hay cuatro puntos
en RTC con P.

Teorema 2: Dado el A ABC, O su circuncentro y P un punto en el plano,

existen Unicamente tres puntos que estan en RTC con P.

Figura 7. Teorema 2 RTC

Para demostrar la no existencia de un cuarto punto en RTC con P

nr

suponemos que si existe, entonces sea P"""" un punto en RTC con P diferente

de P, P" y P"" entonces se tiene que PP"" es paralela a algun lado de
A ABC. 13,1, y I3 son paralelas a cada lado del triangulo, dado que el triangulo

tiene tres lados solo hay tres rectas paralelas a los lados diferentes entre

—>

ellas, como PP'"" es paralela a algun lado de A ABC, entonces debe coincidir

con [, 1, o l; por la unicidad de la recta paralela, si esto ocurre P""' no seria
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diferente a P, P" o P'”, ya que una recta no corta a la circunferencia en mas
de dos puntos, uno de ellos P, por construccion y el punto relacionado con P,
por lo cual habria una contradiccién, quedando demostrado que no pueden

haber mas de tres puntos en RTC con P.

Una recta que tiene en comun un punto con una circunferencia puede ser
tangente o secante, a continuacion se caracterizan cuales ternas entre

secantes y tangentes se pueden presentar, entonces:

e Sean [, 1, y I las rectas paralelas a los lados del triangulo por el
punto P, ademas las tres son secantes, entonces cada recta interseca
a Cop €n P por construccion y en un punto que ya se ha demostrado
que es Unico. Entonces por cada recta hay un punto en RTC con P
qgue es diferente a P, como son tres rectas entonces hay tres puntos
en RTC con P que son diferentes a él.

e Siuna de las rectas es tangente, por definiciébn de tangencia el punto
gue determina es el mismo P, entonces los puntos que estan en RTC
con P son solo dos. A pesar de que P no esta en RTC consigo mismo,
se utilizara para algunas propiedades posteriores, si este es el caso

que se presenta.

La posibilidad de que haya dos o mas tangentes a la vez es imposible. Hay
que tener en cuenta que la condicion para que una recta sea tangente a una
circunferencia por un punto de la circunferencia, es que esa recta sea
perpendicular al segmento cuyos extremos son el centro de la circunferencia

y el punto por el que la recta es tangente.

Para completar la aclaracion anterior, se tiene que no hay dos rectas

diferentes que contengan a dos segmentos diferentes del triAngulo que sean
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perpendiculares a PO. Sea A ABC, AB y BC, supongamos que AB 1L PO y
BCLPO. Si Bg PO (Figura 8. Caracterizacion de las rectas, caso 1)
entonces AB N PO = X y BCNPO =Y, entonces existe el A XBY, cuyos

angulos £BXY y £BYX0 son rectos, es decir que la suma de la medida de los

angulos del A BXY seria mayor que 180, presentandose una contradiccion.

Y P
-
Figura 8. Caracterizacion de las rectas, Figura 9. Caracterizacion de las

caso 1l rectas, caso 2

Sea PO una recta tal gue B € PO (Figura 9. Caracterizacion de las rectas,
caso 2), AB y BC son rectas secantes a PO por B. Supongamos que
AB 1 PO y BC 1 PO, por definicion de triangulo ni C € AB, ni A € BC, es decir
las rectas son diferentes, por la unicidad de la perpendicular, no hay dos
rectas perpendiculares, diferentes, a una recta por el mismo punto,
presentandose una contradiccion. Entonces a lo mas una de las rectas [, [, y

l; puede ser tangente a la circunferencia Cgyp.

Como se vio anteriormente, es posible que alguno de los puntos que estan
en RTC con P coincida con P, esto cuando alguna de las rectas paralelas a
los lados del tridngulo es tangente a la circunferencia C,p, S€ enuncia
formalmente el siguiente resultado, el cual expone la condicion de las

caracteristicas del triangulo para que ocurra:
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Teorema 3: Dado el A ABC, O su circuncentro, P un punto en el plano, P, P"
y P'"" los puntos que estan en RTC con P, este Ultimo coincide con uno de los

puntos si solo si OP es perpendicular a alguna de las rectas que contiene a

algun lado del triangulo.

Figura 10. Teorema 3 RTC

Sin perder generalidad, sea [; la recta paralela a [ por P, donde [ es

perpendicular a la recta PO, entonces [, 1 PO por el punto P, como PO es un
radio de la circunferencia C,p, entonces [; es tangente a la esta
circunferencia Cyp por el punto P. Como la recta [,es tangente a C,p por el

punto P, el punto P’ (interseccion entre [, y Cyp) €S igual a P.

Ahora, sea [ una de las rectas que contiene a un lado del triangulo y [; la
recta paralela a [ por P, donde P' =P, entonces [; es tangente a la

circunferencia C,p. Como toda tangente a la circunferencia es perpendicular

al radio trazado por el punto de contacto, en este caso P, entonces [; L PO,
ya que una recta que es perpendicular a otra, es perpendicular a su vez a

cualquier otra que sea paralela a la segunda.
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3.2Teoremas de semejanza

Durante el proceso de exploracion mediante el software GeoGebra, teniendo
en cuenta la definicion de triangulo y que los tres puntos que estan en RTC
con P pertenecen a la circunferencia C,p, se concluye que el poligono
determinado por los puntos que estan en RTC con P es un triangulo, dando

origen al siguiente teorema:

Teorema 4: Dado el A ABC, 0 su circuncentro, P un punto en el plano y los
puntos P’, P”" y P"' que estan en RTC con P, entonces P’, P" y P"' no son

colineales.

PII

Figura 11. Teorema 4 RTC

Ya se demostrd que existen Unicamente tres puntos que estan en RTC con
P, ademdas por construccibn estos puntos estan contenidos en la

circunferencia Cyp, por tanto no son colineales. En consecuencia la reunion

de los segmentos P'P”,P""P"" y P'P'" genera el A P'P"P"" .

Asi mismo mediante la exploracion se observa que hay una relacion entre el
A ABCy A P'P"P'". Mediante la herramienta angulo se comparan los angulos
de A ABC y A P'"P"""P' observando que existe una igualdad entre estos y por
ello una semejanza entre A ABC y A P''P"'P’, lo cual se precisa y demuestra

en el siguiente teorema:
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Teorema 5: Dado el A ABC, O su circuncentro, para cada P punto en el plano
y sus puntos P’, P" y P"' que estan en RTC con P, se tiene que A ABC y

A P'"P"'P' son triangulos semejantes.

___,-r'['r-l--l-
1T T ]
3 1"I'-B-I 111011+t 1111 11 ||
| I I I O O IO O I N I N A | II
F1r II

PIII

AL
] .

P”

Figura 12. Teorema 5 RTC, caso 1

Sean P',P",P"" puntos en RTC con P; si P',P",P"" son diferentes de P
(Figura 12. Teorema 5 RTC, caso 1), por el teorema rectas paralelas—
angulos congruentes se tiene que «P'"PP" = +ACB y «P"PP' = £ABC, ya
que AC | PP, 4B || P'P y BC | P"P. Por otra parte, los £P"PP' = «P""P"'P"y
£P"'PP" = £P"P'P"" ya que cada par de angulos intercepta el mismo arco.
Como «P"'PP" = LACB y £P"PP" = £ABC por sustitucion £ABC = +P"P""'P’
y £ACB = «P"P'P'", con el criterio de semejanza angulo- angulo se tiene
finalmente que A ABC ~A P""P"'P".

Si P"" = P (Figura 13. Teorema 5 RTC, caso 2), sea a el angulo semi-inscrito
cuyos rayos estan contenidos en las rectas [; y l;que pasa por P, como
PP’ N L;={P}y L5l AC, entonces PP nAC = {H}. « = £PHA = £BAC ya que
son angulos alternos internos determinados por rectas paralelas. Por el
teorema rectas paralelas—angulos congruentes se tiene que 2P""PP’' = £ABC.

Como la medida de un arco esta determinada por el doble de la medida del
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z . 1 — 1 —
angulo que lo contiene, entonces m £PP"P’ = Sm PP’y ma= Sm PP’, por

ello PP"P' = a, por sustituciéon de «PP"P' = a y LP"PP' = £LABC se tiene
que «PP"P' = £BAC, por el criterio de semejanza angulo-angulo entonces
A ABC ~A P"P"'P'.

Figura 13. Teorema 5 RTC, caso 2

Habiendo quedado demostrado el teorema 5 se hara un cambio de notacién
en los puntos que estan en RTC con P, dado que para cualquier A ABC se da
la semejanza con A P"P'"P’, los puntos P',P" y P'"" seran notados como

P;,P, y Py respectivamente para los proximos teoremas de la RTC.

Dada la existencia de semejanza entre esos dos triAngulos debe existir un
coeficiente que permita relacionarlos. Inicialmente se tiene en cuenta que el
circuncentro del A P,PzP, es el mismo que el de AABC , ya que por
construccion los vértices del A P,PzP; equidistan de 0O, ademas el
circuncentro de un tridngulo es dnico. Con lo anterior y mediante
construcciones auxiliares, exploracion en GeoGebra y uso de la bibliografia
fue posible demostrar que la relacién entre el un lado del A ABC y el lado
correspondiente en semejanza del A P4PgzP, esta dada por el cociente entre
la distancia de cualquier vértice del A ABC a 0 y la distancia de cualquier
vértice del A P,PzP, a 0, lo cual se enuncia y demuestra a continuacién como

teorema 6:
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Teorema 6: Sea A ABC ~A P,PgP., O el circuncentro de los dos triangulos,

entonces la constante de proporcionalidad k entre estos dos triangulos esta

dadapork=ﬂ—ﬂ—2

P40 PO PcO’

Figura 14. Teorema 6 RTC

Sean A ABC ~A P,PgP. por definicibn de semejanza de triAngulos se tiene

AB BC AC C e ey .
que k= S T T P Por definicion de circuncentro OP, = P,0 y
ATB BfC AfC

A0 = 0C, si 0 & AC, entonces A AOC y A P.OP, son isésceles (Figura 14.
teorema 6 RTC). Como msP,PpP; =>msPyOP; y mZABC =-mzAOC,

entonces m«P,0P, = m£AOC, gracias a la semejanza de A ABC y A P,PgP,.

Por lo anterior y el teorema de triangulo isésceles A AOC ~A P.OP, . La

constante de proporcionalidad entre A AOC y A P:.OP, es k, ya que
AC co AO

AC . . .
= k, obteniendo k = =——=— Con el razonamiento anterior los
PapPc PpPc PcO PA0

AB
P4Pg’

triangulos A AOB y A PzOP, también son semejantes, como k = se

. AB BO AO
obtiene k = =—=—
PpPp PgO P40

40



En conclusién la constante de proporcionalidad k entre A ABC y A P4,PgP,

P AO BO co
estadadapork =—=—=—.
PpO PgO PcO

3.3Teoremas de interestancia

Continuando con la exploracion, se noté que dados P y Q puntos diferentes
en el plano, Py, Pg,Pc Y Q4,Q5, Q¢ los puntos que estan en RTC con Py Q
respectivamente, la distancia entre P y Q es la misma que entre P,y Q4, Pg Y
Qg Yy por ultimo entre P- y Q., asi mismo si P, Q y O son colineales sus

puntos relacionados correspondientemente son colineales.

Teorema 7: Dado el A ABC, O su circuncentro, sean P y Q puntos diferentes
en el plano, si P, Q y O son colineales entonces sus correspondientes puntos

relacionados son colineales.

Para la demostracion de este teorema se presentan dos casos, el primero

esta dado por Q — P — 0 y el segundo por P — 0 — Q, asi que:
SiQ—P— 0 entonces Q4—P, —0,Q—Pg — 0y Qc—P; — O:

Dado que Q es diferente de P y a su vez estos son diferentes de 0, se tiene

que las circunferencias Cyp Y Cpq son diferentes (Figura 15. Teorema 7 RTC,

caso 1.1), entonces A QOQy Yy A POPg son isOsceles, PPz y QQp son
paralelas entre si, por ser rectas paralelas a AC, por el teorema rectas
paralelas é&ngulos correspondientes se da la siguiente congruencia

2Pz PO = Q5Q0, entonces el angulo £PPz0 = £QQz0.
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Figura 15. Teorema 7
RTC, caso 1.1

Figura 16. Teorema 7
RTC, caso 1.2

Para probar que Qg, Pg y O son colineales suponemos que no lo son (Figura
16. Teorema 7 RTC, caso 1.2), entonces el rayo O—PE; interseca a TQB en un
puntoN, como N # Qp entonces existe A 0QgzN, por el teorema rectas
paralelas angulos correspondientes se tiene 2QzNO = 2PP50, por sustitucion
donde 2£QzNO = 2QQz0. El angulo 2NQz0 y 2QQz0 forman par lineal, por
sustitucion mzNQz0 + m2QzNO = 180, asi que la suma de las medidas de

los angulos del A 0QzN seria mayor a 180 lo cual genera una contradiccion.

Queda demostrado que Qg, Pz Yy O son colineales. Como QP + PO = QO, por
sustitucion QzPg + Pg0 = Qz0, lo que indica que Qz—Pz — 0. Lo anterior es
analogo para Q,—P,—0 y Q.—P, — 0. EIl anterior caso es analogo a los
casosP—-Q—-0,0—-P—-Qy0—-Q-—P.
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Si P—0—Q entonces P,—0 — Q4, Ps—0—Qp Yy P.—0 — Q., veamos por

7

qué:

Dado que Q es diferente de P y a su vez estos son diferentes de 0, se tiene
que las circunferencias Cypp y Cpo son diferentes y sea P — Q — O (Figura 17.
Teorema 7 RTC, caso 2.1), los A QOQg y A POPy son isOsceles, las rectas
‘P_PB) y @; son paralelas entre si por ser rectas paralelas a AC, por el
teorema rectas paralelas angulos alternos internos se da la siguiente

congruencia 2PzP0 = QQ0, entonces el angulo £PP;0 = £QQz0.

Figura 17. Teorema 7 RTC, caso 2.1

Para probar que Qp, Pg y O son colineales suponemos que no lo son (Figura
18. Teorema 7 RTC, caso 2.2), entonces el rayo @ interseca a PP, en un
punto N, como N # P entonces existe el A OPgN, por el teorema rectas
paralelas angulos correspondientes se tiene 20NPz = 2QQz0, por
sustitucion donde 24PPz0 = 2£QQz0. 2NPzO y 2PPz0 forman par lineal,
entonces por sustitucion mzNPz0 + mzPzNO = 180, asi que la suma de las
medidas de los angulos del A OPzN seria mayor a 180 lo cual genera una

contradiccion.
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Por ello, queda demostrado que Qg, Py ¥ O son colineales. PO + 0Q = PQ,
entonces por sustitucion Pg0 + 0Qg = PzQp, lo que indica que Pz — 0 — Qp.
Lo anterior es analogo para P,—0 — Q4 Y P.—0 — Q.. El anterior caso es

analogo alcasoQ — 0 — P.

Figura 18. Teorema 7 RTC, caso 2.2

Teorema 8: Dado el A ABC, O su circuncentro, sean P y Q puntos diferentes
en el plano, P4, Ps,P: Yy Q4,05 Q; los puntos en RTC con P y Q

respectivamente, entonces P,Q, = PgQp = P-Q, = PQ.

Se puede presentar que Q, P y O sean colineales o que nolosean. SiQ, Py

O son colineales entonces:

Sea Q — P — 0 (Figura 19. Teorema 8 RTC, caso 1) existen A QOQg, A POPg,
A Q,0Q, AP,OP,AQOQ, Yy A POP., los cuales son isosceles ya que P,, Pg, P
Yy Q4, Qp, Q- estan en RTC con P y Q respectivamente, por el teorema 7 y
teniendo en cuenta lo anterior es posible afirmar que QP + PO = Q4P4 + P,0,

como PO = P,0 por ser lados de uno de los triangulo isésceles, entonces
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QP = Q4P,. Haciendo el anterior procedimiento de forma analoga para

Py, Qp, Pc Y Qc¢, y por sustitucion entonces Q,P, = QpPg = QcPc = QP.

Figura 19. Teorema 8 RTC, caso 1.1

Lo anterior es analogoparaP-Q —0,0—-P—-QyO0—-Q —P

Figura 20. Teorema 8 RTC, caso 1.2

Sea P—0 —Q (Figura 20. Teorema 8 RTC, caso 1.2) existen A QOQg,
A POPg, A Q,0Q, A P,OP,AQOQ;y A POP., los cuales son isésceles ya que

Py, Pg, Py Qu, Qg, Q. estdn en RTC con P y Q respectivamente, por el
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teorema 7 y teniendo en cuenta lo anterior PO + 0Q = P,0 + 0Q,4, entonces
PQ = P,Q4. Haciendo el anterior procedimiento de forma analoga para
Pg,Qp,Pc Yy Qc, y por sustitucion entonces Q4 P, = QgPz = QP = QP.

Lo anterior es analogo para Q — 0 — P.

Si Q, P y 0 no son colineales entonces:

Figura 21. Teorema 8 RTC, caso 2

Si Q, Py 0 no se encuentran alineados (Figura 21. Teorema 8 RTC, caso 2)
se tienen A QOQg, A POPg, A Q40Qp, A P,OPg, A Q,0Q., A PAOP;, A POQ ,A
P,0Q4,A PROQg Yy A PcOQ.. Inicialmente se mostrara que los A P,0Qy4,A
P;0Qp y A P-OQ, son congruentes mediante la semejanza de A Q,0Qz ~ A
P,OPg, AQ40Q; ~A P,OP;, después se mostrara la congruencia con el
A POQ con A Pg0OQp mediante las rectas l; y mg, la recta m; es paralela al

segmento AC por Q.

La relacién entre Qz0 y Pz0 la misma que Q4,0 y P,0, ya que los dos

triangulos son isOsceles y estos son sus lados congruentes respectivamente,
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PgO P40 . . P40
entonces —2-=-2- asi mismo por el teorema 6, PPz = —2--0,0z,
QO Qa0 Qa0

entonces los A Q40Qz Yy A P,0Pgson semejantes.

o

Figura 22. Teorema 8 RTC, caso 2.1

msQ,0Q5 = msQ, 0Py + m2QgOPy Yy  msP,OPg = msQ,0Pg + m2Q,0P,
(Figura 22. Teorema 8, caso 2.1) es verdadero, ademas se demostré que
msQ,0Qz = m£P,0Pg, por semejanza de triAngulos es posible afirmar que
£Qp0Pg = 2£Q40P,, como P40 = PzO y Q40 = Qg0 por ser radios de Cpp Y

Coq, por el criterio lado angulo lado P,0Q4 =A Pp0Qp. Andlogo para A Pz0Qp

y AP:0Q;, mostrando la semejanza A Q,0Q, ~A P,OP;. Entonces por
sustitucion se tiene que lado A P,0Q, =A Pg0Qp =A P-0Q., es decir que
PyQ4 = PpQp = PcQc.

Figura 23. Teorema 8 RTC, caso 2.2
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Sean A QOQp Yy APOPg isbsceles por estar en RTC con Q y P
respectivamente, se concluye la relacion de congruencia entre los angulos
£LOPPg = £OPgP y £0QQp = £0Q5Q. Teniendo en cuenta que las rectas I; y
ms son paralelas (Figura 23. Teorema 8 RTC, caso 2.2), ya que cada una es
paralela al segmento AC, E y D puntos de interseccion entre QO y I3, Qg0 y I3
respectivamente, se tiene quezDEO = £EDO, por lo cual EO = DO ya que
A EDO resulta isésceles. Los angulos 2PEO y «PzD0O son congruentes por
ser angulos suplementarios de dos angulos que son congruentes, por ello se
deduce que £EOP = £Pz0D. Los A EOP y A DOPg son congruentes por LAL,
de lo cual se concluye que DPy = PE. Los angulos 2PEQ y 4PyDQg son
congruentes por ser opuestos por el vértice de dos angulos que son
congruentes. Finalmente, A QPO y A QzPz0 son congruentes por el criterio

lado &ngulo lado, entonces Pz Qg = PQ

Por sustitucion se tiene finalmente que P,Q, = PgQz = P-Q, = PQ, quedando

demostrado el teorema 8.
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Capitulo 4: ¢Qué ocurre si el punto base es un punto
diferente al circuncentro?

Basicamente para definir la Relacion Triangular Circuncéntrica se tomé como
punto base el circuncentro del triangulo inicial. Mediante la exploracion con
GeoGebra se descubrieron ocho teoremas, los cuales fueron presentados

junto con su correspondiente demostracion en el capitulo anterior.

4.1Cambio de punto base; Relacion Triangular Incéntrica

Ahora, surgen preguntas como ¢,Qué pasaria si se toma un punto notable del
triangulo diferente al circuncentro?, ¢Se cumpliran los ocho teoremas
mencionados anteriormente, para otro punto notable del triAngulo? Para dar
respuesta a esas preguntas se decide tomar el punto notable como el
incentro y cambiar una condicion de la RTC para hacer una definicion similar.
Para la Relacion Triangular Incéntrica el punto base no sera el circuncentro

sino el incentro del triangulo inicial, definiéndola asi:

Dado el A ABC e I su incentro, para cada P punto del plano, diremos que P
esta en RTI con P’ si se cumple que:
e El APIP'esisosceles, donde PO = OP’.
e La recta que contiene los puntos P y P’ es paralela a algun lado de
A ABC.

Para referirnos a la Relacion Triangular Incéntrica, al igual que en la RTC, se
usara la abreviacion RTI. Los pasos de construccion para hallar los puntos
gue estan en RTI con un punto P del plano son completamente analogas, lo
anico que varia es en que se debe hallar el incentro del A ABC, esto se logra
con la herramienta bisectriz trazando las bisectrices del A ABC, marcando
con la herramienta interseccién de dos objetos dos de las bisectrices para

determinar el punto I, el cual sera el incentro:
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Figura 24. Incentro de A ABC

Continuando asi con los mismos pasos hechos en la RTC, determinando los

puntos P’, P"y P'".

Figura 25. Determinacion de los puntos P’, P'"y P'" en RTl con P

Los puntos P’, Py P'"" estan en RTI con el punto P, ya que los segmentos
IP', IP" y IP"" tienen igual longitud que el segmento TP por ser radios de la

circunferencia C;p, asi que los A PIP', A PIP" y A PIP"" son is6sceles. Asi

mismo por construccion las rectas PP’, PP" y PP""" son paralelas a algun lado
del A ABC. No es dificil notar que es la misma razén por la cual los puntos

determinados por la construccién del capitulo anterior estan en RTC con P.

Con lo anterior, el teorema 1 mencionado en el anterior capitulo quedd
demostrado. Para el teorema 2 y teorema 3 la demostracion es
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completamente analoga, solo basta cambiar el punto O por el punto I,
concluyendo que son exactamente tres los puntos que estan en RTI con P.
Veamos qué ocurre con el teorema 4 y el teorema 5, los cuales llamaremos

teorema 4’ y teorema 5’ respectivamente:

Teorema 4’: Dado el A ABC, I y P puntos diferentes en el plano y los puntos

n

P', P" y P"" que estdn en RTC con P, entonces P', P" y P"" no son

colineales.

Figura 26. Teorema 4’ RTI

Por el teorema 2’ los puntos que estan en RTI con P son exactamente tres,
ademas por la forma de construccion estos estan contenidos en la

circunferencia C,p, por tanto no son colineales, y por definicion de triangulo la

reunioén de los segmentos P'P”,P""P""" y P'P'"" genera el A P'P"P"" .

Es facil ver que la demostracion para este teorema es la misma que la

presentada en el capitulo anterior. Veamos qué ocurre con el teorema 5’:
Teorema 5’: Dado el A ABC, I su incentro, para cada P punto en el plano y

sus puntos P'P” y P"' que estan en RTI con P, se tiene que AABC y

A P""P'"'P" son semejantes.
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Figura 27. Teorema 5’ RTI, caso 1

Sean P',P",P'" puntos en RTI con P; si P’,P", P"" son diferentes de P (Figura
27. Teorema 5 RTI, caso 1), por el teorema rectas paralelas — angulos
congruentes se tiene que «P"'PP" =/ACB y «P"PP' = £ABC, ya que
AC | PP, 4B | P'P y BC |l P"P. Por otra parte los 2P""PP' = «P""P"'P" y
£P"'PP" = £P"P'P"" ya que cada par de angulos intercepta el mismo arco.
Como «P"'PP" = LACB y £P"PP’ = £ABC por sustituciéon £ABC = +P"P""'P’
y 2ACB = «P"P'P"", con teorema AA se tiene finalmente que A ABC ~A
P"P"'P’.

Figura 28. Teorema 5’ RTI, caso 2

Si P'"" = P (Figura 28. Teorema 5’ RTI, caso 2), sea a el angulo semi-inscrito

cuyos rayos estan contenidos en las rectas I; y I; que pasa por P, como
PP'nl; ={P} y I; Il AC, entonces PP’ N AC = {H}. a = +PHA=/BAC ya

gue son angulos alternos internos determinados por rectas paralelas. Se
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tiene que «P""PP' = £ABC por el teorema rectas paralelas — angulos

congruentes. Como la medida de un arco estd determinada por el doble de la

medida del angulo que lo contiene, entonces m £PP"P' = %m PP’, ademas
ma = %mP’IS" asi que <PP"P'=q, por sustitucion de <«PP"P'=a vy

£P"PP" = £ABC se tiene que «PP"P' = £BAC, por el criterio de semejanza

angulo-angulo entonces A ABC ~A P""P"'P’.

Una vez demostrada la semejanza entre ABC ~A P"P'"P’, los puntos P',P" y
P""" que estan en RTI con P seran notados como P., P, y Pg respectivamente,
al igual que en la RTC. Noétese que por construccion I es el circuncentro de
A P,PgP..

El teorema 6 presentado en la RTC en esencia no varia para la RTI, veamos

como queda enunciado:

Teorema 6’: Sea A ABC ~A P,PgP., I el incentro y O el circuncentro del

A ABC, 1 el circuncentro de A PyPzP;, entonces la constante de

proporcionalidad k entre estos dos triangulos esta dada por k = 3= =22 = 22
A B c

Sean A ABC ~A P,PgP. por definicibn de semejanza de triAngulos se tiene

AB BC AC , .. .
que k= = = , ademas por construccion I es el circuncentro
P4aPp  PpPc  PpPc

de A P,PgP;, y O es el circuncentro de A ABC, con esto y por definicion de

circuncentro 1P, = P,1 y AO = 0C, si 0 & AC, entonces A AOC y A P:IP, son
isésceles (Figura 29. teorema 6 RTI). Como m«P4PgP; = %mLPAIPC y
msABC = %mLAOC, entonces m«P,IP, = m£AOC gracias a la semejanza de

AABC y AP,PgP.. Por lo anterior y el teorema de triangulo isOsceles

A AOC ~A P:IP, . La constante de proporcionalidad entre A AOC y A P:IP,
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AC co A0
=—=— . Con el

es k, ya que A~k , Obteniendo k = =
PpPc Pcl Pyl

PgPc

razonamiento anterior los triangulos A AOB y A PglP, también son

AB . AB BO AO
, Se obtiene k = =—=—
APB P4Pp Ppl Pyl

semejantes, como k = >

Figura 29. Teorema 6’ RTI

En conclusién la constante de proporcionalidad k entre A ABC y A P,PgP.

P AO BO co
estadadapork = —=—=—.
Pyl Pgl Pcl

Al igual que para los teoremas hechos para la RTC las demostraciones son
analogas, asi que si quedase alguna duda respecto al cumplimiento de los
teoremas expuestos en el capitulo anterior para la RTI, se presenta a

continuacion el teorema 8’ y la demostracion del segundo caso:
Teorema 8’: Dado el A ABC, I su incentro, sean P y Q puntos diferentes en el
plano, Py, Pg, Pc Y Q4,Q5, Q- los puntos en RTI con P y Q respectivamente,

entonces P,Q4 = PsQp = P:Q, = PQ.

Si Q,P y 0 no se encuentran alineados (Figura 30. Teorema 8 RTI) se tienen
A QIQg, A PIPg, A Qu1Qg, A P,OI, A QuIQ;, A PyIPy, APIQ ,A PyIQ4,A PglQp
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Yy A P:IQ.. Inicialmente se mostrara que A P,1Q4,A PglQg y A PcIQ. son
congruentes mediante la semejanza A Q4 1Qg ~ A PyIPg, A Q41Q; ~A P4IP.,
después se mostrara la congruencia con el A PIQ con A PglQgz mediante las

rectas I3 y ms, la recta ms es la paralela al segmento AC por Q.

Pe z,ffj"?'

' i

Figura 30. Teorema 8’ RTI

La relacion entre Qgzl y Pyl la misma que Q41 y P41, ya que los dos triangulos
son isosceles y estos son sus lados congruentes respectivamente, entonces
Pl _ Pal

, . ’ Pyl
= -4 asi mismo por el teorema 6 P,P; = =2 0,05, entonces A Q,1Qp
Qpl  Qal Qal

y A P,IPgz son semejantes.

Como msQuIQg = ms£QyIPg + m£QglPg Y Mm4LP4IPg = mLQ4IPg + mLQ4IP,,
como ya se demostré que mzQ41Qz = m«P,IPg por semejanza de triAngulos
es posible afirmar que 2QgIPg = £Q4IP,, como P, = Pzl y QI = Qzl por
ser radios de C;p y Cjo, por el criterio lado angulo lado A P4/1Q4 =A PglQp.
Andalogo para A PglQg Yy A P:1Q., mostrando A Q4I1Q, ~A P,IP.. Entonces,
por sustitucién se tiene que lado A P,1Q, =A PglQg =A P:1Q., €s decir que
PyQ4 = PgQp = PcQc.
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Sean A QIQg y A PIPg isésceles por estar en RTI con Q y P respectivamente,
se concluye la relacion de congruencia entre los angulos £ZIPPg = £IPgP 'y
£21QQg = 2£I1QgQ. Teniendo en cuenta que las rectas l; y m; son paralelas
(Figura 31. Teorema 8 RTI, caso 1), ya que cada una es paralelaa AC, Ey D
puntos de interseccién entre QI y I3, Qgl y I3 respectivamente, se tiene que

.DEI = £EDI, por lo cual EI = DI ya que A EDI resulta is6sceles.

Figura 31. Teorema 8 RTI, caso 1

Los angulos £PEI y «PgzDI son congruentes por ser angulos suplementarios
de dos angulos que son congruentes, por ello se deduce que 2EIP = £PgID.
Los A EIP y A DIPg son congruentes por el criterio lado angulo lado, de lo
cual se dice que DP; = PE. Los angulos 2PEQ y 4£PsDQy son congruentes
por ser opuestos por el vértice de dos angulos que son congruentes.
Finalmente los A QPI y A QgPgl son congruentes por el criterio lado angulo

lado, entonces PzQp = PQ. Por sustitucion P,Q, = PsQgz = P.Q. = PQ.

4.2 Independizacion del punto base; Relacion Triangular

Como se mostro anteriormente, tanto los teoremas como sus demostraciones
son completamente analogas para la RTC y la RTI, lo que permite
preguntarse si el punto que se tome como base, es decir el circuncentro, el

incentro o cualquier otro punto sea notable o no del triAngulo, hace que
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cambien o no los anteriores resultados. A continuacion se presentan los ocho

teoremas obtenidos, pero no las demostraciones de estos. Haciendo uso de

GeoGebra se comparan los teoremas anteriores con la siguiente definicion

de Relacién Triangular, llamada en adelante RT:

Dado el A ABC, R un punto del plano, para cada P punto del plano, diremos

que P esta en RT con P’ si se cumple que:

e El A PRP'esisosceles, donde PO = OP’.

e La recta que contiene los puntos P y P’ es paralela a algun lado de

A ABC.

Se presentan los ocho teoremas en el siguiente cuadro:

Determinacion de los puntos P’ que estan en relaciéon con P

RTC

RT

Basicamente la determinacion de los puntos tanto en la RTC como en la RT

es exactamente la misma, como se muestra en la Figura 32, partiendo del

triangulo y los puntos P y R, los cuales son diferentes, se traza una

circunferencia con centro en R y radio PR. Después se trazan las rectas

paralelas a cada lado del triangulo y por ultimo se marcan los puntos de

interseccion entre la circunferencia descrita y las rectas paralelas.

Figura 32. Determinacion de los puntos en RT con P
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Teoremal

RTC RT

Dado el A ABC, O su circuncentroy P | Dado el AABC, R y P puntos

un punto en el plano, existen tres | diferentes en el plano, existen tres

puntos que estan en RTC con P. puntos que estan en RT con P.

La esencia de la demostracion de este teorema radica en la construccion de
los puntos relacionados, como la construccion sitda a los puntos P’, Py P'"

en la circunferencia, entonces A PRP’, A PRP"" y A PRP'” son isésceles y las

rectas PP', PP' y PP""" son paralelas a algun lado del A ABC.

pm

Figura 33. Teorema 1 RT

En la imagen 33 se puede apreciar que los puntos determinados mediante

las rectas paralelas y la circunferencia cumplen con las condiciones de la RT.

Teorema 2

RTC RT

Dado el A ABC, O su circuncentroy P | Dado el AABC, R y P puntos
un punto en el plano, existen |diferentes en el plano, existen
Gnicamente tres puntos que estan en | Unicamente tres puntos que estan en
RTC con P. RT con P.

Como ocurrié para la RTI, la demostracién para la RT es completamente
analoga, ya que lo principal de la demostracion esta en la unicidad de cada

recta paralela trazada y el que éstas no pueden determinar mas de dos
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puntos de interseccion con la circunferencia, lo cual es un hecho en la

geometria euclidiana independiente del punto R que se tome.

Teorema 3

RTC RT

Dado el A ABC, O su circuncentro, P | Dado el AABC, R y P puntos
un punto en el plano, P’, Py P"' los | diferentes en el plano, P, Py P'"
puntos que estan en RTC con P, este | los puntos que estan en RT con P,
ualtimo coincide con uno de los puntos | este Ultimo coincide con uno de los
si solo si OP es perpendicular a | puntos si solo si OP es perpendicular
alguna de las rectas que contiene a | a alguna de las rectas que contiene

algun lado del triangulo. a algun lado del triangulo.

Se sabe que para que la recta paralela a algun lado del triangulo sea
tangente a la circunferencia, es necesario que sea perpendicular a la recta
que contiene el punto de contacto y el centro de la circunferencia, sin
importar cuél sea la relacion de R con el triangulo, como se muestra en la
Figura 34. Asi mismo Unicamente pueden ser un punto el que coincida con P,

ya que no hay dos rectas diferentes que contengan a lados diferentes del

triangulo que sean perpendiculares a RP.

Figura 34. Teorema 3 RT
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Teorema 4

RTC

RT

Dado el A ABC, O su circuncentro, P
un punto en el plano y los puntos P’,
P"” y P"" que estan en RTC con P,

entonces P, P” y P’ no son

colineales.

Dado el AABC, R y P puntos
diferentes en el plano y los puntos
P'P" y P"" que estan en RTC con P,
P" y P

entonces P/, no son

colineales.

Debido que la construcciéon para la RT es analoga la hecha con la RTC,

entonces los puntos al quedar determinados en una circunferencia permiten

concluir que no son colineales (Figura 35. Teorema 4 RT), determinando el

triangulo cuyos vértices son los puntos relacionados con P.

Figura 35. Teorema 4 RT

Teoremab

RTI

RT

Dado el A ABC, I su incentro, para
cada P punto en el plano y sus puntos
P', P" y P""" que estan en RTC con P,
se tiene que A ABC y A P'""P"'P' son

semejantes.

Dado el

diferentes en el plano y sus puntos

AABC, R y P puntos

P', P" y P'"" que estan en RT con P,
se tiene que AABC y A P''P"'P' son

semejantes.
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Como se pudo ver en la demostracion de este teorema hecha para la RTI, lo
Unico que se hizo diferente a la demostracion de la RTC, fue reemplazar el
punto O por el punto I. Al no cambiar de alguna manera la demostracion en

la RTI, ésta tampoco cambia en la RT.

Figura 36. Teorema 5 RT
En esta figura se muestra la correspondencia en los angulos de cada

triangulo, permitiendo notar su relacion de semejanza.

Teorema 6

RTI RT

Como fue probada la semejanza entre A ABC y A P''P"'P’, se mantiene la

notacion utilizada en la RTC y la RTI.

Sea A ABC ~A P,PgP,., I el incentro y | Sea

0 el A ABC, 1 el

AABC ~APAPBPCI 0 el

circuncentro del circuncentro del AABC, R el

circuncentro de A P4PzP., entonces la
constante de proporcionalidad k entre

estos dos triAngulos esta dada por

circuncentro de A P,PgzP., entonces
la constante de proporcionalidad k&

entre estos dos triangulos esta dada

A0 _ BO _ CO

T Pal Pgl  Pcl

or k = A0 _ Bo _ co
P " P4R PR PcR

El teorema 6 indica que la relacion numérica existente entre A ABC y
A P,PgP., la cual estd dada por los radios de C,. (sin perder generalidad) y
Crp, hace completamente analoga la demostracion de la RT como la RTI
(Figura 37. Teorema 6 RT).
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Figura 37. Teorema 6 RT

Teorema 7

RTC

RT

Dado el A ABC, O su circuncentro,
sean P y Q puntos diferentes en el
plano, si P, Q y O son colineales
entonces sus correspondientes
puntos relacionados son colineales a

Su vez.

Dado el AABC, R, P y Q puntos
diferentes en el plano, si P, Q y R
entonces  sus

son colineales

correspondientes puntos
relacionados son colineales a su

vez.

Al igual que para la RTI, el teorema 7 para la RT se demuestra de la misma

forma que para la RTC, cambiando Unicamente el punto O por el punto R.

Figura 38. Teorema 7 RT
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Esta imagen permite ver lo enunciado en el teorema 7 de la RT, ya que se

presenta la colinealidad entre Q, P y R y sus puntos asociados.

Teorema 8

RTI

RT

Dado el A ABC, I su incentro, sean P
y Q puntos diferentes en el plano,
Py, Pg,Pc Y Q4,Q8,0Qc
RTI con P y Q

entonces P4,Q4 = PsQp = P:Q. = PQ.

los puntos en

respectivamente,

Dado el AABC, R, P y Q puntos
diferentes en el plano, P4, Pg P; Y
Q4,0Q5,0Q, los puntos en RT con Py

Q respectivamente, entonces

PyQ4 = PgQp = PcQ¢c = PQ.

Figura 39. Teorema 8 RT

De cierta forma la demostracién para este teorema esta sustentada con el

teorema 7, lo cual permite saber que es valida para la RT. Esta imagen

muestra los triangulos que permiten demostrar el teorema 8 de la RT.

Con lo anterior se puede concluir que la RTC y la RTI son casos donde se

especifica el punto base del A ABC, es decir que son casos particulares de la

RT.
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Capitulo 5: la RT vista como una funcion

Teniendo en cuenta la definicibn de RT obtenida en el capitulo anterior, se
concluyo que el punto base de la definicion es independiente del triangulo, es
decir no es algun punto notable de él o un punto que tenga una relacion
directa con él. Por teoremas anteriores se sabe que para cada P del plano
existen tres puntos que estan en RT con él, asi mismo que por cada lado del
triangulo existe un punto que estd en RT con él P escogido. Por ello se
decide continuar con este trabajo de grado estudiando la funcién que asigna
a cada punto P del plano el unico punto que esta en RT con él, esto se logra
tomando de forma independiente una recta que contenga un lado del
triangulo base, el punto P y el punto R, con el fin de conocer si esta
informacion es relevante y aporta al estudio de propiedades asociadas a la

definicion.

5.1 Determinacion de la coordenada del punto P’ en RT con un P del
plano

Para comenzar, se va a utilizar el plano cartesiano como sistema de

referencia, ademas como el punto base en la definicién de la RT es fijo, se

decide que éste sera el origen del plano cartesiano, es decir R(0,0), la otra

coordenada y las ecuaciones que son necesarias para la determinacion de la

coordenada del punto P’ en RT con un P del plano son:

e La ecuacion de la recta en la cual esta contenido algun lado del
triangulo base es considerada como y = mx + h.

e La coordenada del punto P cualquiera de la definicion, es denotado
como P(a,b).

e La ecuacion de la circunferencia con radio RP y centro R es notada

como x2 + y? = a? + b2, ya que tiene su centro en el origen.
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e La recta paralela al lado del triangulo escogido por el punto P esta
dada por la ecuacion y = m(x —a) + b, ya que al ser paralela a la
recta y = mx + h tiene igual pendiente y se conoce que pasa por el
punto P(a,b).

El punto P’ tendra componentes a' y b'.

Figura 40. Funcién RT

Para comenzar se piensa hallar la coordenada en x del punto P’, como éste
esta determinado por la interseccion entre la recta y=m(x—a)+b y la
circunferencia x? + y2 = a? + b? entonces se sustituye en la ecuacion de la
circunferencia y porm(x —a) + b :

x?+ (m(x —a) + b)? = a? + b?

Es decir:

x% + ((b — ma) +mx)2 =a? + b?

Desarrollando ((b — ma) + mx)” se obtiene:

x2 + (b —ma)? + 2m(b + ma)x + m?x? = a® + b?
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Agrupando los términos:
x2(1 +m?) + 2m(b — ma)x = a® + b? — (b — ma)?

Dividiendo a ambos lados de la igualdad por 1 + m?, con el objetivo de
completar el cuadrado en seguida se obtiene:

,  2m(b—ma)  a’+b*—(b—ma)?

+ x =
x 1+ m? 1+ m?
Luego:
2, 2m(b —ma)  m*(b—-ma)®> a®+b*—b*+2mab—m?a’ N m?(b — ma)?
1+ m? X (1=m2)2 1+ m?2 (1 +m?2)2
Factorizando:

N m(b — ma)\’ _ a’+2mab —m?*a®> m?*(b—ma)?
* 1+ m? B 1+ m? (1 +m?2)?

En seguida se busca reducir términos asi que se hacen las operaciones
correspondientes en el lado derecho de la igualdad:

N m(b — ma)\’ _ (1 +m*)[a® + 2mab — m*a?] + m*(b — ma)*
x 1+ m?2 a (14 m?2)2

m(b — ma)\’ _ a® +2mab — m*a’*+m?a’® + 2m*ab — m*a® + m*b? — 2m*ab + m*a?
1+ m2 - (1 + m2)2

Con lo anterior se obtiene:

N m(b — ma)\’ _a’® + 2mab+m?b?
X 1+ m? B 1+ m?)?

Factorizando:

m(b — ma) 2_(a+mb)2
<x+ 1+ m?2 > (1 4+ m2)?
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Al sacar raiz cuadrada en ambos lados de la igualdad se determina el x, y el
x,, alguna de estas dos respuestas es la que determina la componente en x
del punto P y el otro la componente en x de P’ :

a+ mb—m(b —ma)
x1=

1+ m?2
Entonces:
a+mb —mb + m?a
X, =
1 1+ m?2
Obteniendo al factorizar:
_a(l+m?)
T T e
Es decir:
a+mb—m(b—ma)
xl:ayx2=_( 1+m?2 )
Es decir:
—a —mb —mb + m?a
X2 = 1+ m?2
Obteniendo al factorizar:
a(m?—1) — 2mb
xZ =

1+ m?2

El resultado de x; indica que la recta y = m(x —a) + b se interseca con la
circunferencia x? + y? = a? + b? en a, lo que indica que es la componente en

x del punto P, por ello x, es la coordenada en x del punto P’, es decir a’.

Ahora se reemplaza x, en y = m(x — a) + b para obtener la componente en

y del punto P’, es decir b":
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by = a(m? —1) —2mb b
—y=m 1+ m? @

Entonces:

—2a —2mb
b’ =m<—>+b
1+ m?2

Eliminando los paréntesis:
—2ma—m?b+b

b =
1+ m?2

Obteniendo finalmente:
_b(1-m?) —2ma

bl
1+ m?

Las componentes en x y y del punto P’ son:

__ b(1-m?)-2ma

a = a(m?-1)-2mb
- 1+m?

1+m? y b’
5.2 RT vista como una transformacién

Como se esté haciendo la correspondencia en el plano indicando que a cada
punto P le corresponde un Unico punto P, en consecuencia se puede ver
esta transformacibn como wuna funciéon. La matriz asociada a esta
transformacion esta determinada por las coordenadas de los puntos a' y b’,

de la siguiente forma:

r 1
14+m?2

1
14+m?2

[a(m? —1) —2mb]y b’ =

[b(1 —m?) — 2mal]

Asi que la matriz para el vector [Z,] esta dada por:

: 1 1
[Z] T 1T+ m? [m—ZZml 1 —2 sz] [Z]
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Transformaciones como simetrias, homotecias, rotaciones y traslaciones
tienen una matriz asociada, a continuacion se buscan las condiciones
necesarias para que la matriz que se obtuvo con las coordenadas del punto

P’ determine algunas de las transformaciones nombradas.

La simetria tiene asociada las siguientes matrices de acuerdo al eje de

simetria:

e Siel eje de simetria es respecto al eje x, entonces debe existir valores

. . 1 tTm?*-1 -2m]_J1 O
de m que validen la igualdad — [ Com 1 _mz] = [0 _1]-

Para ello resolver las siguientes ecuaciones permitira conocer el valor de m,

para el cual se determina una simetria respecto al eje x.

m?-1
1+m?2

falso.

= 1, al resolver la ecuacion se presenta que 1 =—1 lo cual es

m°-1

2
Como mno puede satisfacer 2
1+m

1, entonces se determina que no hay

una simetria respecto al eje x en algun caso.

e Si el eje de simetria esta dado respecto al eje y, entonces entonces
debe existir valores de m que validen la igualdad

1 m?-1 —Zm]z[—l O]
t+m?2 L —2m 1 —m? 0o 1F

Para ello resolver las siguientes ecuaciones permitira conocer el valor de m,

para el cual se determina una simetria respecto al eje y.
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m?-1

= = —=-1,entonces m = 0
1+m
2
= ——"_ =0, entonces m = 0
1+m
1-m?

oz = L entoncesm =0

Como m satisface las anteriores tres ecuaciones, entonces se puede
determinar que cuando la pendiente de la recta que contiene a un lado del
triangulo sea cero, entonces el punto P’ esta en simetria respecto al eje y

con P'.

Figura 41. Simetria respecto el eje y

e Si el eje de simetria esta dado respecto a la recta y = x, entonces
entonces debe existir valores de m que validen la igualdad

1 [mz—l —Zm]_ 0 1
1+m? L —2m 1 —m? 11 ol

Para ello resolver las siguientes ecuaciones permitira conocer el valor de m,

para el cual se determina una simetria respecto a larecta y = x

m2-1

1+m?2

=0,entoncesm=1om= -1
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2m

» ———=1,entoncesm = —1
1+m
1-m?
. >=0,entoncesm=10m = —1
1+m

Como m satisface las anteriores tres ecuaciones cuando es —1, entonces se
puede determinar que cuando la pendiente de la recta que contiene a un lado
del triangulo es —1, entonces el punto P’ esta en simetria respecto a la recta

y = xcon P’

AN

Figura 42. Simetria respecto alarectay = x

Para la homotecia se deben buscar valores de m que validen la igualdad

m?2—1 —2m

ﬁ [ P _mz] = I(; 2] entonces:

m2— k+1
. =k, entoncesm = |—
1+m?2 1-k
1-m? 1-k
. > =k, entoncesm = |—
1+m k+1
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. k+1 1-k . .
Al igualar m = /ﬁ ym= /ﬁ se obtiene:

1-k  |k+1
k+1 J1—k

Elevando al cuadrado a ambos lados:
1—k_k+1

1+k 1-k

Multiplicando 1 — k por 1 —k y k + 1 por 1 + k, se obtiene:
k? —2k+1=k*+2k+1

Asi que:
—2k =2k

Entonces k debe ser igual a 0, si esto ocurre entonces la matriz asociada a
la transformacion es una matriz nula, lo que indica que no puede darse una

homotecia.

cosd —senf

La rotacion tiene asociada la matriz [
senf cos@

], entonces veamos cuales

[mz -1 =2m [cosH —senf1.
—2m 1—m?

. 1
valores de m satisfacen — = :
senf cos@

1+m?

m2-1 1-cos6@
. > = cosf, entonces m =
1+m 1+cosf
1—m?2 1-cos6
. > = cos@, entonces m =
1+m 1+cos6
2m cosf+1 1—cosf
* ——— = —senf,entoncesm=——o0m =
1+m sen6 sen6
2m cosf—-1 —1—cos6
= - = senf, entoncesm=——om =
1+m?2 senf senf
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cosf+1 cosf—-1

Al igualar m = —.5 Y m=-——- setiene que 1 es igual que —1, lo cual es
. 0+1 —-1- [’] . .
falso. Al igualar m = CO:nB = T:;s, se tiene que cos6 debe ser igual a

1, lo cual solo se logra con un 8 = 0, como sen0 = 0 entonces se indetermina

—1-cosO

el cociente — lo cual hace que se descarte esa opcion. Probando con

__ 1-cosf cosf-1

, Se obtiene cos@ = 1, entonces se indetermina el cociente
senf senf

1—cos6 —1—cos6 .
. Igualmente al tomar m = y m = ———, se obtiene que 1 es
sen6 sen6

1—cosf

sen6

igual que —1, lo cual es falso. Por lo anterior se descarta la rotacion como

transformacioén en la RT.

L ) . [a+u
La traslacion tiene asociada la matriz b+l entonces veamos cuales

S -6

calores de m satisfacen —;
+m? L —2m  1-m?

m2-1 2m vb2-2au—-u? —b
u — b=a+u, entoncesm =——
1+m?2 1+m?2 u
2m 1-m? va2-2bv-v? —-a
. — a b=b+ v, entoncesm =———
1+m? 1+m?2 2b+v

La posibilidad de que haya una traslacion depende Unicamente de los

. . m?-1 2m .
valores que se le asignen a u y v, es decir u debe ser a— b — a, asi
1+m?2 1+m?2
: m 1-m?
mimo v debe ser ———a+-—=b—b, cuando u y v cumplan estas
1+m 1+m

ecuaciones simultdneamente con los valores de la ecuaciéon de la recta que

contiene un lado del triangulo, se dara la traslacion.

La informacion que se obtuvo de la funcidon que asigna a cada punto P del
plano un punto P’ que esta en RT con él, es la simetria respecto al eje yy a
la recta y =x cuando la pendiente de la recta inicial es 0 y -1

respectivamente, asi mismo mediante la matriz asociada a la funcion de la
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RT es posible determinar que esta funciobn no es una homotecia ni una
rotacion. Finalmente para que la funcion sea traslacion debe tener

condiciones especificas presentadas anteriormente.
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Conclusiones

A pesar de que desde el inicio del trabajo se pensé que al estudiar la RTC se
encontrarian diferentes propiedades a las encontradas cuando se modifica el
punto base, se presenta una generalidad que de acuerdo con el estudio
realizado, se puede concluir que la RTC es un caso particular de la relacion
denominada como RT, ya que al cumplirse la definicion de RT para cualquier
punto base del plano, la RTC pasa a ser una particularizacién del punto
base, escogiendo a este como el circuncentro del triangulo, lo mismo ocurre
para la RTI, este un caso particular de la RT ya que se toma el incentro del
triangulo base. Por ello, la definicion que permite generalizar el estudio hecho

es el de la relacion llamada RT.

Se determind que hay Unicamente tres puntos diferentes en RT con un punto
P del plano, en un caso particular si la recta que contiene el punto P y el
punto base de la definicibn es perpendicular a alguna de las rectas del
triangulo, uno de los puntos en RT con P coincide con P. Ademas se

demostré que solo un punto en RT puede coincidir con el punto P del plano.

Una vez determinados los tres unicos puntos en RT con un punto P del
plano, fue posible determinar un triAngulo y realizar un estudio entre la
relacion del triangulo base y el triangulo determinado por los P’, obteniendo
una semejanza entre ellos y en consecuencia un factor de semejanza dado
por el cociente entre el radio de la circunferencia que inscribe el triangulo
base, y el radio de la circunferencia que inscribe el triangulo determinado por
los puntos en RT.

Otra relacién encontrada entre los puntos que estan en RT con puntos Py Q,

siendo estos puntos diferentes en plano, se asocia a la interestancia, si los
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puntos P, Q y el punto base R son colineales, sus puntos relacionados
también lo son, ademéas los puntos en RT guardan la misma relacion de
interestancia, es decir si la relacion esta dada por Q — P — R entonces se
obtiene Q' — P' — R.

La RT como una funcién, esta vista desde el plano cartesiano y es es una
transformacion que al asignar a cada punto P del plano un Gnico P’ que esta
en RT con él, no corresponde a una homotecia, una rotacion, ni a una
simetria respecto al eje x, aun aso esta transformacién corresponde a una
simetria respecto al eje y cuando la pendiente de la recta que contiene a un
lado del tridngulo y sobre la cual se hace la transformacion es 0, ademas
también se presenta una simetria respecto a la recta y =x cuando la

pendiente de esa recta es —1. La RT corresponde a una traslacion cuando

—La iy
14+m? 1+m? y

2m 1-m?

los valores de u y v cumplen -a+—=b—>b
1+m 1+m

simultanea y respectivamente. Asi que la RT es una transformacion en el

plano que diferente a las usuales.
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Anexos

Anexo 1.
La notacion que sera utilizada en el presente trabajo de grado en su mayoria

es traida del libro de Moise & Downs (1986), a continuacion se especifica:

— Las letras mayusculas como A4,B,C,.. seran utilizadas para notar
puntos.

— El simbolo 4B, se utilizara para notar el segmento cuyos extremos son
los puntos Ay B.

— El simbolo 4B, se utilizara para notar el rayo cuyo origen o extremo es
el punto A y tiene su direccion hacia B.

— El simbolo 4B, se utilizara para notar la recta donde estan contenidos
los puntos A y B. Las rectas también seran representadas con letras
mindsculas en cursiva.

— La simbolizacion 2£ABC, se utilizara para notar el angulo cuyos lados
son los rayos BA y BC. En ocasiones se notaran los angulos con letras
minusculas griegas como a, . y...

— El tridngulo cuyos vértices son los puntos 4, B y C, se escribira como
A ABC.

— La circunferencia con centro en A y radio AB, se escribird como C,5.

— El arco cuyos extremos son los puntos A y B, se escribira como 4B, si
este arco hace parte de una circunferencia, el arco nombrado sera el
gue tenga menor longitud. Asi mismo si se tienen los puntos A, By C
los cuales hacen parte de un arco se notard como ABC siempre y
cuando B esté entre Ay C.

— La relacion de paralelismo entre dos rectas sera indicada con ||. Por
ejemplo [ es paralela a m lo que en significado es igual que escribir

L] m.
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La relacion de perpendicularidad entre dos rectas sera indicada con 1.
Por ejemplo [ es perpendicular a m lo que en significado es igual que
escribir [ L m.

La relacién de congruencia entre figuras geométricas sera notada con
=. Por ejemplo sean los segmentos AB y CD congruentes entonces
escribir  AB = CD significa lo mismo. Se da la congruencia entre
segmentos, arcos, tridngulos y angulos en este trabajo de grado.

La relacibn de semejanza en triangulos sera notada con ~. Por
ejemplo A ABC es semejante a A DEF lo que en significado es igual
que escribir A ABC~ A DEF. Al escribir A ABC~ A DEF se hace una
correspondencia en la congruencia de los angulos cuyos vértices son
los vértices de cada triangulo, es decir ZBAC = £EDF, £ABC = £DEF
y £ACB = £DFE.

Cuando se escribe m ZABC y mAB, se hace referencia a la medida del
angulo o el arco nombrado respectivamente.

Al escribir AB, se hace referencia a la longitud del segmento AB.

El simbolo N se utilizara para notar la interseccion entre dos objetos

geométricos. Por ejemplo AB n BC = B.
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