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RESUMEN: El presente escrito tiene por objetivo identificar las conexiones matematicas que establecen tres estudiantes de
bachillerato cuando resuelven tareas de la derivada y la integral en el registro algebraico. Para la colecta de datos realizamos
entrevistas basadas en tareas, previamente validadas, y utilizamos un marco conceptual para caracterizar las conexiones
matematicas identificadas. Los resultados dan cuenta que emergen dos tipos de conexiones intramatematicas: procedimental
y el uso de representaciones diferentes. Asimismo, identificamos cinco temas: la derivada de f(x) = ax™es f'(x) =

axn+
n+1

antiderivada de f'(x) se le resta el limite inferior evaluado en la misma, el resultado de una integral definida significa area

1
anx™1, la integral de f'(x) = ax™es [ ax™dx = + C, en una integral definida al limite superior evaluado en la

bajo una curva y, la derivada de la integral de una funcién (o viceversa) se obtiene siguiendo la jerarquia de las operaciones.
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ABSTRACT: This paper aims to identify the mathematical connections established by three high- school students when they
solve tasks of the derivative and the integral in the algebraic register. To collect data we perform task-based interviews,
previously validated, and use a conceptual framework to characterize the identified mathematical connections. The outcomes
show that two types of intra-mathematical connections emerge: the one, and the use of different representations. We also
i +Cin
an integral defined to the upper limit evaluated in the anti-derivative of f '(x) is subtracted the lower limit evaluated in it, The

ax

identified five topics: the derivative of f(x) = ax™ isf’'(x) = anx™"?, the integral f'(x) = ax" is [ ax"dx =

nt1

result of a definite integral means area under a curve, and the derivative of the integral of a function (or the other way around)
is obtained by following the hierarchy of operations.
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Introduccion

El curriculum de bachillerato mexicano correspondiente a los cursos de Calculo Diferencial e Integral
plantea que en la Educacion Media Superior se “debe dejar de lado la memorizacién sin sentido de
temas desarticulados y la adquisicién de habilidades relativamente mecanicas (DGB, 2013a, 2013b, p.
6)”. En oposicion a ello, proponen que se debe promover el trabajo interdisciplinario, similar a la forma
en que se presentan los hechos en la vida cotidiana del estudiante. Por tanto, las conexiones son una
demanda actual de los curriculums tanto mexicano, como de otros paises como: Sudafrica
(Mwakapenda, 2008) y Estados Unidos de Norteamérica (NCTM, 2014). Es en este ultimo pais donde
empezaron a tomar relevancia desde que fueron incorporadas como un estandar dentro del curriculum
de la matematica escolar.

Las conexiones matematicas son importantes porque permiten ver a las matematicas como un campo
integrado, y no como una coleccion de partes separadas (Evitts, 2004; Mwakapenda, 2008; Jaijan y
Loipha, 2012). Ayudan a establecer relaciones entre las matematicas y otras asignaturas disciplinares
o con situaciones de la vida real. Deben ser desarrolladas en los estudiantes porque les permitiria
mejorar su compresion matematica (Mhlolo, 2012; Eli, Mohr-Schroeder y Lee, 2011). Por ello,
asumimos que el aprendizaje de las matematicas esta fuertemente ligado con las conexiones que los
alumnos logren establecer entre nociones, conceptos, procedimientos y representaciones.

La literatura en nuestro campo de estudio, la Matematica Educativa, da cuenta de diversos estudios
que se han realizado tomando como objeto a las conexiones matematicas (Yoon, Dreyfus & Thomas,
2010; Haciomeroglu, Aspinwall & Presmeg, 2010; Lockwood, 2011; Mhlolo, Venkat & Schéfer, 2012;
Jaijan & Loipha, 2012; Moon, Brenner, Jacob & Okamoto, 2013; Eli, Mohr-Schroeder & Lee, 2011). Por
ejemplo, Mhlolo et al. (2012) y Jaijan & Loipha (2012) exploran la naturaleza y la calidad de las
conexiones que promueven los profesores en algebra; Moon et al. (2013) investigan las dificultades
cognitivas de los futuros profesores cuando realizan conexiones entre representaciones; Eli et al.
(2011) buscan las conexiones que los profesores hacen en la resolucion de problemas en Geometria;
Lockwood (2011) explora las conexiones hechas por los estudiantes universitarios en la resolucion de
problemas de conteo.

Por otro lado, identificamos que dos de los conceptos claves en Calculo son la derivada y la integral.
La conexion entre estos problemas como procesos inversos la descubrio Isaac Barrow (1630-1677)
[Stewart, 2010]; en el plano matematico, esa relacion esta descrita por el Teorema Fundamental del
Calculo (TFC). Sin embargo, cuando son objeto de ensefianza-aprendizaje es posible que se haga o
no evidente esa conexion, sobre todo cuando el Calculo Diferencial y el Calculo Integral se estudian de
manera separada en bachillerato en México, incluso en el nivel superior (en algunos programas
educativos).

Por lo expuesto anteriormente, identificamos la importancia de estudiar las conexiones matematicas,
por un lado, y los dos conceptos claves del Calculo, por el otro; por considerar que son un contenido
matematico que se aborda desde el bachillerato y que se formaliza en el nivel superior en México. En
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este escrito damos respuesta a la siguiente pregunta de investigacion: s qué conexiones matematicas
establecen tres estudiantes de bachillerato cuando resuelven tareas de la derivada y la integral en el
registro algebraico? Y como objetivo, caracterizar esas conexiones que los estudiantes establecen.

Marco conceptual

Businskas (2008) concibe a las conexiones matematicas como aquellas relaciones sobre la base de
las cuales esta estructurada la matematica y son independientes del estudiante y, por otro lado, como
las relaciones a través de las cuales los procesos del pensamiento construyen la matematica. Por su
parte, Evitts (2004) sefala que el conocimiento conectado se puede describir en términos de su
construccion personal y significado, la multiplicidad de vinculos entre los conceptos y procedimientos, y
el poder derivado de conocer las conexiones. De este modo los conceptos quedan constituidos por
una red de definiciones y de propiedades que los relacionan (De Gamboa & Figueiras, 2014), que
pueden utilizarse para vincular los temas matematicos o bien como una relacién causal, l6gica o de
interdependencia entre dos entidades matematicas.

Se pueden hacer conexiones con el mundo cotidiano, con los conocimientos previos, con los contextos
familiares dentro y fuera de la escuela, con diversos temas matematicos, con otras disciplinas, con el
pasado y el futuro (Begg, 2001; Presmeg, 2006; NTCM, 2014). Las conexiones matematicas también
permiten identificar y establecer relaciones entre los problemas, en cuanto a lenguaje matematico y
registro de representacion semiotica se refiere, y reconocer los contextos (conceptual y global) de los
problemas, de manera que permita una influencia mutua dando lugar a respuestas coherentes
asociadas a los problemas (Garbin, 2005).

En este trabajo entendemos a las conexiones matematicas como un proceso cognitivo mediante el
cual una persona relaciona o asocia dos o mas ideas, conceptos, definiciones, teoremas,
procedimientos, representaciones y significados entre si, con otras disciplinas o con la vida real. Estas
son funcionales en el momento de resolver situaciones intramatematicas (que se da entre distintos
dominios de las matematicas) y extramatematicas (emerge entre las matematicas y otras disciplinas o
con la vida real); la forma de identificarlas es mediante los argumentos verbales o0 mimicos que utiliza
al estudiante cuando resuelve actividades concretas.

Para estudiar las conexiones matematicas elaboramos un marco tedérico preliminar, que por cuestiones
de espacio no presentamos, pero que se puede consultan en Garcia (2016). Este modelo considera
dos tipos de conexiones generales: extramatematicas e intramatematicas. Dentro de la primera, se
identifica la conexién de modelado y dentro de las intramatematicas, reconocemos la conexidén entre
conceptos matematicos, reversibilidad, uso de diferentes representaciones, la inclusion, la
generalizacion y la procedimental. Este marco preliminar lo elaboramos considerando algunos
resultados de Evitts (2004) y Businskas (2008), pero ampliado para los propdsitos de un estudio mas
general, actualmente en curso.
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Metodologia

Para la colecta de datos utilizamos las entrevistas basadas en tareas, que de acuerdo a Goldin (2000),
involucra minimamente un sujeto y un entrevistador quienes interactian en relacién con uno o mas
tareas presentado al sujeto en una forma pre planeada. Segun Assad (2015), el protocolo de la
entrevista puede estar estructurado con indicaciones y las respuestas previstas de antemano por el
entrevistador, o puede ser semi-estructurada, lo que permite que el entrevistador juzgue la respuesta
adecuada al razonamiento matematico de los estudiantes. En este estudio, el protocolo de la entrevista
fue semi-estructurada.

Los datos que se reportan en este escrito corresponden a las producciones de tres estudiantes (de 25
participantes en el proyecto general) de bachillerato del estado de Guerrero, México, referente al
registro algebraico. La entrevista tuvo una duracion promedio de 40 minutos, se desarrollé en un dia
habil y con la participacion voluntaria de los estudiantes. El Unico requisito fue éstos hayan cursado y
aprobado previamente Calculo (Diferencial e Integral).

Para analizar los datos utilizamos analisis tematico (Braun & Clarke, 2006). El objetivo de un analisis
tematico es identificar patrones de significados (temas) a través de un conjunto de datos
proporcionados por las respuestas a la pregunta de investigacion planteada. Los patrones se
identifican a través de un proceso riguroso de familiarizaciéon de datos, codificacion de datos, el
desarrollo del tema y revision.

Analisis de los datos

Dado que un tema representa cierto nivel de patrén respuesta o significado dentro del conjunto de
datos (Braun y Clarke, 2006), para nuestros propdsitos lo asociamos a un patrén en las respuestas de
los tres estudiantes (Ali, Juan y Maria), cuyas producciones analizamos para este estudio. Es decir,
que las conexiones matematicas identificadas fueran comunes en los tres. Esta convencién, nos
permitié identificar un total de cinco temas. Los cuales se presentan enseguida:

1. Laderivada de f(x) = ax™ es f'(x) = anx™?!

Esta conexién indica que los estudiantes realizan una conexion procedimental para hallar la derivada
de la funcién algebraica f(x) = 3x? proporcionada a ellos. Se les pidio calcular la derivada y al mismo
tiempo justificar el procedimiento seguido si es que no lo declaraban (ver extracto de la entrevista a
Ali):

Entrevistador: ;Puedes calcular la derivada de esta expresion (se le senala la funcion f(x) =
3x2)?

Ali: Si (hace los célculos)

Entrevistador: Qué hiciste para obtener la derivada?
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Ali: [...] multipliqué el 3 por 2 y resulta 6 como coeficiente y... al cuadrado de la equis se le resta
la unidad; nos queda equis a la uno.

Si bien Ali no declara explicitamente la férmula, su argumento permite inferir el uso de ella.

axn+1

2. Laintegral de f'(x) = ax™ es [ ax™dx =

+C
n+1
Este tema también implica una conexion procedimental. Los tres estudiantes, para encontrar la
antiderivada de la funcioén f'(x) = 6x recurren a la férmula para integrar una funcion algebraica
polinomial (ver extracto de la entrevista). Ninguno de ellos percibe que la antiderivada es la funcion
que se les pidié derivar previamente. En este caso, parecen no percibir la reversibilidad entre la
derivada y la integral.

Entrevistador: ¢ Puedes encontrar la integral de la derivada que obtuviste anteriormente? (se le
indica f’(x) = 3x2)

Ali: [Hace el calculo correspondiente]
Entrevistador: ¢ Podrias explicarme qué hiciste para hallar la respuesta?

Ali: para empezar, le agregué el diferencial, después este seis [senala el 6 de 6x] lo podemos
sacar [del simbolo de integral] como coeficiente que es; después se aplica una regla que es
cuando equis esta elevada a cierta potencia para integrarlo se le suma la unidad al exponente
que tiene [la variable], en este caso es uno mas no y resulta equis cuadrada y de ahi, es dividido
entre el mismo exponente que es uno mas uno. Por eso resultdé equis cuadrada sobre dos, pero
como teniamos el seis, se multiplica y en este caso seis sobre dos es tres y, equis cuadrada y se
le agrega la constante de integracion.

3. En una integral definida al limite superior evaluado en la antiderivada de f'(x) se le resta el limite
inferior evaluado en la misma

Esta conexiéon es la manifestacion del uso del Teorema Fundamental del Calculo (TFC)

intrinsecamente relacionado con el siguiente tema. En particular, los estudiantes utilizan el hecho de

que si f:[a, b] = R integrable es continua en el intervalo [a, b] y g: [a, b]—R, es una antiderivada de f,

es decir satisface g'(x) = f(x), entonces: f:f(t)dt =g(b) — g(a). Al igual que los temas anteriores,

este es de tipo procedimental.

4. Elresultado de una integral definida significa area bajo una curva

Los estudiantes al calcular flx 6x dx y encontrar como resultado 3x* — 3; logran asociar esto con el
area bajo una curva, desde x = 1 hasta un valor de x “desconocido” (ver extracto de la entrevista a
Maria).

Entrevistador: ¢ puedes desarrollar este calculo (se le indica flx 6xdx)?

Maria: (después de utilizar el TFC escribe como resultado 3x2 — 3)
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Entrevistador: ¢qué crees que signifique ese resultado?

Maria: el area que se encuentra entre este intervalo (sefiala los limites 1y x)
Entrevistador: ¢ bajo qué funciéon?

Maria: bajo esta (sefiala la funcién integrando: f(x) = 6x)

Esta asociacion entre un resultado algebraico con uno geométrico; implica una conexion del tipo:
representaciones diferentes. Este tema, asi como el 3, dan cuenta del uso parcial del TFC.

5. La derivada de la integral de una funcién (o viceversa) se obtiene siguiendo la jerarquia de las
operaciones

Este tema da cuenta que los tres estudiantes sélo conciben al TFC en un sentido, pero no para
reconocer la reversibilidad entre la derivada y la integral. Por ello, cuando se les pide resolver
%[f 3x%dx] y f[% 3x2] dx optan por desarrollar primero la operacidon dentro del corchete y
posteriormente la operacién indicada fuera de ella (ver extracto de la entrevista a Juan). Esto provoca
que en el primer caso obtengan que el resultado es 3x2, pero en el segundo 3x? + C. Esta conexion
también es del tipo procedimental.

Entrevistador: [...] ahi se te indica otra operacion ;entiendes la simbologia (se le sefala
;—x[f 3x2dx])?

Juan: tengo que... primero tendria que integrar esto (sefiala 3x2) y el resultado lo tendria que
derivar (sefiala el d/dx)

Entrevistador: bien. s Lo puedes resolver?

Juan: si (integra y luego deriva correctamente)

Entrevistador: ¢ crees que exista otra forma de encontrar el resultado sin necesidad de realizar
esas operaciones?

Juan: no sé, primero tendria que hacer la operacion que esta indicada entre los corchetes, para
después hacer la operacion que esta afuera

Entrevistador: enseguida se presenta otra operacion (se le sefala [ [% 3x2] dx) ¢qué te indica?
Juan: que tengo que hacer lo que esta entre corchetes y después sacar su integral

Entrevistador: ok. ¢ Puedes encontrar el resultado?

Juan: (deriva y luego integra correctamente. Su resultado es3x? + C). Creo que seria ese el
resultado
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Juan refiere que ambas operaciones son distintas porque el orden en que se realizan la deriva y la
integral es diferente en cada caso, por ello, en la segunda el resultado lleva una constante de
integracion.

Discusién y conclusion

En este escrito se reportd las conexiones que son comunes a tres estudiantes: Ali, Juan y Maria;
quienes de manera individual mostraron realizar 16 conexiones cada uno, pero que en comun sélo
presentan 5. Los resultados de los tres estudiantes, indica que la conexiobn mas comun es la
procedimental y en menor grado, se presenta la conexion del tipo representaciones diferentes. Estos
resultados son producto del registro donde se puso énfasis en este analisis, a saber, el algebraico.
Estos datos son consistentes con lo reportado por Hong & Thomas (2015), en el sentido de que hay
persistencia en el uso del simbolo algebraico. Por otra parte, los resultados de los tres estudiantes dan
cuenta del uso del TFC, pero s6lo en un sentido, pero no para dar cuenta que perciben la reversibilidad
de la derivada y la integral, la cual se cumple para las funciones algebraicas polinomiales.

Los dos tipos de conexiones identificadas son de tipo intramatematicas porque emergen al interior de
la matematica. Estas se caracterizan como sigue:

o Representaciones diferentes: pueden ser de dos tipos: representaciones alternas o
equivalentes. A es una representacion alterna de B, si ambas estan expresadas en dos formas
diferentes (verbal-algebraica, algebraica-geométrica, verbal-geométrica, etc.). En cambio, A es
una representacion equivalente de B cuando ambas estan expresadas en dos formas
diferentes, pero dentro de una misma representacion (algebraica-algebraica, verbal-verbal, etc.)
[Businskas, 2008]. En el estudio, sélo se identificé el uso de las representaciones alternas

(tema 4).
e Conexion procedimental: A es un procedimiento usado cuando trabajamos con un objeto B
(Businskas, 2008). Por ejemplo, utilizar la férmula m = Li'l es un procedimiento para encontrar

. . e X27X1 - . -
la pendiente de una recta. Asimismo, una grafica puede ser utilizada para identificar puntos
maximos, minimos, concavidades, punto de inflexion, etc. En nuestro caso, esta conexion se
hizo patente en los temas 1, 2, 3y 5.

Los resultados indican que las diversas conexiones matematicas que un estudiante establece le
permiten llegar a la solucién de la actividad propuesta. Asimismo, algunas de ellas permiten o inhiben
la comprension de otros conceptos, por ejemplo, el tema “la derivada de la integral de una funcion (o
viceversa) se obtiene siguiendo la jerarquia de las operaciones” no permite que los estudiantes
establezcan y utilicen la reversibilidad entre la derivada y la integral en otros contextos. Finalmente,
consideramos que es importante seguir profundizando en el estudio de las conexiones matematicas
con poblaciones mas amplias (tal como lo estamos haciendo y que reportaremos en estudios
posteriores).
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