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RESUMEN ANALITICO EN EDUCACION - RAE

1. Informacion General

Tipo de Trabajo de grado
documento
Acceso al Biblioteca Central, Universidad Pedagogica Nacional
documento
Titulo del Propuesta didactica para abordar el concepto de funcién a partir de la
documento modelacion matematica
Autor(es) HERRERA NARANJO Yeimi Paola
MUNOZ DIAZ, Vicente Elisban
Director Mauricio Bautista Ballén
Publicacion Bogota, D.C., 2014, Universidad Pedagogica Nacional, p. 169
Unidad Universidad Pedagdgica Nacional
Patrocinante
Palabras Claves | Funcion, Pensamiento Variacional, Modelacion Matematica, Concepciones
de la Funcion, GeoGebra.

2. Descripcién

En este documento se presenta un reporte del trabajo de grado realizado en el marco de la
Licenciatura en Matematicas, el cual surge del interés de los autores por generar alternativas que
contribuyan en los procesos de ensefianza aprendizaje de uno de los conceptos mas importantes
de dicha disciplina, la funcion. Para ello, se realizé la consulta de diversas fuentes, la aplicacion y
analisis de un cuestionario relacionado con las concepciones de la funcion que tienen algunos
estudiantes de la Licenciatura, ademas, se disefi0 una secuencia de actividades enmarcadas en el

pensamiento variacional y la modelacion matematica.

La propuesta didactica va dirigida a los docentes, como una alternativa para implementar en el
aula en diferentes niveles de escolaridad y a los estudiantes, que ya estén familiarizados con el
concepto, para que puedan profundizar en el mismo y pongan en juego diferentes elementos
matematicos involucrados; algunas de las actividades son mediadas por herramientas

tecnoldgicas, por ello, se opta por presentar un CD y una pagina web, en la cual se exhiben los




Applets de todas las actividades tecnoldgicas, con el &nimo de facilitar el acceso a las mismas.

3. Fuentes

Para la realizacion de este trabajo se consultaron diferentes documentos, a saber; doce (12) tesis,
de las cuales dos (2) son de pregrado, siete (7) son de maestria y tres (3) son tesis de doctorado;
de igual forma se revisaron veinte (20) articulos de revistas, nueve (9) libros de Matematicas, se
tuvieron en cuenta tres (3) documentos oficiales (por ejemplo los EBCM). A continuacion se
mencionan las principales fuentes bibliogréaficas:

Biembengut, M., y Hein, N. (2004). Modelacion Matematica y los desafios para ensefiar
Matematica. Red de Revistas Cientificas de América Latina y el Caribe, Espafia y Portugal
[Redalyc], 16(2), 105-125.

Giraldo, Z. (2012). Aproximacion a las funciones desde la modelacion de situaciones cinematicas
de fisica con estudiante de grado noveno de béasica secundaria de la Institucion Cocorna
(tesis de maestria). Universidad Nacional de Colombia, Medellin, Colombia.

Guevara, C. (2011). Propuesta didactica para lograr aprendizaje significativo del concepto de
funcion mediante la modelacion y la simulacion (tesis de maestria). Universidad Nacional
de Colombia, Medellin, Colombia.

Jaimes, N. (2012). La nocién de funcion, un acercamiento a su comprension (tesis de maestria).
Universidad Nacional de Colombia, Bogota, Colombia.

Lopez, J., y Sosa, L. (2007). Dificultades conceptuales y procedimentales asociadas al concepto
de funcion (tesis de pregrado). Universidad Autbnoma de Yucatan. Mérida, Yucatan.

Ruiz, L. (1993). Concepciones de los alumnos de secundaria sobre la nocién de funcion: Analisis
epistemologico y didactico (tesis doctoral). Universidad de Granada, Espafia.

Vasco, C. E. (2002). El pensamiento variacional, la modelacién y las nuevas tecnologias.
Tecnologias Computacionales en el curriculo de Matematicas. Proyecto Zero, Universidad
de Harvard., (2), 77, 68-78.

Villa, J., Bustamante, C., Berrio, M., Osorio, J., y Ocampo, D. (2009). Sentido de Realidad y
Modelacion Matemadtica: el caso de Alberto. 2(2), 159-180. Recuperado de
http://funes.uniandes.edu.co/890/1/jhony.pdf, consultado el 10 de marzo de 2014.




4. Contenidos

El trabajo esté estructurado en (6) capitulos, a saber:

X/
L %4

X/
L X4

Capitulo 1: Se presenta la justificacion y los objetivos.

Capitulo 2: Se mencionan los aspectos que fundamentan el trabajo, entre ellos, la evolucion
historica y los aspectos conceptuales relacionados con el concepto de funcidn, algunas
apreciaciones con respecto al pensamiento variacional, la modelacién y modelo matematico,
los sistemas de representacion del concepto, algunas apreciaciones que resaltan la
importancia del uso de la tecnologia y finalmente consideraciones de la ensefianza del
concepto.

Capitulo 3: Se describe la metodologia del trabajo.

Capitulo 4: Se indica la definicion del término “concepcion”, se presenta la manera como se
construyd, aplicé y analizo el cuestionario dirigido a estudiantes de séptimo semestre para
determinar sus concepciones acerca de la funcion.

Capitulo 5: Se presenta la propuesta didactica, la cual cuenta con 23 actividades divididas en
dos partes, la primera enfocada al abordaje del concepto de variable, constante y parametro;
la segunda enmarcada en la modelacién matematica; en cada una de las actividades se hace
hincapie en el pensamiento variacional.

Capitulo 6: Se presentan las conclusiones de la aplicacion del cuestionario, del trabajo en
general y se plantean algunas recomendaciones e ideas que pueden servir para futuros

trabajos relacionados con el presente.

5. Metodologia

Los procedimientos metodoldgicos que se llevaron a cabo en el desarrollo de este trabajo, se

realizaron en tres fases. En la primera se realizd la bldsqueda de trabajos y publicaciones

relacionados con los elementos histdricos, tedricos y didacticos del concepto de funcion, que

fundamentaran el marco de referencia del trabajo; en la segunda se efectud el proceso de

elaboracion, aplicacion y andlisis (cualitativo y cuantitativo) de un cuestionario (con preguntas

abiertas), que tenia por objetivo la recoleccion de informacion para la caracterizacion de las




concepciones de los estudiantes de séptimo semestre de la Licenciatura en Matematicas de la
Universidad Pedagdgica Nacional, sobre el concepto de funcion; en la tercera fase se elabora la
propuesta didactica; las actividades se estructuran en dos partes enfatizando en situaciones de

variacion, cambio y dependencia, ligadas con la modelacion matematica.

6. Conclusiones

A continuacion se presenta un resumen de las conclusiones a las cuales se llegd durante el avance

y culminacion del trabajo:

e Se considera que la consulta y estudio de la historia del concepto de funcion, brinda elementos
de reflexion sobre el quehacer del profesor de Matematicas, lo cual conlleva a generar maneras
de ensefiar dicho concepto matematico, que tengan mayor significado para los estudiantes.

e La modelacion es un proceso que esta relacionado directamente con el pensamiento variacional
y que permite la realizacion de actividades en las cuales se pueden identificar elementos
importantes del concepto de funcion, como las variables independiente y dependiente, las
relaciones entre ellas, la obtencion de un modelo que esta dado en algunas de las
representaciones de la funcion (verbal, gréfica, tabular y algebraica).

e Se puede decir que la mayoria de los estudiantes de séptimo semestre de la Licenciatura en
Matematicas, a quienes se les aplicd el cuestionario, después de haber cursado diferentes
espacios académicos en los cuales se estudia la funcion, la conciben como algo estatico, les
cuesta solucionar y desenvolverse en situaciones sujetas al cambio y a la variacién. Se
encuentra que los estudiantes identifican correctamente qué varia pero no como varia, por lo
tanto establecen las variables involucradas y las relaciones de dependencia pero no realizan
representaciones adecuadas del mismo, se encuentran dificultades para establecer los esbozos
graficos y las expresiones algebraicas y el paso de una representacion a otra.

e Las formas como los estudiantes proponen abordar el concepto de funcién siguen una secuencia
similar a la ensefianza tradicional del mismo, es decir, se establecen relaciones entre conjuntos,
posteriormente se proponen expresiones algebraicas, luego se realizan tablas que permitan

graficar la funcion y se concluye con aplicaciones, tales formas de ensefiar el concepto dejan de




lado aspectos fundamentales en la constitucion del mismo como la variacién y el cambio.

La actividades incluidas en la propuesta didactica y en general toda la estructura acogen
diferentes elementos histdricos, didacticos y matematicos importantes para conceptualizar de
manera mas adecuada la funcion; el uso de herramientas tecnoldgicas facilitan procedimientos
que con lapiz y papel serian practicamente imposibles de realizar, se tienen en cuenta el

pensamiento variacional y junto con ello la modelacion matematica.

Elaborado por: HERRERA NARANJO Yeimi Paola

MUNOZ DIAZ, Vicente Elisban

Revisado por: | Mauricio Bautista Ballén

Fecha de elaboracion del 06 11 2014
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INTRODUCCION

En el estudio de las Matematicas, la funcion real se constituye en un concepto importante,
tanto por su desarrollo historico como por su utilidad; es de interés, caracterizar las concepciones de
los estudiantes de séptimo semestre de la Licenciatura en Matematicas frente al mismo, con el fin
de encontrar elementos que aporten a la elaboracion de una propuesta didactica Util para abordar el
concepto de funcion, atendiendo a elementos historicos, didacticos y matematicos que aporten al
desarrollo del pensamiento variacional, en particular, a procesos relacionados con la modelacién

matematica.

El documento se organiza en cinco capitulos, en el primero se menciona la justificacion y los
objetivos del trabajo; en el segundo, se abordan los elementos tedricos necesarios para soportar la
propuesta didactica; se menciona la evolucion historica de la funcion y las concepciones asociadas,
en seguida, se presentan los conceptos, definiciones y representaciones matematicas relacionadas
con la funcion; luego, se alude a diferentes aspectos didacticos, particularmente, el pensamiento
variacional, la modelacion matematica, los sistemas de representacion, el uso de la tecnologia y
algunas consideraciones frente a la ensefianza de dicho concepto. En el capitulo tres se precisan los
elementos necesarios para la constitucién de un cuestionario, con el cual se caracterizan las
concepciones de funcion de la poblacion escogida. En el capitulo cuatro se presenta la propuesta
didactica, en la que se encuentra un total de 23 actividades con niveles de complejidad distintos,
dirigida a profesores de Matematicas y a docentes en formacion que hayan abordado el concepto.
En el capitulo cinco, se presentan las conclusiones del analisis del cuestionario aplicado y del
trabajo en general de acuerdo con los objetivos propuestos, finalmente, se exponen algunas

recomendaciones y la bibliografia respectiva.



ASPECTOS GENERALES

1.1. JUSTIFICACION

La funcién es uno de los conceptos mas importantes en las Matematicas y las ciencias, no
solo por sus aplicaciones sino porque permite modelar situaciones de diferentes contextos. En
cuanto a ello, Ruiz (1993, p.147) afirma que “el concepto de funcion, tal y como se define
actualmente en matematicas, es un objeto muy elaborado como consecuencia de numerosas

generalizaciones realizadas a través de una evolucion de mas de 2000 afios”.

Un concepto de tal naturaleza debe ser abordado con actividades que permitan al estudiante
adquirir una concepcion que vaya mas alla de un procedimiento algoritmico de célculo,
Freudenthal (como se citd en Lopez y Sosa, 2007), Rey, Boubée, Vazquez, y Cafiibano (2009),
Jaimes (2012), entre otros, sefialan que las limitaciones de los estudiantes frente al concepto de
funcion, se relacionan de alguna manera con el excesivo hincapié que se le da al registro
algebraico, debido a que no se advierte que las situaciones de variacién y cambio le dieron
sentido al concepto en la historia, a su vez, se deja de lado la articulacion significativa con otros
registros y la posibilidad de vislumbrar el caracter modelizador de la funcion.

Atendiendo a ello, se hace necesario construir una propuesta didactica que aporte al desarrollo de
procesos de modelacion y pensamiento variacional en situaciones que involucren relaciones de
dependencia, de tal forma que exista un vinculo entre cantidades y se genere la idea de que el

cambio en una de ellas, tendra efectos sobre las otras.

Por otra parte, es necesario mencionar que la modelaciébn matematica, ademéas de ser una
herramienta que permite “aprender l0s conceptos matematicos de mejor manera, interpretar los
significados y usar las herramientas tecnologicas” (Justi y Gilbert, como se citdé en Bautista,
Wilkerson-Jerde, Tobin y Brizuela, 2013, p. 967), promueve la obtencién de modelos que de
acuerdo con Villa, Bustamante, Berrio, Osorio y Ocampo (2009), describen, predicen,
solucionan, explican, sistematizan y representan de alguna forma la situacion presentada; en el

caso de la funcién, los registros de representacion verbal, tabular, gréfica y algebraica,



constituyen el modelo. También se considera importante tener en cuenta las conversiones o

traducciones (procesos entendidos como el paso de una representacion a otra).

Finalmente, se precisan los motivos que condujeron a la aplicacion del cuestionario de
“concepciones” a los maestros en formacion de séptimo semestre; a saber:

e En este semestre de la carrera se deberia terminar el ciclo de fundamentacion, asi que esas
personas han estudiado el concepto de funcién en diferentes espacios académicos, incluso en
la secundaria.

e Se considera que las concepciones sobre un concepto matematico en particular, direccionan
las formas como pueden abordar el mismo en sus respectivas practicas de inmersion o
profesionales, lo cual puede mostrar la relacion entre las concepciones que se tienen y las

metodologias que se pueden establecer para abordar el concepto de funcién.

De esta manera, se debe resaltar que los resultados del analisis del cuestionario aplicado,
sirvieron para constatar que a los estudiantes les cuesta desenvolverse en situaciones relacionadas
con la modelacion, la mayoria poseen una concepcion estatica de la funcién, lo cual se considera

que se puede ir solventando con el desarrollo de la propuesta didactica.



1.2. OBJETIVOS

1.2.1. OBJETIVO GENERAL

Elaborar una propuesta didactica que permita abordar el concepto matematico funcién real,

teniendo en cuenta la modelacion matematica y el pensamiento variacional.

1.2.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS

¢ Reportar algunos aspectos historicos, matematicos y didacticos que permitan fundamentar la

propuesta didactica, a partir de la consulta en diferentes fuentes.

e Realizar instrumentos para recopilar informacion acerca de las concepciones que tienen los
estudiantes de séptimo semestre de la Licenciatura en Matematicas, con respecto al concepto
matematico funcién real, con el &nimo de obtener algunos elementos asociados, que se puedan
considerar en la elaboracién de la propuesta didactica.

¢ Realizar un analisis de la informacion recopilada y obtenida en la aplicacion del instrumento
de la caracterizacion de las concepciones.

e Elaborar recursos tecnologicos en el software “GeoGebra” que faciliten la exploracion,

observacién y verificacién, en algunas actividades planteadas.



MARCO DE REFERENCIA

En este capitulo, se presentan los elementos historicos, matematicos y didacticos necesarios
para fundamentar la propuesta didactica; primero, se expone un resumen de la evolucion historica
del concepto de funcién y las concepciones que surgieron a lo largo del desarrollo de la
humanidad; segundo, se presenta el marco matematico en el cual se incluyen los conceptos y
propiedades asociadas a la funcién, posteriormente, se mencionan las definiciones de tal
concepto, desde las posturas de autores de diferentes textos; al final del apartado, se presenta una
definicion de funcion que se pretende privilegiar con la propuesta didactica; tercero, a partir de
las consideraciones de los apartados anteriores, se alude a los elementos didacticos destacando
principalmente el “Pensamiento variacional” y la “Modelacion Matematica”, se mencionan
algunos de sus antecedentes, los propositos de usarla para la ensefianza y las definiciones que
diversos autores le atribuyen, también, se considera el tema de “modelo matematico” y la
“modelacion de funciones”; posteriormente, se exponen los sistemas de representacion, la
importancia del uso de la tecnologia, las maneras como se ha abordado la funcién, incluyendo las
dificultades y errores en el aprendizaje de dicho concepto y algunas criticas de investigadores

frente a las formas de abordarlo.

2.1. MARCO HISTORICO

2.1.1. Evolucién del concepto de funcién

La funcion es uno de los conceptos méas importantes en el campo de las Matematicas y las
ciencias, no solo por sus aplicaciones, sino porque permite modelar situaciones de diferentes
contextos; se hace necesario presentar algunos hitos historicos que contribuyeron en la constitucion
del concepto de funcion, en particular, se resefian algunos sucesos destacados y las concepciones
surgidas en su evolucion. Se considera que la historia puede brindar elementos matematicos y
didacticos, que hicieron parte del proceso experimentado por la humanidad para desarrollar sus
conocimientos, posiblemente los estudiantes incurran en un proceso similar; por tal motivo, es
necesario tener en cuenta las situaciones que le fueron dando sentido al concepto para generar una

propuesta didactica que contribuya en el aprendizaje de la funcion.



A continuacidn, se presenta un recorrido historico organizado en siete etapas representativas de la
evolucion del concepto de funcion; la estructura dada se basa en la organizacion propuesta en Ruiz (1993),
se hace mencion de diferentes acontecimientos encontradas en los trabajos de Boyer (1986), Collette
(1985), Jaimes (2012), L6pez y Sosa (2007).

Etapa 1: La antigtiedad, hacia una buasqueda de regularidades y proporciones

En la antigliedad el estudio del concepto de funcion se centraba en la blsqueda de regularidades
y proporciones, se generaron situaciones en las que se observaba la dependencia entre cantidades de
diferentes magnitudes, las cuales, de acuerdo con Sastre (como se citdé en Lopez y Sosa, 2007)
“fueron representadas verbalmente, en tablas, en gréficas o con ejemplos” (p. 15). Se destacan dos

civilizaciones, los babilonios y los griegos:

+¢+ Los babilonios (2000 a. C — 500 a. C)

Sus estudios se centraron en calculos astronémicos, problemas de variaciones continuas! y el
registro de series de potencias con nimeros naturales (las cuales no se garantiza que se hicieran de
manera general), se destaca que registraban los resultados obtenidos en tablas dispuestas en dos
columnas de manera similar a la representacion tabular de la funcién. Si bien, hay autores que
plantean que en este periodo no se presentd alguna idea general de funcion, la busqueda de
regularidades se considera una caracteristica que sentd las bases para el desarrollo del concepto
(Ruiz, 1993).

+¢ Los griegos

La civilizacion griega dio inicio a un proceso de desarrollo cultural que promovié el estudio de
las Matematicas como una disciplina en si misma. Fueron grandes sus aportes para el progreso de las
ciencias y las Matematicas; es mas, muchos de los planteamientos todavia son resaltados en
diferentes contextos. En el caso de la funcion, existia una idea primitiva contenida en las nociones de

cambio y la relacion entre magnitudes variables. Para los griegos los conceptos matematicos no

1 Como la luminosidad de la luna en periodos de tiempo iguales, o los periodos de visibilidad de un planeta y el
angulo que este forma con el sol (Boyer, 1986).



estaban sujetos al movimiento; la filosofia estatica de las Matematicas llevd a que en lugar de hablar
en términos de variables y funciones, lo hicieran en términos de incognitas y ecuaciones; ellos
intentaron relacionar por medio de las proporciones los nimeros y las magnitudes, sin embargo, la
aparicion del problema de la inconmensurabilidad condujo a que se presentara la disociacion entre
namero (relacionado con lo discreto) y magnitud (relacionado con lo continuo). Las proporciones se

trabajaron con magnitudes de la misma naturaleza (Ruiz, 1993).

En el “Anexo 17 se presenta un grafico con informacion referida a algunos personajes de la época

antigua, que contribuyeron en el desarrollo del concepto de funcion.
ETAPA 2: Representacion cinematica y geométrica de las relaciones funcionales: Edad media

En este periodo de la historia se llevaron a cabo investigaciones cientificas buscando dar
respuesta a cuestiones relacionadas con el descubrimiento y la explicacion racional (de manera
cualitativa o cuantitativa) de los fendmenos de la naturaleza y la realidad?; entre ellos, el estudio y
analisis de situaciones sujetas al cambio y al movimiento constituyeron una de las mayores
preocupaciones de la edad media. Para dar respuesta a esas cuestiones, se recurrié a las ideas de
Platon (las Matematicas podian servir para definir las causas de los fendmenos) y Avristoteles (las
Matematicas como ciencia de la cantidad abstracta, la matematica estaba alejada de las explicaciones
fisicas) concernientes a la busqueda de la causa de los cambios cualitativos del movimiento; estas
concepciones, ademas de dar los fundamentos filoséficos de los estudios, al ser unificadas, ponen las

bases de la nocion de funcién (Boyer, 1986).

Tras plantear diversas cuestiones acerca de la relacion entre las Matematicas y la Fisica, la unificacion
de las concepciones Platonicas y Aristotélicas llevaron a que esta disciplina y el método experimental,
empezara a penetrar en el dominio de las ciencias; es asi que, la formulacion matematica y
cuantitativa de las leyes del movimiento toma mayor importancia al dirigir la atencion al cémo
suceden los cambios en lugar del por qué. Cabe destacar que en este periodo las relaciones

funcionales no estaban dadas de forma analitica; estas, se expresaron por medio de dos métodos: el

2 Como, por qué sopla el viento, por qué la lluvia cae mientras el viento sube o por qué los planetas brillan.



algebra de palabras (lenguaje sincopado®) que permitia generalizar empleando letras del alfabeto en

lugar de nimeros y el método geomeétrico que usaba graficas (Ruiz, 1993).

En el “Anexo 1” se presenta un grafico con informacion referida a algunos personajes de la época,

que contribuyeron en el desarrollo del concepto de funcion.
ETAPA 3: Siglo XV y XVI: El desarrollo de la notacion algebraica

En esta etapa se pueden destacar dos aspectos fundamentales, el perfeccionamiento del
simbolismo algebraico, el cual contribuyo en el desarrollo de la formulacion y la expresion de lo que
se considera hoy en dia “variable” en una funcion e “incognita” en una ecuacion, y la formacién
definitiva de la trigonometria como una rama particular de las Matematicas. En este periodo se
continu6 con el estudio de los fendmenos sujetos al cambio; se recurrié a la experimentacion y
observacion para introducir ciertos aspectos cuantitativos que podian ser representados por medio de

graficas obtenidas y verificables a partir de las medidas (Boyer, 1986).

Se puede afirmar que los trabajos en torno al surgimiento de la nocion de logaritmo, contribuyeron en
la definicion de las funciones por medio de una correspondencia determinada entre variables
independientes y dependientes, mostrando un profundo sentido de la continuidad y la estrecha

relacién entre nimero y magnitud (Ruiz ,1993).

En el “Anexo 17 se presenta un grafico con informacion referida a algunos personajes de esta época,

que contribuyeron en el desarrollo del concepto de funcion.
ETAPA 4: Siglo XVII: Introduccién de la representacion analitica

En las etapas anteriores la intencién de cuantificar y representar los fendmenos permitié

desarrollar algunas ideas del concepto de funcion. Ahora bien, Youschkevitch (como se citd en Ruiz,

3 Surge en los afios 250 a.C a 1500 d.C, este tipo de lenguaje lleva a introducir por primera vez abreviaturas usando
letras para las incdgnitas y sus potencias, en una combinacion del lenguaje retdrico con abreviaturas, ademas, en esta
fase todavia predominan los célculos en lenguaje natural.

Gonzalez, E. (2012). Del lenguaje natural, al lenguaje algebraico. El significado de la variable. Una propuesta
didactica basada en el planteamiento de la resolucion de problemas (tesis de maestria). Universidad Nacional de
Colombia, Bogota, Colombia.



1993) plantea que el desarrollo de la teoria de funciones se baso en tres pilares; “el crecimiento de los
calculos matematicos, la creacion del algebra simbdlico-algebraica y la extension del concepto de

numero (nimeros complejos)” (p. 165).

El desarrollo del algebra jugé un papel fundamental en el descubrimiento del mundo de las
representaciones analiticas; se hizo posible la traduccion de cualquier problema de geometria plana en
un problema algebraico equivalente. De esta forma, al buscar relacionar una curva plana algebraica
con una ecuacion entre las coordenadas de sus puntos, se encontrd que una ecuacion en x € y era un

medio para introducir una dependencia entre dos cantidades variables.

Por otra parte, se generd un proceso de asimilacion tedrica de los elementos del calculo diferencial e
integral y la teoria de series, lo cual contribuyd en el nacimiento del “andlisis infinitesimal”; las
premisas que soportaron este proceso fueron la existencia del algebra, la introduccion en las
Matematicas de la variable y del método de coordenadas y la asimilacion de las ideas infinitesimales
de los antiguos. Estos y otros cuestionamientos fueron fundamentales para el desarrollo del concepto
de nimero real (Ruiz, 1993).

En el “Anexo 1” se presenta un grafico con informacion referida a algunos personajes de esta época,

que contribuyeron en el desarrollo del concepto de funcion.
ETAPA 5: Siglo XVI11: El concepto de funcién se considera central en las Matematicas

El siglo XVIII marcé una época en la cual se fueron dando las condiciones para que el
concepto de funcion fuera mas universal y adquiriera mayor grado de abstraccion, el cual fue
producido por diferentes aspectos, como el mejoramiento del sistema de notaciones matematicas y
representaciones (que facilitd el tratamiento, determinacion y clasificacion de las funciones), el
impacto de la continuidad, el planteamiento de definiciones méas generales y el desarrollo del anélisis

infinitesimal como la ciencia general de las variables y las funciones, entre otras (Ruiz, 1993).

El concepto de funcion toma una forma analitica, con ello se hacen dos consideraciones, primero, se
establece la forma de construir las expresiones analiticas mediante operaciones admisibles (siendo

admitidos los reales e imaginarios en el argumento). A este tipo de funciones, Euler les adjunta las



funciones trascendentes elementales (eZ, In z y las funciones trigonométricas), llegando a la siguiente

clasificacion:

Funciones
Algebraicas Trascendentes
Formadas por Se divide en F fas por
operaciones operaciones
algebraicas trascendentes
Racionales Irracionales
Enteras Fraccionarios

Figura 1. Clasificacion de las funciones segin Euler (basado en Ruiz, 1993, p.165)

Segundo, se da inicio a la representacion de funciones a través de series infinitas; en primera
instancia, aquellas dadas por expresiones analiticas. De acuerdo con Ruiz (1993) “el estudio y
descubrimiento de las propiedades de esta clase particular de funciones, condujo al andlisis de

problemas relativos a su continuidad” (p.180).

Por otro lado, la resolucion de problemas practicos, como el de las vibraciones infinitamente
pequefias en una cuerda finita, homogénea y fijada a sus dos extremidades, llevé a Euler a considerar
funciones mas generales que las analiticas (funciones compuestas por trozos de funciones o mixtas),

en las cuales, se mantiene la idea de dependencia sin explicitar la manera como se da (Ruiz, 1993).

Posteriormente, se llego a afirmar que las series trigonomeétricas podian ser utilizadas para representar
una clase de funciones méas generales (entre ellas las mixtas); que no necesitaban ser de tan “buen
comportamiento®”. Lo anterior suscit6 el problema de determinar en qué condiciones era convergente

la serie trigonométrica asociada a una funcion dada.

En el “Anexo 17 se presenta un grafico con informacion referida a algunos personajes de esta época,

que contribuyeron en el desarrollo del concepto de funcion.

4 Es decir, el tipo de funciones en donde hay muchos puntos en los que no existe la derivada o es discontinua.
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ETAPA 6: Siglo XIX: La idea de correspondencia arbitraria

En esta etapa, se establece la concepcion de las funciones como correspondencias de tipo muy
general; se fueron determinando las condiciones de las propiedades relativas a las funciones, liberadas
de la exclusividad de la intuicion geométrica y las limitaciones de la expresion algebraica. Es asi, que
la teoria de las funciones se sustenta en los trabajos desarrollados que abordaron temas como, la
definicion rigurosa, totalmente aritmetizada de continuidad, la formulacion de la teoria del nimero

real y el desarrollo de la teoria de conjuntos (Ruiz, 1993).

Se construyeron ciertas definiciones de funciones, en las cuales no se hacia mencion de la expresion
algebraica o trascendente. En el “Anexo 1” se presenta un grafico con informacion referida a algunos

personajes de esta época, que contribuyeron en el desarrollo del concepto de funcién.
ETAPA 7: Siglo XX: EIl concepto de funcion como terna

El altimo periodo hace referencia al concepto de funcién como terna, este tiene un alto grado de

formalizacion y se presenta de la siguiente manera:

Se llama funcion a la terna f = (G,X,Y), en donde G,X,Y son conjuntos que verifican dos
condiciones, “G C X X Y y que paratodo x € X existeunysolouny € Y tal que (x,y) € G, G es la
gréfica de la funcion f. El Gnico elemento y de Y tal que (x,y) € G se llama valor de la funcion
f en x, y se utiliza para designarlo y = f(x). En otras palabras la gréfica de la funcion es el conjunto
de parejas ordenadas de la forma (x, f(x))” (Ruiz, 1993, p. 186).

Por otro lado, es importante mencionar algunas diferencias entre las definiciones dadas por Dirichlet
y los Bourbaki, el primero, asume la funcién como una correspondencia entre variables, se infiere que
el dominio y codominio se restringe al conjunto de numeros reales, mientras que los Bourbaki, se
refiere a una correspondencia entre dos conjuntos y el dominio y codominio no necesariamente son

conjuntos de nimeros reales (Jaimes, 2012).

Las etapas histéricas de la funcién, muestran que llegd a ser un concepto propio de las Matematicas,
después de diferentes sucesos en busqueda de la formalizacion; se pudo notar cdmo el concepto se
fue haciendo mas abstracto, debido, en gran medida a los desarrollos en el campo del analisis, el

algebra abstracta y de la topologia. Freudenthal (como se citd en Ruiz, 1993) sefiala que aunque la
11



definicion de funcion esté construida de una manera logicamente formalizada, “se ha oscurecido su
esencial significado como accion de asignacion de variables, ha perdido su caracter dinamico para

transformarse en algo puramente estatico” (p.188).

En el “Anexo 1” se presenta un grafico con informacion referida a algunos personajes de la época,

que contribuyeron en el desarrollo del concepto de funcion.
2.1.2. Concepciones encontradas en la evolucion historica

En terminos generales, se puede afirmar que a lo largo de la historia, el concepto de funcion
estuvo ligado a situaciones que permitieron desarrollar trabajos en los cuales se vislumbraron sus
creencias y concepciones colectivas o epistemoldgicas. Las situaciones ligadas a los fenGmenos
naturales y fisicos motivaron el estudio de magnitudes variables; para cuantificar el cambio se
recurrio al uso de proporciones, graficas y ecuaciones con las que se logré caracterizar las relaciones
de dependencia. Al tener las expresiones analiticas se representaron las funciones y se estudiaron sus
caracteristicas a través de series infinitas, ademas, se posibilitd el estudio de problemas fisicos (cuerda
vibrante) que llevaron a pensar en una nocion mas general y arbitraria de la funcion; con ello, y con
los intentos de precision y rigor se logro la definicion como terna. De las diferentes concepciones (en
la pagina 38 se hace referencia al término concepcidn y a sus elementos) asociadas a la evolucion

historica de la funcidn, Ruiz (1993), precisa siete, las cuales se muestran en la siguiente figura:

1. Variacién 2. Razdn o

7. Tema y Cambio Proporcién
Concepciones

6. _ _ asociadasala ___ 3
Correspondencia funcién Gﬂiﬁca
arbitraria , .
______....- / e
5. \
Expresion 4. Curva

Analitica

Figura 2. Concepciones asociadas a la evolucidn histérica de la nocién de funcion (basado en Ruiz, 1993, p. 191)

A continuacion, se explicitan las invariantes y las representaciones de cada concepcion:
12



Tabla 1. Concepciones de la funcion a través de la historia

Concepcion
1
2

Invariantes®

Establecimiento de regularidades entre relaciones causa efecto

Relaciones de  conmensurabilidad  entre

homogeéneas.

magnitudes

Descripcion de la cantidad de una cualidad que depende de otra
por medio de una figura.

“Cuando una ecuacion contiene dos cantidades desconocidas,
hay un lugar correspondiente, y el punto extremo de una de
estas cantidades describe una linea recta o curva”. Ruiz (1993,
p.189)

Se identifican las cantidades variables con las expresiones
analiticas.

Se determina una funcién (mixta) que tiene leyes diferentes
sobre dos 0 mas intervalos de su dominio.

Se llega a la nocion de correspondencia arbitraria; permanece el
caracter de asignacién entre variables en el cual queda
determinado un Unico valor de la variable dependiente.

Determinacion de una funcién como terna f = (F,X,Y), se
resalta los pares ordenados, asi, para que una relacion sea
funcién, se debe cumplir que si dos pares ordenados tienen el

mismo primer elemento, el segundo elemento debe ser idéntico.

Representacion

Tablas

Uso del lenguaje retorico en la
expresion de proporciones.

Uso de graficos que representaban
dependencias.

Ejes cartesianos, coordenadas,
representacion algebraica.

Aparecen términos y notaciones,
uso de expresion analiticas y
series infinitas

Se usa los ejes cartesianos, las
expresiones f(x) e y;, mas
adelante aparece los diagramas de
Venn y la expresion f:X -»Y
motivada por la teoria de
conjuntos y el estructuralismo
Bourbakista.

Ejes cartesianos, y las expresiones

desarrolladas.

5 Las invariantes y las representaciones que se referencian son dos de los elementos que componen un concepto
posteriormente (en la pagina 41) se alude a dichos términos.
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2.2. MARCO MATEMATICO

En este apartado se presentan diferentes definiciones de funcidn real expuestas en algunos

libros de texto, junto con algunos elementos que constituyen dicho concepto matematico. Se exponen

ciertos conceptos y propiedades asociados a la funcion; posteriormente, se contemplan algunas

definiciones del concepto y finalmente se precisa la definicién que se privilegia con la propuesta

didactica.

2.2.1. Conceptos matematicos asociados a la funcion

En el estudio de la evolucion historica del concepto de funcion se pudo notar que se fueron

asociando elementos matematicos, que le dieron la fundamentacion tedrica a dicho concepto

matematico; a continuacion, se precisan algunos de ellos, junto con las propiedades que cumplen

ciertas funciones.

Tabla 2. Elementos matematicos asociados a la funcién

Constante Es una cantidad determinada la cual conserva siempre el mismo valor.
Parametro | Cantidad o magnitud fija y arbitraria.
Variable Es una cantidad o magnitud discreta o continua, que puede asumir diferentes valores desde el punto de
vista cualitativo o cuantitativo.
Variable Es una magnitud o cantidad arbitraria que asume valores libremente de acuerdo con la situacion

independiente

presentada.

Variable
dependiente

Es una magnitud o cantidad que asume valores de acuerdo con cada valor que tome la variable
independiente.

Dominio Conjunto que puede ser numérico o no, finito o infinito y representa todos los valores que puede tomar la
variable independiente.
Rango Conjunto que puede ser numérico o no, finito o infinito y representa todos los valores que puede tomar la

variable dependiente.
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2.2.2.

Definicion de funcién

Al hacer una revision de diferentes textos, se encuentra que el concepto de funcién se define

de diferentes formas, Hitt y Torres (1994) (como se citd en Planchart, 2000) sefialan cuatro

enfoques de la definicion (dependientes del tipo de enunciado), de estos se tienen en cuenta las

definiciones como pares ordenados o correspondencia y en términos de variables. A continuacion,

se clasifican las definiciones dadas por diferentes autores teniendo en cuenta las consideraciones

anteriores y observando si en la misma se hacen explicitos aspectos como el dominio, el rango o las

formas de representacion:

Tabla 3. Clasificacién de las definiciones de funcion

Caracteristica de la definicion

Tipo de
Definicion | No se explicitan los elementos de la funcion Se explicitan los elementos de la funcion
c ~ ) . Protter y Morrey (1980) mencionan que “una
o * L%%n isvzﬁdior(}l?rzg nsgnszlcr;o qgg :rréz funcién es un conjunto de pares ordenados (x,y) de
ordenados. de los éuales no hav dos an la numeros reales, en el que no existen dos pares que
R rimera C(’)m onente igual (_..) guna funcion tengan el mismo primer elemento. En otras palabras a
R gue s trabalj')a en Iosgu nUm.e.fos reales se le cada valor de x le corresponde exactamente un valor
E denomina una funcion real” (p. 38) de y. El conjunto de todos los valores de x se llama
s . o dominio de la funcion, y el conjunto de todos los
o Stewart, Redlin, y Watson (2012) establece la valores de I de la funcion”
o NS 2, y se llama rango de la funcion™ (p. 22).
P siguiente definicion: “Una funcion f es una
o regla que asigna a cada elemento x de un
: Larson, Hostetler, y Edwards (2006)
conjunto A exactamente un elemento, llamado N Lo S »
N f (;) de un conjunto B” (p. 143) establecen la siguiente definicion de una funcién real
P e Spivak (1992) hace una definicién provisional de variable real:. ,Sean xer conjuptos de ndmeros
E “una funcién es una regla que asigna a cada reales. Una funcién real f de una variable real x de X
N uno de ciertos niimeros reales un nimero real’” a Y es una correspondencia que asigna a cada nimero
. (p. 49) X de X exactamente un nimero y de Y. EI dominio de
| R Leithol d (1998) por su parte dice que “una f es el conjunto X. E_I ndmero y es la imagen de x
funcion puede considerarse como una por f y se denota mediante f(x), a lo cual se le llama
A - : . valor de f en x. El recorrido o rango de f se define
correspondencia de un conjunto X de nimeros como elj; ubconiunto de ¥ forma%o 0{ todas las
(Pares reales x a un conjunto Y de nimeros reales y, S del I de X7 (n. 19 P
Ordenados) donde el nimero y es Unico para cada valor imagenes de los nmeros de X™ (p. 19).

especifico de x” (p. 2).
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Almgren y Clark (1998) (como se citd en | Ayres (1989) sefiala que “se dice que una variable y es
Planchart, 2000) sefiala que “una variable y se | funcién de otra x, cuando ambas estan relacionadas de
dice que es funcidn de otra variable x, si cada | forma que para cada valor de x perteneciente a su
de valor de x determina un Unico valor de y. Las | campo de variacion le corresponde un valor de y. La
gréficas de las funciones son trazadas | variable y, cuyo valor depende del que tome x, recibe el
tradicionalmente con la variable independiente | nombre de variable dependiente, mientras que x es una
sobre el eje horizontal y la variable | variable independiente. La relacion que liga a la funcién
dependiente sobre el eje vertical” (p. 33). con la variable puede ser una tabla de valores en
correspondencia, una grafica o una ecuacion” (p. 3).

Términos

variables

Como se puede observar, las definiciones pueden clasificarse de acuerdo con su énfasis; sin
embargo, en todas ellas se resalta la unicidad de la imagen; esta es la invariante en cada una de las
definiciones y en general en el concepto de funcion. Atendiendo a la manera como se pretende

abordar el concepto de funciodn, se plantea la siguiente definicion:

Una funcidn es una relacion de dependencia arbitraria entre dos variables, en la cual, el cambio
de una de ellas, determina un Unico cambio de la otra; la primera de estas se llama variable
independiente y el conjunto de valores que asume se denomina dominio, la segunda se Ilama

variable dependiente y el conjunto de valores que asume se denomina rango.

2.3. MARCO DIDACTICO

En este capitulo, se presenta la descripcion de los elementos didacticos necesarios para
justificar las actividades que se proponen para abordar el concepto de funcion, el principal
aspecto tiene que ver con la modelacion matemaética, al respecto, se sefialan algunos
antecedentes, los propositos de su uso en el aula, algunas definiciones de modelacion, modelo
matematico y en particular la modelacion de funciones; posteriormente se exponen los sistemas
de representacion de la funcidn, en seguida se encuentra un apartado en el cual se resefian

aspectos relacionados con el uso de la tecnologia y su importancia en la modelacion.
2.3.1. Pensamiento variacional

En los Lineamientos Curriculares de Matematicas (MEN [Ministerio de Educacion
Nacional], 1998) se establece el pensamiento variacional como uno de los cinco tipos de

pensamiento matematico, el cual se refiere al estudio y comprension de los procesos de cambio
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en diferentes ciencias (como las Matematicas) y la cotidianidad, guarda relacion con los demas
pensamientos (numérico, métrico, espacial y estocéastico) debido a que se ocupa de los procesos
de modelacion y generalizacién en diversos contextos como medicion, establecimiento de

regularidades y uso de diferentes sistemas de representacion.
Vasco (2002), precisa que el pensamiento variacional se puede describir como:

Una manera de pensar dindmica, que intenta producir mentalmente sistemas que
relacionan sus variables internas, de tal manera que co-varien en forma semejante a los
patrones de co-variacion de cantidades de la misma o distintas magnitudes en los

subprocesos recortados de la realidad (p. 70).

Lo anterior, conlleva a considerar la importancia de la implementacion del pensamiento
variacional en el aula; se deben generar actividades en las cuales se contemple la observacion de
fendmenos relacionados con el cambio y la variacion, para ello es necesario indagar en tres
aspectos: qué cambia, como cambia y la manera como se relacionan las magnitudes variables.
Giraldo (2012, p. 11), sefiala que partiendo de dichas actividades “es posible promover en los
estudiantes la observacion, registro y utilizacion del lenguaje matematico; dada la importancia de
la articulacion entre multiples sistemas de representacion en el estudio de los conceptos”; de
hecho, en la historia de la evolucién del concepto de funcion, el estudio de la variaciéon se
desarrolla a partir de la observacion y registro de fendmenos sujetos al cambio, para ello, se
recurrié al uso de tablas, graficas, férmulas algebraicas, etc.; sin embargo, es en el contexto del
estudio matematico del movimiento en el que se potencia la construccion de la variacion. Se
puede decir que el pensamiento variacional tiene antecedentes histéricos relacionados con el

estudio y desarrollo del concepto de funcion.
De otro lado, Vasco (2002) plantea que:

El principal proposito del pensamiento variacional es la modelacion y no es propiamente
la resolucion de problemas ni de ejercicios. Al contrario, para mi los mejores problemas o
ejercicios deberian ser desafios o retos de modelar algun proceso. Para poder resolver un

problema interesante tengo que armar primero un modelo de la situacién en donde las
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variables covarien en forma semejante a las de la situacion problematica, y no puedo

hacerlo sin activar mi pensamiento variacional (p. 71).

En esta consideracion se observa una relacion entre el pensamiento variacional, la modelacién, el
modelo y el concepto de variable, es por ello que en los siguientes apartados se abordan esos

elementos.

2.3.2. La modelacién matemaética

Antecedentes

La modelacién matematica, como se llamO a este constructo teoérico, surge, segun
Biembengut y Melo (2013) alrededor del afio 1970 motivado por las diferentes criticas hacia los
profesores y los sistemas educativos, producidas por resultados no muy gratos en los procesos de
aprendizaje de los estudiantes, la cual impulsé a muchos docentes a encontrar formas de justificar
las Matematicas en el programa curricular de las escuelas; un ejemplo de ello fue el caso de
David Burghes en 1978, quien, trabajando en la Universidad de Cranfield, busc6 dar aportes para
responder a dichos cuestionamientos; realizd diferentes trabajos a partir de documentos y libros
producidos sobre la modelacion, ofrecié talleres a los maestros y organizé las dos primeras
“Conferencias Internacionales sobre la Ensefianza de las Matematicas Modelizacion y
Aplicaciones”, en la Universidad Exeter de Reino Unido, en 1983 y 1985 (Biembengut y Melo
2013).

En los afios siguientes, en la literatura internacional, surgen multiples trabajos relativos a la

modelacion, en Villa et al. (2009) se considera que:

Una de la areas que ha tenido mayor desarrollo en las Ultimas dos décadas es la
modelacién matematica, tanto por los usos que se dan al generar modelos en ciertas
ciencias, como por su aporte a los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas; es asi, que se pueden observar fuertes vinculos de la modelacién con el

estudio de situaciones y la solucion de problemas del mundo real (p. 159).
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El contexto nacional no ha sido ajeno a estas ideas que aportan al desarrollo del curriculo de
Matematicas. De hecho, en los Lineamientos Curriculares de Matematicas (MEN, 1998) se
declara la implementacion de la modelacion como un proceso, que al incorporarse en el aula de

clase, promueve la construccién de conceptos de forma significativa.
Propdsitos del Uso de la Modelacion en el Aula

El mejoramiento de los procesos de ensefianza y aprendizaje de las Matematicas, ha sido
uno de los temas de interés de diversos grupos de investigadores; es asi que se ha observado que
en las lineas de trabajos en los que se ha utilizado la modelacion, se han obtenido mejores
resultados en los procesos de los estudiantes, por ejemplo, Biembengut y Melo (2013) sefialan
que se han aprendido de mejor manera los conceptos matematicos interpretando los significados
y usando las herramientas tecnoldgicas en la resolucion de problemas. Actualmente, existen
muchas razones para usar dicho elemento didactico en el aula, Bassanezi (como se citd en
Biembengut y Hein (s.f.) sefiala que “trabajar con modelacion matematica en la ensefianza no €s
solo una cuestion de ampliar el conocimiento, sino sobre todo, de estructurar la manera de pensar

y actuar” (p. 5).

Es notable como la modelacién matematica ha adquirido mayor trascendencia en el aula por las
diversas aportaciones en los procesos aprendizaje de los estudiantes, de hecho, esté siendo usada
como método de ensefianza de las Matematicas en diferentes paises y niveles de escolaridad;

Biembengut y Hein (2004) mencionan que utilizando la modelacion se puede propiciar:

Mejoria de la aprehensién de los conceptos matematicos, capacidad para leer, interpretar,
formular y resolver situaciones-problema, estimulacion de la creatividad en la
formulacion y solucién de problemas y habilidad en el uso de la tecnologia e integracion

de las Matematicas con otras areas del conocimiento (p. 5).

Asi, la modelacién es una herramienta muy util e innovadora en el aula de clase que permite no
solo aprender mejor los conceptos tratados sino ahondar un poco mas en ellos, profundizando en

otros elementos que comprenden el objeto matematico estudiado.
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Definiciones de modelacién mateméatica

Después de mencionar los antecedentes y los propo6sitos del uso de la modelacién en el aula
de clase, es necesario presentar algunas maneras de concebir este término, en particular, Blum et
al. (como se cit6 en Villa et al., 2009) sefiala que en el ICMI Study 14 (2004), se determinaron
algunos desarrollos y se proporcionaron algunas tendencias y perspectivas de investigacion en
Applications and Modelling in Mathematics Education; entre las que se destacan, “la modelacion
como una competencia y su relacion con otras competencias matematicas, el desarrollo de la
modelacion a través de herramientas tecnoldgicas, la implementacion de la modelacion como
proceso y recurso en el aula de matematicas...” (p. 160). La modelacion se relaciona con otras
competencias matematicas, como la resolucion de problemas, la comunicacion y el

razonamiento®.

A continuacion, se presenta una tabla en la que se precisan algunas definiciones de la
modelacion, relacionadas con los tres elementos considerados por Blum et al. (como se cit6 en
Villa et al., 2009) con el animo de determinar una definicién adecuada, de acuerdo con los

intereses de la propuesta didéactica, asi:
Tabla 4. Algunas definiciones de modelacién
La modelacién matematica
Definicion Autor

La modelacion es “una actividad estructurante y organizadora, mediante la cual el = Treffers y Goffree (como se
conocimiento y las habilidades adquiridas se utilizan para descubrir regularidades, | cit6 en Giraldo, 2012, p. 17)
relaciones y estructuras desconocidas”

La modelaciéon matematica como método de ensefianza y de investigacion el cual se = Biembengut y Hein (s.f.)
vale de la esencia de la modelacion que consiste en el arte de traducir un fendmeno

determinado o problemas de la realidad en un lenguaje matematico: el modelo

matematico

La modelacion es entendida como un proceso que incluye la actividad cognitiva de = Giraldo (2012, p. 8)
conversion entre el lenguaje natural y el registro simbélico algebraico, apoyados en
el registro gréfico y tabular

6 procesos curriculares planteados en los Lineamientos Curriculares de Matematicas MEN (1998)
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“El proceso de modelacién matemaética es considerado como una actividad cientifica
en matematicas que se involucra en la obtencion de modelos propios de las demés
ciencias”

“La modelacidn (...) comprende signos o figuras que actdan como expresiones del
concepto con los cuales es posible interpretar y predecir fendmenos del mundo
fisico, fendmenos que a su vez ejemplifican los conceptos matematicos. Modelar
significa construir una representacion de algo”

Definicion

La modelacion matematica es una forma de resolucion de problemas de la vida real
en la que no solo se tiene en cuenta la solucion del mismo sino que exige la
utilizacion de un gran nimero de habilidades matemaéticas y no llega solo a una
respuesta especifica sino a un rango de respuestas que describen la conducta del
fenémeno considerado y da al resolutor sentido de participacion y control en los
procesos de solucién.

“La modelacion es un proceso muy importante en el aprendizaje de las matematicas,
que permite a los alumnos observar, reflexionar, discutir, explicar, predecir, revisar y
de esta manera construir conceptos matematicos en forma significativa”

Villa, Bustamante, Berrio,
Osorio, y Ocampo (2009, p.
160)

Planchart (2000, p. 45)

Autor

Castro y Castro (como se
cité en Coérdoba 2011, p. 47).

Curriculares
MEN,

Lineamientos
de  Matematicas
(1998, p. 80)

De acuerdo con las definiciones mencionadas, se puede describir la modelacion respondiendo a tres

aspectos, qué es, para que se usa y como, este tltimo elemento hace referencia a las formas como se

hace visible o en lo que se apoya la modelacion; a continuacion se presentan dichos aspectos:

Tabla 5. Elementos de la definicién de modelaciéon matematica

- Con el uso de simbolos,

- Describir regularidades y relaciones
Describir la  conducta de un
fenémeno
Traducir un problema
Obtener un modelo

- Representar algo
Construir conceptos matematicos

- Actividad cientifica

- Actividad estructurada vy
organizada

- Método de ensefianza y de
investigacion

- Proceso

- Forma de resolver problemas

signos y figuras
- Representaciones (grafica,
tabla, verbal, simbolico

algebraica) y conversiones

Si bien, en la tabla anterior se resumen los aspectos considerados en las definiciones propuestas

por varios autores, es necesario tener en cuenta que la forma como se abordara el término
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modelacién matematica en el presente trabajo es: Proceso o actividad estructurada y organizada

cuyo fin es la obtencién de modelos a partir del abordaje de situaciones o actividades de

diferentes contextos (matematico, cotidiano o de otras ciencias).

Modelo matematico

A partir de las consideraciones anteriores surge el término “modelo matematico”, este

concepto ha estado presente en muchos de los campos de las ciencias con los que las

Matematicas tienen amplia relacion. A continuacion se sefialan algunas definiciones, a saber:

Tabla 6. Definiciones de modelo

Modelo matematico

Definicion

Autor

“Se define un Modelo Matematico como una construccion matematica dirigida a estudiar un
sistema o fenomeno particular del ‘mundo-real’. Este modelo puede incluir graficas,
simbolos, simulaciones y construcciones experimentales”

Giordano et al., (como se cit6 en
Villaetal., 2009, p. 161)

“Un modelo matemético de un fenémeno o situacion problema es un conjunto de simbolos
y de relaciones matematicas que representan, de alguna manera, el fendmeno en cuestion”

Biembengut y Hein (2004,
p.106)

Un modelo puede entenderse como un sistema figurativo mental, gréfico o tridimensional
que reproduce o representa la realidad en forma esquematica para hacerla mas comprensible

Estandares Bésicos de
Competencias en Matematicas,
MEN (2006, p. 52)

“Conjunto de simbolos y relaciones matematicas que intentan explicar, predecir y solucionar
algunos aspectos de un fendmeno o situacion”

Villaetal., (2009, p. 162)

Los modelos son sistemas conceptuales que generalmente suelen ser expresados mediante
una variedad de representaciones, los cuales pueden incluir simbolos escritos, lenguaje
verbal, gréficas hechas con herramientas computacionales, diagramas o gréaficas en papel, o
metaforas basadas en la experiencia. Estos deben incluir: (2) Un sistema conceptual para
describir o explicar los objetos mateméticos, las relaciones, acciones, patrones y
regularidades relevantes que contribuyan a resolver la situacion-problema; y (b) acompafiar
los procedimientos generando construcciones, manipulaciones o predicciones que conlleven
a cumplir las metas

Lesh y Harel (como se cit en
Albarracin y Gorgorié, 2013, p.
930)

“En general, un modelo es una representacion de una idea, un concepto, un objeto o un
fenémeno”

Gilbert, Boulter y Elmer (como se
citd en Rosa y Orey, 2012, p. 269)

“Es una combinacion de una o mas ‘entidades’ matematicas cuyas relaciones son elegidas
para representar aspectos de una situacion del mundo real”

Niss (como se citd en Bautista,
Wilkerson-Jerde, ~ Tobin, vy
Brizuela, 2013, p. 961)
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Se puede observar cierta similitud en las definiciones presentadas, por ejemplo, el uso de
los modelos para representar una situacion o fenémeno; los autores plantean que esto se puede
realizar de manera gréfica, verbal, con diagramas en computador o con papel y lapiz, con
simbolos, etc.; ademas, afiaden caracteristicas relacionadas con la validacion del proceso de
modelacion el cual se puede realizar a traves del modelo, sin embargo, este debe cumplir
condiciones como: utilizar representaciones con las que se puedan presentar las ideas de manera
clara y sin ambigliedades, precisar un lenguaje conciso que permita la comunicacion, el analisis
general y particular de la situacion que se representa mediante el mismo, por otra parte, debe ser
util para predecir, verificar y explicar los resultados atendiendo a las condiciones iniciales de la

situacion presentada.
Modelacion de funciones

Tras mencionar el tema de la modelacion matematica y lo que constituye un modelo, vale la
pena presentar algunos elementos que se refieren explicitamente a la modelacion de funciones y
presentar la manera como aporta ese proceso en la ensefianza y aprendizaje del concepto en

cuestion.

La funcién es un concepto matematico que ha tenido una larga evolucién y ha experimentado
ciertas dificultades y situaciones que hicieron parte de la constitucién del mismo como se conoce
actualmente; sin embargo, en su ensefianza muchas veces no se tienen en cuenta esos elementos y
no se comprende por qué el aprendizaje de dicho concepto matematico conlleva tantas
dificultades. Es necesario recordar que la funcion surge a partir del tratamiento de fendmenos o
situaciones sujetas a la variacion y el cambio, sin embargo, la formulaciéon rigurosa y
generalizada del concepto ha llevado a que se pierdan estos atributos y que se conciba como algo

estatico.
Posada y Villa (como se cit6 en Giraldo, 2012, p. 17) plantean que:

La variacion implica apreciar de qué modo dos 0 mas cantidades covarian, de tal forma
que el cambio en una o algunas, determine cambio(s) en la(s) restante(s). Ahora bien, en
el caso que esta covariacion se pueda expresar a través de un modelo funcional, entonces

se dice que las cantidades estan correlacionadas.
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Dicha consideracion, permite vislumbrar que en el estudio de la funcidén se busca establecer
relaciones entre cantidades o magnitudes que varian, lo cual se puede lograr a partir del abordaje
de situaciones de modelacion matematica. Para sustentar dicha afirmacion, a continuacion se

presentan algunas consideraciones que relacionan la modelacion y las funciones:
Tabla 7. La modelacidn de funciones

Modelacion de funciones

Consideraciones Autor

“A través de las funciones podemos modelar mateméaticamente un fenémeno de la | Hitt (como se cit6
vida real, describir y analizar relaciones de hechos sin necesidad de hacer a cada | en Guevara, 2011,
momento una descripcion verbal o un célculo complicado de cada uno de los | p. 10)

sucesos que estamos describiendo”

Cuando se modelan situaciones reales u otras que se enmarcan en el proceso | (Guevara 2011, p.
cognitivo de la adquisicién del concepto de funcion, se provoca que el estudiante, | 10)

al aproximarse a fendmenos reales, analice y describa la significacion de objetos:

simbolicos, verbales, graficos, algebraicos y numéricos. En el proceso de

simulacion y de modelacion se produce la distincion de variables y la relacion

entre las variables, las cuales a su vez, impulsan la construccion de otros registros

de representacion

“A través de las funciones se pueden modelar matematicamente diversas | Cruz y Medina
situaciones que permiten describir y analizar las relaciones entre magnitudes con el | (2013, p. 72)
fin de prever los resultados”

“Hallar una funcioén que describa la variacion y/o dependencia entre dos variables, | (Guevara 2011, p.
se conoce con el nombre de Modelado de funciones.” 12).

Se debe hacer claridad que se usa la modelacion como el objeto principal de estudio, de tal forma
que al solucionar un fenémeno o situacion, surjan los elementos que constituyen la funcion,

desde el pensamiento variacional.

A continuacidn se presenta una figura que ilustra y sintetiza las ideas que se han desarrollado en

este capitulo, asi
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Figura 3. Modelacion de funciones desde el pensamiento variacional

En la figura anterior, se muestra la forma como se propone llevar a cabo el proceso de
modelacién, se puede vislumbrar que se pretende abordar la funcién haciendo énfasis en el
pensamiento variacional. A partir de una situacion o fendmeno sujeto a la variacion y el cambio
se pueden establecer relaciones entre variables e identificar elementos que constituyen el
concepto, como las variables independientes y dependientes, la unicidad de la imagen, el
dominio, el rango y de ser posible otras caracteristicas del concepto en general. Al contemplar la
modelacion de esa forma, se puede decir que no importa la cantidad de modelos resultantes,
siempre y cuando cumplan las condiciones del problema y sean coherentes “de alguna forma’”

con los datos del mismao.

7 Significa que no necesariamente el modelo generado debe ser coherente con la realidad, se pueden construir uno o
varios modelos que expliquen algo de la situacion y si sean coherentes con los datos dados.
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Para terminar, es necesario precisar que el modelo, es principalmente una de las representaciones
de la funcién (u otras representaciones), por ende, se privilegia el paso de una representacion a

otra. En el siguiente apartado se precisaran estos elementos.
2.3.3. Sistemas de representacion

Una de las cuestiones gque se han trabajado en el campo de la Educacion Matematica, esta
relacionada con la posibilidad de caracterizar la comprension de los estudiantes con respecto a un
objeto particular cuando desarrollan alguna actividad matematica. Gutiérrez y Parada (2007)
sefalan que “muchos investigadores han tenido en cuenta las representaciones en los procesos de
ensefianza — aprendizaje, como herramienta importante en la construccion de significados” (p.
22). El Consejo Nacional de Profesores de Matematicas de Estados Unidos, NCTM (2003)
plantea el uso de los sistemas de representacion como uno de los principios, porque mediante
ellos, los estudiantes tienen la posibilidad de expresar sus ideas, memorizarlas, entre otras.
También sefialan la importancia de usar las representaciones para modelar, interpretar fenémenos

fisicos, sociales y matematicos.

Por estas razones, se debe hacer alusion a los aportes de la teoria de registros de representacion
semidtica® de Duval; se plantea por un lado, que es necesario usar las representaciones para
caracterizar los objetos matematicos, debido a que estos no son accesibles a la percepcién humana;
por otro lado, se sefiala que la comprension de un contenido conceptual, reposa en la coordinacién
(manifestada por la rapidez y la espontaneidad de la actividad cognitiva de conversion) de al menos
dos registros de representacion Duval (como se citdé en Guzman, 2006). En consecuencia,
Pecharromén (2008) puntualiza que “dominar un concepto matematico consiste en conocer sus
representaciones (...), operar con las reglas internas de cada sistema, traducir entre los sistemas de

representacion y conocer qué sistema es mas ventajoso para trabajar con determinadas

8 «son producciones constituidas por el empleo de signos, que representan a un sistema de representacion (...) Estas
pueden ser representadas por medio de un enunciado en lengua natural, una férmula algebraica, una grafica, una
figura geométrica” (Guzman, 2006, p. 13). En este trabajo se tiene en cuenta esta teoria solo para mostrar que el uso
de las representaciones es una forma como se accede a un objeto matematico, en este caso el concepto de funcion.
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propiedades” (p. 37). Ahora bien, “no se deben confundir las representaciones con el objeto
matematico, si bien, a partir de ellas se accede a su comprension, estas no son el objeto mismo”

(Rico, como se cit6 en Guerrero y Ortiz, 2012, p. 28).

De acuerdo con Pecharroman (2008), Gutiérrez y Parada (2007) hay autores tales como Castro y
Castro (como se citd en Guerrero y Ortiz, 2012) y Rico (como se citd en Guerrero y Ortiz, 2012),
que distinguen dos tipos de representaciones, esto es, la externa y la interna, en este trabajo solo se

tendré en cuenta el primer tipo, el cual se define en el siguiente gréafico:

Sistemas de representacion
simbalicos (sistemas
Son aquellas que tienen numéricos v algebraicos).
. asncia& un soporte fizsico g
Representaciones tangible mediante &l cual se distinguen

Externas puede comumnicar el dos e o Sistemas de representacion
conocimiento matematico, los ETup graficos (sistema basados en

conceptos ¥ sus operaciones la medida: recta real, plano

cartesiano,...).

Figura 4. Basado en Pecharroméan (2008, p. 36)

Se puede notar que con la representacion externa, se ilustran las ideas de un concepto matematico
de tal forma que se pueda identificar, para ello se usa un lenguaje verbal, simbolico, numérico o

grafico.
Representaciones de las funciones

Anteriormente, se aludié a la importancia de los sistemas de representacion y las formas
como se hacen visibles, ahora, se hablaran acerca de las formas de representar las funciones.
Vinner (como se citd en Rey, Boubée, Vazquez y Cafibano, 2009) presenta un modelo de
construcciéon de un concepto, que involucra las representaciones, las propiedades asociadas al

concepto y las definiciones del mismo, esto es:

Sea C un concepto y P una persona. La representacion mental que P hace de C es el
conjunto de todas las representaciones que se han asociado con C en la mente de P. Esto

incluye el grafico, el diagrama, la tabla, el enunciado verbal o la expresion simbdlica
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y = f (x) de una funcion. (...), puede haber un conjunto de propiedades asociadas con

el concepto (p. 155).

En la consideracion anterior se mencionan los diferentes registros de representacion de la

funcién, estos son, verbal, tabular, grafico y algebraico; los cuales también son precisados por

Janvier (como se citd en Font, 2001), a continuacidn, se muestra una tabla en la cual se realiza

una descripcion de cada registro, junto con un ejemplo, a saber:

Tabla 8. Representacion de funciones

Representacién  verbal:
Hace referencia a los
enunciados que se hacen
en lenguaje natural con el
fin de mostrar la relacion
entre los valores de dos

Representacion tabular
0 numérica: Se hace una
tabla o lista de valores,
donde se relacionan
algunos de la variable
independiente con uno

Representacion gréafica: Es
la presentacion de puntos
sobre una grafica de una
funcion en el  plano
coordenado, las coordenadas
de los puntos se representan

Representacion

algebraica:

Se expresa por
medio de una
ecuacion de dos

magnitudes o variables. solo de la variable | de la forma (x, f(x)). gﬁ?ﬁ::s 0
dependiente. - . '
Las graficas  permiten
representar las funciones en
forma muy clara y ayudan a
sacar conclusiones respecto
de las mismas (Guzman,
2006).
Ejemplo: Ejemplo: Ejemplo: Ejemplo:
El precio de venta de un T d ? 2 :
producto es igual al costo s e y=mx+b
de éste, incrementado en 1| 16 -
un 35% debido a gastos £ i
administrativos 'y  de 1 64 a |we
publicidad. -
8 1 e
e Tiempo

Segun Font (2001, p. 182):

La representacion verbal se relaciona con la capacidad lingiistica de las personas, y es

bésica para interpretar y relacionar las otras tres; la representacion en forma de tabla se

relaciona con el pensamiento numérico; la representacion grafica se conecta con las

potencialidades conceptualizadoras de la visualizacion y se relaciona con la geometria y la
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topologia; mientras que la expresion analitica se conecta con la capacidad simbolica y se

relaciona principalmente con el algebra.

De otro lado, se debe precisar que ademas del manejo de las representaciones, se debe realizar la
conversion entre ellas, porque este proceso es crucial a la hora de reconocer si un estudiante
maneja un concepto o no. Janvier (como se citd en Guzman, 2006) indica las habilidades que
necesitan los alumnos para realizar una exitosa traduccion® entre varias representaciones de la

funcidn, esto se expresa en la siguiente tabla:

Tabla 9. Adaptacion de la tabla propuesta por Janvier (como se cit6 en Font, 2001, p. 182)

Hacia i i4
S!tuggzlon, Tabla Grafica Expresion analitica
Desde Descripcion verbal
Situacion, Descripcion Distintas Estimacion/calculo de Boceto Modelo
verbal descripciones la tabla
Tabla Lectura de las Modificacion de la Trazado de la grafica Ajuste numérico
relaciones numéricas tabla
Gréfica Interpretacion de Lectura de gréafica Variaciones de escalas, Ajuste gréafico
graficas unidades, origen. etc.
Expresion analitica Interpretacion de la Calculo de la tabla Representacion grafica | Transformaciones de
férmula dando valores la formula
(interpretacion de
parametros)

Se debe tener en cuenta que se pueden presentar conversiones de las representaciones dentro del
mismo registro donde se ha formado, esto constituye lo que se denomina “tratamiento” de una

representacion (Guzman, 2006).

Los registros de representacion de la funcion (verbal, tabular, grafico, algebraico,...) que se usan
en la actualidad en los procesos de ensefianza y aprendizaje del concepto, son el resultado o

producto de las situaciones que motivaron a lo largo de la historia su estudio y desarrollo. La

9 El término traduccion usado por Janvier es equivalente al de conversion usado por Duval, el cual tiene que ver con
el paso de una representacion a otra que conserva parte del significado de la representacion inicial pero al mismo
tiempo da otras significaciones del objeto representado (Gutierrez y Parada 2007).
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funcion surgid del estudio de las situaciones sujetas al cambio y la basqueda de regularidades, a
partir de ello, se dieron formas de representar las relaciones encontradas, esto es, expresiones
verbales y tabulares, en la medida en que se fue logrando mayor generalidad del concepto se
usaron otras representaciones como las graficas, las expresiones analiticas, las series infinitas,
entre otras; que facilitaron el estudio de las propiedades, la obtencion de la definicién y la

aplicacion en la solucion de situaciones problema.

Con el uso de la Modelacién Matematica se busca construir un modelo que en el caso de las
funciones, es alguna de sus representaciones, se orientara a que dicho modelo se presente de
diferentes formas de tal suerte que resulten conversiones y con ello dar mayor sentido al
concepto. Ahora bien, se espera llevar a cabo las conversiones de una forma similar a la que se
dio en la historia, atendiendo a las situaciones y problemas que le dieron sentido y significado al

mismo y articulando ya sea de manera secuencial o no las representaciones elaboradas.
2.3.4. El uso de la tecnologia

En la actualidad, se puede vislumbrar como la tecnologia ha permeado nuestra vida
cotidiana y se le ha establecido un caracter significativo en nuestra sociedad. Por los diversos
avances que ha experimentado, se han producido cambios en la manera en que las personas
aprenden y producen nuevos conocimientos, mas aun, cuando en los ultimos afios se ha
implementado el uso de estrategias tecnologicas en la educacion. Al respecto, se han desarrollado
gran cantidad de investigaciones y trabajos que muestran el papel decisivo de las estrategias y los
recursos didacticos que emplean los docentes en los procesos de ensefianza y aprendizaje; uno de
estos, es el proyecto titulado “Tecnologias computacionales en el curriculo de Matematicas”, el
cual, ha mostrado la importancia de las herramientas tecnologicas en el quehacer docente y “la
necesidad de hacer grandes esfuerzos para buscar la mejor manera de hacer uso de ellas, en el
aula de clase” (Castiblanco, 2002, p. 17). Dicho proyecto se cre6 para mejorar la calidad de la
educacién Matematica en Colombia y para modernizar los ambientes escolares, aprovechar el
potencial educativo de las tecnologias y promover su uso en los procesos de ensefianza y

aprendizaje (estas politicas son impulsadas por el sistema educativo colombiano).
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Por otro lado, es necesario considerar que como lo afirman Borba y Villarreal (como se citd en
Cruz y Medina, 2013) “la tecnologia y los artefactos establecen una relacion con los seres
humanos tal que, de la manera como se genere dicha relacion va a depender la forma como un
individuo aprende o produce nuevo conocimiento” (p. 60). En ese sentido, la tecnologia y los
seres humanos no se deben concebir aparte sino de manera relacionada; por un lado, las personas
transforman y potencian las herramientas tecnoldgicas y a su vez, estas influyen en el
pensamiento del individuo, en la manera de organizar sus ideas, de explorar y producir

conocimiento.

Dichas consideraciones, entre otras, han provocado que se realicen estudios en torno al uso
didactico de recursos informaticos en el aula, como lo afirman Fiallo, Iglesias, y Urbina (2002)
“el incorporar la tecnologia en la clase de Matematicas ofrece nuevas estrategias para la solucion
de situaciones problematicas, y se constituye en un nuevo entorno para la exploracion y la
sistematizacion” (p. 79). Hoy en dia existen diversos software que contribuyen en dichas
actividades, ademas de permitir la animacion, el arrastre y la verificacion; entre estos, se
encuentran los programas Cabri Géometre Il plus y Geogebra, que al contar con dichas
propiedades permiten crear ambientes de aprendizaje experimentales en el aula, dando la
oportunidad de modelar, simular, observar, conjeturar, predecir y generalizar. Es precisamente
esa la principal razon de usar alguno de dichos software de Matematicas para la ensefianza del
concepto de funcién y teniendo en cuenta que se pretende abordar a partir del proceso de
modelacion, aparece la necesidad de utilizar herramientas que faciliten esa actividad Matematica
e ilustren elementos que con lapiz y papel no son simples de realizar y en muchas ocasiones se
tornan tediosos o imposibles; como en el caso del arrastre; en el caso de la modelacion, los
software permiten obtener diferentes modelos los cuales son representados de diversas formas
(tabular, grafico, numérico, algebraico), ademas, como afirma Kaput (como se citdé en Vasco,
2002) “la tecnologia permite enlazar distintos modelos y representaciones” (p. 77). Vale la pena
precisar que no todas las actividades que se proponen en este trabajo requieren del uso de
programas informaticos, sin embargo en la mayoria de los casos si, por esa razon se realiza esta

seccion del documento.
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2.3.5. Algunas consideraciones acerca de la enseflanza y el aprendizaje del concepto de

funcion

En este apartado se exponen las tendencias mas usadas en el abordaje de la funcién en el aula de
clase, debido a que es un concepto de gran relevancia en el estudio de las Matematicas, tanto en la
educacidn bésica y media como en la universidad, por ende, es necesario contemplar si las formas como
se ha ensefiado el concepto de funcion permiten una conceptualizacion adecuada; Planchart (2000) sefiala
que “el concepto de funcidn, en algunas ocasiones, se presenta sencillo y de facil comprensiéon, pero
investigaciones (...) han mostrado que en algunas ocasiones conlleva a dificultades su comprension” (p.

9).

Algunos autores como Lopez y Sosa (2007), Jaimes (2012), Giraldo (2012), Garcia, Vazquez y Hinojosa
(2004), Ruiz (1993), Hecklein, Engler, Vrancken, y Muller (s.f.), entre otros, han considerado las formas
de ensefiar la funcion; sefialan que en general, este concepto se aborda desde un enfoque tradicional en el
cual se explican directamente los conceptos (sin tener en cuenta la evolucion histérica del mismo),
privilegiando un manejo esencialmente algoritmico y algebraico. Lépez y Sosa (2007), Planchart (2000) y
Jaimes (2012) sefialan que la ensefianza tradicional del concepto de funcion sigue una linea muy marcada,

a continuacion se presenta un grafico en el cual se muestra dicha tendencia:
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Definicion: Se restringe |a explicacion a una de las definiciones de funcion (se presenta como una
correspondencia univoca entre dos conjuntos).

Se exponen los subconceptos de dominio v rango.

Expresion algebraica: Se realizan ejercicios de sustitucion de variables v evaluacion de
expresiones algebraicas para formar una serie de parejas.

Grifica: De manera directa o usando las tablas se busca determinar cierfos puntos que permitan
oraficar la expresion algebraica dada.

NS

Se distingue representaciones que no son funciones; respecto a las representaciones graficas.

Posteriormente, se estudian algunas generalidades v finalmente se abordan las funciones
elementales v se concluve con aplicaciones.

Figura 5. Ensefianza tradicional del concepto de funcion

Esta forma tradicional de abordar la funcion ha llevado a que los estudiantes no comprendan el concepto;
de hecho, Planchart (2000) advierte que:

En muchas ocasiones se ha observado que los estudiantes después de estudiar el concepto y los
subconceptos de funcidn, tienen una comprension gue, en muchos casos, se limita al uso de una
regla para probar cuando una relacion es funcion o en otros casos a la evaluacion de funciones

en el contexto algebraico (p. 9).

Los autores precisan que una ensefianza de este tipo genera limitaciones y obstaculos para el aprendizaje y
la comprension tales como:

e No se logra tener una vision amplia del concepto debido a que ““se tiene muy arraigada la idea de las
funciones escritas con una sola expresion algebraica, que ademas tiene un dominio continuo” (De la
Rosa, 2003, p. 126).

e “Se deja de lado el proceso de construccion del concepto de funcion; las experiencias de aprendizaje
en las aulas no favorecen apreciar la naturaleza y funcionalidad del concepto para entender, modelar y

explicar fenomenos de caracter variacional” Lopez y Sosa (2007, p. 25).
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e “Gran parte de los textos coinciden en abordar la nocioén de funcion de una manera formal, distanciada
del desarrollo histdrico y epistemoldgico en el que los conceptos de variabilidad y cambio son los que

constituyen su fundamento” (Jaimes, 2012, p. 29).

Estas consideraciones permiten concluir que centrar la atencion en situaciones de dependencia y variacion
podrian generar un mejor acercamiento a la comprension de la funcion, de hecho algunos autores exponen

los siguientes planteamientos:

e“La funcion podria encontrar una especial significacion estrechamente ligada a sus origenes
epistemologicos en el estudio y andlisis de la variabilidad de los fendmenos sujetos al cambio” (Jaimes,
2012, p. 30).

e “Usar la modelacion matematica como una herramienta que permita hacer una primera mirada a los
objetos que cambian y como cambian, para fortalecer el concepto de variabilidad y dependencia,
propicia la ambientacion previa a la nocion formal de funcion” (Jaimes, 2012, p. 30).

e “Proponer que los alumnos y alumnas empiecen desde el preescolar y la primaria por vivenciar y
ejercitar los procesos de matematizacion, por la modelacién matematica y el pensamiento variacional,
puede parecer utdpico, hasta imposible. Mi tesis es que esa es la decision mas realista y factible que
podemos tomar desde hoy mismo en la configuracion de curriculos, programas, unidades didacticas,

textos, materiales y juegos matematicos” (Vasco, 2002, p. 2).
Errores y dificultades en el aprendizaje del concepto de funcion

En cuanto al aprendizaje de los estudiantes, en lo que refiere a aspectos cognitivos, es
necesario contemplar los errores y dificultades que se presentan, en particular, aquellos que se
tienen en cuenta en la propuesta didactica, en los que se considera, se puede contribuir en su

superacion, a saber:
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Tabla 10. Dificultades y errores en el aprendizaje del concepto de funcion

Dificultades

Durante la ensefianza de los conceptos ecuacién y
funcién no suele explicitarse lo que quiere decir la
presencia de x en cada una de ellos, es decir, no se
pone el debido énfasis en la diferencia que existe
entre variables e incognitas, por lo tanto se generan
dificultades en el aprendizaje de los estudiantes
(Lopez, 2007).

Explicitamente los alumnos responden, sin
importar su naturaleza u origen, que las variables
involucradas son x e y. (Guzman, 2006).

Bastantes alumnos solo admiten funciones bien
definidas, donde se pueda saber qué nUmero
corresponde a otro nimero mediante la aplicacion
de una regla o la solucién de una ecuacion (De
Prada, 2007, p. 33)

Errores

No se consideran como funciones a aquellas que
tiene la caracteristica de tener un domino discreto
(Lopez, 2007).

No se articulan correctamente los diferentes
registros de representacion. (Guzman, 2006)

No sustituir correctamente y en algunos casos,
realizar procesos algebraicos erroneos para hallar el
valor de f(x) dado el valor de x. (Lépez, 2007)
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METODOLOGIA DEL TRABAJO

A continuacidn, se hard una descripcion general de los procedimientos metodoldgicos que se llevaron
a cabo en el desarrollo del presente trabajo de grado (posteriormente, se precisan con mas detalle algunos de
ellos), el cual es de tipo cualitativo, debido a que se exploran y caracterizan las respuestas de los estudiantes a
partir de un cuestionario; ademas, el trabajo se basa en fundamentos del pensamiento variacional y la

modelacion matematica, el mismo, fue desarrollado en tres fases fundamentalmente, a saber:

Fase 1: Se realizd la busqueda de trabajos y publicaciones relacionados con el concepto de funcidn, a partir
de ello, se recopild informacion de los elementos histdricos, tedricos y didacticos, que ademas de sustentar el
marco de referencia, fueron de utilidad para hacer consideraciones de la ensefianza del concepto; se destaca

el desarrollo del pensamiento variacional y la modelacién matematica.

Fase 2: En la segunda etapa, se realizd el proceso de elaboracion, aplicacion y andlisis de un cuestionario
(con preguntas abiertas), el cual se realiza con el objetivo de caracterizar las diferentes concepciones de los
estudiantes de septimo semestre de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional,

con respecto a la funcion.

El cuestionario, que incluyé elementos de las situaciones que le dan sentido al concepto, las invariantes y las
representaciones (posteriormente se menciona qué se entiende por cada uno de estos elementos), fue
aplicado a 20 estudiantes. A partir de la caracterizacion y estudio de las argumentaciones en cada item, se
determinaron las categorias de analisis y se realizd una descripcion cualitativa y cuantitativa numérica de los
datos encontrados, de esta forma, se cumple uno de los objetivos propuestos y se obtuvieron algunas
conclusiones importantes del trabajo.

Fase 3: se realiz la propuesta didactica para abordar el concepto de funcion, la cual atiende a diferentes
elementos considerados tanto en el marco de referencia como en el analisis de los cuestionarios; se
estructuraron las actividades en dos partes, en las cuales se enfatiza en situaciones de variacion, cambio y
dependencia, ligadas con la modelacion matematica. En total se realizaron 23 actividades, en cada una, se
mencionan principalmente, los propositos, las preguntas orientadoras generales y los recursos, dentro de
estos Ultimos, en algunos casos se elaboraron “Applets” en GeoGebra, los cuales se presentan en una pagina
Web y en un CD para que las personas tengan la oportunidad de acceder de forma completa a las
actividades.
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CONCEPCIONES DE LOS ESTUDIANTES DE SEPTIMO SEMESTRE DE LA
LICENCIATURA EN MATEMATICAS DE LA UNIVERSIDAD PEDAGOGICA
NACIONAL, CON RESPECTO AL CONCEPTO DE FUNCION

En este capitulo se pretende realizar una identificacion del tipo de concepcion de la
funcion que tienen los estudiantes de séptimo semestre de la Licenciatura en Matematicas de la
Universidad Pedagdgica Nacional; en el primer apartado se presentan algunos significados de
concepcion, en seguida se exponen los elementos que la constituyen y en particular, se precisan
los elementos del concepto de funcidn, luego se mencionan algunos aspectos importantes que
condujeron a la constituciéon del cuestionario final, después se presentan las respectivas

categorias de andlisis y finalmente se expone el analisis de los resultados.

Se elige a los estudiantes de séptimo semestre para aplicar el cuestionario porque han cursado
diferentes espacios académicos durante la carrera (incluso en la secundaria) en los que han
estudiado el concepto de funcion y porque se considera que las formas como se concibe el

concepto, influencian la manera de abordarlo en el aula de clase.

4.1. Nocién de concepcién

El término concepcién es muy utilizado para hacer referencia a las explicaciones de la
adquisicion del conocimiento, es decir, la indagacién que se hace en el discurso educativo
cuando interesa identificar el nivel de comprension de los estudiantes. Es importante realizar
algunas consideraciones frente a dicho término, debido a que no es usado de manera general en
todas las investigaciones educativas, asi, se genera una nocién mas amplia y establecer los
elementos que componen la concepcion de los estudiantes frente a un concepto matematico

particular.

En Ruiz (1993) se considera que “la palabra concepcion se define como ‘accion de concebir’ y,
concebir, a su vez, es ‘formar o empezar a tener ciertas cosas en la mente’” (p. 44), ademas, se
mencionan algunos planteamientos que intentan darle significado a la nocién de concepcion
desde la didactica de las Matematicas, entre las cuales se encuentran los aportes realizados por

Artigue (como se cito en Ruiz, 1993), quien considera que la concepcion debe “(...) diferenciar
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las representaciones y modelos de tratamiento que le son asociados, poner en evidencia su

adaptacion mas o menos buena en la resolucion de diferentes tipos de problemas (..)” (p. 46).

Lo anterior permite sefialar que si bien no se puede caracterizar el aprendizaje de los
estudiantes, si es posible generar actividades para vislumbrar sus ideas y sus concepciones, en
las que se incluye las representaciones y la forma de utilizarlas o adaptarlas en la resolucion de
algun problema o situacion, ya sea de la realidad, de algin contexto de las ciencias o de las

Matematicas.

Es necesario tener en cuenta que “la concepcion nos da cuenta del estado de los conocimientos

de un alumno en relacion a un concepto” (Vergnaud, como se citd en Ruiz, 1993, p. 50).

4.2. Elementos que hacen parte de la concepcion

Es necesario precisar los elementos que hacen parte de la concepcion; al respecto,
Vergnaud (como se citd en Ruiz, 1993) precisa que todo concepto matematico es determinado
por una terna que lleva a la comprension del mismo, la cual se conforma de la siguiente

manera:

“S: el conjunto de situaciones que dan sentido al concepto, I: el conjunto de invariantes que
constituyen el concepto, s: el conjunto de representaciones simbodlicas usadas para presentar el

concepto, sus propiedades y las situaciones a las que se refiere” (p. 50).

Siguiendo la postura de Verganud, para identificar la concepcién de los estudiantes, se

caracterizaran las respuestas del cuestionario a partir de tres elementos:

v' I: Invariantes o intensiones: conjunto de elementos o notas esenciales que los
estudiantes le asocian a la funcion.
v" R: Representaciones: formas de representar el concepto.

v S: Situaciones: en las cuales el sujeto emplea la funcion.

Con la propuesta didactica se pretende abordar el concepto de funcion atendiendo a los

siguientes elementos:
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e Situaciones que dan sentido al concepto: Tiene que ver con situaciones de variacion y
cambio con el uso de la modelacion.

e EIl conjunto de invariantes que constituyen el concepto de funcion: tienen que ver con
caracteristicas que son indispensables en la definicion del concepto, en el caso de la funcion,
se debe tener en cuenta que el cambio en una de las variables determina un Unico cambio de
la (s) otra(s).

e El uso de las representaciones de la funcion: como se precisé anteriormente, las
representaciones que se consideran de este concepto son verbal, tabular (o numérica), grafica

y simbolico-algebraica.

También se considera importante tener en cuenta, ademas del uso de las representaciones, la
conversion o traduccion entre ellas, entonces se afiade a los elementos del concepto de funcion,

para tenerlo en cuenta en la construccion de la propuesta didéactica, el siguiente:

e La conversion o traduccion de las representaciones de la funcion (procesos entendidos
como el paso de una representacion a otra): el estudiante ademas de usar las

representaciones, debe poder moverse entre ellas sin mayor dificultad.

4.3. Proceso de construccion y analisis del cuestionario
Para construir el cuestionario presentado (ver “Anexo 2: Cuestionario de aplicacion™) se
realizaron las siguientes fases:
1. Seleccidn de posibles items a incluir en el cuestionario:

Los items recopilados se basaron en trabajos como el de Ruiz (1993) y De Prada (1996), uno de
estos se tomo textualmente (se realiza un pie de pagina en la descripcién del cuestionario en el

item correspondiente (ver numeral 3, “Anexo 2: Cuestionario de aplicacion™)).
2. Seleccion de items de acuerdo con algunos criterios:

Con el cuestionario se busca identificar el tipo de concepciéon de funcion que tienen los

estudiantes, por ello, se incluyen elementos que permitan vislumbrar elementos como:

¢ Situaciones que le dan sentido al concepto de funcién
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e El conjunto de invariantes que constituyen el concepto de funcion

e El uso de representaciones

Se definiran las diferentes concepciones de los estudiantes de séptimo semestre a partir de la
consideracion de estos tres elementos. También, se incluyen cuestiones en las que se involucra
el uso de diferentes representaciones, asi que se pueden realizar traducciones, sin embargo, en

el analisis no se profundizara en ello.
3. Implementacion de dos pruebas piloto:

Se realizaron dos pruebas piloto, la primera fue aplicada a dos profesores del Departamento de
Matematicas y dos estudiantes de la Licenciatura, posterior a ello, se realizé un didlogo para
comentar los propdsitos y preguntar por la claridad y la coherencia de las preguntas, con lo cual
se generd una reestructuracion del cuestionario. La segunda prueba se realiz6 en el espacio
académico “Calculo Integral” correspondiente al tercer semestre de la Licenciatura en
Matematicas, se contd con un tiempo de 30 minutos, por lo tanto se decidié dividir el
cuestionario en tres partes y aplicar cada una por separado a parejas de estudiantes. De ambas
pruebas piloto surgieron defectos de forma (comprension de los enunciados), el tiempo era

insuficiente, entre otras.
4. Correccion del cuestionario y finalizacion del mismo:

Después de corregir los defectos encontrados en la segunda prueba piloto se determiné el
cuestionario definitivo, el cual consta de siete items y un total de veinte preguntas, de las
cuales, la mayoria son abiertas. Se opta por este tipo de preguntas debido a que se pretende
estudiar las diferentes argumentaciones y elementos matematicos y didacticos que se ponen en

juego con respecto al concepto de funcion.
5. Descripcion del cuestionario:

El cuestionario consta de siete items, con veinte preguntas en total; se divide en tres partes, en
cada una se refiere a alguno de los componentes del concepto de funcién (ver pagina 38), la primera
esta conformada por un item y dos preguntas en las que los estudiantes pueden mostrar las formas
como abordarian el concepto y las actividades que realizarian. La segunda parte contiene trece

preguntas distribuidas en cuatro items en las que se pretende identificar el uso de tres de las
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representaciones de la funcion, grafica, algebraica y tabular. En la tercera parte, se proponen cinco
preguntas distribuidas en dos items, las cuales tienen que ver con situaciones de modelacion, en las
que se involucra la variacion de diferentes magnitudes estas son situaciones que le dan sentido al

concepto de funcion.

Primera parte

Esta parte del cuestionario incluye Gnicamente un numeral que esta relacionado con las formas

de abordar la funcion en el aula de clase.

1. El concepto de funcién en los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas aparece en
grado noveno; si tuviera que ensefiar este concepto para iniciar_su estudio, ;cdmo lo haria?
Mencione las actividades que realizaria en el orden en que las abordaria.

Este item del cuestionario se plantea con el animo de dar una primera mirada al tipo de concepcion
que tienen los estudiantes acerca de la funcion, por tal motivo, se solicita que precisen las formas
como introducirian este concepto en el aula; se observaran los elementos que consideran necesarios y

el tipo de actividades que plantearian.

Se pueden encontrar respuestas muy variadas, pero en ellas se busca identificar los términos que usan
los estudiantes para referirse a la funcion, por ejemplo; pareja ordenada, relacién, dependencia entre
variables, conjunto, dominio, rango, gréfica, regla de asignacion, ley, etc. Se observara también el
orden en que proponen realizar las actividades, esto permitira observar si las posibles formas como
les han ensefiado ese concepto y como ellos pretenden hacerlo, corresponden a una ensefianza
tradicional que como se menciond en apartados anteriores (ver “ensefianza de la funcion”) limita el
aprendizaje y la comprension de ese concepto matematico. Los estudiantes cuentan con los recursos
que consideren necesarios para explicar sus respuestas, por ese motivo se plantearon las preguntas de

forma abierta.
Segunda parte
Dada la importancia del uso de los diferentes registros de representacion de la funcion tanto

para el proceso de ensefianza como en la identificacion de su comprension, se debe sefialar que las

representaciones grafica, tabular y algebraica son las mas utilizadas habitualmente en las clases de
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Matematicas; es por ello, que se busca con las siguientes actividades observar, por un lado, los
razonamientos que usan los estudiantes para determinar en qué casos se cuenta con la representacion
de la funcién y por otro lado, si utilizan las representaciones habituales, o si por el contrario se dan
cuenta que el tener o no la representacion de una funcién es consecuencia de la determinacion o

escogencia de la variable independiente y la variable dependiente.

2. Representacion grafica: a continuacion se presentan varias figuras, en cada caso determine si
corresponde 0 no a la representacion grafica de una funcién. Justifique su respuesta (los valores
presentados en cada grafica son los Unicos valores de cada variable)

b)
a) .

Ay

d)

En el numeral 2 del taller, se han establecido cuatro figuras, dos de ellas con ejes graduados; se han
nombrado los ejes (variables) con diferentes letras con el fin de inducir a los estudiantes a que
determinen el eje de la variable independiente y el eje de la variable dependiente; se debe destacar la

escogencia de diferentes figuras, tanto continuas como discretas.

Los estudiantes se encuentran ante varias correspondencias, es asi que de forma visual deben observar
cuales son univocas; en cada caso, la unicidad de la imagen de la funcion, dependera de la escogencia
de la variable independiente y dependiente, es alli donde las argumentaciones o justificaciones
realizadas por los estudiantes permitirdn observar si el manejo de la representacion grafica habitual
(variable independiente-eje horizontal, variable dependiente- eje vertical) de la funcién limita, o no, la

identificacion de funciones.
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En esta pregunta se espera analizar dos partes, una consiste en decidir si la gréfica representa 0 no una
funcién, la otra tiene que ver con la justificacion respectiva, la cual se puede asociar con la
determinacion del eje que representa la variable independiente y la dependiente, de esta forma, se

pueden establecer para el analisis dos conjuntos de respuestas:

Escogencia en todos los items del mismo eje  Escogencia en todos los items del eje para la variable

para la variable independiente. independiente de acuerde con lo siguiente:
a) Eje horizontal- Variable independiente a) Escogencia de eje-variable independiente para
(representacion habitual) obtener el mayor nmimero de graficas de funciones
b)  Eje vertical -variable independiente ) Escogencia de eje-variable independiente para

obtener el menor nimero de graficas de funciones

3. Se le pregunto a un estudiante, como seria la grafica de una funcion que pasa por los puntos F, G y H.
El ha dado la siguiente respuesta®:
a) ¢(Es correcta la respuesta que dio el estudiante?
1 Justifique la respuesta
F b) ¢Cuantas funciones pueden pasar por los tres puntos
\ dados? Esboce un ejemplo.

i) Una
e iy  Dos

iii) Entre 3y 10
i iv) Infinitas

En el numeral 3, se plantea una tarea relacionada con cuatro aspectos, el primero tiene que ver con
decidir si es correcta 0 no la respuesta dada por el estudiante, el segundo se refiere a la justificacion,
la cual depende de la determinacion del eje que representa la variable independiente. El tercero, se
relaciona con el uso de la representacion grafica de una funcion que pasa por tres puntos dados, se
espera identificar si el estudiante tiene en cuenta la invariante de la unicidad de la imagen para
establecer la cantidad de funciones elegida, esto implica el conocimiento de diferentes tipos de

funciones (discretas, continuas o discontinuas).

10 Basado en (De prada, 1996, p. 12)
43




4. Representacion tabular: incluya valores en las siguientes tablas de tal manera que se obtenga
una representacion tabular de funcion (los valores que registre en cada tabla son los Unicos
valores de cada variable).

T Q

H P

¢, Qué consideracion hizo para escoger los valores numéricos que se escribieron en la tabla?

En este caso, se pretende observar si se obtiene una de las conclusiones a las que llegd Peralta (como
se citd en Gutiérrez y Parada, 2007) en su trabajo titulado “Dificultades para articular los registros

grafico, algebraico y tabular: el caso de la funcion lineal”, esto es:

“El registro tabular es visto solamente como una herramienta intermedia que permite localizar puntos

en un plano, a partir de una representacion algebraica y no como una representacion en si misma” (.

61).

Lo anterior, llevaria a plantear que los estudiantes optan por pensar en una expresion algebraica que
puede ser de la forma y = mx + b, 0 cualquier otra, antes de la elaboracion de la representacion
tabular, es decir, se puede tener una idea de funcién expresada basicamente a través de una férmula,

por esta razdn, no se concibe la representacion tabular como una representacion de la funcion.

5. Representacion algebraica: determine cuales de las siguientes expresiones representan
una funcién, (n y L son pardmetros de valores enteros positivos, Q corresponde al
conjunto numérico de los racionales y R al de los reales). Justifique su respuesta.

xn+1 L 2
f@ =+t Dmtz "2 six*0 y? - (x-3) =1
2, six=0 L Cos (%) L Cos (%)
1, sipeQ 2 Sin (%) 2 Sin (%)
f) =10, sip eR-Q
2, sip=10

Se presentan tres expresiones algebraicas, la primera y la tercera estan definidas a trozos y en la

segunda se hace realizd una transformacion algebraica de una expresion que representa la variacion
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de la longitud de la apotema de un poligono regular inscrito en otro'!, para obtener la expresion
presentada. Los estudiantes se encuentran ante expresiones algebraicas visualmente no habituales, en
las cuales ademas de las variables se incluyen ciertos pardmetros; sin embargo, en el caso de la
expresion “a”, al considerar el parametro n como un nimero entero positivo, la expresion en la
primera parte es una funcion polindmica y si se tiene en cuenta la unicidad de la imagen en toda la
expresion, no es dificil observar que satisface la definicion de funcion; la representacion “b” no es

funcién y se puede ver de manera inmediata si se tiene en cuenta que esta dada en la forma

2

2
%—% = 1, es decir, una hipérbola, no obstante, se afiaden dos parametros que pueden causar

dificultades para reconocer si es una funcion; en el caso del item c, la expresion no es funcion debido

a que no satisface la unicidad de la imagen al considerar que p=10 asume dos valores.

Tercera parte

La tercera parte del taller la constituyen algunas situaciones problemas de modelacion, debido a que
el estudio de la variacion, el cambio y la dependencia dan sentido al concepto de funcién. Al respecto
Sierpinska (como se citd en Ruiz, 1993) plantea que “la percepcion de las funciones como una
herramienta apropiada para modelizar relaciones entre magnitudes fisicas u otras, es una condicion

Sine qua non para dar sentido al concepto de funcion en su totalidad” (p. 297). Teniendo en cuenta lo

anterior, se proponen diferentes situaciones de las cuales se espera que los estudiantes puedan:
a. ldentificar la variable independiente y dependiente, asi como el dominio y el rango de la funcion
que modela la situacién
b. Usar alguna o todas las representaciones de la funcién para significar la situacion, es decir
realizar conversiones entre ellas

c. Caracterizar la forma como se establece la variacion y la relacion de dependencia

11 Dado un poligono regular de n lados y longitud de lado L, en uno de los lados se pone a variar el punto X, a partir
de este punto se construye un poligono regular de igual nimero de lados inscrito. Y es la longitud de la apotema.
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6. En las situaciones | y Il establezca la relacién de dependencia que se presenta y las diferentes
representaciones que se pueden obtener de esta:

Situacion 12 si las entradas del cine son muy baratas, los duefios pueden perder dinero; pero si
las entradas son demasiado costosas, ira poca gente y también pueden perder dinero. Por lo tanto,

un cine debe cobrar un precio moderado para obtener beneficio.

Situacion I1: En Colombia existen varios operadores de telefonia movil que realizan el cobro

respectivo de las Ilamadas. Suponga que se analiza el operador de telefonia Claro, considerando

que se tiene un teléfono en plan prepago y que no se tiene la opcion de elegidos para llamadas.

Histéricamente, la nocién de variable dependiente surgié a partir de estudios cualitativos y
cuantitativos de cambio, siguiendo esta idea, se plantean dos situaciones en las cuales intervienen
diferentes variables; se pone en juego la capacidad que tienen los estudiantes para identificar las que
son dependientes y las independientes y si usan la funcion para representar las relaciones existentes.
Se escogen dos situaciones cuya informacion es reconocida por los estudiantes para que puedan de
alguno modo, contrastar las representaciones que realizan con la situacion y observar la coherencia

entre las mismas.

En la situacion | se encuentran tres variables, pero la Unica independiente es el costo de la boleta, los
estudiantes pueden relacionarla con la cantidad de personas que asisten o con las ganancias para el
duefio; de acuerdo a la informacién presentada, los estudiantes pueden representar esas relaciones con
eshozos gréaficos, algunos podrian utilizar otras representaciones asignando valores numéricos para
realizar tablas o expresar algebraicamente la relacion, entre otras, todas estas se tendran en cuenta
para identificar si realizan conversiones coherentes y para observar la forma como representan la

funcién.

La situacion Il es mas abierta que la anterior, los estudiantes puede proponer cualquier variable que se
relacione con la situacion, esto podria dificultar la respuesta, sin embargo, se pone a prueba por un

12 Situaciones tomadas de Ministerio de Educacion y Ciencia (1990).
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lado, el conocimiento que tienen los estudiantes de variable, asi como la capacidad para usar la
funcion para generar un modelo que se represente adecuadamente las variables planteadas; la
situacion se sesga de alguna forma al precisar que se debe considerar una telefonia (la mas usada en
Colombia), el plan prepago y no dar la opcién de elegidos, entonces algunas variables pueden ser, el
costo de la llamada, tiempo de duracion, valor de recarga, cantidad de minutos para llamar, incluso,
algunos de estos podrian considerarse como parametros por ejemplo si se tiene una recarga de $2000,
las variables pueden ser la cantidad de minutos usados y la cantidad de saldo que queda; esta y otras
relaciones entre las variables se pueden encontrar. Se busca identificar las maneras como representan
la relacion propuesta asi como las posibles conversiones que realicen y los términos que usen para
referirse a la funcion. En ambas situaciones se tendra en cuenta las invariantes que los estudiantes le

asignan a la funcion.

7. En la siguiente imagen se muestra la construccién de un cuadrado EFGH inscrito en otro, el area
de este varia en la medida que cambia la posicion del punto E a lo largo del segmento AB, la
longitud de lado del cuadrado ABCD es 10:

i X a) Determine las variables involucradas en la
situacion.

b) Establezca una representacion grafica de la
variacion del &rea del cuadrado inscrito.

c) Determine la expresion algebraica que
representa la variacion del area del cuadrado
inscrito.

pA=10],,

En el numeral 7 del cuestionario, se plantea una situacion de variacion presentada en un marco
geométrico, la variacion del area de un cuadrado inscrito en otro. En primera instancia, se pretende
identificar las variables que los estudiantes pueden determinar de la situacion, las cuales pueden ser,
el area del cuadrado EFGH, la longitud del lado del cuadrado inscrito y la longitud del segmento AE,
entre otras; sin embargo se pretende tener en cuenta si logran realizar un esbozo de la situacion en la
que se involucran datos numéricos (valor del lado del cuadrado grande DA=10), que es una parabola
concava hacia arriba, ademas, se pretende observar como los estudiantes utilizan un “modelo”
conocido (férmula del area de un cuadrado) para adecuarlo a una situacion de variacion y

dependencia.
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El dibujo geométrico presentado permite visualizar como varia el area del cuadrado en funcién de la
longitud del segmento AE. Se espera que los estudiantes logren encontrar la representacion algebraica
de dicha relacion, para lo cual, basta con hallar el valor de la longitud del lado HE vy elevarla al
cuadrado, esto se puede hacer usando el Teorema de Pitagoras con el triangulo AHE, AE=m y AH=
10-m, o también podrian hallar el area del cuadrado grande y restarle el &rea de los cuatro triangulos
congruentes que se forman. El interés no es identificar los procesos de resolucion, sino la coherencia
de las respuestas, el uso de las representaciones, las conversiones entre ellas, si tienen en cuenta las

invariantes y los términos que usan en relacion a la funcién.
6. Aplicacion del cuestionario:

La aplicacion del cuestionario se realizd con estudiantes de los cursos “Geometrias no
Euclidianas” y “Evaluacion de la Matematicas™*3, en dos sesiones (cada una de media hora®#) por
espacio académico, por tal motivo el cuestionario se dividié en dos partes de acuerdo con el
tiempo estipulado; en el taller 1 se ubicaron los numerales 1, 2, 4y 7 y los demas en el taller 2. Se
seleccionaron las pruebas de los estudiantes que diligenciaron ambas partes y que pertenecieran a

séptimo semestre, por ello, se analizaron en total, 20 pruebas individuales.

Los estudiantes debian responder lo que entendieran en cada pregunta debido a que no se dio
ninguna orientacion, precisamente, las pruebas piloto fueron realizadas para que el cuestionario

fuera lo mas claro posible.
7. Categorias de analisis:

A partir de las respuestas de los estudiantes, se realiz6 un estudio de las mismas y se identificaron
posibles categorias por item del cuestionario, se tuvieron en cuenta las consideraciones de la
descripcion del cuestionario; posteriormente, se establecieron las categorias finales, dispuestas en

tablas, que corresponden con las concepciones encontradas, se presentan diferentes respuestas

13 Espacios académicos ubicados en el plan del estudio de séptimo semestre de la Licenciatura en Matematicas de la
Universidad Pedagdgica Nacional.

14 Se determino la realizacion de la prueba en dos sesiones debido a que se tuvo que interrumpir las clases de cada
asignatura, por tal motivo el tiempo no debia ser demasiado.
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textuales de los estudiantes (ver “Anexo 3: Respuestas del cuestionario categorizadas™) que

sirven de sustento en el andlisis.
8. Analisis del cuestionario:

Una vez fijadas las categorias de analisis, se realizo la codificacion de los datos y su grabacion
para realizar un analisis numérico y cualitativo, el cual se restringe a la elaboracion de tablas y

graficos de cada categoria y caracterizacion contemplada por items del cuestionario aplicado.

Se debe tener en cuenta que se disefiaron preguntas de tal forma que una persona no tuvo por qué
responder del mismo modo, por el contrario, las cuestiones presentadas se escogieron para
diferenciar las concepciones y por ello, en varias se presenta que la suma de las frecuencias es
mayor que el total de las personas debido a que algunos estudiantes utilizan argumentos de

diferentes categorias, entonces los resultados no son mutuamente excluyentes.

4.4. Categorias y caracterizacion de las respuestas

Tras cursar varios semestres en la Licenciatura en Matematicas, los estudiantes de
séptimo semestre han tenido la oportunidad de abordar el concepto de funcién en asignaturas
tanto de la linea de calculo como del algebra; esto sugiere el manejo de las diferentes
representaciones de la misma, la identificacion de sus caracteristicas, tales como variables,
dominio y rango, y el desarrollo de habilidades para pasar de una representacion a otra. Por otro
lado, se considera que los conocimientos y concepciones que tienen sobre el concepto
matematico en particular, direccionan las formas como pueden abordar el mismo en sus
respectivas practicas de inmersion, lo cual puede mostrar la relacién entre las concepciones que
se tienen y las metodologias que se establecen para abordar el mismo. EIl propoésito de este
capitulo es identificar las concepciones de la funcion que tienen los estudiantes, por lo tanto, a
continuacion se describen las categorias de analisis (para ver algunas de las respuestas
categorizadas ver “Anexo 3: Respuestas del cuestionario categorizadas” p. 124), las cuales

corresponden con los tipos de concepciones encontradas al realizar el anélisis.
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4.4.1. item 1, cuestiones1ly 2

El concepto de funcién en los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas aparece en
grado noveno; si tuviera que ensefiar este concepto para iniciar su estudio, ¢cémo lo haria?
Mencione las actividades que realizaria en el orden en que las abordaria.

Tabla 11. Categorias de anélisis item 1 cuestion 1

Uso de términos como correspondencia, conjuntos o relacidn entre conjuntos, asignar, conjunto
de llegada o de salida, dominio, rango, pares ordenados. Uso de diagrama sagital, tablas.

Unicidad: En la respuesta se incluyen términos relacionados con la unicidad de la imagen.
Uso de términos que se relacionen con la grafica de una funcion.

Utilizacion de diferentes representaciones de la funcion (tabular, algebraica, gréafica, verbal) o
conversiones entre estas.

Descripcion

Historicamente, a partir de las relaciones de dependencia entre cantidades variables, surgio el
concepto de funcion.

En esta categoria se observa el uso de términos como: relacion de dependencia, dependencia
entre variables, variacion.

Se puede apreciar, que algunos estudiantes involucran en sus respuestas al item 1, diferentes
terminologias que pueden corresponder a varias de las categorias mencionadas, a continuacion se

presenta un ejemplo:

e “Para comenzar aplicaria actividades en las cuales los estudiantes reconozcan las relaciones
existentes entre conjuntos, siguiente a ello seria comenzar con el estudio de la representacion

grafica y a partir de esta buscar que facilite el paso al lenguaje matematico”

Se puede vislumbrar que el estudiante utiliza elementos de “Correspondencia” y de
“Representaciones” (menciona la representacion grafica y la tabular y la traduccion entre estas).

Otro ejemplo, es el siguiente:

¢ “Comenzaria con el concepto de relacion, ejemplos de relaciones, hombre adulto-cédula, persona-
no identificacion, etc., ejemplo de relacion uno a uno, usados, etc., conjunto de salida, conjunto de

llegada; variable dependiente e independiente
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Se observa, que el estudiante se encuentra en dos categorias, “Relacion de dependencia” y

“Correspondencia.”

Por otra parte, en la segunda cuestion del item 1 se solicitdé a los estudiantes que indicaran las
actividades que realizarian en el orden respectivo, a continuacion se presentan las categorias en las

cuales se encuentran las actividades propuestas por los estudiantes:

Tabla 12. Categorias item 1 orden de las actividades

D. Sagital
DomRang
R. Conjuntos
Re. Gréfica
Re. Tabular
Re. Gréfica
Re. Algebraica
Re. Verbal
Traducciones
S. Aplicacion
Def. Variable

R. Variables

Uso del diagrama sagital

Dominio y rango

Relacién entre conjuntos (de llegada, de salida)
Solo la representacion grafica
Representacion tabular
Representacion grafica
Representacion simbolico algebraica
Representacion Verbal

Traducciones o conversiones
Situaciones cotidianas o de aplicacion.
Definicion de variable

Relacién entre variables dependiente e independiente

Se encuentran estudiantes que mencionan la definicion del concepto de funcién como parte del
abordaje del mismo, sin embargo no explicitan cual, por ello, no se incluye en las categorias pero si se

tiene en cuenta a la hora de mostrar las formas como se propone abordar la funcion.
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4.4.2. Item 2 cuestiones 3a 6

Representacion gréafica: a continuacion se presentan varias figuras, en cada caso determine si corresponde
0 no a la representacion grafica de una funcidn. Justifique su respuesta (los valores presentados en cada
grafica son los unicos valores de cada variable)

a) b) .

d)

La primera caracterizacion de las respuestas a este item tiene que ver con decidir si la grafica es

funcidén o no, se debe tener en cuenta que:

e La grafica “a”, no es funcion, independientemente del eje que represente el dominio y el del rango.

[13%2]

e La grafica “b” es funcion si el eje “v” representa el dominio y el 5 el rango.
[IPi)

e Lagréafica “c” es funcion si el eje “g” representa el dominio y el “d” el rango.

o La grafica “d” es funcion si el eje “z” representa el dominio y el “w” el rango.

Para la clasificacion de estas respuestas es necesario tener en cuenta qué eje los estudiantes asignan en

cada caso como el que representa el dominio. Més adelante se presenta el analisis de estas respuestas.

En cuanto a las justificaciones en cada cuestion (del item 2), a continuacion se presentan las

categorias:
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Tabla 13. Categorias de analisis item 2

Se incluyen argumentos relacionados con la correspondencia entre los valores de un
conjunto y otro, correspondencia entre pre-imagenes e imagenes, valores del eje x (o de las
abscisas) con los del eje “y” (o de las ordenadas).

Unicidad: En las argumentaciones se involucran términos relacionados con la “unicidad”
hay estudiantes que precisan esta invariante en sus argumentaciones.

Se usa el criterio de la recta vertical (al trazar una recta paralela al eje “y” o perpendicular
al eje “x”, si corta a dos puntos o mas, no es funcion).

La forma de la grafica influye para saber si es funcion o no.

Continuidad: Se tienen en cuenta si la funcion es continua.

Se usan términos relacionados con las variables independiente y dependiente.

En este item se encuentran respuestas que incluyen términos relacionados con las propiedades o
caracteristicas de las funciones como, “biyectividad”, “inyectividad” y “sobreyectividad”. En

particular, se encuentran las siguientes:

a) “Como que es una funcion a trozos pero no es biyectiva por eso no es funcion”
b) “Existe un valor en el codominio que es imagen de dos valores en el dominio”
(Implicitamente se menciona la inyectividad)

) “Si cumple con las condiciones para ser biyectiva es decir es inyectiva y sobreyectiva”

En el caso de la respuesta “a” se encuentra el término “biyectiva”, ademas se menciona el tipo de
funcion (“a trozos™) lo que corresponde a la categoria “Grafica”. La respuesta “b” se encuentra en
la categoria “Correspondencia”, sin embargo el argumento muestra que el estudiante al observar
que se representa una funcion inyectiva, no es funcion. En la respuesta “c”, el estudiante argumenta

que la biyectividad es lo que da el caracter de funcién, ademas precisa qué significa esto.

Las respuestas que solo incluyen términos relacionados con dichas propiedades de las funciones
como la “c” no se clasifican en ninguna de las categorias, debido a que estas pueden ser parte de
diferentes concepciones, en las respuestas no hay muestra de qué se entiende por inyectividad y
sobreyectividad. Aun sin realizar el analisis, parece ser que la representacion grafica permite

vislumbrar otros elementos de la funcion. De otro lado, en este item no se encontraron respuestas
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que pertenecieran a la categoria “Representaciones”, es decir, los estudiantes no recurren a otras

representaciones de la funcion diferentes a la gréafica para realizar sus argumentaciones.

4.4.3. ltem 3, cuestiones 7 a9

Se le pregunt6 a un estudiante, como seria la grafica de una funcién que pasa por los puntos F, G y H, él ha dado la
siguiente respuesta:

t a. ¢Es correcta la respuesta que dio el estudiante? Justifique la
F respuesta.
™ b.  ¢Cuantas graficas que contengan a los puntos H, G y F se
- \ - pueden construir de tal manera que corresponda a una funcion?
—t & Esboce un ejemplo
H i. Una
L ii. Dos
iii. Entre 3y 10
iv. Infinitas

El item 3 del cuestionario se divide en tres partes, la primera se relaciona con la identificacion
de una funcién dada su representacion gréafica; los estudiantes deben mencionar si es funcién o no lo
es y justificar; es necesario tener en cuenta que la grafica si representa una funcion si se considera que
en el eje vertical se encuentran los valores del dominio, por lo tanto es necesario observar qué eje se
asigna como el que representa dicho conjunto. En cuanto a las categorias referentes a la justificacion

se presentan las siguientes:

Tabla 14. Categorias item 3 parte "a"

Se incluyen argumentos relacionados con la correspondencia entre los valores de un
conjunto y otro, correspondencia entre pre-imagenes e imagenes, valores del eje x (o
de las abscisas) con los del eje “y” (o de las ordenadas).

Unicidad: En las argumentaciones se involucran términos relacionados con la
“unicidad” hay estudiantes que precisan esta invariante en sus argumentaciones.

(33 L)

Se usa el criterio de la recta vertical (al trazar una recta paralela al eje “y” o
perpendicular al eje “x”, si corta a dos puntos o mas, no es funcion).

La forma de la gréfica influye para saber si es funcién o no.
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Como se observa en la tabla anterior, en este caso no surgieron respuestas que se encontraran en las

categorias “Representaciones” y “Relacion de dependencia”.

En la segunda parte, los estudiantes debian mencionar la cantidad de graficas que contienen a tres
puntos dados, como la pregunta es cerrada, la clasificacion de las respuestas se realiza de acuerdo con
las opciones dadas (i, i, iii, y iv), es necesario tener en cuenta que la respuesta correcta es la opcion
“iv” infinitas. La tercera parte, tiene que ver con la construccion de un esbozo como ejemplo de

funciodn, estas respuestas se clasifican en:

. Continuas

. Discontinuas

4.4.4. Item 4 cuestiones 10y 11

Representacion tabular: incluya valores en las siguientes tablas de tal manera que se obtenga una
representacion tabular de funcién (los valores que registre en cada tabla son los Unicos valores de cada
variable).

T Q
H P

¢ Qué consideracion hizo para escoger los valores numéricos que se escribieron en la tabla?

En el item 4 se ubican dos tablas de tal forma que los estudiantes deben incluir valores que
representen una funcion teniendo en cuenta que los valores registrados son los Unicos de cada

variable, a continuacion se presenta la caracterizacion de las respuestas junto con la descripcion:

Tabla 15. Caracterizacion de respuestas item 4 para las dos tablas

Caracterizacion de las Descripcion
respuestas
RegNoRep Valores que parece que siguen una regularidad y no estan repetidos en cada fila: si es
funcién.
RegRepl Valores que parece que siguen una regularidad y solo hay repetidos en una de las filas:
si es funcion.
NoRegRepl Valores que parece que no siguen una regularidad y solo hay repetidos en una de las

filas: si es funcion.
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Descripcion
Valores que parece que no siguen una regularidad y no estan repetidos en ambas filas:
si es funcion.

Valores que parece que no siguen una regularidad y hay repetidos en ambas filas: no es
funcion.

Ademas, en el item 4 se solicitd a los estudiantes que escribieran los criterios usados para asignar

los valores, por lo tanto se realizaron las siguientes categorias:

Tabla 16. Categorias consideraciones de valores escritos en las tablas

Se incluyen términos relacionados con la unicidad, correspondencia,
asignacion, relacion entre conjuntos.

Se mencionan criterios relacionados con la continuidad de la funcion. A
partir de la representacion grafica de una funcién se hallan los valores.

Se usa la representacion algebraica de una funcion para hallar los valores, o,
se ubican valores que pertenezcan a la grafica de una funcién. Se considera
esta categoria también, si se usa mas de una representacion en la
consideracion.

Se mencionan términos relacionados con las variables dependiente,
independiente.

También se encontraron respuestas como:

e “Se puede tomar cualquier valor porque esta en los reales”

e “Simplemente tomé valores aleatorios”

Estas respuestas son un poco frecuentes y no se pueden incluir en ninguna de las categorias, por

lo tanto no se tienen en cuenta en el analisis.
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4.45. ltem 5, cuestiones 12 y 13

Representacion algebraica: determine cudles de las siguientes expresiones representan una funcién, (n

y L son pardmetros de valores enteros positivos, Q corresponde al conjunto numérico de los racionales y R
al de los reales). Justifique su respuesta:

xTL+1

L 2
D+ . y? _ (x—E) _
a. f(x) =<{(n+1)(n+2) + 2x, six+0 b _,

2, six=0 | C(s:f:%) CZ:%)

1, sip EQ
C. f(p)=10,sip ER-Q
2, sip=10

La primera parte de las respuestas, se clasifica de acuerdo con las opciones “Es funcién” o “No es
funcién”, sin embargo es necesario tener en cuenta que la opcion “a”, si es funcion, “b”, no y “c”,

no. En la segunda parte, se contemplan las siguientes categorias:

Tabla 17. Categorias item 5 (justificacion)

Uso de términos como correspondencia, conjuntos o relacion entre conjuntos, asignar,
conjunto de llegada o de salida, pares ordenados.

Si se puede representar graficamente es funcién, se mencionan caracteristicas de la
forma de la gréfica.
Relacionar la expresién dada con gréficas de funciones ya conocidas.

Criterio de la recta vertical.

En esta categoria se ubican las respuestas en las que se realizan procedimientos como:

o Reescribir la expresion algebraica, se identifica qué esta en funcion de qué.

o Hacer traducciones entre otras representaciones para garantizar que es funcion o no.

o Evaluar la funcion para algunos valores para saber si es funcién o no. Se considera que al
presentarse la igualdad, la expresion es una ecuacion y no una funcion.

Se mencionan términos relacionados con las variables dependiente, independiente.

57




44.6. Item 6, cuestiones 14 a 17

En las situaciones | y Il establezca la relacion de dependencia que se presenta y las diferentes
representaciones que se pueden obtener de esta:

Situacion I: si las entradas del cine son muy baratas, los duefios pueden perder dinero; pero si las
entradas son demasiado costosas, ird poca gente y también pueden perder dinero. Por lo tanto, un cine
debe cobrar un precio moderado para obtener beneficio.

Situacion Il: En Colombia existen varios operadores de telefonia movil que realizan el cobro
respectivo de las llamadas. Suponga que se analiza el operador de telefonia Claro, considerando que se
tiene un teléfono en plan prepago y que no se tiene la opcion de elegidos para llamadas.

En el item 6, se presentan dos situaciones de modelacion, en cada una, los estudiantes deben
establecer una relacion de dependencia y las representaciones, a continuacion se presenta la

caracterizacion de las respuestas correspondientes a la situacion I:

Tabla 18. Caracterizacién de las respuestas, relaciones de dependencia situacion |

Una relacion de dependencia puede ser el nimero de personas que va a cine
dependiendo del costo de la entrada

Una relacion de dependencia puede ser la ganancia obtenida dependiendo del costo
de la entrada

Esta categoria se incluye cuando se plantean situaciones que no son relaciones de
dependencia.

En cuanto a las representaciones de las relaciones mencionadas, se tienen las siguientes

categorias:

Tabla 19. Categorias formas de representacion de la relacién de la situacion |

Se utiliza el diagrama sagital para representar la situacion.
Solo se utiliza la representacion grafica para representar la situacion

Se incluyen dos o0 mas representaciones de la funcion de las siguientes:
Tabular, verbal, gréfica, algebraica.
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En el enunciado de la situacion no se presentan valores numéricos, por tal motivo, las
representaciones con diagrama sagital, tabla, incluso con representacion algebraica no se consideran
adecuadas para representarla, sin embargo, se incluyen en las categorias y se tendran en cuenta para

mostrar las formas como los estudiantes representan la funcién que modela una situacion.

Ademas, las representaciones graficas de las respuestas se pueden caracterizar de la siguiente forma:

Tabla 20. Caracterizacion de los esbozos realizados como representacion de la situacion |

Propuesta:

entrada

Parébola: Forma de una pardbola que pasa por el
origen

‘Costo de la
entrada

Lineal

Ganancia

Costode la
entrada

Otra

Costo

entrada
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Se debe tener en cuenta que la caracterizacion denominada “propuesta” es un esbozo grafico que se
consideré mas acorde de acuerdo con la situacion, debido a que tiene en cuenta los valores de cada

variable y la forma como se relacionan y varian.

En seguida, se presenta la caracterizacion de las respuestas de la situacion I1:

Tabla 21. Caracterizacidn relaciones de dependencia situacion Il

El costo dependiendo de la duracién de la llamada o el nimero de minutos
usados.

El nimero de personas que usan la telefonia dependiendo del valor del minuto.
El nimero de minutos restantes depende de la cantidad de minutos usados.

Cantidad de minutos dependiendo el valor de la recarga.
Ganancias del operador dependiendo del consumo de los usuarios.
En esta categoria se presenta cuando se establezcan relaciones que no son de

dependencia debido a que, por ejemplo, no hay una sola variable independiente.

En cuanto a las representaciones de las relaciones mencionadas, se tienen las mismas categorias

establecidas en la “Tabla 19”.

Por otro lado, las representaciones gréficas se pueden caracterizar de la siguiente forma:

Tabla 22. Categorias de los eshozos realizados como representacion de la situacion 1l

Propuesta Propuesta

ot

-2
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Costo-Duracién

Lineal

Duracién
{Cantidad

de minutos)

Ganancia-Consumo

Propuesta

Curva?2

Ganancia

(En minutos)

4.47. Item 7, cuestiones 18 a 20

Usuarios-Valor minuto

Curval

Usuarios

Valor
minuto

MinutosR-MinutosU Minutos-Recarga

Propuesta Propuesta
Recta-Afin Lineal
) Minutos
S
\\

usados Valor de
la recarga

En la siguiente imagen se muestra la construccion de un cuadrado EFGH inscrito en otro, el &rea de este varia
en la medida que cambia la posicion del punto E a lo largo del segmento AB, la longitud de lado del cuadrado

ABCD es 10:

DA=10

a) Determine las variables involucradas en la situacion.

b) Establezca una representacién grafica de la variacion
del area del cuadrado inscrito.

c) Determine la expresion algebraica que representa la
variacion del area del cuadrado inscrito.
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A continuacion se presentan la caracterizacion de las respuestas para cada uno de los
items:

a) La variables se pueden clasifican de la siguiente forma:

Tabla 23. Caracterizacién de las respuestas item 7 cuestion "a"

Se reconoce que el &rea de algunas figuras cambia como el area del cuadrado EFGH.
Se consideran como variables ciertas longitudes, como HE, AE=m, HD.

Se consideran algunos puntos de la figura como las variables (aunque esto es
incorrecto), por ejemplo, los puntos H, E, F y G. No se explicita que la variable es la
posicion de los puntos sobre su respectivo lado que lo contiene.

Se considera que el perimetro del cuadrado EFGH cambia.

Se considera que el dominio o el rango de la situacién varian.

Se consideran cantidades o magnitudes que no son variables, diferentes de los

puntos, por ejemplo la medida de la longitud del lado del cuadrado circunscrito, que
es una constante.

b) La caracterizacion de los esbozos graficos de la variacion del area del cuadrado EFGH

con respecto a m son:

Tabla 24. Caracterizacidn de las respuestas item 7 esbozos gréficos

Recta y=k, funcién constante

Recta y=x, funcion lineal
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Descripcion

Acuadrade EFGH

- v
@

AE=m

Parabolas diferentes a la solucién correcta, por ejemplo parabolas concavas
hacia abajo o parabolas concavas hacia arriba que tocan el eje de la variable
independiente, entre otras.

Area

cundrado
EFGH

AF=m

Se representan otros tipos de gréficas.

Area
cuadrado
EFGH

Ab=m

c) Las categorias de las expresiones algebraicas que representa la variacion solicitada, se

enuncian a continuacion:

Tabla 25. Caracterizacion de las respuestas del item 7, cuestion "'c" expresion algebraica

La expresion algebraica es la formula de un cuadrado en general A = [2

El &rea es constante, no varia
Se tienen en cuenta expresiones equivalentes a:
A=m?+ (10 —m)?
A =2m?—20m + 100
Se presentan otras expresiones algebraicas porque por ejemplo no se tiene en

cuenta los datos dados o se realizan interpretaciones erroneas, en algunos casos se
escriben expresiones con méas de una variable independiente.
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4.5. Analisis de los resultados

A continuacién se realiza un estudio de los resultados del cuestionario y los andlisis que se
determinaron del mismo se incluyen graficos o tablas y en seguida el andlisis 0 comentarios

respectivos.
45.1. Andlisis item 1, cuestiones 1y 2

Tabla 26. Analisis item 1

Grafico o tabla de analisis

Item 1 cuesticn 1

11

% Frecmencia Porcentaje
) 3
3
7 @
§
i 3
E
2
1
]

Correspondencia Grafica Reprezentaciones Relacion de

dependencia

Analisis, comentarios

¢ Se observa que la mayoria de los estudiantes considerd como forma de abordar el concepto de funcidn, el uso
de aspectos relacionados con la correspondencia, en particular, se usaron términos como “relacion entre
conjuntos”, incluso, se mencionaron los conjuntos, como “llegada” y “salida” otros se refirieron al “dominio”
y al “rango”; se utilizaron términos como “imagen”, “pre imagen”; se encontr6 el uso del diagrama sagital y el
de pares ordenados.

En una cantidad significativa de las respuestas se encuentra que los estudiantes privilegian el uso de diferentes
representaciones para abordar el concepto de funcién, tales como, verbal, tabular y gréfica; algunos
propusieron el uso de las conversiones entre estas.

En 6 de las respuestas, se menciond que una forma adecuada de abordar el concepto de funcidn es usar solo
una de las representaciones de la funcién, la grafica, los estudiantes precisaron que con ejemplos y
contragjemplos de funciones es posible ensefiar dicho concepto.

Solo en 3 respuestas se evidencia el uso de términos relacionados con la dependencia, el cambio o la variacion,
como parte de las formas como se abordaria la funcion, algunos estudiantes mencionaron ejemplos de
situaciones que propondrian para abordar la relacion entre variables, entre las respuestas se encuentra,
“describir el comportamiento de la medida del lado de un rectangulo inscrito en un cuadrado a medida que uno
de los vértices del rectangulo se desplaza sobre el segmento del cuadrado”.
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Gréfico o tabla de analisis Algunos comentarios

Gréfico de la cantidad de personas que incluyen | En el “Anexo 3: Respuestas del cuestionario categorizadas”,
en las formas de abordar el concepto, tareas |en la segunda tabla se ubican las respuestas de las tareas en

relacionadas con la clasificacion presentada el orden en que cada estudiante propone abordar el
concepto.
ftem 1 parte 2 . L L

" 15 o Se observa que los estudiantes privilegian la realizacion

14 de actividades relacionadas con el uso de graficas de la
10 o ;8 . funcion para abordar el concepto®.

8 .

6 4 , 4 N e Las formas que mas se usan para abordar el concepto de

2 ! ! funcidn tienen que ver con las representaciones, grafica,

S ST s O tabular o algebraica, asi como la relacion entre conjuntos,

X F S P & 4 : ié
0'%00‘ R @q’o@;‘g e y\% @4&@&,2 D que es la segunda mas usada; también se proponen

actividades o situaciones de aplicacion aunque solo 3
estudiantes mencionan el uso de situaciones que
contemplen la variacion y el cambio.

o Se observa que la representacion verbal se propone solo 2 veces, esto muestra el privilegio por ciertos tipos de
representaciones y se deja un poco de lado el uso del lenguaje “natural” (palabras) y “sincopado” (palabras y
algunos simbolos) que podria ser mas accesible para los estudiantes que ain no han usado otros tipos de
representacion.

Entre las Gltimas formas de representar la funcion que se usaron en la historia se encuentran las gréficas con los
ejes cartesianos y expresiones analiticas, sin embargo, estas dos formas de representar la funcion son las mas
privilegiadas por los estudiantes para introducir el concepto.

e Anteriormente se menciond la importancia del uso de las traducciones entre las representaciones, en particular,
Pecharroman (2008) puntualiza que uno de los elementos para dominar un concepto matematico, consiste en
conocer sus representaciones y la traduccién entre ellas, en este caso se puede notar, que solo 2 estudiantes
pretenden realizar procesos de traduccién entre las representaciones.

15 Como se mostr6 anteriormente, 6 estudiantes usaron solo la grafica de la funcion, sin embargo, para observar el
orden de las actividades que se proponen al introducir el concepto se une esa cantidad con el total de personas que
mencionan la gréfica junto con otra(s) representacion(es), que son 9.
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Gréfico o tabla de analisis

Gréfico resultado de la relacion entre el total de personas que usan determinado elemento de acuerdo con la
posicion que plantean usarlo®®.

R ———
;:: 5% Posicion Resultados orden
S 3% s
: I 4 20 E. Conjuntos
. [ ] . Fe. Algebraica

F. Corjunins Bs. Algdbrsics Ba Tabelr | o Crifim | B Aplicacien Re. Tabular
r 1 Re. Grifica
3. Aplicacion

a
oy
E
g
.

. e g I

Actividades més usadas ¥ ordea para sbordar ol concapto de fmcios

Andlisis, comentarios

e Se observa que el orden como la mayoria de los estudiantes pretenden abordar el concepto es: Un 78% propone
utilizar relaciones entre conjuntos, un 50% menciona en segundo lugar el uso de la representacion algebraica, el 29%
precisa que en tercer lugar se abordaria la representacién tabular, con una cantidad no muy significativa, el 20 % de
la poblacién propone el uso de la representacion grafica, en cuarto lugar; por ultimo el 33% mencionan que
realizarian aplicaciones en el quinto lugar. Vale la pena mencionar que estos porcentajes se obtienen de analizar la
cantidad de estudiantes que usan dicha forma en cada orden, con respecto a la cantidad total de estudiantes que usan
en cualquier instante la misma, por ejemplo, de los 9 estudiantes que en algin momento usa la relacién entre
conjuntos (“R. Conjuntos™), 7 la ubican en primer lugar, por ende la poblacion referida son esos estudiantes que
representan el 78%.

Se encuentra una relacion muy similar a la ensefianza tradicional del concepto de funcién considerada por Ldopez y
Sosa (2007), Planchart (2000) y Jaimes (2012), quienes sefialan que se sigue una linea muy marcada, empezando por
la definicion de funcion como una correspondencia univoca entre dos conjuntos, posteriormente se da la expresion
algebraica y se busca determinar ciertos puntos para realizar la representacion grafica, se concluye con aplicaciones.

16 Este grafico se realizé a partir de una tabla en la que se menciona el orden de las diferentes actividades que los
estudiantes plantean para abordar el concepto de funcidn, se realiza otra tabla en la cual se ubica la posicion de 1 a 7
(7 es la maxima cantidad de elementos usados) y se realiza la frecuencia por actividad en cada posicién. Como se
observa que las actividades propuestas mas usadas son “Re. Grafica”, “R. Conjuntos”, “Re. Algebraica”, “Re.
Tabular” y “S. Aplicacion” se realiza la relacion entre la cantidad total de personas que usan cada actividad junto con
la cantidad en cada posicion, asi se obtiene la tabla y grafico presentados.
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45.2. Analisis item 2, cuestiones 3 a 6

Tabla 27. Analisis item 2

Gréfico o tabla de analisis
Item 2 cuestién 3
Grafica | Grafica | Grafica | Grafica
*r G T T T 3 )
Es B Es funcion
funcion 1 1

No es Grifica "b" . 17 No es funcién
funcién 18 17 3 2

o
—_
ca

%)

Grifica "a" - 18

=

Analisis, comentarios

e La graficas que se reconocen por gran parte de los estudiantes como funcion son las graficas “c” y “d”; teniendo en cuenta
que el eje que representa el dominio es el horizontal, estas respuestas son correctas. Posiblemente los estudiantes han
estudiado tipos de funciones diferentes a las continuas, en este caso, la grafica “c” era una funcion discreta.

e En cuanto a la grafica “a”, 18 estudiantes de los 20 en total, reconocen que esta no es una funcion, lo cual es acertado
independientemente del eje que represente el dominio.

e En la grafica “b” se presenta mayor nimero de estudiantes que consideran que no representa una funcioén tomando el eje
horizontal para el dominio, en este caso la respuesta es acertada; solo una persona al considerar este mismo eje menciona
que si es funcidn, lo cual no es acertado teniendo en cuenta que no se cumple la unicidad de la imagen. Se observa que la
totalidad de las respuestas relacionadas con la grafica “b” es 18 porque hubo dos personas mas que contestaron que esta
gréfica si es funcidn al considerar el eje vertical para el dominio, lo cual es acertado.

La respuesta a esta pregunta muestra que gran parte de los estudiantes utilizan el eje horizontal como el que representa la
variable independiente, esto puede deberse a la forma estereotipada de representar las funciones.

Gréfico o tabla de andlisis
ftem 2 justificacion (graficas)

Grifica"d” I 5 S

Categoria | Porcentaje
Grifica"c" 6 m Correspondencia|  65%
A o/
Grifica "y GGG g m fiie 34%
Relacion de
Grifica"s" 8 [ ] dependencia 9%

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 M 26
m Comespondencia @ Grifica  wRelacion de dependencia

Anélisis, comentarios

o Como se puede observar, una forma muy utilizada de justificar que la gréfica representa una funcién, es usar términos de la
categoria “correspondencia”, los estudiantes tienen en cuenta en sus argumentos, la unicidad de la imagen, en la mayoria de
la respuestas se encuentran consideraciones similares a, “porque a cada elemento del dominio le corresponde un tinico
elemento del rango”.

¢ Otra de las formas mas utilizadas para justificar la respuesta es considerar elementos en la forma de la gréfica, por ejemplo
la continuidad, “son puntos que no conforman nada” o “es discontinua pero si es funcion”; o si es una grafica conocida,
como “‘es una hipérbola”, “es una funcion a o trozos”. En las argumentaciones se encontré que la mayoria de las respuestas
en esta categoria, se usa el “criterio de la recta vertical”, lo cual se considera una forma poco adecuada; se sugiere usar
criterios que no estereotipen las representaciones de las fucniones, por ejemplo, la representacion gréafica se refiere a una
funcidn si al trazar alguna recta perpendicular al eje de la variable independiente, esta no corta a dos 0 mas puntos.
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El uso de términos relacionados con la variacion, la dependencia y la relacion entre variables para justificar las respuestas,
es casi nulo; las respuestas que se clasifican en la categoria “Relacion de dependencia” incluyen comentarios de la relacion
entre la variable independiente con la dependiente, ademas, se precisa correctamente el nombre de los ejes (dado en la
gréfica), aspecto que practicamente ningln estudiante tiene en cuenta en las otras categorias.

En las respuestas de los estudiantes se presenta un uso muy frecuente para nombrar al eje horizontal como “x” y al vertical
“y”, se encuentran varias respuestas como, “‘a cada punto del eje X le corresponde solo uno en y”.

También se observa que la representacion grafica conlleva a considerar aspectos de la funcién como la continuidad y otros
como la inyectividad, incluso, la biyectividad. Se debe tener en cuenta que en este numeral del cuestionario no se menciona la
categoria “Representaciones” debido a que ninglin estudiante recurre a otros tipos de representaciones de la funcion para dar
Su respuesta.

45.3. Analisis item 3, cuestiones 7 a 9

Tabla 28. Analisis item 3

Gréfico o tabla de analisis

item 3, préfica dados 3 puntos

1

Eje horizontal Eje Vertical
Es funcion 10% 5%
No es fincion 85% 0%

Es funcién No es funcién

m Eje horizontal Eje Vertical

Analisis, comentarios

e Se observa que una cantidad de 17 personas, que corresponden al 85% considera que la representacion gréfica
realizada por un estudiante (parte “a” del item 3 del cuestionario) no corresponde a una funcioén, nuevamente, se
considero el eje horizontal para la variable independiente. Por otro lado, hay 2 estudiantes que mencionaron que la
gréafica si es una funcion tomando ese mismo eje horizontal, se considera que esta respuesta no es correcta porque
no se presenta la unicidad de la imagen. Por otro lado, solo un estudiante menciona que si es funcion si se asigna el
eje vertical para la variable independiente, lo cual es acertado.

Gréfico o tabla de analisis

Justificacicn itam 3 2"

Felcidn e depmdencia [QUI 4 Categoria Frecuencia
Absoluta |Porcentaje
Grifica _ § CU[[ P d ia 16 800’6
Grafica 6 30%
Relacion de
Corapoiecs N ¢ dpendenca | ' | 2%

Anadlisis, comentarios

. Los comentarios de esta parte del item son similares a los presentados para el item 2.
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Gréfico o tabla de analisis

Cantidad de funciones que contienen a tres puntos dados

Infinitas 7 Caracterizacién | Porcentaje |
Entre 3y 10 2 Una grifica %
p o
Dos ificas Dos grificas 0%
Entre 3y 10 10%
Una grifica 1 Infinitas 85%

Analisis, comentarios

e Se observa que la mayoria de los estudiantes, especificamente el 85%, considera que es posible construir
infinitas graficas que contengan a tres puntos dados y que representen funciones, sin embargo hay tres
estudiantes que no contemplan esto, los que mencionaron que hay entre 3 y 10 gréficas, consideran que el
nimero de puntos influye para determinar las graficas; no se conocen las razones del estudiante que indica
que solo se puede construir una grafica. Es posible que ese 15% de la poblacion no tenga en cuenta los
diferentes tipos de funciones que hay y que por ejemplo se puede alterar el dominio, puede ser una forma de
determinar que hay infinitas formas para representar una funcién dados tres puntos.

Gréfico o tabla de analisis
Tipos de graficas propuestas

Caracterizacion | Frecuencia |Porcentaje
Continua 15 75%
Discontinua 5 25%

5

Contima Discontima

Sk bt Db B oo

Analisis, comentarios

¢ 15 de los estudiantes, propone como ejemplo de gréfica que representa una funcion y que contiene a los
tres puntos dados, funciones continuas, solo 5 de ellos considera funciones discontinuas, en particular,
funciones a trozos. En el item anterior se observd que la mayoria de los estudiantes consideraron que la
representacion discreta de la grafica “c” si era funcidn, sin embargo, no tienen en cuenta esto para presentar
un ejemplo de funcion discreta.

-

Posiblemente en el estudio de diferentes asignaturas en las cuales se aborda la funcién, se contemplan
funciones continuas y se le da poco tratamiento a las de tipo discreto, a trozos y en general a las de tipo
discontinuo.
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45.4. Andlisis item 4, cuestiones 10y 11

Tabla 29. Analisis item 4

Grafico o tabla de analisis

Ttem 4 tipos de tablas propuestas

o Caracterizacion |Frecuencia Porcentaje
)
22 55%
13 3 7%
5 13%
10
6 6 15%
3 ) 4 4 10%

RegloRep RagRapl NoRagRepl MNoRegMoRep NoRegRepl

Analisis, comentarios

Para la construccién de estos graficos y el conteo de los datos, se observaron las 40 tablas en total, debido a
que se solicitd diligenciar dos por estudiante.

e Como se puede observar, hay una gran diferencia en los criterios usados para completar las tablas, en el
55% de estas se observaron regularidades y no se incluyeron valores repetidos en sus filas, por ejemplo:

Tl @2 |3 1412
P41y | g |16 |25

Se observa una regularidad en ambas filas, en la primera se le suma 1 a cada nimero, en la segunda parece
que cada namero de la fila Q se multiplica por si mismo. Otra opcion es que a los nimeros de la fila P se les
saque raiz cuadrada para obtener los de Q.

e En el 15% de las tablas diligenciadas no se observo el seguimiento de una regularidad, ademas no se
repitieron valores en las filas. En el 13% de las tablas no se observo una regularidad y tampoco se repitieron
valores en una de las filas. En el 7% de las tablas, se encontré el seguimiento de una regularidad y se
ubicaron valores repetidos en una de las filas.

En estos cuatro primeros casos se observa que las tablas corresponden a la representacién tabular de
funciones, independientemente de la fila que represente el dominio o el rango.

o En el 10 % de las tablas no se observo el seguimiento de regularidades, se repitieron valores en ambas filas,
por lo tanto esas tablas no representan funciones.

e También se encontré que 32 tablas se diligenciaron Gnicamente con nlmeros enteros, 4 incluyeron nimeros
racionales representados en fracciéon o en decimal, las 4 restantes involucran otros nimeros reales, en
V2

. , . - 3
particular, nimeros irracionales como , \/E% .

70



Gréfico o tabla de analisis

ftem 4 cuestion 11

Categoria Er ia| Porcentaje|
- 0%
Eelacidon de dependencia IS 4 10 0%
Representacione: I——— 16 6 30%
16 80%
Grifica I———
20%
Comespondencia I 10 4 20%

(1] 2 4 6 3 10 12 14 16 18

Analisis, comentarios

e En este caso, para registrar los valores de las tablas, en el 80 % de las respuestas se utilizaron argumentos
relacionados con el uso de otras representaciones, algunos de los estudiantes recurrieron a funciones en su
representacion algebraica, particularmente se usaron funciones simples como lineales y cuadrticas incluso
algunos, precisaron que “pensaron funciones estandar o las mas usadas en el colegio”; otros, mencionaron que
ademas de usar uno de estos tipos de funcion, realizan la tabla y luego la grafican. Se observa que la mayoria
de los estudiantes recurren a mas de un tipo de representacion para obtener los valores de las tablas, parece ser
que no se ve el registro tabular como una representacién en si misma de la funcion, por lo tanto se corrobora de
cierta manera la apreciacion de Peralta (como se cit6 en Gutiérrez y Parada, 2007) “El registro tabular es visto
solamente como una herramienta intermedia que permite localizar puntos en un plano, a partir de una
representacion algebraica y no como una representacion en si misma” (p. 61).

o En el 10% de las respuestas, se encuentran consideraciones relacionadas con el uso de términos referentes a la
relacion entre conjuntos, se menciona el “domino” y el “rango” o el conjunto de “llegada” y de “salida”
ademas, se hace referencia a la unicidad de la imagen, en particular se encuentran respuestas similares a: “que
no hubiese dos imagenes con dos pre imagenes”, “que no hayan elementos del dominio con mas de dos
imagenes”, entre otras.

o El 30% de los estudiantes para completar las tablas, usan la representacion gréafica, ya sea que a partir de ella
se escriban los valores o para corroborar que se trata de la representacion de una funcién; algunos estudiantes
se refirieron al plano cartesiano, precisan que se toma una de las letras como eje horizontal y la otra como la
vertical.

e | as respuestas que se clasificaron en la categoria “Relacion de dependencia” que constituyeron el 20% de la
poblacidn, se refieren al uso de terminologia relativa a, variables independiente, dependiente, relacion entre
variables, entre otras; se tiene en cuenta la determinacion de la letra en la cual se ubican los valores de cada
variable.

455. Andlisis item 5, cuestiones 12y 13

Tabla 30. Analisis item 5

Gréfico o tabla de analisis

Item 5
Expresion "a" |Expresion "b"|Expresion "c"| Expresion "o o5
Es funcion 19 El 3 o
= 2ot e — |
No es funcion 1 11 17
Porcentaje Expresion "a" = |
Es funcién 95% 45% 15% 0 3 10 15 20
No es funcion 3% 3% 83%

CEs funcion @ No esfuncion
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Analisis, comentarios

[IPS L]

o EI 95% de los estudiantes reconoce que la expresion “a” si es funcion; es necesario reconocer que esta es
una expresion a trozos que satisface la unicidad, por lo tanto si es funcion.

e Para la expresion “b” se encuentra que las respuestas estan casi divididas en la mitad, 9 estudiantes
mencionan que si es funcion y 11 precisan que no, sin embargo la expresion no representa una funcion
debido a que no satisface la unicidad de la imagen, se debe recordar que la expresion representa una
cénica, en particular, una hipérbola.

e En el caso de la expresion “c”, el 85% de las personas considerd que no representaba una funcion, es una
cantidad de personas alta con respecto al total; efectivamente, esta expresién no corresponde a una funcién.

Se observa en general que la mayoria de las personas identifican acertadamente cuando una expresion
algebraica representa una funcidn, aunque se incluyen en las opciones, funciones a trozos, parece ser que no
hay dificultades en el reconocimiento de este tipo de representaciones; a continuacién se describen las
justificaciones dadas en cada expresion.

Grafico o tabla de analisis

Categoria Expresién "a" [Expresién "b" | Expresién "c"
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Analisis, comentarios

€%

ePara justificar que la expresion algebraica “a” corresponde o no a la representacion de una funcion, los
estudiantes en mayor medida usan términos de la categoria “correspondencia”, se refieren a la unicidad, a la
relacion entre un conjunto y otro, asi como a las imagenes, pre imagenes, entre otras. EI 25% de la poblacion
recurre al uso de distintos tipos de representacion, como tablas de valores, gréaficas, algunos usan argumentos a

n+1

partir de la representacion algebraica por ejemplo, “porque es funcion y 2x también y la suma de

(n+1)(n+2)
funciones es funcion”. El 20% utilizan argumentos solo de la grafica, por ejemplo mencionan que al poderse
representar graficamente la expresion, si es funcion; en un porcentaje casi nulo del 10%, los estudiantes
plantean argumentos de la categoria “Relacion de dependencia”, en particular, se refieren a las variables, por
ejemplo, “es funcidn porque existe una relacion de dependencia entre las variables x y n”.

oEn el caso de la expresion “b” hay un cambio significativo en la categorizacion de las respuestas, el 65% usa
distintas representaciones, no solo la gréfica, para explicar su respuesta; los estudiantes tuvieron la necesidad
de reescribir la expresion algebraica o precisaron que debian “hacer muchas cuentas”, la forma como esta
escrita la expresion conduce a determinar que es una ecuacion; otros realizaron tablas y gréficas. El 25% de la
poblacion recurre a la grafica, por ejemplo mencionan “es una hipérbola” y por tanto concluyen que no es
funcioén, estos argumentos se refieren a la grafica de la funcion. Hay un 10% de la poblacion que menciona en
sus consideraciones aspectos de la categoria “Correspondencia”, la misma cantidad se encuentra en la
“Grafica”

eEn la expresion “c” se usa mayor cantidad de argumentos, el 70% menciona aspectos de la categoria
“correspondencia”, similares a los precisados para la expresion “a”, el 40% usa diferentes representaciones,
solo la gréfica no se incluye aqui; el 25% si utilizan solo la gréfica y solo una respuesta se clasific6 en la
categoria “Relacion de dependencia”.
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45.6. Analisis item 6, cuestiones 14 a 17

Tabla 31. Analisis item 6

Gréfico o tabla de analisis

1 2 3
Caracterizacion Frecuencia Categoria recumc{aJJ
8 1 Propuesta 0 Propuesta 2
13 13 Hipérbola 4 Pardbola 2
2 8 Recta-Afin 2 Lineal 6
Discretas 1 Otra 1

Anadlisis, comentarios

e En la tabla “1” se muestra la frecuencia de las relaciones mencionadas, se debe recordar que los resultados no
son mutuamente excluyentes, la mayoria de los estudiantes reconocieron en esta situacion, qué varia, precisan
adecuadamente las variables y las relacionan. En la tabla “2” se encuentra que una cantidad muy significativa
de las respuestas tienen que ver con argumentos de tipo grafico, en general, cuando se les solicité a los
estudiantes realizar representaciones de las relaciones entre las variables, muchos usaron solo la gréfica, sin
embargo algunos no indican la variable que representa cada eje y los que si lo hacen suelen Ilamarlos x e y
correspondientemente. En 8 respuestas se observa que los estudiantes no usan la grafica, o no Unicamente;
representan de manera algebraica, tabular incluso algunos de manera verbal, la manera como varian las
cantidades. En cuanto a la categoria “Correspondencia”, se observa que solo hubo una respuesta asociada, en la
cual se utilizé el diagrama sagital para representar la situacion.

e En cuanto a la forma de representar graficamente la situacion y teniendo en cuenta que una cantidad
significativa de personas usaron esbozos graficos, se puede decir que si bien, se logra expresar de manera
adecuada las cantidades que varian, el cémo se da esta variacion no se logra representar de la mejor manera,
debido a que no se tienen en cuenta factores como: no puede haber un nimero racional de personas, los
estudiantes tienden a usar representaciones continuas como una rama de una hipérbola o rectas. En otros casos,
no se tiene en cuenta el enunciado de la situacion, no se logra traducir el lenguaje verbal al grafico.

Gréfico o tabla de analisis

Caracterizacion Frecuencia

Categoria Frecuencia

|
|
[

B R

Propuesta 1 Propuesta 0 Propuesta 0 Propuest 0
4 Curva 1 2 Curval 2 Recta-Afin 4 Lineal 3

Andlisis, comentarios

e Nuevamente, se observa que los estudiantes establecen relaciones entre las variables, en este caso se
identificaron mas que en la situacién I, posiblemente porque en el enunciado no eran explicitas, esto pudo
causar que en 4 respuestas se encontraran “no relaciones”.

¢ Se utiliza en mayor medida solo la representacién gréafica; también otras como verbal, tabular, algebraica y
varias a la vez, en algunos casos también se incluye la grafica. Sin embargo, otra vez la forma de representar las
relaciones en la mayoria no se considera adecuada, porque no se tienen en cuenta factores que influyen en la
situacion.
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45.7. Analisis item 7, cuestiones 18 a 20

Tabla 32. Analisis item 7

Grafico o tabla de analisis

Caracterizacion de —=
Frecuencia | Porcentaje Caracterizaciin de ) ) s

las respuest - las respcatas | TCCCRCER [Foroeataje C"m""“m“‘ %€/ Frecuencia |Porcentsje
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> - : :
[:f:: = IJn)o R 3 5% Area constante 3 13%
2 ekl Parihola correcta 3 15% Correcta 3 1%
. ” Y
Perimetro 4 20% T e ¢ 4 20% 5 5%
DomRang 3 15% Otra 1 5o —

No variables 4 20%

Analisis, comentarios

e En la tabla “1” se muestra la frecuencia y porcentaje de las variables mencionadas por los estudiantes, se
observa que la mayoria las reconoce adecuadamente; ademas, se incluyen variables como el dominio y el
rango, sin embargo, algunos mencionan que ciertos puntos involucrados en la construccion varian, lo cual
se considera incorrecto, entonces el total de estudiantes que mencionan no variables es el 35% de la
poblacidn.

e En cuanto a la representacion grafica, se observa en la tabla “2” que la mayoria de los estudiantes
menciona que la variacién del area del cuadrado con respecto a la longitud del segmento AE es constante,
precisan que el “cuadrado siempre sera cuadrado” por lo tanto el area no varia, se guian por la
representacién geométrica y no por la variacién entre las magnitudes. EI 25% de la poblacién considera
que el cambio es lineal, de nuevo, influye la construccién geométrica y no se realiza una representacion
adecuada debido a que en el origen el &rea no es cero, ademas, no se tiene en cuenta que la magnitud
puesta en juego es el area por lo tanto, la representacion no puede ser una recta. El 15% realiza el esbozo
de una parabola no necesariamente adecuada, debido a que la construyen céncava hacia abajo, lo cual no
concuerda con la situacion. Solo el 20% realiza el eshozo grafico adecuado.

e En cuanto a la representacion algebraica solicitada, se observa en la tabla “3” que la mayoria de los
estudiantes menciona la férmula del area de un cuadrado en general, esto muestra que por un lado los
estudiantes no relacionan los datos dados en la construccion y que no hay traducciones adecuadas entre la
representacion grafica y la algebraica, esto Gltimo se refleja también en la cantidad de personas que
mencionan una funcién constante con la cantidad de personas que eshozaron una recta constante.

e Se observa en algunas respuestas que algunos estudiantes utilizan diferentes representaciones no
solicitadas como la tabla y la representacién verbal.

Para finalizar este capitulo, a continuacion se presenta una tabla en la cual se diferencian los tipos
de concepciones encontradas durante la revision y analisis de las respuestas de los cuestionarios,
atendiendo a los elementos que conforman una concepcion de acuerdo con Vergnaud (como se
cité en Ruiz, 1993), estos son, invariantes, representaciones y situaciones que le dan sentido al
concepto.
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Tabla 33. Caracterizacion de las concepciones encontradas en el analisis del cuestionario

Nombre de la
concepcion

Invariantes

Representaciones

Situaciones

Correspondencia

Una funcién es una correspondencia
entre los elementos de dos
conjuntos, estos pueden ser el
dominio y el rango o el conjunto de
llegada y de salida.

Es necesario tener en cuenta la
unicidad de la imagen.

Diagramas sagitales,
conjunto de pares
ordenados,  puntos
(x,y) sobre los ejes
y el plano cartesiano.

Estas invariantes se usan
principalmente para abordar
el concepto de funcion y para

justificar cuando una
representacion  dada  es
funcién o no.

Representaciones

Es funcién si se puede representar
de distintas formas y se pueden
realizar traducciones entre estas.

Es necesario saber qué estd en
funcién de qué, cuando no es
explicito se realizan procedimientos
algebraicos o gréaficos para llegar a
formas “icénicas” o “sintacticas”
conocidas.

Representacion
tabular, algebraica,
grafica y verbal.

Identificacion de funciones
conocidas; principalmente se
usan las invariantes en el
reconocimiento de
expresiones algebraicas vy
para representar situaciones
de variacion.

Gréfica

La funcion puede representarse en
un gréafico cartesiano mediante una
curva.

En el eje horizontal se identifica el
dominio y en el vertical el rango.

El uso de rectas perpendiculares al
eje horizontal que no corten a mas
de un punto es una forma de
reconocer cuando es funcién.

Expresiones graficas
como rectas,
parabolas, a trozos y
otras no funciones
como hipérbolas.

Se usan las invariantes para
abordar el concepto de
funcién, en las situaciones de
variacion y en el estudio
analitico de las funciones.

La grafica permite identificar
propiedades de las funciones
como la continuidad, la
discontinuidad y en ocasiones
la inyectividad vy la
biyectividad.

Relacion de
dependencia

Una funcion es una relacion entre
cantidades de magnitudes variables.

Es necesario identificar las variables
independiente y dependiente.

Se enuncia
verbalmente la forma
como las variables

cambian de acuerdo
con la relacion.

Se establecen adecuadamente
las variables, la relacion de
dependencia y la forma como

varian  principalmente en
situaciones  de  contexto
geomeétrico.
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PROPUESTA DIDACTICA “EL CONCEPTO DE FUNCION A PARTIR DE LA
MODELACION MATEMATICA Y EL PENSAMIENTO VARIACIONAL”

La propuesta didactica planteada se estructura en dos momentos, para la determinacién de
la misma se tuvo en cuenta las consideraciones realizadas en los capitulos anteriores del trabajo;
por ejemplo, una de las conclusiones obtenidas al aplicar el cuestionario a estudiantes de séptimo
semestre de la Licenciatura en Matematicas; se observd que se tiene una concepcion estatica del
concepto; se presentan dificultades para solucionar y desenvolverse en situaciones sujetas al
cambio y a la variacién. Es por ello que en el primer momento se abordan situaciones para
conceptualizar las ideas de variables, parametros y constantes, en el segundo se plantean
actividades teniendo en cuenta ciertos periodos de la historia del concepto de funcion; al mismo
tiempo, se utilizara el potencial modelizador de las funciones para crear modelos de diferentes

contextos.

Se plantea una estructura general de organizacion que acoja aquellos elementos y que contribuya
a la ensefianza y aprendizaje del concepto de funcién, atendiendo a tres elementos, situaciones
gue le dan sentido al concepto de funcion (variacion, cambio y dependencia), invariantes (el
cambio en una de las variables determina un Unico cambio en las restantes), sistemas de
representacion, junto con ello se promueven el uso de las conversiones entre las

representaciones.

Vale la pena considerar que esta propuesta didactica va dirigida a los docentes, como una
alternativa para implementar en el aula en diferentes niveles de escolaridad y a los estudiantes,
que ya estén familiarizados con el concepto, para que puedan profundizar en el mismo y pongan

en juego diferentes elementos matematicos involucrados.
A continuacion se presentan los objetivos generales de las actividades de la propuesta didactica:

o Estudiar el concepto de variable a partir de distintas situaciones.

e Diferenciar las variables de las constantes, asi como la variable independiente de la
dependiente.

o ldentificar las constantes, parametros y variables (tanto independiente como dependiente)

involucrados en cada situacion.
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e Establecer los valores posibles que pueden asumir cada una de las variables y determinar las

relaciones de dependencias entre las variables.

e Establecer modelos que permitan verificar, predecir y solucionar de alguna manera la

situacion con alguna de las representaciones de la funcion (verbal, tabular, grafica y

simbolica-algebraica) u otras.

Por otra parte, es necesario contemplar la estructura de la propuesta didactica, la cual se presenta

en sequida:

Tabla 34. Estructura de la propuesta

La modelacion matematica y las funciones en el pensamiento variacional

Partes Sub partes Situaciones
e Secuencia de puntos
Situaciones verbales e Temperatura del agua
¢ Reproduccion de un microorganismo
t R
o . e Resorte
i i Situaciones experimentales
Situaciones P o Llenado de envases
previas
o - ¢ Rectangulo con area constante
Situaciones geometricas con el ¢ Rectangulo con perimetro constante
uso de tecnologia g . per
e Interseccion de la diagonal
. . ¢ Una secuencia de poligonos regulares
Busqueda de regularidades 1€ pollg reg
e Un conteo de tridngulos equilateros
Raz6n y proporcion o El trueque: una practica social y econémica entre
comunidades indigenas del Cauca
Representacion de relaciones ¢ Relacién entre un angulo y el lado de un tridngulo
2 funcionales (estilo Oresme)  Trabajando con una espiral
Situaciones

de desarrollo

Situaciones geométricas de
variacion (El uso de varias
representaciones de la funcion)

e Cuadrilatero inscrito en otro

e Area figura lado

e Area figura perimetro - Ventana-triangulo-area
o Caja sin tapa

e Automovil

¢ Rueda de Chicago

e Segmento-arco

Actividad complementaria

e Retomando las situaciones previas
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e Problema del crecimiento de la poblacién de una colmena
de abejas
e Planes de telefonia mévil

Otras situaciones en contextos no
geométricos

En el “Anexo 9: Expresiones algebraicas”. Se presentan algunas de las expresiones algebraicas

obtenidas al establecer relaciones de dependencia en las actividades planteadas.

5.1. Parte 1: Los conceptos de constante, variable y parametro

Se considera que el concepto de variable es de gran importancia para abordar el estudio de
la funcién, por ello, en este apartado se presentan actividades en las cuales se busca identificar las

variables de una situacion ya sea en el &mbito matematico o en situaciones de otras ciencias.

5.1.1. Situaciones verbales

Actividad 1: “Secuencia de puntos”

Tabla 35. Actividad 1

Propositos Enunciado

Se pretende que el estudiante identifique que las variables son | Se ha elaborado una secuencia de puntos
la posicion de la figura y el nimero de puntos que la conforma. | presentados en una posicién (n) establecida que
Por otro lado, se espera que el estudiante observe que en la | siguen cierta regularidad.

situacion, el nimero de puntos sigue cierta regularidad que

depende de la posicion, es decir, el rango no es el conjunto de o
los nimeros naturales. .

n=3

=2
. e e e
. e e ° ...

Preguntas orientadoras generales:

¢ Cuéntos puntos tendré la figura en la posicion 3?

¢Cuantos puntos tendra la figura en la posicién 5?

Intente construir una figura que siga la regularidad de la secuencia usando solamente 12 puntos, ¢qué observa?
Intente construir una figura que siga la regularidad de la secuencia usando solamente 26 puntos, ¢qué observa?
Intente construir una figura que siga la regularidad de la secuencia usando solamente 47 puntos, ¢qué observa?
¢En qué posicion esta la figura compuesta por 121 puntos?

Mencione cinco valores de la posicion, para cada uno, determine la cantidad de puntos que conforma la figura,
¢qué se tuvo en cuenta para realizar el ejercicio?

@00 oW
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Actividad 2: “Temperatura del agua”
Tabla 36. Actividad 2

Propositos

Enunciado

Se pretende que el estudiante identifigue que las
variables son el tiempo y la temperatura del agua, esta
Gltima, depende del tiempo transcurrido después de
abierta la llave del agua; por otro lado, se busca que el
estudiante identifique los posibles valores que pueden
asumir las variables para reconocer que cambian.

La temperatura del agua antes de abrir una
ducha de agua caliente es cercana a la
temperatura ambiente debido a que el agua ha
estado en los tubos. Una vez abierta la Ilave
de la ducha, un dispositivo puesto en ella,
eleva la temperatura del agua.

Preguntas orientadoras generales:
a
b.
c
d

agua que esta en los tubos?

. ¢Qué sucede con la temperatura del agua si no se abre la llave?

¢ Qué sucede con la temperatura del agua después de abierta la llave?

. ¢Latemperatura del agua en algun instante puede alcanzar los 100°C? Justifique su respuesta.

. Si se deja abierta la Ilave de la ducha durante cierto tiempo y luego se cierra, ¢qué sucede con la temperatura del

Actividad 3: “Propagacion de un microorganismo”

Tabla 37. Actividad 3

Propositos

Enunciado

Se pretende que el estudiante identifique que las variables
son el tiempo y la cantidad de microorganismos presentes en
el recipiente; esta ultima depende del tiempo. Se espera que
el estudiante observe que el nimero de microorganismos se
relaciona con la cantidad de reproducciones.

Un microorganismo se propaga por divisién simple
(se duplica), cada division toma 3 minutos para
completarse. Cuando ese microorganismo se pone en
un recipiente de vidrio con un fluido nutriente, el
recipiente estd lleno de microorganismos en una
hora.

Preguntas orientadoras generales:

a. ¢ Cuéntos microorganismos se tendran en el recipiente después de 6 minutos?

b. ¢ Cuéntos microorganismos se tendran en el recipiente después de 9 minutos?

c. ¢Cuanto tiempo debe transcurrir para que en el recipiente hayan 128 microorganismos?

d. ¢Se puede saber la cantidad de microorganismos presentes en el recipiente sin conocer los minutos que han

transcurrido? ¢por qué?

e. ¢Cuanto tiempo transcurre para que el recipiente esté Ileno con microorganismos hasta la mitad?
f. ¢Cudnto tiempo transcurre para que el recipiente esté lleno hasta la cuarta parte?
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5.1.2. Situaciones experimentales

Actividad 4: “Resorte”

Tabla 38. Actividad 4

Propdsitos

Enunciado

Recursos

objetos que se cuelgan de él,
ademas que observe que dichas
variables se pueden cuantificar.

AP

Se pretende que el estudiante | Se construye un soporte fijo al cual se sujeta un | Dos  resortes  de
identifique que las variables son la | resorte; de manera secuencial se colgara en el resorte | distinta elasticidad, un
longitud del resorte y la masa de los | unos objetos que tienen ciertos pesos.

soporte, un juego de
masas, cinta meétrica,
reglas, balanza.

el segundo resorte.

Preguntas orientadoras generales:

¢Cudl es la longitud inicial del resorte?

oo

en el item anterior?

1. Conteste las siguientes preguntas a partir de la experimentacion con el primer resorte:

¢Qué sucede con el resorte cuando se cuelga de este un objeto con una masa?
c. ¢Qué sucede con el resorte cuando se cuelgan dos o mas objetos, cada uno con igual masa del objeto tomado

Con los materiales anteriores se hace el montaje para realizar dos experimentos, uno con el primer resorte y otro con

d. ¢Se puede determinar la longitud alcanzada por el resorte (sin recurrir a la medicion) sin necesidad de conocer
la masa del objeto que cuelga de é1? ;c6mo?
2. Conteste las preguntas del numeral anterior, a partir de la experimentacion con el segundo resorte.

Actividad 5: “Llenado de envases”
Tabla 39. Actividad 5

Propositos

Enunciado

Recursos

Se pretende que el estudiante identifique en esta
situacion distintas variables, entre ellas, el
tiempo, la altura que alcanza el nivel del agua en
el envase, el volumen del agua en el envase; por
otra parte, se espera que los estudiantes observen
que hay algunas variables que se pueden
cuantificar (por ejemplo el tiempo y la altura).

A dos envases de almacenamiento de
agua de distinta forma, se les vierte
de manera constante la misma
cantidad de liquido hasta llenarlos.

Envases transparentes con
la forma de las figuras del
enunciado.
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Preguntas orientadoras generales: Con los materiales anteriores se hace el montaje para realizar dos experimentos,
uno con el primer envase y otro con el segundo.

1. Inicie la actividad con el envase que tiene la forma de la figura de la izquierda, recuerde que después de abrir la
Ilave, el agua fluye de manera constante. A partir de las observaciones realizadas, conteste:

¢Cuanto tiempo transcurre para que el envase esté lleno completamente (sin que el agua se deshorde)?

a.
b. ¢Qué cantidad de agua habréa en el envase al transcurrir la mitad del tiempo de llenado?

o

¢En qué momento la cantidad del agua alcanza la mitad de la altura del envase?

d. ¢Se puede determinar la cantidad de agua en el envase sin necesidad de conocer el tiempo que ha transcurrido?
¢por qué?

e. A medida que se va llenando el envase, ;qué ocurre con la altura del agua en el envase?

2. Conteste las preguntas del numeral anterior, a partir de la actividad de llenado del envase que tiene la forma de la
figura de la derecha.

5.1.3. Situaciones geométricas con el uso de tecnologia

Es importante mencionar algunas consideraciones referentes al concepto de magnitud, al
respecto, Guacaneme (2001) sefiala que se puede definir como el conjunto de las cantidades de
las cualidades comunes de los objetos de la misma naturaleza, junto con la operacion sumay la
relacion de orden. A partir de la consideracion presentada se plantea la siguiente tabla, en la cual
se hace alusion a las magnitudes geométricas, a saber:
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Tabla 40. Magnitudes geométricas

Objeto geométrico Cualidad del objeto Cantidad de cualidad (Magnitud) Medida
geométrico
Segmento
R Longitud Cantidad de longitud (distancia) m
—e
Cuadrado
= Superficie Cantidad de superficie (area) m?
Cubo
. Volumen Cantidad de volumen m3
Angulo Grados
e Amplitud angular Cantidad de Amplitud angular
yd Radianes

Actividad 6: “Rectangulo con area constante”
Tabla 41. Actividad 6

Propésitos Enunciado Recursos
Se pretende que el estudiante identifique que entre las | Un rectangulo mantiene la | Applet en
variables se encuentran la longitud del segmento AW (lado | misma area. GeoGebra
del rectangulo variable independiente) y el otro lado del “Actividad 6 (ver
rectangulo (dependiente), ademas el area del rectangulo que ; ; “Anexo 4: Applets
puede tomarse como una constante o un pardmetro. Por otro propuesta
lado, se busca que se observe la relacion de dependencia y didactica”)
el dominio de variacion de ambas variables. —_—

Preguntas orientadoras generales:

1. Exploracion del Applet:
a.  (Qué entiende por el enunciado “un rectdngulo mantiene la misma area”?
b. (Qué se puede mover libremente (puntos, segmentos, poligonos) en el Applet “Actividad 6”?
c. ¢Qué magnitudes o cantidades geométricas se encuentran en la construccion?
d. ¢A medida que se mueve el punto W qué magnitudes estan variando?
2. Conteste las siguientes preguntas:
a. ¢Qué sucede con la longitud de cada uno de los segmentos si no se mueve el punto W?
b. ¢Qué sucede con la longitud del perimetro del rectangulo si no se mueve el punto W?
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Actividad 7: “Rectangulo con perimetro constante ”
Tabla 42. Actividad 7

Propositos Enunciado Recursos

Se pretende que el estudiante identifique magnitudes | Un rectdngulo mantiene la | Applet en GeoGebra

variables como la longitud el segmento FH (independiente) | medida del perimetro. “Actividad 77 (ver
y el area del rectangulo (dependiente) y el perimetro del “Anexo 4. Applets
rectangulo, que puede tomarse como una constante 0 un [ propuesta didactica™)

parametro. Por otro lado, se busca que el estudiante
encuentre los valores que toma cada variable.

Preguntas orientadoras generales:

1. Exploracion del Applet:
(Qué entiende por el enunciado “un rectdngulo mantiene la medida del perimetro™?
(Qué se puede mover libremente (puntos, segmentos, poligonos) en el Applet “Actividad 77°?
¢ Qué magnitudes o cantidades geométricas se encuentran en la construccion?
. ¢A medida que se mueve el punto H qué magnitudes estan variando?
2. Conteste las siguientes preguntas:

a. ¢Qué sucede con la longitud de cada uno de los segmentos si no se mueve el punto H?

¢Qué sucede con el area del rectangulo si no se mueve el punto H?

oo ow

Actividad 8: “Interseccion de diagonal”
Tabla 43. Actividad 8

Propositos Enunciado Recursos

Se pretende que el estudiante identifique variables | Se tiene un rectangulo dividido en h filas | Applet en
como el valor de b (independiente) y el nimero de | y b columnas, en el cual se determinan m | GeoGebra
rectangulos  intersecados  por la  diagonal | rectangulos, de tal manera que m = hb. | “Actividad 8”

(dependientes) entre otras; en la situacion se puede | En dicha figura se traza una de las | (Anexo 4:
tomar el valor de h como una constante o un | diagonales del rectangulo. Applets
pardmetro. Por otro lado, se busca que el estudiante ) propuesta

observe que si se deja el valor de h fijo y el valor de b didactica)
variable, el nimero de rectangulos intersecados por la

diagonal depende del valor de b.

Preguntas orientadoras generales:

1. Exploracion del Applet:

¢ Qué se puede mover libremente (puntos, segmentos, poligonos) en el Applet?

¢ Qué magnitudes o cantidades geométricas se encuentran en la construccion?

¢A medida que se cambia el valor de b qué magnitudes o cantidades estan variando?
. ¢A medida que se cambia el valor de h qué magnitudes o cantidades estan variando?
2. Conteste las siguientes preguntas:

oo oo
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a. Si se tiene que h =2 y b toma cualquier ndmero natural mayor o igual que 1, ¢cuantos rectangulos se
determinan?, ¢ Qué pasa con el nimero de rectangulos que son cortados por la diagonal?

b. Si se tiene que h =3 y b toma cualquier nimero natural mayor o igual que 1, ;cuantos rectangulos se
determinan?, ;Qué pasa con el nimero de rectangulos que son cortados por la diagonal?

5.1.4. Actividad de conclusion

Tabla 44. Actividad de conclusién

La actividad de cierre y conclusién de este conjunto de situaciones se desarrolla en dos partes, en la primera se
aborda la identificacion de magnitudes y cantidades, mientras que en la segunda se puntualizan las ideas de variables
y constantes.

1. Identificacion de magnitudes y cantidades:

Use la tabla que se muestra en el ejemplo (ver “Anexo 5: Tabla identificacién de magnitudes y cantidades™) para
responder las siguientes preguntas:
¢ Qué cantidades o magnitudes no varian?
¢Qué cantidades o0 magnitudes varian?
(Qué valores pueden tomar cada una de las magnitudes mencionadas en el item “b”?
¢Los valores que toman cada una de las magnitudes mencionadas en el item b se pueden obtener de manera
directa, es decir, se pueden asignar libremente?

Ejemplo: "La cantidad de dinero recibida en una tienda de telas por la venta de lino, solo se vende por metros, cada
metro tiene un costo de $5000 "

aoc o

Magnitudes. o Magnitudes. o Valores que toma ¢Los valores de la cantidad o
Situacion cantidades que NO | cantidades que cada magnitud o magnitud se asignan libremente?
varian Sl varian cantidad.
Costo por unidad $5000 No, es un precio dado.
de metro de tela
1 Metros de tela | 1,2,3,4,5, ... Si
comprados
Dinero recibido | $5000, $10000, | No, depende de los metros de tela
$15000... comprados

= ...
2. Identificacion de variables y constantes:
Para finalizar este conjunto de actividades se hace necesario precisar lo siguiente:

a. Las magnitudes que no varian cuyo valor no se asigna libremente, sino que es dado, se llaman constantes.
b. Las magnitudes que no varian cuyo valor es fijo pero arbitrario, se llaman parametros.

c. Las magnitudes que si varian se llaman variables.

d. Las magnitudes o cantidades que varian libremente se llaman variables independientes.

e. Las magnitudes o cantidades que no varian libremente se llaman variables dependientes

De acuerdo con esta informacion y el trabajo realizado en cada una de las actividades complete la siguiente tabla (ver
“Anexo 6: Tabla identificacion de variables y constantes”)
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Situacioén Constantes Parametros Variable independiente Variable dependiente

5.2. Parte 2: Actividades de desarrollo

Teniendo en cuenta que el concepto de funcion es un objeto muy elaborado como consecuencia
de numerosas generalizaciones realizadas a través de una evolucion de mas de 2000 afios, se ha
organizado la segunda parte de la propuesta teniendo en cuenta algunos aspectos de la evolucién

histérica del mismo.
5.2.1. Busqueda de regularidades en situaciones de variacion

En esta seccidén se abordan ciertas actividades que de alguna manera se sustentan con los
primeros estudios que dieron el origen al concepto de funcidn, es decir, la busqueda de regularidades

presentes en situaciones numeéricas y geometricas.
Recursos: Applets en GeoGebra (ver “Anexo 4: Applets propuesta didactica”) en las dos actividades,

papel y lapiz.

Actividad 9: “Una secuencia de poligonos regulares”
Tabla 45. Actividad 9

Introduccion

Los poligonos regulares tienen propiedades (congruencia de lados y &ngulos) que conducen a la realizacion de
procesos de generalizacion; en ese sentido, se plantea una situacion en la cual se pretende observar las regularidades
encontradas cuando se construyen figuras compuestas por varios poligonos regulares ordenados consecutivamente,
cada uno de los poligonos, excepto los ubicados en los extremos, comparte un lado con el poligono anterior y otro
lado con el siguiente.

Propositos

Se busca que los estudiantes realicen en primera instancia la exploracion del Applet para identificar la manera como
se determina la figura y la cantidad de segmentos, puntos y poligonos que la conforma; a partir de ello, se deben
establecer las variables. En este caso el nimero de poligonos es la variable independiente y las variables
dependientes pueden ser, el nimero de segmentos que conforma la figura, el nimero de segmentos interiores o
exteriores, entre otros. Se privilegia el uso de la representacion tabular y algebraica para describir las relaciones de
dependencia.
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Enunciado m
Se ha determinado una secuencia de poligonos, cada uno de ellos, excepto

los ubicados en los extremos, comparte un lado con el poligono anterior, y

otro lado con el siguiente; lo anterior puede ser observado en el Applet de la

actividad.

Preguntas orientadoras generales:
Se recomienda responder cada uno de los interrogantes en el orden planteado

1. Realice una exploracion en el Applet “Actividad 9” de GeoGebra, de acuerdo con ello:
Mencione qué valores pueden modificarse
¢A qué corresponden dichos valores?
Describa qué figuras se obtienen al cambiar los valores del item “a”
(La forma de las figuras obtenidas en el item “b” se modifican si la figura inicial cambia de tamafio? ;Cémo se
puede corroborar?
2. A partir de las observaciones realizadas en el punto anterior responda lo siguiente:
¢Qué valores son constantes?, ;cuales son parametros?
Escriba todas las variables que se pueden establecer en la situacion.
Determine la variable independiente
¢Qué valores puede tomar la variable independiente?
Determine las variables dependientes
¢ Qué valores pueden tomar cada una de las variables dependientes?
3. Abordando relaciones de dependencia:
a. ¢Se puede establecer alguna relacion de dependencia? Enumere cada una de ellas
b. Escoja una de las relaciones de dependencia enumeradas en el item anterior, a partir de ella, complete la
siguiente tabla, escriba los valores de la variable independiente y la variable dependiente

oo o

o o0 OCw

c. ¢Qué sucede con los valores de la variable dependiente cuando varian los valores de la variable independiente?

d. Es posible encontrar una expresion general que permita determinar cualquier valor de la variable dependiente.
¢ Cuél es esta expresion?

4. Verificacion:

a. Verifique que la expresion resultante es correcta, dandole algunos de los valores de la tabla realizada en el item
“Sb”

b. Verifique que la expresion resultante es correcta para cualquier valor de la variable independiente, para facilitar
este ejercicio, utilice la opcion “Verificacion'’ del Applet para comparar los resultados obtenidos

17 para observar los valores de verificacion digite el niimero 9 en la opcion “Valor”, esta opcion se establece para
que el docente les brinde a los estudiantes dicho nimero después de que ellos hayan realizado las actividades
anteriores.
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Actividad 10: “Un conteo de triangulos equilateros*®
Tabla 46. Actividad 10

Introduccion

En las Ultimas décadas en el campo de las Matematicas se ha desarrollado la teoria de la geometria fractal, en la cual
se destacan dos elementos importantes: la “iteracion” y “auto-semejanza”. Se presenta una situacion en la cual se
construye un fractal a partir de un triangulo equilétero, se puede observar la construccion del mismo de acuerdo con
el nimero de iteraciones realizadas, por lo cual, se pueden establecer ciertas relaciones de variacién y dependencia.

Propésitos

Se busca que los estudiantes realicen en primera instancia la exploracion del Applet para identificar la manera como
se determina la figura; a partir de ello, se deben establecer las variables. En este caso el nimero de la iteracion es la
variable independiente, de esta dependen el nimero de triangulos total obtenidos, el nimero de triangulos de cierto
color y las partes en las cuales se divide cada segmento del triangulo inicial. Se privilegia el uso de la representacion
tabular y algebraica para describir las relaciones de dependencia.

Enunciado: Un fractal es el producto de la iteracion o ' .
repeticion de un proceso geométrico elemental que da lugar a

una estructura final extraordinaria, en esta, cada porcion del

objeto tiene la informacion necesaria para reproducirlo C
completamente. Parte del proceso de construccion de un fractal ‘

puede ser observado en el Applet de la actividad. ) \ ¢ \

Preguntas orientadoras generales:

Se recomienda responder cada uno de los interrogantes en el orden presentado.

19 “jteracion”,

1. Realice la exploracion en el Applet “Actividad 10” de GeoGebra con cada una de las herramientas
de acuerdo con ello:
a. Describa qué figura se genera con cada una de las herramientas “iteracion”
b. ¢La forma de las figuras obtenidas en el item anterior se modifican si la figura inicial cambia de tamafio? ¢;por
qué?
2. A partir de las observaciones realizadas en el numeral anterior conteste lo siguiente:
Escriba todas las variables que se pueden establecer en la situacion
Determine la variable independiente
¢Qué valores puede tomar la variable independiente?
Determine las variables dependientes
. ¢Qué valores pueden tomar cada una de las variables dependientes?
3. Abordando relaciones de dependencia:
a. ¢Se puede establecer alguna relacion de dependencia? Enumere cada una de ellas
b. Escoja una de las relaciones de dependencia enumeradas en el item anterior, a partir de ella, completa la tabla
siguiente escribiendo las variables tomadas

o

© 00

18 Actividad basada en Jaimes (2012, p.44)
19 Una herramienta es un comando que se crea para realizar unas construcciones particulares.
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c. ¢Qué sucede con los valores que asume la variable dependiente cuando varian los valores de la variable
independiente?
d. Es posible encontrar una expresién general que permita determinar cualquier valor de la variable dependiente.
¢ Cual es esta expresion?
4. Verificacion:
a. Verifique que la expresion resultante es correcta con varios ejemplos particulares, utilice la tabla realizada en el
item “b”

5.2.2. Razbny proporcién

Se presenta una actividad en la cual se tiene la posibilidad de resolver problemas con el uso de
razones y proporciones; si bien, no se sigue fielmente el desarrollo geométrico que realizaron los
griegos, se plantea esta actividad para seguir la secuencia de desarrollo histérico del concepto de
funcion, se debe sefialar que en la actividad se da por superado uno de los obstaculos
epistemoldgicos que se tuvo en la edad antigua, esto es, el no poder comparar mediante razones y

proporciones magnitudes de distinta naturaleza.

Actividad 11: “El trueque: una préactica social y econdmica entre comunidades indigenas del
Cauca®®”

Tabla 47. Actividad 11

Introduccién

Desde tiempos inmemorables el ser humano ha tenido la necesidad de cambiar aquellos objetos que poseia y no
necesitaba por otros objetos que realmente necesitaba, dicha actividad comercial en la cual no hay dinero
involucrado se denomind trueque. Para lograr que las relaciones comerciales fueran de beneficio para las partes
involucradas, se requirio establecer patrones para medir los productos que se intercambian.

Propositos

Se busca que los estudiantes interpreten la informacion de un contexto real, de tal manera que se puedan
encontrar expresiones para comparar las cantidades de productos que guardan relacion de proporcionalidad. En
esta actividad se privilegia el uso de la representacién tabular y la simbolica (ya sea mediante razones y
proporciones o algebraica) para describir las relaciones de dependencia.

20 | 3 informacién que se presenta en esta situacion es tomada de: “El Trueque en el Cauca: ¢Es un Sistema
Alternativo Frente a las Politicas de Globalizacién? (...) “. Olga Cadena y Sandra Mufioz. Disponible en
http://www.unicauca.edu.co/porik_an/imagenes_3noanteriores/No.12porikan/articulo4.pdf

88



Enunciado

Las précticas del trueque se han empezado a desarrollar regionalmente en las comunidades indigenas del
departamento del Cauca desde Octubre del 2003 en el municipio de Alto del Rey; estas practicas son de alta
complejidad por cuestiones de la siembra, el cultivo de los productos y los desplazamientos a los puntos de
encuentro; sin embargo, uno de los problemas méas complejos a solucionar es la determinacién de la medida de
cambio general de los intercambios, debido a que debe ser reconocida socialmente por todos los participantes.

A continuacidn se presentan algunos de los ejemplos de las medidas determinadas por los pueblos indigenas del

Cauca:

Tipo de producto Cantidad Tipo de producto por el que se Cantidad recibida en el
que se ofrece ofrecida intercambia intercambio
Papa L pulto Platano verde, café tostado, 4 racimos grandes, 1 libra, 3
2 Naranjas, Limones, aguacates | docenas, 2 bolsas, 7 unidades
Papa 2 bultos Panela 2 arrobas y media
Cebolla larga 5 atados Platano maduro 3 racimos
Ajo 9 bolsas Banano 2 racimos y medio
Leche 1 litro Platano 1 caja
Platano 1 racimo Papa 1 arroba
Panela 2 libras Papa 2 arrobas
Coliflor 2 unidades Platano 1 racimo
Cilantro 3 atados Yucas 2 unidades
Pifa 2 unidades Fresas 1 bolsa
Fresas 10 bolsas Yuca 5 unidades
Queso 1 libra Papa 2 bolsas
Aguacate 2 docenas Yuca 5 unidades
Jabon de coco 1 barra Naranjas 12 unidades
Barras de manteca 3 unidades Yuca 3 unidades
Camisa para 1 prenda Platano verde, Panela 1 racimo, 1 grande (10
hombre arrobas)




Preguntas orientadoras generales:

1. De acuerdo con la informacion presentada en la tabla anterior, conteste:
a. Una persona se encarga de elaborar camisas para hombre, si desea intercambiar 8 camisas ¢Qué cantidad
de papa le daran?
b. Si desea intercambiar 36 camisas ¢Qué cantidad de papa le daran?
c. Es posible encontrar una expresion general que permita determinar la cantidad de papa que le daran a la
persona si tiene disponibles m camisas para el trueque. ¢ Cudl es esta expresion?
d. ¢Qué variables se encuentran en la situacién anterior?
¢ Qué relaciones de dependencia se pueden establecer?
f. Establezca una tabla que relacione la cantidad de camisas para hombre que se intercambian por cierta
cantidad de papa
g. Establezca una expresion que relacione de manera general la cantidad de camisas para hombre con la
cantidad de papa
2. Establezca una expresion que relacione de manera general la cantidad de coliflor con la cantidad de naranjas
3. Escoja dos productos que se relacionen, establezca la expresion general relacion de dependencia
4. Intercambie los resultados obtenidos con los comparieros para verificar y comparar las respuestas

g

5.2.3. Uso de figuras para representar relaciones de dependencia

En esta parte, se realizaran ciertas actividades en las cuales se pretende asociar la busqueda de
regularidades con la obtencién de representaciones graficas de magnitudes cuantitativas numéricas o
cuantitativas no numeéricas, se privilegia el uso de representaciones como las desarrolladas por

Oresme (en el “Anexo 17, p. 113 se incluyen algunas de las graficas propuestas por Oresme).

Recursos: Applets en GeoGebra (ver “Anexo 4: Applets propuesta didactica) en las dos actividades,

papel y lapiz.

Actividad 12: “Relacion entre un angulo y el lado de un triangulo™

Tabla 48. Actividad 12

Introduccién

Se presenta una situacion en la cual a partir de dos segmentos se pueden determinar ciertos triangulos, al variar
el angulo que forman dichos segmentos; es posible establecer varias relaciones de dependencia en funcion del
angulo formado por los segmentos dados.

Propdsitos

Se busca que los estudiantes a partir de la exploracion del Applet, identifiquen la variable amplitud del angulo
(independiente) y las variables longitud del tercer lado y area del triangulo, entre otras (dependientes). En la
situacion también se pueden observar los pardmetros (longitud de los segmentos iniciales) y representar la
relacion de dependencia graficamente, para ello, se tiene la posibilidad de replicar una figura que se asemeja a
la planteada por Oresme para representar relaciones de dependencia cualitativamente.

90



Preguntas orientadoras generales:

1. Actividad con papel y lapiz:
a. Dibujar en una hoja de papel dos segmentos.
b. ¢Cuéntos tridngulos se pueden construir de tal manera que dos de sus lados tengan la misma medida de los
segmentos del item anterior?
¢ Qué tipo de triangulo resulta? Clasifiquelo de acuerdo a sus lados y a sus angulos
. Con la medida de los segmentos construidos en el item “a”, construya varios tridngulos
2. ACtIV1dad con el uso de tecnologia (Applet “Actividad 12”)
Realice una exploracion de los elementos del Applet.
Escriba las variables que se pueden establecer en la situacion.
Determine la variable independiente
¢ Qué valores puede tomar la variable independiente?
Determine las variables dependientes
¢ Qué valores pueden tomar las variables dependientes?
3. Abordando relaciones de dependencia:
a. ¢Se puede establecer alguna relacion de dependencia? Enumere cada una de ellas.
b. Escoja una de las relaciones de dependencia enumeradas en el item anterior, a partir de ella, establezca
una grafica o un dibujo que represente dicha relacion
4. Verificacion:
a. Intercambie los resultados de las graficas obtenidas en el item anterior con los compafieros para verificar
y comparar las respuestas
b. Verificacion de la representacion grafica con el uso del Applet

Q0

000 oT®

Actividad 13: “Trabajando con una espiral”
Tabla 49. Actividad 13

Introduccion

Teodoro de Cirene filésofo y matemético de pensamiento pitagérico a partir de la construcciéon de tridngulos
rectangulos consecutivos logré determinar la espiral que Ileva su nombre, en la cual, las diagonales de los triangulos
construidos representan la medida de ciertas raices cuadradas de nimeros naturales. Se ha construido un Applet en el
cual se puede replicar la construccion de la espiral de manera secuencial mediante el uso de una herramienta
denominada Iteracion-Espiral; interesa estudiar las relaciones de dependencia que se encuentra en dicha situacion.

Propésitos

Se busca que los estudiantes a partir de la exploracién del Applet logren identificar la variable iteracion
(independiente) y las variables (dependientes) longitud del segmento obtenido de la iteracién, area de triangulos,
entre otras. En la situacion también se puede observar el parametro (longitud del segmento inicial) y representar la
relacion de dependencia graficamente, para ello, se tiene la posibilidad de replicar una construccién en el Applet para
representar relaciones de dependencia cualitativamente. En particular, interesa encontrar un modelo que represente la
variacion de la longitud de la hipotenusa de los triangulos construidos de acuerdo con el nimero de la iteracion
llevada a cabo.

2L Enel Applet al seleccionar esta opcion “Grafica”, y digitar el numeral de la actividad “12” en la casilla “Valor”
aparece una representacién grafica que relaciona la amplitud del &ngulo con la longitud del tercer lado del triangulo
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Preguntas orientadoras generales:

1. Actividad con el uso de tecnologia (Applet “Actividad 13”):
Realice una exploracién de los elementos del Applet
Escriba todas las variables que se pueden establecer en la situacion.
Determine la variable independiente
¢ Qué valores puede tomar la variable independiente?
Determine las variables dependientes
¢ Qué valores pueden tomar las variables dependientes?
2. Abordando relaciones de dependencia:
a. ¢Se puede establecer alguna relacion de dependencia? Enumere cada una de ellas
b. Escoja una de las relaciones de dependencia enumeradas en el item anterior, a partir de ella, establezca un
dibujo que represente dicha relacion
3. Verificacion:
a. Intercambie los resultados de las gréaficas obtenidas en el item anterior con los compafieros para verificar y
comparar las respuestas.
b. Verificacion de la representacion grafica con el uso del Applet?

o o0 oW

5.2.4. Situaciones geométricas de variacion (el uso de varias representaciones de la

funcidn)

En esta parte de la propuesta se plantean una serie de actividades geomeétricas en el plano o en
el espacio; se busca observar la variacion de algunas magnitudes o cantidades (longitud y nimero de
lados, érea,...) que dependen de otras. Se presentan situaciones de modelacion geométrica en las
cuales se busca identificar elementos de la funcién tales como variables, dominio, rango, la
construccion del modelo que representa la relacion de dependencia y las representaciones posibles de

la funcién.

Recursos: Applets en GeoGebra (ver “Anexo 4: Applets propuesta didactica™) en las siete

actividades, papel y lapiz.

22 En el Applet al seleccionar esta opcion “Grafica”, y digitar el nimero “33” en la casilla “Valor” aparece una
representacion grafica que relaciona la variacion de los segmentos de la espiral en funcién del nimero de la iteracion.
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Actividad 14: “Cuadrilatero inscrito”

Tabla 50. Actividad 14

Introduccion

Los poligonos regulares tienen propiedades (congruencia de lados y angulos) que conducen a la realizacion de
procesos de generalizacién; en este caso se estudiara las diferentes relaciones de dependencia encontradas a partir del
andlisis de una situacion de variacion de un cuadrilatero inscrito en otro.

Propésitos: Se busca que los estudiantes a partir de la exploracion del Applet logren identificar las variables que se
relacionan con longitudes de segmentos, areas de figuras geométricas (entre ellas el cuadrado inscrito) y amplitudes
angulares; por otro lado, se pretende identificar, establecer y representar varias relaciones de dependencia, por
ejemplo el &rea de un cuadrilatero inscrito en otro. En esta actividad se privilegia el uso de la representacion verbal,
gréafica y algebraica para describir las relaciones de dependencia.

Enunciado: Se realiza la construccién del cuadrilatero EFGH
inscrito en otro, la longitud del lado del cuadrilatero ABCD es 10
unidades.

Preguntas orientadoras generales:

1. Actividad con el uso de tecnologia (Applet “Actividad 14”):
Realice una exploracion de los elementos del Applet
¢ Qué partes de la figura se pueden mover?
Escriba las constantes o los pardametros de la situacion
Escriba todas las variables que se pueden establecer en la situacién
Determine la variable independiente y los valores que puede tomar
. Determine las variables dependientes y los valores que pueden tomar
2. Abordando relaciones de dependencia:
a. ¢Qué variables encontradas en la construccion, se pueden relacionar? Y ;Qué variables dependen de otra?
Enumere cada una de ellas
3. Escoja una de las relaciones de dependencia enumeradas en el item anterior, a partir de ella:
a. Escriba que sucede con los valores de la variable dependiente cuando varian los valores de la variable
independiente
b. Establezca un dibujo o un esbozo que represente la relacién de dependencia escogida (use el plano de
coordenadas cartesianas)
c. Encuentre una expresidn algebraica que represente la variacién anterior
4. Verificacion:
a. Intercambie los resultados obtenidos en el numeral anterior con los comparfieros para verificar y comparar las
respuestas
b. Los estudiantes pueden verificar sus respuestas en el Applet
i.  Verificacion de la representacion grafica obtenida con el uso del Applet®
ii.  Verificacion de la expresion algebraica obtenida con el uso del Applet?*

~® Q0 Tp

23 En el Applet al seleccionar la opcidn “vista grafica 2” se puede escoger y observar unos puntos que al darle la
opciodn traza describe la gréafica de algunas relaciones de dependencias (entre ellas el area del cuadrado inscrito).
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5. Generalizacion:

a. A partir del trabajo realizado anteriormente, aborde la situacion al considerar que el nimero de lados de los

poligonos regulares es 52°

b. Intente generalizar la relacion de dependencia escogida cuando se consideran poligonos con cualquier nimero

de lados?®

Actividad 15y 16: “Area figura lado” y

“Area figura perimetro”

En vista de que la actividad 15 y 16 tienen mucha similitud y ambas se desarrollan de la misma

manera se organizan en una misma tabla.

Tabla 51. Actividad 15y 16

Actividad 15

Introduccion

Se presenta una situacion en la cual a partir de
una cuerda (segmento) se determinan dos
figuras geométricas (poligonos regulares); se
cumple que la suma de las medidas de sus
perimetros es igual a la medida de la longitud

Propdsitos

Se pretende que los estudiantes a partir de la exploracion del Applet
identifiquen las variables, determinen las relaciones de dependencia
y realicen las representaciones (y conversiones) verbales, gréfica y
algebraicas que describen la variacion en la relacién de
dependencia, teniendo en cuenta el dominio y rango de las mismas.

del alambre dado. En este caso la variable independiente es la longitud del segmento
MF vy entre las variables dependientes se encuentran las areas y los

perimetros de las figuras.

b

Enunciado e TSNS . —
" N
Una cuerda de a cm de longitud se corta en L Lado del cuadrado

dos partes. Una de ellas se dobla para formar
un cuadrado y con la otra se forma un
triangulo equilatero.

P
. o Lado del tridngulo

z

A :

D H w K

Actividad 16

24 Al igual que en la verificacion grafica, se tiene la posibilidad de verificar si la expresién obtenida representa la
relacion de dependencia; se selecciona la “vista grafica 2” y se digita en la casilla de entrada la expresion obtenida,
si la gréfica de esta expresidn coincide con los respectivos puntos se verificar que la expresion es correcta.

9995

25 En el “Anexo 7: Generalizacion de la situacion “poligono regular inscrito en otro con el mismo namero de lados
se desarrolla la situacion para un pentagono regular; esta es una parte de los resultados presentados en una ponencia
en el VI congreso de formacidn y modelacién en ciencias basicas, realizado del 7 al 9 de mayo del 2014, en la
Universidad de Medellin-Colombia.

% En el “Anexo 8: se presentan dos tablas en las cuales se muestra los resultados de la generalizacion de las
expresiones algebraicas de la situacion
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Introduccion Propositos

Se presenta una situacion en la cual a partir de | Se pretende que los estudiantes a partir de la exploracion del Applet

una cuerda (segmento) se determinan dos | identifiquen las variables, determinen las relaciones de dependencia

figuras geométricas (poligonos regulares); se | y realicen las representaciones (y conversiones) verbales, gréfica y

cumple que la suma de las medidas de sus | algebraicas que describen la variacion en la relacion de

perimetros es igual a la medida de la longitud | dependencia, teniendo en cuenta el dominio y rango de las mismas.

de la cuerda dada. En este caso la variable independiente es la longitud del segmento
MF vy entre las variables dependientes se encuentran las areas y los
perimetros de las figuras.

Enunciado e . - .
. - Periy del

Una cuerda de a cm de longitud se corta en : L

dos partes. Una de ellas se dobla para formar : 2

un cuadrado y con la otra se forma un

triangulo equilatero. o T .

Preguntas orientadoras generales:

1. Actividad con el uso de tecnologia (Applet “Actividad 15”):
Realice una exploracion de los elementos del Applet
¢ Qué partes de la figura se pueden mover?
Escriba las constantes o los parametros de la situacion
Escriba todas las variables que se pueden establecer en la situacion
Determine la variable independiente y los valores que puede tomar
Determine las variables dependientes y los valores que pueden tomar
2. Abordando relaciones de dependencia:
a. ¢Qué variables encontradas en la construccidn, se pueden relacionar? Y ;Qué variables dependen de otra?
Enumere cada una de ellas
3. Escoja unade las relaciones de dependencia enumeradas en el item anterior, a partir de ella:
a. Escriba que sucede con los valores de la variable dependiente cuando varian los valores de la variable
independiente
b. Establezca un dibujo o un esbozo que represente la relacion de dependencia escogida
c.  Encuentre una expresion algebraica que represente la variacion anterior
4.  Verificacion:
a. Intercambie los resultados de las gréficas obtenidas en el item anterior con los compafieros para verificar y
comparar las respuestas
b. Los estudiantes pueden verificar sus respuestas en el Applet, es importante que este ejercicio se realice al
finalizar los anteriores
i.  Verificacion de la representacion grafica obtenida con el uso del Applet?’
ii.  Verificacion de la expresion algebraica obtenida con el uso del Applet?®
5. Resuelva las mismas preguntas anteriores para el Applet “Actividad 16”

o oo0ooCw

2T Enel Applet al seleccionar la “vista grafica 2” se muestra la representacion gréfica de diferentes relaciones de
dependencia. Esto se puede realizar en ambas actividades (15 y 16).

28 Al seleccionar la “vista grafica 2” y digitar en la casilla de entrada la expresién algebraica obtenida, se puede
verificar que la expresion es correcta. Esto se puede realizar en ambas actividades (15 y 16).
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Se debe destacar que en todos los Applets siguientes se puede verificar o comprobar algunos
resultados en la “vista grafica 2” en GeoGebra, es por ello, que solo se dejara expresada la

indicacion de “verificar los resultados”.

Actividad 17: “Ventana”

Tabla 52. Actividad 17

Introduccion

Se presenta una situacion en la cual se analiza la variacion de las dimensiones de una ventana, se ha dado la longitud
del perimetro exterior de la misma.

Propositos

Se pretende que los estudiantes a partir de la exploracion del Applet identifiquen las variables, determinen las
relaciones de dependencia y realicen las representaciones (y conversiones) verbales, graficas y algebraicas que
describen la variacion, teniendo en cuenta el dominio y rango de las mismas. En este caso la variable independiente
es la longitud del segmento AE y entre las variables dependientes, se encuentran las areas y los perimetros de las
figuras como la del rectangulo y la del triangulo o la del pentagono completo, entre otras.

Enunciado d !

»>

Una ventana inglesa tiene la forma de rectangulo
coronado con un triangulo equiléatero. Es necesario tener A\

en cuenta que el perimetro de la ventana es m?2°. 4 \

Preguntas orientadoras generales:

1. Actividad con el uso de tecnologia (Applet “Actividad 17”):
Realice una exploracion de los elementos del Applet
¢ Qué partes de la figura se pueden mover?
Escriba las constantes o los parametros de la situacion
Escriba todas las variables que se pueden establecer en la situacion
Determine la variable independiente y los valores que puede tomar
Determine las variables dependientes y los valores que pueden tomar
2. Abordando relaciones de dependencia:
a. ¢Qué variables encontradas en la construccidn, se pueden relacionar? Y ;Qué variables dependen de otra?
Enumere cada una de ellas
3. Escoja una de las relaciones de dependencia enumeradas en el item anterior, a partir de ella:
a. Escriba que sucede con los valores de la variable dependiente cuando varian los valores de la variable
independiente
b. Establezca un dibujo o un esbozo que represente la relacion de dependencia escogida
c.  Encuentre una expresion algebraica que represente la variacion anterior

o o0 OCw

29 El término perimetro hace referencia a la suma de la medida de los lados exteriores de la ventana.
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4.  Verificacion:
a. Intercambie los resultados de las gréficas obtenidas en el item anterior con los compafieros para verificar y
comparar las respuestas
b. Los estudiantes pueden verificar sus respuestas en el Applet, es importante que este ejercicio se realice al
finalizar los anteriores
i.  Verificacion de la representacién grafica obtenida con el uso del Applet
ii.  Verificacién de la expresién algebraica obtenida con el uso del Applet

Actividad 18: “Caja sin tapa”
Tabla 53. Actividad 18

Introduccion

El problema de la optimizacion del volumen de una caja construida a partir de un pedazo de carton es uno de los
gjercicios que se presenta en un gran ndmero de libros de texto de calculo; asi, en muchos casos se inicia la
aplicacion de la derivada en la resolucion de problemas; ahora bien, en dicha situacion se pueden abordar un buen
namero de relaciones de dependencia.

Propésitos

Se pretende que los estudiantes a partir de la exploracion del Applet identifiquen las variables, determinen las
relaciones de dependencia y realicen las representaciones (y conversiones) verbales, graficas y algebraicas que
describen la variacion, teniendo en cuenta el dominio y rango de las mismas. En este caso la variable independiente
es la longitud del segmento JX y entre las variables dependientes se encuentran el volumen, las areas y los
perimetros de las figuras que conforman la caja.

Enunciado T
Se ha de construir una caja sin tapa, a partir de un trozo 4 /
o0

7 - - . [] Q
rectangular de cartén con ciertas dimensiones, cortando ¥ S
cuadrados de igual lado en cada esquina y luego .
doblando hacia arriba los lados. . W ¥

Preguntas orientadoras generales:

1. Actividad con el uso de tecnologia (Applet “Actividad 18”):
Realice una exploracion de los elementos del Applet
¢ Qué partes de la figura se pueden mover?
Escriba las constantes o los parametros de la situacion
Escriba todas las variables que se pueden establecer en la situacion
Determine la variable independiente y los valores que puede tomar
. Determine las variables dependientes y los valores que pueden tomar
2. Abordando relaciones de dependencia:
a. ¢Qué variables encontradas en la construccion, se pueden relacionar? Y ;Qué variables dependen de otra?
Enumere cada una de ellas
3. Escoja una de las relaciones de dependencia enumeradas en el item anterior, a partir de ella:
a. Escriba que sucede con los valores de la variable dependiente cuando varian los valores de la variable
independiente
b. Establezca un dibujo o un eshbozo que represente la relacion de dependencia escogida
¢. Encuentre una expresién algebraica que represente la variacién anterior
4. Verificacion:
a. Intercambie los resultados de las graficas obtenidas en el item anterior con los compafieros para verificar y

®oo0 o

=h
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comparar las respuestas
b. Los estudiantes pueden verificar sus respuestas en el Applet, es importante que este ejercicio se realice al
finalizar los anteriores
i.  Verificacion de la representacion gréfica obtenida con el uso del Applet
ii.  Verificacién de la expresion algebraica obtenida con el uso del Applet

Actividad 19: “Automovil ”
Tabla 54. Actividad 19

Introduccion

Se presenta una situacion de variacion particular concerniente al recorrido hecho por un movil.

Propositos

Se pretende que los estudiantes a partir de la exploracion del Applet identifiquen las variables, determinen las
relaciones de dependencia y realicen las representaciones (y conversiones) verbales, graficas y algebraicas que
describen la variacion en las relaciones de dependencia, teniendo en cuenta el dominio y rango de las mismas. En
este caso la variable independiente es la distancia recorrida por el mévil y entre las variables dependientes se
encuentran la distancia AX, la distancia AW vy la distancia WX.

2004

EnunCiadO &/ comandos

Suponga que un movil se mueve desde un punto A hasta un
punto D, este solo puede desplazarse por las vias de manera B
horizontal y vertical. Desparr it R

° ® 1004
Animacion
L

50 100 160 200 250

Preguntas orientadoras generales:

1. Actividad con el uso de tecnologia (Applet “Actividad 19”):
Realice una exploracién de los elementos del Applet
¢ Qué partes de la figura se pueden mover?
Escriba las constantes o los pardmetros de la situacion
Determine la variable independiente y establezca el dominio
. Determine la variable dependiente y establezca el rango
2. Abordando relaciones de dependencia®:
a. ¢Qué variables encontradas en la construccion, se pueden relacionar? Y ¢Qué variables dependen de otra?
Enumere cada una de ellas
3. Escoja una de las relaciones de dependencia enumeradas en el item anterior, a partir de ella:
a. Escriba que sucede con los valores de la variable dependiente cuando varian los valores de la variable
independiente
b. Establezca un dibujo o un esbozo que represente la relacion de dependencia escogida

coooe

30 Una de las relaciones de dependencia es la siguiente; dado el punto de partida A, y X la posicion del mévil después
de recorrer cierta distancia; se establece la relacion que representa la distancia Euclidiana (distancia usual) del
segmento AX con relacion al recorrido hecho.

98




¢. Encuentre una expresién algebraica que represente la variacién anterior
4. Verificacion:
a. Intercambie los resultados de las gréficas obtenidas en el item anterior con los compafieros para verificar y
comparar las respuestas
b. Los estudiantes pueden verificar sus respuestas en el Applet, es importante que este ejercicio se realice al
finalizar los anteriores

i.  Verificacidn de la representacion grafica obtenida con el uso del Applet
ii.  Verificacion de la expresion algebraica obtenida con el uso del Applet

Actividad 20: “Rueda de Milenium”
Tabla 55. Actividad 20

Introduccion

La “Rueda Milenium” es la atraccion emblema del parque de diversiones “Salitre magico”, esta es una rueda
panoramica de 46 metros de altura (aproximadamente), tiene 40 géndolas y gira sobre su eje.

Propositos

Se pretende que los estudiantes a partir de la exploracion del Applet identifiquen las variables, determinen las
relaciones de dependencia y realicen las representaciones (y conversiones) verbales, graficas y algebraicas que
describen la variacién en las relaciones de dependencia, teniendo en cuenta el dominio y rango de las mismas. En
este caso la variable independiente es la longitud del arco OF y entre las variables dependientes se encuentran las
alturas de ciertas partes de una de las géndolas (en particular la coordenada en y de los puntos F y E,,).

Recursos: Applets en GeoGebra, papel y lapiz

Enunciado

Se sabe que cierta rueda de Millenium tiene una altura méaxima y
minima. Suponga que la rueda da una vuelta cada “t” segundos una
vez alcanza la velocidad méaxima permitida por los parametros de
seguridad.

Preguntas orientadoras generales:

1. Actividad con el uso de tecnologia (Applet “Actividad 217):
Realice una exploracion de los elementos del Applet
¢ Qué partes de la figura se pueden mover?
Escriba las constantes o los parametros de la situacion
Escriba todas las variables que se pueden establecer en la situacion
Determine la variable independiente y los valores que puede tomar
. Determine las variables dependientes y los valores que pueden tomar
2. Abordando relaciones de dependencia:

a. ¢Qué variables encontradas en la construccion, se pueden relacionar? Y ;Qué variables dependen de otra?

Enumere cada una de ellas
3. Escoja una de las relaciones de dependencia enumeradas en el item anterior, a partir de ella:
a. Escriba que sucede con los valores de la variable dependiente cuando varian los valores de la variable
independiente.

000 CT®
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b. Establezca un dibujo o un esbozo que represente la relacion de dependencia escogida
c. Encuentre una expresion algebraica que represente la variacion anterior
4. Verificacion:
a. Intercambie los resultados de las gréficas obtenidas en el item anterior con los compafieros para verificar y
comparar las respuestas
b. Los estudiantes pueden verificar sus respuestas en el Applet, es importante que este ejercicio se realice al
finalizar los anteriores

i.  Verificacion de la representacion grafica obtenida con el uso del Applet
ii.  Verificacion de la expresion algebraica obtenida con el uso del Applet

Actividad 21: “Segmento - arco”
Tabla 56. Actividad 21

Introduccion

Se presenta una situacion en la cual se analiza la variacion de diferentes magnitudes geométricas.

Propésitos

Se pretende que los estudiantes a partir de la exploracion del Applet identifiquen las variables, determinen las
relaciones de dependencia y realicen las representaciones (y conversiones) verbales, graficas y algebraicas que
describen la variacién, teniendo en cuenta el dominio y rango de las mismas. En este caso la variable independiente
es la longitud del segmento AE y entre las variables dependientes se encuentran las areas, lados, arcos y perimetros
de las figuras

Enunciado o

Se construye una circunferencia con centro en 0 y radio OA; se s
determina el didmetro AB. Sea E un punto que se mueve en el
didmetro desde A hasta B, se traza por E una perpendicular al g Lo
segmento AB, y se determinan los puntos de interseccién (C y D)
de la recta con la circunferencia K

R T S

Preguntas orientadoras generales:

1. Actividad con el uso de tecnologia (Applet “Actividad 217):
Realice una exploracion de los elementos del Applet
¢ Qué partes de la figura se pueden mover?
Escriba las constantes o los parametros de la situacion
Escriba todas las variables que se pueden establecer en la situacion
Determine la variable independiente y los valores que pueden tomar
Determine las variables dependientes y los valores que pueden tomar
2. Abordando relaciones de dependencia:
a. ¢Qué variables encontradas en la construccién, se pueden relacionar? Y ¢Qué variables dependen de otra?
Enumere cada una de ellas
3. Escoja una de las relaciones de dependencia enumeradas en el item anterior, a partir de ella:
a. Escriba que sucede con los valores de la variable dependiente cuando varian los valores de la variable
independiente
b. Establezca un dibujo o un esbozo que represente la relacion de dependencia escogida
¢. Encuentre una expresién algebraica que represente la variacion anterior

000 CTo

100




4. Verificacion:
a. Intercambie los resultados de las gréficas obtenidas en el item anterior con los compafieros para verificar y
comparar las respuestas
b. Los estudiantes pueden verificar sus respuestas en el Applet, es importante que este ejercicio se realice al
finalizar los anteriores

i Verificacién de la representacion grafica obtenida con el uso del Applet
ii. Verificacién de la expresion algebraica obtenida con el uso del Applet

5.2.5. Situaciones complementarias

En las actividades previas se realizé un estudio de las variables, constantes y parametros; en las
actividades complementarias, el interés es direccionar el trabajo, a la obtencion de diferentes relaciones
de dependencia y a la busqueda de diferentes representaciones del modelo (es importante obtener la

expresion algebraica en los casos que sean posibles).
5.2.6. Otras situaciones en contextos no geomeétricos

En esta parte de la propuesta se plantean dos actividades en las cuales se incluye la consulta de
fuentes o documentos que permitan obtener informacion del comportamiento o la forma como se
presentan las relaciones de dependencia en situaciones de variacion y cambio; se espera que al llegar a

estas actividades los estudiantes ya hayan trabajado de buena forma con el concepto de funcién.

Actividad 22: “Problema del crecimiento de la poblacién de una colmena de abejas®!
Tabla 57. Actividad 22

Introduccion

La basqueda de modelos matematicos que permitan comprender profundamente una situacion ha sido uno de los
intereses de investigadores de distintas disciplinas, es decir que cuando se trabaja un problema ligado a la realidad, se
hace necesario entenderlo en diferentes niveles para facilitar la toma de decisiones frente a los objetos estudiados. En
ese sentido, se presenta una situacion que se podria vincular a la Biologia, esta esta relacionada con el crecimiento de
la poblacion de una colmena de abejas.

Propdsitos: Se busca que los estudiantes realicen en primera instancia la consulta de diferentes textos o paginas de
internet de las cuales puedan obtener informacién que les permitan determinar las variables, las constantes, los
parametro (si los hay) y deméas datos para construir un modelo que represente la relacion de dependencia planteada;
se privilegia en esta actividad el uso de las distintas representaciones de la funcion y la conversidn entre las mismas.

31 Actividad basada en Bassanezi & Biembengut (1997)
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Recursos: Los recursos a utilizar son libros de biologia o paginas web que expliquen las maneras como crece la
poblacién de una colmena de abejas.

Enunciado

Las abejas se agrupan en colmenas formadas por millares de individuos divididos en tres clases que cumplen con
ciertas tareas, la abeja reina encargada de poner una cantidad de huevos por dia, los zadnganos encargados de
aparearse con la reina en el vuelo nupcial y las obreras que entre sus mdaltiples tareas se encargan de alimentar a las
larvas y vigilar la colmena.

La abeja reina debe mantener una postura diaria significativa (poner una cantidad considerable de huevos por dia)
para que no se promueva el desarrollo de una nueva reina. Cuando se disminuye la postura, la nueva reina tiene su
vuelo nupcial, de tal forma que al regresar a la colmena desaloja a la antigua reina, la cual parte con un séquito
aproximado de 10000 abejas obreras para formar una nueva colmena.

Preguntas orientadoras generales:
1. Actividades de caracter previo:
Consultar en diferentes fuentes y contestar las siguientes preguntas:

a. ¢Cudl es el promedio de vida de una abeja reina? ¢Cuantos huevos pone en promedio diariamente la abeja
reina?

b. ¢Cuanto tarda en nacer una abeja obrera?

c.  ¢Cudl es el promedio de vida de una abeja obrera?

d. ¢Con cuénta poblacion se estabiliza la colmena de abejas?

2. Actividades de desarrollo:

a. Determine las variables involucradas en el crecimiento de la poblacidon de la colmena de abejas.

b. Establezca la relacion de dependencia encontrada.

c. A partir de la informacién obtenida en las actividades de carécter previo plantee las hipétesis para obtener el
modelo de la situacion.

d. Construya el modelo (una funcioén) que muestre la manera como crece la poblacidn de la colmena de abejas
planteada. Tener en cuenta los datos obtenidos en las actividades de caracter previo y las hipétesis
establecidas en el item anterior.

e. Represente el modelo de diferentes maneras.

Actividad 23: “Planes de telefonia movil”’
Tabla 58. Actividad 23

Introduccion

En Colombia existen varios operadores de telefonia maévil, cada uno de ellos le ofrece a los usuarios una serie de
paquetes de servicios ya sean de prepago 0 pos pago para motivarlos a adquirir y consumir dichos planes durante
cierto periodo de tiempo, es decir durante la duracion del contrato establecido entre las partes.

Propésitos: Se busca que los estudiantes realicen la consulta de diferentes textos o paginas de internet en las cuales
se pueda obtener informacion que les permita determinar las variables, constantes, parametros (si los hay) y demas
datos para construir un modelo que represente la relacion de dependencia planteada; se privilegia en esta actividad el
uso de las distintas representaciones de la funcion y la conversién entre las mismas.

Recursos: Los recursos a utilizar son textos de informacion de los operarios de telefonia mévil o paginas web que
expliquen las maneras como se realizan los cobros en cada uno de los servicios ofrecidos.
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Enunciado

En Colombia existen varios operadores de telefonia mdvil que realizan el cobro respectivo por sus servicios
(Ilamadas, mensajes de texto, internet).

Preguntas orientadoras generales:

1. Actividades de caracter previo:
a. Elija uno de los siguientes operadores de telefonia movil.
Claro Movistar Tigo Uff
b. Elija alguno de los planes®? que ofrece el operador de telefonia mévil indicando si esta en:
Prepago Pospago
c. A partir de los items anteriores conteste las preguntas:
i. ¢Cudl es el costo mensual del plan®3? ; Cuantos minutos se puede hablar durante ese periodo de tiempo?
ii. ¢Cuéntos mensajes de texto se pueden enviar durante ese periodo de tiempo? ;Cuél es la capacidad del
internet?
2. Actividades de desarrollo:
a. Escriba las constantes o los parametros de la situacion
b. Escriba todas las variables que se pueden establecer en la situacion
c. Determine la variable independiente y los valores que puede tomar
d. Determine las variables dependientes y los valores que pueden tomar
3. Abordando relaciones de dependencia:
a. Establezca una relacidn de dependencia encontrada en la situacién
b. Construya el modelo (una funcion) que muestre la relacionan de dependencia considerada. Tener en cuenta los
datos obtenidos en las actividades de caracter previo
c. Represente el modelo de diferentes maneras

32 Sj es un plan en pospago sefiale el nombre del mismo, si es prepago solo diga que es un “plan prepago”

33 Si se escogi6 el plan en “prepago” sefiale algin costo de recarga, por ejemplo “una recarga de $10000 pesos”
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En este capitulo se mencionan las conclusiones del trabajo, referidas inicialmente a los

objetivos especificos planteados, los cuales contribuyeron al alcance del objetivo general; ademas se

mencionan algunas conclusiones y recomendaciones generales.

6.1. Conclusiones relativas a los objetivos

Para la elaboracion del trabajo se planted un objetivo general y cuatro objetivos especificos, a

continuacion se evalla cada uno de estos, los cuales contribuyeron al alcance del objetivo general.

Se realizd un reporte estructurado en el cual se presentan los fundamentos tedricos necesarios para realizar la

propuesta didactica, se puede concluir que:

Las etapas de evolucion del concepto de funcion presentadas en el marco historico, fueron de gran ayuda
para establecer una estructura general de la propuesta didactica, en la cual se tuvieron en cuenta las
formas de representacion y algunos tipos de situaciones que motivaron el estudio de la funcién a lo largo
de la historia, se considera que esta, brinda herramientas al profesor de Mateméticas para establecer las
formas de ensefar dicho concepto matematico, las cuales pueden generar mayor significado para los
estudiantes.

La modelacién es un proceso que esta relacionado directamente con el pensamiento variacional y que
permite la realizacion de actividades en las cuales se pueden identificar elementos importantes del
concepto de funcion, como las variables independiente y dependiente, las relaciones entre estas, la
obtencidn de un modelo que se representa de manera verbal, gréfica, tabular, algebraica u otras.

En los libros de texto consultados se encuentra que la definicion méas empleada para abordarlo esta
relacionada con la correspondencia entre conjuntos, la cual tiene un enfoque matematico que deja de lado

las situaciones de variacion y se considera la funcidn, como algo estatico.

En cuanto a la elaboracion del instrumento para caracterizar las concepciones de los estudiantes con respecto

al concepto de funcion, se infiere que:

Se debe centrar la atencidn en los elementos que constituyen un concepto, en particular se hizo referencia
a tres, las situaciones que le dan sentido al concepto, las invariantes y las representaciones, al contemplar

estos elementos se pudo caracterizar las concepciones de los estudiantes.
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En cuanto al objetivo referente al analisis de los resultados de la aplicacion del cuestionario se infiere que:

- Es necesario consultar diferentes trabajos relacionados con la caracterizacion de las concepciones de la
funcion, que permitan observar las formas como se establecen las categorias de analisis y posteriormente
las maneras de analizar las respuestas.

- Los elementos referidos a la concepcion “Correspondencia” son los que mas emergen en las respuestas de
los estudiantes; es posible que en el estudio del concepto de funcidn se haya privilegiado en mayor medida
el abordaje formal del mismo.

- Las formas como los estudiantes proponen abordar el concepto de funcidn siguen una secuencia similar a
la ensefianza tradicional del mismo, es decir, se establecen relaciones entre conjuntos, posteriormente se
proponen expresiones algebraicas, luego se realizan tablas que permitan graficar la funcion y finalmente se
concluye con aplicaciones, estas formas de ensefiar el concepto dejan de lado aspectos fundamentales en la
constitucion del mismo, como la variacion y el cambio. En ese sentido, el andlisis realizado en el capitulo
de Concepciones, permite establecer la necesidad de plantear actividades que se relacionen con el estudio
de la funcion desde otras concepciones, en particular, desde la concepcidn relacionada con la variacion y
cambio.

- Las maneras como se concibe el concepto influyen en la forma como se propone abordarlo, se observa que
la mayoria de los estudiantes se encuentra en la concepcion “Correspondencia” y también la mayoria
propone abordar elementos referidos a esta en primer lugar.

- Se distinguen las concepciones “Grafica” y “Representaciones” porque se observo que varios estudiantes
usaron solo argumentaciones referidas a la representacion grafica, ademas, se encuentra que al presentarse
en uno de los items solo este registro, los estudiantes mencionan otros elementos de la funcién, como la
continuidad, la discontinuidad, la biyectividad e inyectividad, elementos que no se mencionaron al
presentarse los otros tipos de representaciones.

- Se observa que la mayoria de los estudiantes no considera la representacion tabular como una
representacion de la funcion en si misma.

- La concepcion como “Relacion de dependencia™ surgid en muy pocas respuestas. Puede ser, que la
realizacion de situaciones referidas a dicha concepcion, no se realice en diferentes espacios académicos en
los cuales se estudia la funcion, de tal forma que no se tiene en cuenta el potencial modelizador de las

funciones, ni su importancia para desarrollar el pensamiento variacional.

105



- Los estudiantes se guian por la construccion geométrica, consideran que el cambio del area del cuadrado es
constante porque la forma se mantiene al modificar una longitud en la construccion, por lo tanto no
identifican la variacion y el cambio entre las magnitudes.

- En las respuestas a las situaciones de variacion, se encuentra que los estudiantes identifican correctamente
qué varia pero no como varia, por lo tanto establecen las variables involucradas y las relaciones de
dependencia pero no realizan representaciones adecuadas del mismo, se encuentran dificultades para
establecer los esbozos graficos y las expresiones algebraicas y el paso de una representacion a otra.

En cuanto al uso de herramientas tecnoldgicas se puede decir que:

- Han adquirido gran importancia en los procesos de ensefianza aprendizaje, debido a que facilitan los
procesos matematicos que se realizan en el aula y es posible realizar actividades de visualizacion,
animacion y verificacion, las cuales, en el caso de la funcién, conducen al uso de sus representaciones y se

privilegian las conversiones entre estas.

6.2. Conclusiones generales y recomendaciones

- Se puede decir que la mayoria de los estudiantes de séptimo semestre de la Licenciatura en Matematicas,
a quienes se les aplico el cuestionario, después de haber cursado diferentes espacios académicos en los
cuales se estudia la funcion, la conciben como algo estéatico; les cuesta solucionar y desenvolverse en
situaciones sujetas al cambio y a la variacion.

- La actividades incluidas en la propuesta didactica y en general toda la estructura, acogen diferentes
elementos historicos, didacticos y matematicos importantes para conceptualizar de manera mas adecuada
la funcion, se usan herramientas tecnoldgicas que facilitan procedimientos y se tienen en cuenta el
pensamiento variacional, en particular, la modelacion matematica. Parte de las actividades han sido
presentadas en diferentes espacios académicos; tales como las Jornadas del Educador Matematico de la
Universidad Pedagdgica nacional y el VI Congreso de Formacion y Modelacion en Ciencias Basicas.

- Se debe tener en cuenta que la modelacion se toma como objeto de estudio, es decir que después de
terminado el proceso de modelacion no interesa profundizar o tipificar un tipo de funcion particular
(aunque también se puede hacer); se debe considerar que para obtener las expresiones algebraicas de las

actividades 20 y 21, los estudiantes deben tener un manejo de las funciones trigonométricas y sus
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inversas, por lo cual, el docente al aplicar las actividades debe desarrollarlas con anterioridad y establecer
la pertinencia de la obtencion de dichas expresiones algebraicas.

El estudio de la historia del concepto de funcion, permitié vislumbrar diferentes aspectos, como las
situaciones, las invariantes y las representaciones; se observa que transcurrid mucho tiempo, para
desarrollar el concepto en su forma actual. No se pueden dejar de lado esos procesos en el aula, al
contrario, el docente debe ser consciente de los errores y dificultades en los que los estudiantes pueden
incurrir; se recomienda tener en cuenta la Historia de las Matematicas, porque su estudio permite generar
reflexion acerca del quehacer docente y contemplar aspectos que hacen parte del aprendizaje de los
estudiantes y de sus concepciones.

Se espera que con la construccion de la pagina web se logre establecer canales de comunicacion con
estudiantes y docentes que estén interesados en desarrollar este tipo de actividades en las aulas de clase; el
poder aplicar la propuesta didactica en diferentes contextos, permitird vislumbrar los aportes de la misma
en el mejoramiento de la ensefianza- aprendizaje del concepto de funcién.

Se puede realizar una continuacion del presente trabajo, aplicando la propuesta didactica para verificar
que esta contribuye en el aprendizaje del concepto de funcién y que al considerar principalmente el
pensamiento variacional, se obtienen mejores resultados comparados con las formas tradicionales de
ensefianza, las cuales dejan de lado su potencial modelizador y las situaciones de variacion y cambio que

fueron las que le dieron sentido en la historia.
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8.1. Anexo 1: Personajes y hechos historicos relacionados con el concepto de funcion

ANEXOS

A continuacion, se presentan algunos graficos con el resumen de algunos hechos

importantes sucedidos en la historia de la funcion, de acuerdo con las etapas mencionadas en el

apartado “Evolucion del concepto de funcion”.

Etapa 1: La antigliedad: hacia una busqueda de regularidades y proporciones

En seguida se mencionan algunos aportes al concepto de funcion, resefiados en Boyer (1986):

-

..

~
!

Hericlito (535 a.C. - 484

a.C.)

Examino las 1deas de cambio

v

cantidad

variable

relacionadas con problemas
de movimiento, contimudad
e infinito.

\
N\

.

J

- /f T
4 N Hiparco (190 a.C.— 1202.C.)
. Contribuyd en la creacién y
az"gl‘;“ (4902.C. - 430 avances de la trigonometria,

Estudio problemas de
movimiento,
continuidad vy el

construyd una tabla que
relacionaba los arcos de los
circulos v las longitudes de las
cuerdas que las subtienden, esa

infinito. tabla se conocié como la tabla
de los senos.
N\ /

Figura 6. Evolucién el concepto de funcién en la Edad Antigua.

ETAPA 2: Representacion cinemética y geométrica de las relaciones funcionales: Edad media

En seguida se mencionan algunos aportes al concepto de funcion, resefiados en Boyer (1986) y

Collette, (1985), asi:

Roger Bacon (1214 - 1204): TLas

Matematicas
mnstrumento

griegas  son
esencial para

un

el

estudio de los fendmenos de la
naturaleza. Estudié el movimiento
local no uniforme partiendo de las
doctrinas Aristotélicas.

Robert Grosseteste (1175 — 1253). Analiza bajo la
terminologia Aristotélica fendmenos como luz, calor,
densidad, velocidad que pueden poseer varios grados de
intensidad. Empiezan a  aparecer  conceptos
fundamentales como cantidad varable, entendida como
un grado de cualidad, velocidad instantanea o puntual, v
aceleracion, todos ellos intimamente ligados al concepto
de funcién.

deformes.

4 L . " . o
Oresme (1323 - 1382): Inicia la representacion grafica, dibujando por primera vez una funcion,
trasladando al plano lo que los gedgrafos habian hecho sobre la esfera; consideraba que todo lo que
varia se puede imaginar como una cantidad continua representada sobre un segmento rectilineo.

Busco representar la cantidad de una cualidad por medio de figuras geométricas, las cuales se pueden
configurar de tres maneras; umformemente uniformes, uniformemente deformes y deformemente

Oresme pretende que se entienda mas facil v mas ripidamente la naturaleza de los cambios, ya sean
\cuantitativos o cualitativos de tal forma que sea posible dar una representacidn de todos ellos.

"y
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Figura 7. Evolucidn del concepto de funcion Edad Media

ETAPA 3: Siglo XV y XVI: El desarrollo de la notacion algebraica

En seguida se mencionan algunos aportes al concepto de funcidn, resefiados en Boyer (1986),

Vargas (2011), Jaimes (2012) y Ruiz (1993) asi:

'XIMuIIer — Regiomontano (1436 — 1476).

Escribi6 la obra “Cinco libros sobre triangulos de cualquier tipo™ en la cual la trigonometria fue
separada de la astronomia v tratada como una ciencia independiente de las Matematicas. Construy
\ mult1p1~35 tablas de funciones trigonométricas denominadas tangente v cotangente.

' Galileo Galilei (1564 — 1642).

A traves de la experimentacion y la observacién busco resultados mas exactos y verdaderos en sus
estudios cuantitativos del movimiento (1a velocidad, la aceleracién v 1a distancia recorrida); este deseo
de relacionar los fenémenos contribuyo en el desarrollo de la concepeion de variable dependiente.

 Chuguet (1455-1488).

Contribuyd en la nocién de logaritmo, estudid la correspondencia entre los términos de una sucesion
aritmética y geomeétrica lo cual contribuyd con la 1dea de definir las funciones por medio de una
. correspondencia determinada entre variables independientes y dependientes.

( Stieffel (1487-1567).

Completd la observacion de Chuquet v condujo a la definicién de los logaritmos. Mediante estos dos
aportes se gesto 1a idea modera de funcién definida directamente por una correspondencia
| determinada entre la variable dependiente y la imdependiente.

| Napier (1550-1617). Introdujo los logaritmos por medio de la comparacién de dos movimientos, con
ello, se mostrd la relacion entre mimero v magnitud.

Vieté (1540-1603). Creacion del algebra simbélica.
Bombelli (1526-1572). La extension del concepto de nimero al de nimeros reales.

Figura 8. Evolucién del concepto de funcion siglos XV y XVI

ETAPA 4: Siglo XVII: Introduccion de la representacién analitica
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En seguida se mencionan algunos aportes al concepto de funcion, resefiados en Collette (1985),

Boyer (1986), Sierpinska (1992) y Vargas (2011) asi:

Descartes (1596 — 1650). Gottfried Leibniz (1646 — 1716).

Discriming entre variables El primer matematico en utilizar la palabra funcion en

dependientes e independientes. 1692. Describe una funcién como una cantidad
. formada de alguna manera a partir de cantidades

En la Geometria de Descartes, las indeterminadas y constantes, considera que el calculo

coordenadas son segmentos de linea

cumpliendo al funcion para la de variaciones es la teoria matematica que se

desarrollé mis en conexion al concepto de funcidn.

asmunij Y\.';llgre;m:;ﬂ: cg;; p::'dtﬂﬁ También introdujo las palabras, constante, variable,
metifora que dio nacimiento  al coordenadas y parametro en términos de un segmento
término fimeion y su definicién). (nombres utilizados actualmente).

James Gregory (1638 — 1675). Isaac Newton (1642 — 1727).

Da la primera definicién explicita de Introduce la nocién de la diferencial designada por
funcidn: “Una cantidad que se obtiene la palabra “momento” el cual es producido por
de ofras cantidades mediante una una cantidad wvariable llamada “genita” que es
sucesion de operaciones algebraicas o considerada como variable & indeterminada y que
mediante cualquier operacion aumenta o decrece mediante el movimiento
imaginable” con esto sugirié la continuo; esto se constifuye en una aproximacion
necesidad del paso al limite. al concepto de funcion.

Figura 9. Evolucién del concepto de funcion siglo XVII

ETAPA 5: Siglo XVIII: El concepto de funcion se considera central en las Matematicas

En seguida se mencionan algunos aportes al concepto de funcion, resefiados en Collette (1985),

Boyer (1986), Vargas (2011) y Ruiz (1993), asi:
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Jean Bernoulli (1667 — 1748).

Contribuyd con la primera defimcion explicita del
concepto de funcion, que desarrolld en 1718 basado en
los conceptos propuestos por Newton y Lagrange.

Brook Taylor (1685 - 1731).

Propuso el problema de la cuerda vibrante
v la soluciond mediante el calclulo de
diferencias finitas que posteriormente se
reconoceria como diferencial.

Leonhard Euler (1707-1783). I’ Alembert (1717 — 1783).

En 1748 continio con el desarrollo del concepto, a partir de los Soluciond el problema de la
aportes realizados por Bernoulli planted la siguiente definicién: cuerda vibrante propuesto por
‘una funcion de wna cantidad variable es una expresion Taylor. En 1747 encuentra la
analitica compuesta de cualquier forma que sea de ésta soluctén general a la ecuacién de
cantidad v de mimeros v cantidades variables” Ademas de la ondas y=f{t+s)+ g(t-s), ademas,
definicion, Euler clasificd las funciones en algebraicas v cotncide con Euler en el concepto
trascendentes, v fue el primero en usar el simbolo fix). de funcion.

Figura 10. Evolucidn concepto de funcidn siglo XV1II

ETAPA 6: Siglo XIX: La idea de correspondencia arbitraria

En seguida se mencionan algunos aportes al concepto de funcion, resefiados en Collette (1985),
Boyer (1986), Ruiz (1993), Vargas (2011), Sierpinska (1992) y Jaimes (2012):

Da la siguiente definicién: *Una

funcion ffx) representa una sucesién definicion:

elemento de ™

Jean Fourier (1718 — 1830). J. Lagrange (1736-1813) Augustin Cauchy (1789 —
En esta época se da la 1857).

de valores u ordenadas, cada una de "Sean X e ¥ dos conjuntos no | |llaman funciones de una o varias
las  coales es arbitraria™ Esta vacios. Una funcién f defimida | |cantidades wvariables de las
definicién contempla singularidades, | | en un conjunto X'y con valores | |cantidades que se presentan, en
pero considera que el dominio es en ¥ es una ley mediante la| |el calculo, como resultados de
numerable, debido a que se trata de | |cual se hace corresponder a| |operaciones hechas sobre una o
una sucesion. cada elemenio de X wun| |varas cantidades constantes o

En 1827 menciona que se

variables.

Nicolai Lobachevski (1793— 1856).

para cada x v paulatinamente varia junto con x.

expresion analitica o por una condicion”.

Peter Dirichlet (1805 — 1859).

s . En 1837 plante6: "si una variable v estd relacionada
En 1834 es?;}blecm: El concepto general exige con otra variable x de tal manera que siempre que se
llamar funcién de x a un nimero, el cual se da le atribuya un valor numérico a x hay una regla segiin
- la cual queda determinado un tnico valor de .
El valor de la funcién puede estar dado por una entonces se dice que v es una funcién de la variable
independiente x".

Bernhard Riemann (1826 — 1866).

En 1858 esbozd la siguiente definicion: "se dird que y es funcion de x s1 a todo valor bien determinado de
x corresponde un valor bien determinado de ¥ cualquiera sea la forma de la relacién que uneaxvay.”

Figura 11. Evolucion del concepto de funcién siglo XIX

ETAPA 7: Siglo XX: El concepto de funcién como terna
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En seguida se mencionan algunos aportes al concepto de funcion, resefiados en Collette (1985),
Vargas (2011) y Ruiz (1993):

Cantor (1845 — 1918). ' Goursat (1858 — 1936).
Define una ﬁJI}Ciéﬂ como: “toda En 1923, dio la definicidn que aparece en la
correspondencia arbitraria que mayoria de los libros de textos hoy en dia:
satisfaga la condicion de “Se di i fancién d . da valor d
snicidad entre conjuntos e dice que ¥ es una funcién de x s1 a cada valor de

x le corresponde un valor de y, esta correspondencia

NUMEricos ¥V No NUMEricos” . et . -
- | se indica mediante la expresion v = fix)".

.

Bourbaki (1935-)

En 1939 el grupo Bourbaki formulo la definicion de funcion como un
subconjunto especial de un producto cartesiano, considerada con
frecuencia en la ensefianza de funciones hoy en dia.

Mas adelante, Bourbaki llega a la definicién de funcién como conjunto
de pares ordenados: “una funcion del comjunto E en el conjunto F se
\ define como un subconjunto especial del producto cartesiano ExF .

Figura 12. Evolucién del concepto de funcion en el siglo XX.
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8.2. Anexo 2: Cuestionario de aplicacion

1. El concepto de funcién en los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas aparece en
grado noveno; si tuviera que ensefiar este concepto para iniciar su estudio, ¢cémo lo haria?

Mencione las actividades que realizaria en el orden en que las abordaria.

a)

2. Representacion grafica: a continuacion se presentan varias figuras, en cada caso determine si
corresponde 0 no a la representacion grafica de una funcion. Justifique su respuesta (los
valores presentados en cada grafica son los Unicos valores de cada variable)

b)

d)

F

mi

RN

S

3. Se le pregunt6 a un estudiante, como seria la grafica de una funcion que pasa por los puntos
F, Gy H, él ha dado la siguiente respuesta:

a) ¢Es correcta la respuesta que dio el estudiante? Justifique

la respuesta.

b) ¢Cuéntas graficas que contengan a los puntos H, Gy F se
pueden construir de tal manera que corresponda a una
funcion? Esboce un ejemplo

iv.

Una
Dos

Entre 3y 10
Infinitas
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4. Representacion tabular: incluya valores en las siguientes tablas de tal manera que se obtenga
una representacion tabular de funcion (los valores que registre en cada tabla son los Unicos
valores de cada variable).

T Q
H P

¢ Qué consideracion hizo para escoger los valores numéricos que se escribieron en la
tabla?

5. Representacion algebraica: determine cuales de las siguientes expresiones representan una
funcion, (n y Lson pardmetros de valores enteros positivos, @ corresponde al conjunto
numérico de los racionales y IR al de los reales). Justifique su respuesta:

L+2x six+0 b) y (x_é)z =1
a) f(x) = {(n+D(n+2) . ’ L cos(X) z Lcos(%) 2
2, six=0 <zsm(g)> <zsm(g)>
1, sip €Q
¢) f(p) =10, sip ER-Q
2, sip=10

6. En las situaciones | y Il establezca la relacion de dependencia que se presenta y las diferentes
representaciones que se pueden obtener de esta:

Situacion I: si las entradas del cine son muy baratas, los duefios pueden perder dinero; pero si
las entradas son demasiado costosas, ird poca gente y también pueden perder dinero. Por lo
tanto, un cine debe cobrar un precio moderado para obtener beneficio.

Situacion I1: En Colombia existen varios operadores de telefonia mévil que realizan el cobro
respectivo de las Ilamadas. Suponga que se analiza el operador de telefonia Claro,
considerando que se tiene un teléfono en plan prepago y que no se tiene la opcién de elegidos
para llamadas.
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7. En la siguiente imagen se muestra la construccion de un cuadrado EFGH inscrito en otro, el
area de este varia en la medida que cambia la posicién del punto E a lo largo del segmento

AB, la longitud de lado del cuadrado ABCD es 10:

D G C

DA=10

Determine las variables involucradas
en la situacion.

Establezca una representacion grafica
de la variacion del area del cuadrado
inscrito.

Determine la expresion algebraica
que representa la variacion del area
del cuadrado inscrito.
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Seccion de respuestas

1.
2.
a. Marque: Es funcion No es funcién
Justificacion:
b. Marque: Es funcion No es funcién
Justificacion:
c. Marque: Es funcion No es funcion
Justificacion:
d. Marque: Es funcion No es funcion

Justificacion:
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a. Larespuesta del estudiante: Es correcta No es correcta

Justificacion:

b. Marque:

) i) i) Iv)
ESBOZO:

4. Valores de la tablas:

T Q
H P

Consideracion:

5.

a. Marque: Es funcion No es funcién

Justificacion:
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b. Marque: Es funcién
Justificacion:

No es funcién

c. Marque: Es funcion

No es funcion

Justificacion:

Situacion I:
Relacion de dependencia:

Representacion(es):

ituacion 11:
Relacion de dependencia:

Representacion(es):
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8.3. Anexo 3: Respuestas del cuestionario categorizadas

A continuacion, se presentan algunas repuestas de los estudiantes de acuerdo a las

categorias presentadas anteriormente,

item 1 (Preguntas 1y 2)

CATEGORIA

Correspondencia

Grafica

Representaciones

ALGUNAS RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES

“Presentar la funcion como una relacion en el que se tiene un conjunto de ‘entrada’
(dominio) y un conjunto de ‘llegada’ (codominio)”

“Primero les pondria dos conjuntos tal que haya alguna relacion entre estos, le
pondria conjunto X y al otro conjunto Y, por ejemplo en el conjunto X escribiria
nombres de los estudiantes y en el conjunto Y el peso ¢para qué esto? Para mostrarles
que a cada individuo del conjunto X le corresponde un Unico peso en el conjunto Y,
pero que dos individuos del conjunto X si pueden tener el mismo peso”

“Haciendo uso del tema conjuntos y pueden ilustrar de esa forma una
correspondencia entre los ‘elementos’ de los conjuntos”

“Dados dos conjuntos A, B, no vacios, uno de partida ‘A’ y otro de llegada ‘B’
decimos que una funcion es una relacién entre dichos conjuntos de tal forma que para
cada elemento del conjunto de partida ‘A’ hay un tGnico elemento en el conjunto de
llegada ‘B’ ”

“Abordaria el concepto de funcion con el uso de graficas. Observar graficas y
determinar por qué son funciones y por qué no”

“Inicialmente comenzaria dando a los estudiantes una serie de graficas en donde
algunas de ellas son funciones”

“Ejemplos y no ejemplos de graficas para que intenten construir su definicién”

“Presentaria el concepto de funcion desde su representacion tabular para que a partir
de esta realizar la representacion grafica”

“Lo haria presentando las diferentes representaciones que puede tener una funcién
(simbdlica, tabular, grafica, etc.)”

“Teniendo en cuenta las diferentes representaciones que tienen las funciones (grafica,
tabular, diagrama, verbal y algebraica), realizaria un taller en donde involucren estas
representaciones”

“La funcion es un concepto matematico que se puede representar de distintas formas
(verbal, tabular, grafica y algebraica)”
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- “Tratar la representacion tabular, la representacion grafica, la representacion
algebraica y el paso de una transformacion a otra”

- “Comenzaria con el concepto de relacion. Ejemplos de relaciones, hombre adulto-
cédula, persona-no identificacion, etc. Ejemplos de relacion uno a uno, usados, etc.
Variable dependiente e independiente”
Relacion de - “Utilizaria las situaciones donde sea evidente la variacion de una variable respecto a
dependencia otra. Un ejemplo, describir el comportamiento de la medida del lado de un rectangulo
inscrito en un cuadrado a medida que uno de los vértices del rectdngulo se desplaza
sobre el segmento del cuadrado”

Item 1 (Orden de las actividades propuestas, cuestion 2)

Estudiante |A [B |C |[D |E |F |G |H|I |[J|K|L|M|N|O|P|Q|R|S|T
Caracterizacion
D. Sagital 2 1 3 2
R. Conjuntos | 1 2 1 1 1 |1 1 3 1
Def. Variable 1 1
R. Variables 4
Def. Funcién 3 |4 3 2
DomRang 2
Re. Gréfica 314|112 |1 |5 |1 (1|1 4 |1 1 4 2 |1
Re. Tabular 2 |3 2 4 2 3 3 1
Re. Algebraica 1 2 6 5 2 2 1
Re. Verbal 4 1
Traducciones 7 2
S. Aplicacién 4 |5 6 5 3 |1

Item 2 (Justificacion de la respuesta)

CATEGORIA ALGUNAS RESPUESTAS

- “Porque hay valores de X que tienen dos o mas imagenes ”

- “Existen valores en el dominio con mas de una imagen en el co-dominio”

- “A cada ‘punto’ del eje x le corresponden dos valores del eje de la ordenada”
- “No es una funcién porque asigna una pareja de coordenadas mas de un valor”
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- “Sies funcién si toma a v como dominio y a j como codominio”
Correspondencia Unicidad: En algunas repuestas se precisa la “unicidad”

- “Porque no atiende a la definicién de funcion a cada elemento de un conjunto,
le asigna un Unico elemento de otro”

- “A cada valor del dominio le corresponde una sola imagen en el codominio”

- “Si es funcién porque para cada elemento x existe una unica imagen y”

- “Porque para valores en X hay un correspondiente valor en y, y es tinico”

- “Cumple con la nocion de que a cada punto del eje x le corresponde uno y solo
uno de los puntos del eje y”

- “Cada valor que toma g tiene una unica imagen”

- “Tomando la ayuda grafica si trazamos una recta paralela al eje ‘y’ y que sea
conveniente, esta tocaria a dos, tres y hasta cuatro puntos en la misma funcion”

- “Es facil observar que no cumple el teorema de la linea recta (si al cortar una
grafica en cualquier punto, con una linea perpendicular a la horizontal, se
obtienen 2 0 mas puntos de interseccion entonces no es funcion)”

- “Hipérbola”

- “Porque una hipérbola es una cénica no una funcion (...)”

Gréfica

Continuidad

- “Siporque la grafica es continua lo que quiere decir que si es funcion”
- “Una funcion discontinua pero es funcion”

Relacion de - “vindependiente y j independiente”
dependencia

Item 3 (cuestién “a”)

Categoria ALGUNAS RESPUESTAS
Correspondencia - “Para algunos valores de X, hay dos imagenes en ‘y’ por tal motivo no
seria funcioén”

“No es funcion ya que a cada x se le asigna mas de un y”

Gréfica - “Ya que al trazar una recta perpendicular al eje x, se observa que a un
mismo punto de las x le corresponde 2 de la imagen”
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Item 3 (cuestién “b” esbozos)

Caracterizacion

Continua

-

ALGUNAS RESPUESTAS

g |
- I
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Discontinua

ftem 4 (cuestion 1y 2 completar tablas)

Caracterizacion

RegNoRep

RegRepl

a = { - - — — ‘
-;;.1- ‘ﬁ.\_/ — 4 J
' ‘
‘ 3 7
| S E—1 o
———n
L
ALGUNAS RESPUESTAS
ESrEFImiees
Hl vl gl alis!lay]
T1A4A] 243 | A IS
H | whe|20<4 |
T | 3 g
ol B
0)
T |-L]| =\ O]y |12
H TR )] 1| 4
Q | 11 0 100G
P 10| 0 |106 oo
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NoRegRepl

NoRegNoRep

NoRegRep2

A A EAEIES

Q l-30 | -2

L= J
L
0

P lowl|-21 | 0 g o000

Item 4 (cuestion 3 consideraciones para completar las tablas)

Nombre de la
categoria

Correspondencia

Gréfica

Representaciones

ALGUNAS RESPUESTAS

“Para cada T o Q hay un tnico H o P respectivamente”

“Que no hayan elementos del dominio con mas de dos imagenes”

“Que no hubiese dos imagenes con dos pre imagenes”

“Como no sé los conjuntos, cudl es el que representa el dominio o el rango,
traté de no repetir en ninguno, algiin elemento correspondiente”

“En la representacion tabular 1, consideré la relacion de que a cada elemento
del conjunto T, lo relacionaba con un elemento del conjunto H, de manera
tal que lo relacionara con su doble”

“Usé la grafica del punto 2, la ‘a’ solo una de la parte de la hipérbola
“Que se toma a la primer fila como el eje horizontal y la segunda como la
vertical”

“Consideré que tomara valores en R*y en R™, que abarcaran una buena
“distancia” entre valor y valor, como para que, si se grafica, esa
representacion abarque valores considerables en el domino (...)”

“Que al graficar los puntos en el plano ‘cartesiano’ cumple una de las
condiciones de funcion”
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Relacion de
dependencia

- “Pensé en una funcion R—>R , luego llamé a T y Q variables
independientes y teniendo en cuenta esos valores y la funcion pensada
obtuve los valores de H y P respectivamente”

- “Son las funciones que mas se trabajan en el colegio” (Funcion cuadratica y
funcién lineal)

- “En la primera tabla representé una funcion lineal la cual el dominio y el
rango son R. En la segunda realicé una funcién cuadratica, donde solo
restrinjo los valores del dominio de tal forma que cumpla las caracteristicas
de funcion”

- “En el primer caso consideré¢ la clasica funcion lineal desplazada una unidad
hacia arriba. Consideré la funcion f(x) = x2 + x”

- “Se crean expresiones algebraicas que modelen cada una de las situaciones”

- “Parala segunda hice y = x2”

- “Ubiqué unos valores de la funcion y = 1 en el primer caso y en el segundo
hice y = x y luego grafiqué”

Qlo |1 |[-1]2 |-2
BN ENERER

/-“by
@[3 [-3[a ][5 |

P13 [-3lMI-H[5 [R5 T%|y=x

“(...) llamé a T y Q variables independientes e hice la relacion de acuerdo a una
funcion pensada, asi obtuve los valores de las variables independientes H y P
respectivamente”

item 5 (cuestiones 13 a 15)

CATEGORIA

Correspondencia

Gréfica

ALGUNAS RESPUESTAS

“Porque a cada elemento del conjunto de entrada (dominio) esta relacionado con un
unico elemento del conjunto de llegada”

- “No seria funcion a p = 10 le corresponden 2 valores 1 y 2”

- “Sies funcion ya que para cada elemento de X existe uno y solo uno de y”

- “Cuando x=10 le corresponden 2 imagenes”

- “Esuna funcién a trozos”

- “Porque al realizar el esbozo se evidencia que es una funciéon”

- “Porque se puede determinar si es funcion o no”

- “Al trazar una recta perpendicular a la grafica de la expresion dada, corta en mas de
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un punto”

- “No estoy seguro pero creo que es una conica, puede ser una elipse o una hipérbola,
luego no seria funciéon”

- “Creo que es una hipérbola”

- “Al graficar van a quedar huecos”

- “Pues = = cot y pensando en la grafica de cotangente esta tiene asintotas entonces

puede haber asintotas”
- “Pues esta tiene una forma de una elipse”

Representaciones “Porque si tomamos p = 10 tenemos que p € Q entonces f(p)=1 pertenece, pero si

tomamos p = 10 también tenemos que su imagen es 2” “Ya que al despejar la

. . L s o
variable dependiente (y) nos da que y = |x — 5| la cual es una funcion
cosy

- “Porque podemos ver como cotangentey esto nos garantiza que el

denominaros siempre exista”

- “Se puede despejar la variable y para que quede una funcion”

- “No se tiene como tal la notacién de funcion, y no se sabe si es x en funcién de y o
y en funcion de x”

- “Sisolo tomamos la parte positiva de la raiz, es funcion”

- “Esuna identidad”

- “Cuando w = 0 la expresion se indetermina”

Tustificacidin

- “Yolo veo por el lado de ser una identidad o una ecuacion”

- “Porque cada valor del eje x le corresponde uno y solo uno de los valores de y”

- “Inicialmente se puede pensar que es una ecuacion (si X 0 y) son parametro (uno de
ellos). Es una igualdad, si X y y son parametros”

- “Si se reemplazan los valores de los parametros n y L se podrian encontrar los
valores de x 0y pero esto es para una ecuacion”
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item 6 (Relaciones de dependencia situacion 1)

Caracterizacion

Personas-Costo

Ganancia-Costo

No relacién

ALGUNAS RESPUESTAS

“La demanda del publico depende del precio de las boletas”

“Personas que ingresan al cine- costo de entrada por persona”

“La relacion de dependencia, esta dada pos, la cantidad de personas, que asistan al cine, y
por el valor de las entradas”

“a=precio de la boleta, b= nimero de gente en el cine. La relacién de dependencia es que b
depende de a”

“Las ganancias dependen de los precios de las entradas”

“El ganar o perder dinero depende del valor que se le dé a la entrada a cine”
“Las ganancias dependen del precio de las entradas”

“La ganancia que obtiene el cine depende de lo que cuesta la boleta”

“La ganancia depende del valor de las boletas”

“Cantidad de gente y ganancias”
“El precio de las boletas depende las ganancias o pérdidas del duefio del cine”

Item 6, (formas de representacion de la relacion de la situacion 1)

Categoria

Correspondencia

Gréfica

ALGUNAS RESPUESTAS

Representacion(es):
A nl )
| = | \
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Representaciones

v= kY

Rocde ¥ @ lo teolctade 0w
die e e K v |o mn‘]'ldﬁd de
patrenen oontivgy y X el Pﬂ.:‘iﬁ
h cade bolefo
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Representacion(es):

fiue

')1’_ 4 -) "]‘J&

- 3
7%
6‘ neno f"flv-\) o jor

- {rta 0 .
Representacion(es): 5' d a&b ”

J asSteres o by qu

qsistemes

_/ﬁ_ﬁ’ = .’K asto

3= 4‘- b \d fadefxs,l.vo

Item 6, esbozos realizados como representacion de la situacion |

Personas-Costo

Correcta

Ninguna

Ganancia-Costo

Correcta

L s ardt

| il O

e £ oviod
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3 ) E :
" r.t g -]
:,I

i‘—"' e .

Representacion(es):

g

i 1D -

Recta-Afin
Representacidn(es):
genta
N
| l‘\‘\
P SN .
+ H v

Hipérbola

d'f!'\.J:r f‘llfl
_rc.&,.lg i}'l' Eﬁ""

bolees

'\.
\ \
: \
[k
ﬁ |
II
!
_ W
Parabola
Representacion(es):
_-:MT“'
i -
.[ :f;l
f =
[ ' P — L; kv o
entradd
Representaciin{es):
I“ L
e —
: N
\
. —r3 .
s b
priirda )
Lineal
o d\
ra—
& § jo=te
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Discretas Otra

':!\)b P Representacion(es): ¢
b

o

w

Yg ¢ g a0
F ~

9 1
Ch wpde O ondES

o 7 [Fute
- 1 A0 e s
“.1" oA" o
A
Item 6, relaciones de dependencia situacion |1
Caracterizacion Descripcién
Costo-Duracion - “El valor que se paga depende de los minutos que se gastan”

- “Valor del minuto en prepago vs el nimero de minutos utilizados”

Usuarios-Valor minuto - “La cantidad de personas depende del precio del minuto”
- “v= Valor del minuto, u= nimero de usuarios. La relacion de
dependencia es que u depende de v”’
- “La cantidad de personas que usan el operador depende del precio de
minuto”

MinutosR-MinutosU - “La duracion del saldo depende de la duracion de las llamadas”
- “Variable independiente son los minutos disponibles y la
independiente los gastados”

Minutos-Recarga - “Recarga-minutos”

Ganancia-Consumo - “De acuerdo a los que ofrece el operador Claro la relacion seria
ganancia dependiendo de la cantidad de minutos de los clientes”
- “Suponiendo que el analisis que se haga sea de las ganancias que
obtiene la compafiia, se podria establecer un modelo en el que las
ganancias dependen del consumo de los usuarios”

No relacion - “No entiendo bien a mi manera de ver estd mal redactado. Pero creo
que la cantidad de minutos disponibles depende del saldo de su plan
prepago ”’
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- “Numero de llamadas del cliente se relaciona con el cobro de la
llamada”

- “La relacion seria las recargas que hace el usuario de claro con
respecto a usuarios de otras telefonias”

Item 6, formas de representar las relaciones de dependencia de la situacion 11

CATEGORIA ALGUNAS RESPUESTAS

Correspondencia

Representaciones Representacion(es):

u o 1000 - P

| Pl Ll RN

}/ i o s
Representacion(es):
M U,
- ?\\
~
v
VALY 2\ [20] 20V en
1\3 1“1.:%1' 11 27 te .
| i
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Representacion(es):

ﬁx\ds [o CQN\dﬂd ¥
personas \a

drom ;

wiSta Ser

(ero

- _>?guo

Gréfica

Hepresentacidnies):

11N

Item 6, esbozos realizados como representacion de la situacion 11

Costo-Duracién Usuarios-Valor minuto

Correcta Correcta

R t 2
|
Ninguna

e
el vnute no Ayede
unlee A Aupe o
uvaucné‘l -
- 9 .
i gt -;-‘-aab‘"
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Lineal 1

Representacidn(es):

Ganancia-Consumo

Propuesta

Ninguna

Curva 2

Representacion(cs):
'I:ll;h“,”, .l

Curval
—y
Representacion(es):
ME
A
0
Saldo-MinutosU Minutos-Recarga
Propuesta Propuesta
Ninguna Ninguna
Recta-Afin Lineal 2
| chmnl:clén(ﬂ) Representacidn(es):
’ 3%«0\%\;

&v A‘é\
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item 7 cuestién ""a""

Caracterizacién ALGUNAS RESPUESTAS
Area - “Area del cuadrado”

- “Area cuadrado EFGH”

Longitud - “Longitud de HE, lado AE=m”
- “Longitud de m”
- “Las variables involucradas son la medida del segmento AE es decir m”
- ‘GAE:m’7
- “La variable involucrada es m”
- “dAE,dAH”

- “Lalongitud del lado del cuadrado”

Puntos - “Laposicion del punto E sobre el segmento AB (longitud de m)”
- “Variables: G, F, E, H”
- “A dependiente”
Perimetro - “Perimetro” (Parece ser que se refiere al perimetro del cuadrado inscrito EFGH)
DomRang - “El dominio y el rango”
No variables - “Medida de la longitud del lado del cuadrado circunscrito”

Item 7 esbozos gréaficos

Caracterizacion ALGUNAS RESPUESTAS
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Constante Aoy

Lineal

P
Parabola no correcta
i
Parabola correcta b. M b, Awe Cumidulo
) = Lasei-io
R )
uy
MH\"—-_'-.-F"’/
- - ™
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Otras b. Aies

fuc 4 / {1, oo}
.{-}z

_‘

Sl 4 ane— 1 L]

ftem 7 cuestion "c* expresion algebraica

Caracterizacion Descripcion

Area cuadrado

.,[lﬂ"'j = ﬁ_ e \J‘{'ﬁ”} :-3{1 .r_",f:_r_"-ﬁr'-'f‘!*F'1 X

f"_f FII Ilfl_l'._;l:". (k‘r C L:r'lf_'; r'f_'{(_'l’(-j

2
hreag = porge s un cundrado

Area constante —

i . g
\FWE‘U%'—ZE]‘ fn\=C
Correcta . ; |
p=A t. 1 el
g ~ Enel caso de [ = 10 resulta la expresion correcta.
Pien 0 EroH = (HEN —dss
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e (10-R )

+ = - i
ke y,;;f;,!'l{_‘:.-.,)-';ft_‘b.ﬁ'x

5 = 23+ 2D x 4100

Otras E’L){‘l & X -H-"bl +5.

h*= oren [1€F6H

[ 4 [T PN L b
FE' pEFeh = ol - h.rl'-val:-f =m) 4 m J

8.4. Anexo 4: Applets propuesta didactica

.

-

Se anexa un CD en el cual se ubican todos los “Applets” (en total 15) realizados en

también se anexa.

http://propuestaparaabord.wix.com/abordarlafuncion

disefiadas en dicho software, se recomienda ingresar al siguiente link:

GeoGebra, organizados de acuerdo con la propuesta didactica, ademas estan nombrados con el
namero de la actividad correspondiente; se recomienda usar la version de GeoGebra 5, que

Se elaboré una pagina web con el &nimo de que se tenga la posibilidad de acceso a las actividades
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8.5. Anexo 5: Tabla identificacidn de magnitudes y cantidades

Magnitudes o Magnitudes o Valores que toma ¢Los valores de la cantidad o
cantidades que cantidades que cada magnitud o magnitud se asignan libremente

Actividad NO varian Sl varfan cantidad o dependen de algo?
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8.6. Anexo 6: Tabla identificacion de variables y constantes

Situacion

Constantes

Parametros

Variable independiente

Variable dependiente
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8.7. Anexo 7: Generalizacion de la situacién “poligono regular inscrito en otro con el

mismo numero de lados”

A continuacion se presentan los elementos que deben tenerse en cuenta para generalizar la
situacion de variacion del area de un poligono regular inscrito en otro poligono regular de igual
namero de lados, se desarrolla el caso particular del pentagono regular, sin embargo, el mismo
procedimiento permite generalizar la situacion. Esta fue una actividad, parte de la ponencia
titulada “Una funcién obtenida con GeoGebra a partir de la modelacion de poligonos regulares”,
realizada en el VI congreso de formacion y modelacion en ciencias basicas, realizado del 7 al 9

de mayo del 2014, en la Universidad de Medellin-Colombia.

1. Laexpresion del radio (R) de la circunferencia (1) que circunscribe el poligono regular de

mayor tamafo:4

Dado L la longitud del lado del poligono regular de mayor tamario, se tiene que:

L
2 sin(g)

2. Longitud de la apotema (AP;) del poligono regular de mayor tamafio

g = R sin (g) al despejar R se obtiene que R =

Usando trigonometria se puede establecer que:

AP, = Rcos (%) luego al sustituir R se obtiene que:

L T
AP, = @ cot (E)
AP, = L co; (%)

146



3. La expresion de la variacion del radio (r) de la circunferencia (2) que circunscribe el

poligono regular inscrito.

Del andlisis gréafico se llega a que:

2
r= \/(APl)Z + (% - x) , al sustituir AP; se obtiene:

2 +Z—Lx+x2

T

4

T
o \/LZ cot? (§) 12

4. Laexpresion de la variacion de la apotema (AP,) del poligono regular inscrito.

Del andlisis grafico se obtiene que:

AP, = r cos (Z), luego al sustituir  en la expresion anterior se obtiene:
2 5

T
AP, = \/%—Lx+x2 cos(g)

4

T
AP, = \/%—Lx+x2 cos(E)

4 5

5. Laexpresion de la variacion del lado (1) del poligono regular inscrito.

Del analisis grafico se obtiene que:
l . T
- =rsin (—) luego:
2 5

I = 2rsen (=), al sustituir r en la expresion anterior se obtiene:
5
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- \/Lz Csc? (%)

2 — Lx + x? | sin (g)

6. Laexpresion de la variacion del area 8 del poligono regular inscrito de n lados.

En vista que el area de un poligono regular inscrito se obtiene conociendo la longitud del lado, de

la apotema y el nimero de lados, es que se obtiene:

51
g =

%2, al sustituir la expresion de L'y AP, se obtiene:

L2 Csc? (E) L2 Csc? (E)

5 * Zsin(%) jTS—Lx-}—xZ COS(%) JTS—Lx+x2

i
5 x ZSin(g)cos(g) jLZCS%z(g)—Lx+xz

T
5% 2sin (g) cos (g) (% —Lx + x2>

L=

2
(2
B=5§Cot(g)—55m(5)

Vale la pena destacar, que con la ayuda del software GeoGebra se presentaron las graficas de las
relaciones de dependencia establecidas y después de determinar las expresiones algebraicas, estas
fueron insertadas en el software para verificar los resultados. A continuacion se muestran algunas
ilustraciones en la que aparecen las diferentes graficas obtenidas, en el CD del anexo 5 se ubica

una carpeta aparte en la que se incluyen los Applets en GeoGebra construidos para la
presentacion en el Congreso, asi:

148



Construceidn

n=5
.
. 18
@ b
e .
15,
.12
-9
6
A X g
Longitud Construccion
L=2 posconstr
Flano
@
MNimero de lados
n==5
H
Construccion Graficas
Mumero de lados
= Flano
PR ® pl
Longitud posconst L
@
L=2

z1

Graficas
lugargeometrica

lugargeomeétrica

AreaPolilnscrito

wa

]

Presentacidn

®

Graficas

+ Grafica
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8.8. Anexo 8: Resultados Generalizacion de la situacion “poligono regular inscrito en

otro con el mismo numero de lados”

A continuacién se presentan tablas en las cuales se muestran las expresiones algebraicas

obtenidas para cada una de las magnitudes variables presentes en la situacion de un poligono
regular inscrito en otro:

Magnitud

(Color de la gréfica
en el Applet)

Ecuacion inicial

(obtenida a partir

del anélisis de la
situacion problema)

Forma canénica

“HIPERBOLAS ¥

RADIO de la circunferencia que
circunscribe el poligono regular
inscrito (r)

L% Csc? (%)

y? _ (X - %)2

APOTEMA del poligono inscrito (AP5)

4
AP, = < ¢ CS(: (H)—Lx+x2> cos (g) l= 2( 7

LADO del poligono regular inscrito
U]

L? Csc? (E)

) Lx+ xz> sin (%)

2 2

_ y? _ (x‘%) - v ("‘%)
ud
n

) (8 | (=8 (g

YR

PARABOLAS

Magnitud

AREA (a) de uno de los triangulos que
conforma el poligono regular inscrito.

AREA () del poligono regular inscrito en el
otro.

Ecuacion inicial
(obtenida a partir del
analisis de la situacion a=

problema)

n LZC t(n) . (27‘[)L i (271) )
ﬁ—zzonsmnxsmnx

Forma canonica

34 En la gréfica solo aparece la parte positiva que es la que modela la situacion.
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8.9. Anexo 9: Expresiones algebraicas de algunas relaciones de dependencia en diferentes

situaciones

A continuacion se presentan algunas de las expresiones algebraicas que se pueden obtener

en ciertas relaciones de dependencia, a saber:

Actividad

Actividad 10

Actividad 12

Actividad 13

Actividad 15

Actividad 16

Relacion de
dependencia

Variacion  de la
cantidad de triangulos
de color blanco con
respecto al nUmero de
la iteracion

Variacion  de la
longitud del tercer
angulo de un triangulo
con respecto al angulo

Variacion de  los
segmentos
hipotenusas con
respecto al nimero de
la Iteracion

Variaciéon de la suma
de las éareas del
cuadrado y el
triangulo  rectangulo
con respecto a la
variacion de la
longitud del lado del
cuadrado (1)

Variacion de la suma
de las é&reas del
cuadrado y el

Expresion algebraica

fn =3

f(a) =\/a2+b2—2abcosa

f) =+o*+1

\/_

2 3 2
fO) =145 (L= 4D)

12 3

f(P)=E+£(L—P)2

convencion

| : ndmero de la
Iteracion

a : longitud de un
lado

b : longitud de
otro lado

a: angulo que
forman los dos
lados

0 : longitud del
segmento inicial

I : ndmero de
Iteracion

L: longitud de la
cuerda

[: longitud del
lado del cuadrado

L: longitud de la
cuerda
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Actividad 17

Actividad 18

triangulo  rectangulo
con respecto a la
variacion del
perimetro del
cuadrado (p)

Variacion del area de
la ventana con
respecto a la variacion
del ancho

Variacion del
volumen de la caja
con respecto a la
variacion de uno de
los lados del cuadrado
que se corta en los
extremos del trozo
rectangular de cartdn

fl) = gxz N x(m — 3x)

f(x) =4x3 - 2(u +v)x? + uvx

p: perimetro del
cuadrado

x: Longitud del
lado del ancho de
la ventana.

m: longitud
(constante
perimetro de la
ventana)

u: ancho del trozo
de carton

v: largo del trozo
de carton

x: medida de la
longitud del lado
del cuadrado que
se recorta en los
extremos del
rectangulo
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