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RESUMEN: En este escrito se presentan las consideraciones tedricas que sustentan el disefio de una situacion de
aprendizaje con miras al desarrollo del pensamiento matematico asociado al estudio de comportamientos lineales. Para ello,
se retoma el esquema de anidacién de préacticas de la teoria socioepistemoldgica y el uso de estrategias variacionales del
Pensamiento y Lenguaje Variacional. La situacion esta disefiada considerando cuatro momentos, el primero consiste en el
reconocimiento de la funcion lineal como aquella de variacién constante, el segundo confronta diferentes comportamientos
lineales para significar los pardmetros de la expresion f (x) = mx + b, en tanto que el tercero recurre al uso del parametro
m para realizar predicciones sobre comportamientos lineales y el ultimo una confrontacién entre lo lineal y lo no lineal.
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ABSTRACT: This paper shows the theoretical assumptions that support the design of a learning situation in order to develop
mathematical thinking associated with the study of linear behaviors. Then, the nesting scheme of socio-epistemological theory
practices and the use of variation strategies of thought and variation language are retaken, as well. The situation is designed
considering four moments: the first, consists of the recognition of the linear function as that of constant variation, the second
confronts different linear behaviors to signify the parameters of the expression f (x) = mx + b, while the third, uses the
parameter m to make predictions about linear behaviors and the last one makes a confrontation between linear and nonlinear
behavior.
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Introduccion

La ensefanza y aprendizaje del Calculo ha sido tema de interés en diversas investigaciones, algunas
interesadas en cémo disenar situaciones para construir significados a los conceptos del Calculo
(Engler, Vrancken, Gregorini, Mdller, Hecklein y Henzenn, 2008: Johnson, 2015), y otras que, a partir
del disefio de un conjunto de actividades, determinan cuales son las concepciones y las dificultades
que tienen profesores y estudiantes sobre tépicos de esta asignatura (Planinic, Milin-Sipus, Katic,
Susac y lvanjek, 2012; Caballero y Cantoral, 2013).

En el caso de la funcion lineal, encontramos dificultades relacionadas al significado de la pendiente en
contextos disciplinares, por ejemplo, en (Planinic, et. al. 2012) se reporta que los estudiantes tienen
dificultades en la transicién del contexto matematico al fisico ya que, aunque pueden resolver
correctamente el planteamiento del primero, no ocurre o mismo con el segundo. Desde nuestra
perspectiva, esto puede deberse a que la ensefianza de la pendiente se ve desprovista de los
escenarios de significacion que le dan origen, lo que repercute en que la Matematica sea vista como
algo independiente de los aspectos fisicos, aun cuando los conceptos e ideas comparten un origen
similar, el estudio del cambio y la variacion.

Por otra parte, Johnson (2015) reporta que en el analisis de graficas, los estudiantes conciben a éstas
como imagenes estaticas y no como la expresion de un fendmeno dinamico de variacion.
Consideramos que en parte se debe al tipo de tratamiento que se da a las graficas, que no propicia la
argumentacion desde la grafica, sino una algebrizacion de la expresion analitica y posteriormente una
tabulaciéon de puntos particulares.

Dificultades como las anteriores son abordados por la linea de investigacion Pensamiento y Lenguaje
Variacional (PyLVar), la cual se ocupa de estudiar los fendmenos de ensenanza y de aprendizaje del
conocimiento matematico propios de la Matematica del Cambio (Cantoral, 2000), enfatizando en el
caracter variacional de la Matematica y no Unicamente en su manejo simbdlico y analitico. En un
sentido amplio consiste en las formas de pensar, argumentar, organizar, tratar y comunicar
matematicamente fendmenos de cambio.

Las investigaciones enmarcadas en el PyLVar han mostrados que conceptos como funcién, limite,
continuidad, derivada e integral no pueden reducirse a su definicidén, ni limitarse a su aplicacion
(Cantoral, 2013). Se precisa de un cambio de paradigma del tratamiento algebraico al que son
sometidas, para dar lugar a las ideas de cambio y variacion que permitieron el surgimiento y desarrollo
de estos conceptos. Dado lo anterior, en este escrito presentamos las consideraciones tedricas que
sustentan el disefio de una situacion de aprendizaje con miras al desarrollo del pensamiento
matematico asociado al cambio y la variacion.

La situacidén que proponemos consiste en un problema de llenado de recipientes con flujo constante,
contexto que frecuentemente es utilizado en investigaciones que se interesan por analizar los procesos
mentales que siguen los estudiantes en su resolucién, en particular la forma en como emergen
conceptos matematicos como pendiente (Johnson, 2015). Nuestra propuesta por otro lado se enmarca
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en la teoria Socioepistemoldgica, de modo que nuestro punto de interés no es observar el uso de los
conceptos matematicos en la situacion, sino propiciar el desarrollo de practicas para favorecer el
estudio y la prediccion de procesos de cambio. Es asi, que nuestro objetivo es el disefio de una
situacion de aprendizaje fundamentada en el PyLVar, para lo cual tomamos como fundamento el
modelo de anidacién de practicas de la Socioepistemologia y una problematizacién de la nocién de
variacion.

Marco Teoérico

Tomamos como referente tedrico a la Teoria Socioepistemoldgica, la cual que explora formas del
pensamiento matematico fuera y dentro de la escuela, a la vez de modelar las dinamicas de la
construccion social del conocimiento matematico a través del conjunto de practicas que son aceptadas
y establecidas socialmente (Cantoral, 2013), normadas a su vez por practicas sociales, las cuales se
entienden no como la accién efectuada (por ejemplo medir) sino la orientacién estratégica de la
practica (por qué medimos y por qué lo hacemos de esa manera).

La Socioepistemologia centra la atencidon en las practicas que acompafan y dan origen a los objetos
matematicos, particularmente en Calculo, éstas practicas se denominan estrategias variacionales
(Caballero, 2012), las cuales son normadas por la practica social del Praediciere, la cual consiste no en
la accién de predecir sino lo que orienta el querer predecir.

Ahora bien, estas practicas no se efectian arbitrariamente sino que cuenta con una estructura, una
organizacion, que se denomina modelo de anidacién de practicas, el cual permite explicar empirica y
tedricamente el proceso de construccion social de conocimiento matematico mediante el desarrollo
intencional de practicas.
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Figura 2.1. Esquema de la anidacion progresiva de practicas (Cantoral, 2013)
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El interés por estudiar el cambio y la variaciéon se deriva de una necesidad inherente al ser humano, la
necesidad de predecir, ya que ante la incapacidad de adelantar el tiempo para observar los resultados
venideros, se han desarrollado diversas herramientas basadas en el estudio del cambio y orientadas
por la practica social del Praediciere para anticipar el comportamiento de sistemas complejos (Cantoral,
2013). Ahora bien, la prediccion de fendmenos precisa determinar algun patrén o regularidad en el
comportamiento de la variacion, esto es, entender la dinamica que las variables y sus variaciones
siguen. A esto se le denomina el caracter estable del cambio (Cantoral, 2013) aquella regularidad
asociada a la variacion que determina el comportamiento de los estados ulteriores del fenédmeno.

Para determinar el caracter estable del cambio, nuestra hipotesis sostiene se precisa atender cuatro
cuestionamientos asociados a la percepcién del cambio: ¢qué cambia?, ;respecto de qué cambia?,
¢cémo cambia? y ;cuanto cambia? En un fendmeno de variacion pueden existir una multitud de
elementos que estan cambiando simultaneamente (¢ qué cambia?), no obstante, de acuerdo con
Cantoral (2013), no se centra la atencién en todos ellos sino que se eligen aquellas variables
relevantes para una situacion especifica. Ello requiere de algun referente para comparar los estados
del fendbmeno a fin de dar cuenta que ocurri6 un cambio, es decir atender al cuestionamiento
¢respecto de qué cambia?

Los primeros dos cuestionamientos se refieren a la identificacion y establecimiento de relaciones de
dependencia entre variables; los otros consisten en describir la forma en como se relacionan las
variables y caracterizar la naturaleza del cambio. La pregunta ¢cuanto cambia? esta orientada a
asignar un valor a la modificacion de estado percibida, mientras que la pregunta ;cémo cambia? a
describir el comportamiento global. Ambos pueden realizarse en términos de valores numéricos o a
través de descripciones cualitativas, por ejemplo, mas grande que, menor que, mas frio, menos frio,
cada vez mas rapido, cada vez mas lento, etc.

Para atender a estos cuatro cuestionamiento se cuenta con un modelo tedérico desarrollado por M.
Caballero en (Caballero y Cantoral, 2013) que explica la forma en cédmo se estudia la variacion en una
situacion especifica. El uso de las estrategias variacionales comienza por la comparacion de estados
para cuantificar el cambio entre ellos, y después la seriacion, vista como sucesion de comparaciones,
permite caracterizar cualitativa y cuantitativamente el patron de regularidad de la variacion en un
conjunto de estados. La estimacion y prediccion organizan la informacion obtenida de las estrategias
anteriores para anticipar comportamientos globales o estados puntuales respectivamente. Lo anterior
deja ver una evolucién pragmatica en el estudio del cambio y la variacion asociado a una jerarquia en
las estrategias variacionales que se presenta en la siguiente anidacion de practicas.
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Tabla 1. Anidacién de practicas del pensamiento y lenguaje variacional

Practica social Preediciere

Toxicologia
Practica de referencia Qg
etc.

Prediccion
Estimacion

Comparacioén
Seriacion

Actividad

Ordenar
Medir
Girar
etc.

Las acciones se consideran la intervencion directa del sujeto sobre el objeto de estudio, en este caso
la variacién, de modo que los elementos y variables del fendmeno se ordenan, agrupan, miden, etc.
Dichas acciones son organizadas mediante la comparacion y seriacion, vistas como actividades
efectuadas de manera consiente e intencional. Esto significa que no toda comparaciéon o seriacion es
una estrategia variacional sino aquellas que tengan la intencién de estudiar la variacion. Estas
actividades se organizan deliberadamente para componer una practica, en este caso las estrategias de
prediccion y estimacion. Estas practicas son orientadas y reguladas bajo el paradigma de una préactica
de referencia y estas a su vez normadas por la busqueda de la prediccion de la practica social del
Preediciere.

Una situacion de aprendizaje para el desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional

Con base en la anidacion de practicas (tabla 1) se han estructurado cuatro momentos en la situacion
de aprendizaje. El primero se refiere al llenado de un recipiente cilindrico a flujo constante, donde la
atencion se centra en identificar la cantidad de altura que aumenta cada segundo y la asociacién con
la gréafica correspondiente. En el segundo se trabaja el llenado de dos recipientes cilindricos,
comparando la velocidad de llenado al variar la forma del recipiente (mas ancho menor pendiente, mas
angosto mayor pendiente). En el tercer momento, se compara el llenado de dos recipientes desde un
enfoque numérico, con el fin de predecir cual se llena primero. En el ultimo momento se contrastan las
graficas del crecimiento de la altura de recipientes cilindricos (a razén constante) con el llenado de
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recipientes de forma cénica, a modo de contrastar lo lineal con lo no lineal (Arrieta, 2003). Por
cuestiones de espacio, nos limitamos a mostrar el analisis de los dos primeros momentos.

Primer Momento

Un recipiente vacio de forma cilindrica es llenado mediante una llave que deja salir agua a flujo
constante. En la imagen siguiente se muestra la altura que alcanza el cuerpo del agua al transcurrir un
segundo.

\

1. Marca sobre la imagen la altura que alcanzara el agua a los 3 segundos.

2. ¢;Cuantos segundos tardara en llenarse el recipiente? Justifica tu respuesta

3. Realiza el bosqueja de la grafica que muestra altura del liquido al paso del tiempo. Considera
que el eje horizontal corresponde al tiempo y el eje vertical a la altura. Explica como es el
crecimiento de la altura en este recipiente.

La primera pregunta tiene el objetivo de establecer la altura del liquido y el tiempo como las variables
del fendmeno, para lo cual se sefala en el dibujo la parte en azul con el fin que se utilice como medida
cuantitativa. Al nivel de accion se efectian dibujos en la botella que indican el nivel de agua cada
segundo a partir de la medicion del segmento azul. Estos trazos deben ser de tal forma que la longitud
de las alturas sea la misma, lo que lleva a la actividad de comparar las nuevas alturas respecto a la
original.

En la segunda pregunta, el nivel de accién corresponde nuevamente al dibujo de los segmentos, pero
ahora articulado por la estrategia de seriacion en el nivel de actividad, de tal forma que los segmentos
lleguen hasta la parte superior de la botella. Con esto, en el nivel de practica dichos segmentos son
contados para predecir el tiempo de llenado. Para la tercera pregunta, el nivel accion corresponde a
considerar la construccion de los segmentos anteriores, de manera que en el nivel de actividad se usa
la seriacion para determinar que los incrementos son siempre iguales.

De esta forma, en el primer momento se caracteriza los comportamientos lineales como aquellos cuyo
crecimiento es constante. Esto se logra al enfocar la atencion en la actividad a la comparacion de las
longitudes de los segmentos que se dibujan respecto al que tiene en un principio. De modo que al
reconocer que las longitudes son siempre iguales, se puede determinar el tiempo de llenado del
recipiente.
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Momento 2

1. Considera los recipientes cilindricos A y B que tienen diferentes dimensiones pero misma
capacidad, los cuales son llenados con agua con el mismo flujo constante. Bosqueja la grafica
de la altura del agua al paso del tiempo para cada recipiente. ;Qué diferencia hay en la forma
en como crece la altura en cada uno?

Recipiente A Recipiente B

2. El siguiente plano cartesiano muestra la grafica del llenado de un recipiente C. Construya,
sobre el mismo plano cartesiano, la grafica del llenado del recipiente D sabiendo que ambos
recipientes son llenados a flujo constante y, ademas, la altura del liquido en el recipiente D
aumenta el doble respecto al recipiente C.

)
a»
-
tn

2 o 2 ‘ s w n " EJE T

tiempo

En la pregunta 1 se pide diferenciar el crecimiento de la altura en dos recipientes cilindricos de
diferentes dimensiones, para lo cual es necesario dibujar (o considerar) la altura que alcanzaria el
liquido al transcurrir un segundo en alguno de los recipientes, lo que corresponde al nivel de accion. El
nivel de actividad se presenta al comparar la altura dibujada con la que alcanzaria el otro recipiente en
el mismo tiempo, y de ese modo determinar que el incremento en el recipiente angosto es mayor que
en el ancho. Dado que ya se reconoce que el crecimiento es constante para cada botella, no se
requiere utilizar la seriacion, sino Unicamente comparar las alturas correspondientes a cada recipiente.

La pregunta 2 tiene el objetivo de construir la grafica del llenado de un recipiente cilindrico dada la
grafica del llenado de otro recipiente. El nivel accién corresponde a una operacién aritmética de
multiplicar por 2 el valor de la altura en cada instante de tiempo, y también en localizar dicho valor en
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el plano. El nivel de actividad consiste en una comparacion de alturas, ya que cada altura generada
debe cumplir la caracteristica de ser el doble respecto a la anterior.

Momento 3

Las siguientes tablas muestran los datos de la altura de un liquido durante el llenado de dos
recipientes cilindricos con las mismas dimensiones. Si ambos recipientes miden 15 cm de alto, 4 cual
de los dos se llenara primero? Justifique su respuesta

Recipiente A Recipiente B

Torwo ) | Aurs o) [l Yoo @) | A e
1 3.3 1 1.8

2 4.6 2 3.6
3 5.9 3 5.4
4 7.2 4 7.2

Momento 4

Considera dos recipientes con forma de “cono”, como los que se muestran a continuacion, que son
llenados a flujo constante:

-4

B
&

_— N

Recipiente A Recipiente B

a. Para cada recipiente, s qué diferencia hay en la forma de crecimiento en la altura de la parte
inferior de cada botella respecto a la parte superior?

b. Para cada recipiente, proporcione la grafica que muestre la altura del cuerpo del liquido al paso
del tiempo.

Reflexiones del trabajo

La situacién de aprendizaje propicia el reconocimiento de la funcién lineal como aquella de variacién
constante, tanto de manera cualitativa y cuantitativa en el analisis grafico y numérico, lo que permite
significar los parametros de la expresion f(x) = mx + b como la cantidad de flujo (m) y la cantidad
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inicial de agua (b). La situacion fue disenada considerando una evolucion pragmatica de la variacion
mediante el desarrollo de las estrategias variacionales y el esquema de anidacion de practicas,
atendiendo a los cuestionamientos ;qué cambia?, ;respecto de qué cambia?, ;como cambia? vy
¢,cuanto cambia?

En el primer momento de la situacion las variables de estudio (;,qué cambia?) son explicitados en las
preguntas, pero se refuerzan al proporcionar una altura inicial del liquido como referente para analizar
el crecimiento de la altura (¢ respecto de qué cambia?). Al pedir que se dibuje el segmento que
corresponde al segundo 3, se estable una forma de medir los incrementos con base en la longitud del
segmento original (¢ cuanto cambia?), en tanto que al pedir la grafica y explicar la forma de crecimiento
se atiende al cuestionamiento ¢ cdémo cambia?). El segundo momento agrega, a las variables tiempo y
altura, la forma de la botella ;qué cambia?), ya que el ancho de estas modifica el incremento de las
alturas, de manera que se usa la altura que alcanzaria en uno de los recipientes para analizar el otro
(¢ respecto de qué cambia?). Ahora bien, aunque los incrementos siguen siendo constantes en cada
recipientes (¢,como cambia?), la cantidad que aumentan es diferente (¢, cuanto cambia?).

Un aspecto a considerar en el disefio de esta situacion, es que la anidacion de practicas que
proponemos no consiste en estructurar una tarea por cada nivel del modelo, sino que cada pregunta o
indicacion de la situacion se construye considerando el tipo de acciones, actividades y practicas que se
pretenden propiciar. En una fase posterior se contempla la implementaciéon de la situacién con
estudiantes de bachillerato de México que no han cursado la asignatura correspondiente a Pre-
Calculo, con el fin de recopilar y analizar los datos correspondientes para validar y, en su caso,
restructurar la situacion y el marco tedrico.
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