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2.Descripcién

El trabajo desarrollado se basé en una indagacion del desarrollo historico del
concepto razén de cambio, desde sus origenes en el siglo VI A.C. y como fue
avanzando hasta la visibn contemporanea, con lo cual se disefia una

secuencia didactica virtual para introducir, visualizar y conceptualizar la




razon de cambio dando el paso desde la promedio a la instantanea.

3.Fuentes

Para el sustento de este trabajo, se consultaron 21 referencias, que incluyen
trabajos del desarrollo histérico de la razon de cambio, sobre aspectos
didacticos que apoyan la conceptualizacion como lo son la visualizacion, el
uso de representaciones, y el papel que tiene el uso de software en los
mismos, adicionalmente se enfatizé en aquellos referentes que sustentan a la
razén de cambio como un objeto de ensefianza en educacion basica y media.
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4.Contenidos

El documento se estructura en cuatro capitulos. En el primero se presenta la
justificacion del trabajo, el cual esta enmarcada en dar respuesta a la
pregunta problema ¢Como hacer el paso, en una proceso de ensefianza, de
la razon de cambio promedio a la instantanea sin introducir la nocion de
limite? para estudiantes de décimo grado de la educacién media en Colombia,
al igual que los objetivos los cuales muestran la ruta a seguir para llegar al
disefio de la secuencia de actividades, la cual se caracteriza por ir
desarrollando el concepto de la razén de cambio de la forma como fue
apareciendo histéricamente y asi, se introduce la idea de infinitamente
pequefio, sin pasar por los obstaculos didacticos que se generan en la

formalidad del limite.

En el capitulo dos se presenta una revision historica del origen de la razén de
cambio, empezando desde los griegos, siglo VI a.C. con Tales de Mileto quien
formula su teoria sobre los lados correspondientes a angulos iguales en
triangulos semejantes. Eudoxio y Euclides con la teoria de proporciones,
Arquimedes y la raz6n geométrica para determinar las férmulas de areas y
volimenes, para pasar a los trabajos en la edad media de Oreseme vy las
relaciobn entre magnitudes variantes, y durante el renacimiento y la
modernidad con el uso de cocientes de incrementos de Descartes y Fermat,
las tangentes de Roberval, y finalmente el paso al limite de los cocientes
incrementales de Newton y Leibniz que se corresponde con la razén de
cambio instantdnea tal y como se maneja actualmente en los contenidos

curriculares.

En el capitulo tres se presenta la pertinencia de esta propuesta, basados en
los lineamientos y estandares curriculares establecidos por el Ministerio de
Educacion Nacional, se puntualizan los objetivos de este trabajo en el

contexto del pensamiento variacional.




Adicionalmente se presenta el marco didactico y dentro de él se analiza el
“‘pensamiento dinamico” propuesto por Vasco (2006) y los procesos cognitivos
presentes en éste. Se enmarca la propuesta dentro de los fundamentados en
la teoria de Tall & Vinner, y en general bajo la corriente del Pensamiento
Matemético Avanzado.

Se examina la importancia que tiene la incorporacion de los recursos
tecnolégicos y en particular los applets creados en el software libre
Geogebra para apoyar los procesos de visualizacion y conceptualizacién de
objetos matematicos, en particular la razén de cambio promedio e

instantanea.

Como base para el desarrollo de este trabajo y el disefio de las actividades,
se hace relevante el estudio de antecedentes investigativos cuyos fines se
relacionan con la intencién de este trabajo. Por esto, se retoman algunos
trabajos de autores como Ascarate, Duval y Vrancken presentan el disefio y
resultado de la implementacién de secuencias de actividades con el fin de
introducir la razon de cambio promedio e instantanea en el proceso de

ensefianza.

Finalmente, en el cuarto capitulo, se presentan la propuesta didactica como
una serie de actividades cuya estrategia metodoldgica sera guia de trabajo en
clase, las cuales seran orientadas por el docente, y desglosan la razén de
cambio paso a paso, bajo un analisis histérico, buscando la comprension de la
razon, el cambio, su relacion y desarrollo en matematicas para finalmente
llegar a la razén de cambio promedio e instantanea, sin pasar por el limite

como objeto matematico.




5.Metodologia

La estructura metodologica para llegar a la propuesta de la secuencia de
actividades incluyo una primera fase que se ocupoO de la recopilacién de
informacion utilizada tanto desde los referentes histérico, tedrico disciplinar y
teorico didactico el cual estd centrado en la corriente del Pensamiento
Matemético Avanzado; paralelamente se realizdé un analisis de antecedentes
investigativos que soportan la idea de la propuesta y finalmente la
construccion de una propuesta didactica. Finalmente, se construye la
secuencia de actividades, en las cuales se aclaran conceptos basicos de
razon y de cambio y permite ir paso a paso en la construccion de los
conceptos de razén de cambio promedio e instantanea manejando diferentes
registros cono tabular, grafico y algebraico sin llegar a usar la definicion de
limite. De esta forma, se logra introducir la idea intuitiva de algunos objetos
matematicos, sin necesidad de mencionarlos formalmente, evitando que se
conviertan en obstaculos didacticos y presentandolos en un contexto que sea

mas asequible para los estudiantes.

6.Conclusiones

Con el desarrollo de este trabajo, se identifica la importancia del analisis
histérico de los objetos matematicos a ensefiar, puesto que este recorrido
evidencia como la necesidad humana crea nociones intuitivas de los
conceptos y permite al docente tomar ventaja de este conocimiento para llevar
al aula las tematicas y presentar herramientas didacticas a los estudiantes
que fortalezcan sus capacidades de acuerdo a los niveles establecidos por los
estandares y evitando en algunos casos, donde se es posible, el uso de los
nombres propios de los objetos matematicos y utilizarlos mas como
herramientas que faciliten otros procesos; con lo que se podria evadir algunos
obstaculos didacticos que se presentan por el lenguaje “jerga” propia de la

matematica.




Por otro lado, se puede analizar, la importancia de conocer los objetos
matematicos y su aparicion histérica, pues permite jugar con el desarrollo del
pensamiento natural del ser humano con el objetivo general de este trabajo.

Finalmente, se sugiere la implementacion de la propuesta en una poblacién

de grado décimo y una retroalimentacion a la autora de esta misma.
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INTRODUCCION

El presente trabajo se propone plantear una secuencia de actividades didacticas
dirigidas a la conceptualizacion de la razon de cambio instantanea desde la razén
de cambio promedio, esto requiridé inicialmente realizar una indagacién de la
evolucion historica de la razén de cambio, desde griegos, siglo VI a.C. con el
trabajo de Tales de Mileto sobre lados correspondientes a angulos iguales en
triangulos semejantes, Eudoxio y Euclides con la teoria de proporciones,
Arquimedes y la raz6n geométrica para determinar las férmulas de éareas y
volimenes; luego en la edad media y el renacimiento con los trabajos de Oreseme
sobre la relacién entre magnitudes variantes, en el renacimiento con el uso de
cocientes de incrementos de Descartes y Fermat, las tangentes de Roberval, y
finalmente, en la edad moderna con el paso al limite de los cocientes
incrementales de Newton y Leibniz que se corresponde con es la raz6n de cambio

como es manejada actualmente en el contexto de la matematica escolar.

Se presenta el marco didactico y dentro de él se analiza el “pensamiento
dinamico” propuesto por Vasco (2006) y los procesos cognitivos presentes en
este. Se enmarca la propuesta dentro de los fundamentados en la teoria de Tall &
Vinner (1981), y en general bajo la corriente del Pensamiento Matemético
Avanzado.

Posteriormente se examina la importancia que tiene la incorporacién de los
recursos tecnoldgicos y en particular los applets creados en el software libre
Geogebra para apoyar los procesos de visualizacion y conceptualizacion de

objetos matematicos, en particular la razon de cambio promedio e instantanea.

Se realiza una revision documental de antecedentes investigativos cuyos fines se

relacionan con la intencién de este trabajo. Por esto, se retoman algunos trabajos



de autores como Azcéarate (1997), Duval (1998) y Vrancken (1998) presentan el
disefio y resultado de la implementacion de secuencias de actividades con el fin
de introducir la razon de cambio promedio e instantanea en el proceso de

enseflanza.

Finalmente, en el cuarto capitulo, se presentan las actividades como guias de
trabajo en clase, las cuales seran orientadas por el docente, y desglosan el
concepto de la razén de cambio paso a paso, bajo un analisis historico, buscando
la comprensioén de la razon, el cambio, su relacion y desarrollo en matematicas
para finalmente llegar a la raz6n de cambio promedio e instantanea, sin pasar por

el limite como objeto matematico.

Dicha secuencia de actividades con el apoyo de applets disefiados en Geogebra
tiene como fin ofrecer una propuesta de ensefianza del concepto de razon de

cambio promedio e instantanea.

Para todos los efectos, declaro que el presente trabajo es original y de mi
total autoria; en aquellos casos en los cuales he requerido del trabajo de

otros autores o investigadores, he dado los respectivos créditos.



1. MARCO CONCEPTUAL

1.1. JUSTIFICACION

En los ultimos afios en Colombia, el Ministerio de Educacion Nacional, ha definido
y renovado constantemente sus politicas, en particular, los lineamientos
curriculares y los Estandares Basicos de Matematicas, que propenden por el fin de
fortalecer el desarrollo del pensamiento l6gico-matematico a partir de situaciones
problematicas provenientes del contexto sociocultural de otras o de la misma
ciencia. Dicho pensamiento se va desarrollando durante las diferentes edades de
desarrollo del individuo y en diferentes niveles de escolaridad de los mismos.
Salazar, Diaz & Bautista (2009) proponen en una descripcion de los niveles de
comprension para el caso especifico del concepto de derivada, en el marco de la
descomposicion genética del concepto, a partir de las trayectorias hipotéticas del
aprendizaje de un concepto Yy sugiere que este concepto tiene dos trayectorias: la
grafica y la algebraica; en las cuales hay varios niveles de comprensién y donde
se manifiesta en la trayectoria grafica y algebraica el desarrollo de la ideas del
objeto derivada, de lo particular a lo general e introduciendo la idea de variaciéon
en intervalos como razén de cambio promedio para subsecuentemente abordar la
razén de cambio instantanea que ha ser denominada derivada junto con todas

Sus representaciones.

Es en este contexto, Salazar et al (2009), realizan la descripcion de las
dificultades encontradas en un grupo de estudiantes en la coordinacién de los
diversos niveles de comprension del pensamiento variacional, dentro de una
misma trayectoria y de las dificultades entre el cambio de trayectorias en un
mismo nivel. Se observa que en un nivel de comprensién deben diferenciar entre

la variacion media y la variacion instantanea en varios contextos, y que igualmente



deben distinguir en la trayectoria grafica y algebraica la variacion instantdnea
como el paso al limite de la variaciébn promedio. Es asi como en otro nivel de
comprension, esto es, desde la trayectoria grafica, deben interpretar la
representacion de la recta tangente como el limite de las rectas secantes y a la
vez como la recta mas préxima a la grafica de la funcién en el entorno que

contiene a un punto dado sobre la funcién.

En el esquema algebraico, una dificultad es establecer la relacion entre la razén
de cambio, la pendiente de la recta y el limite de las tasas medias de variacion,
entendidas tanto como niumeros o como el valor funcional asociado a la funcion a
través del valor de la funcién derivada en un punto. Al respecto se observé que
hay dificultades en la comprension del paso de la interpretacion de la razén de
cambio promedio a la razén de cambio instantanea, en cualquiera de las
trayectorias hipotéticas de aprendizaje, tanto con el esquema grafico como el
algebraico, desde la perspectiva de la descomposicién genética del concepto de

derivada.

Por otro lado Badillo (2003), interesada en “describir la naturaleza y estructura de
las formas de conocer el concepto de derivada como objeto matematico y como
objeto de ensefianza y aprendizaje, en el nivel de bachillerato del sistema
educativo colombiano, asi como las formas como los profesores interpretan y
justifican las situaciones concretas de ensefianza en las que deben actuar, como
un punto de partida” (Badillo, 2003, pag. 1) muestra, en su tesis doctoral, la
dificultades, de los estudiantes y de las formas didacticas que el docente utiliza,
para logar la visualizacion adecuada del concepto de derivada.

De estos estudios, se desprende que la comprensién de la razon de cambio
mediante el uso de los procesos de visualizacibn es esencial para la
conceptualizacion del objeto derivada; asi, el presente trabajo se propone realizar
el disefio de una propuesta de ensefianza de la razon de cambio, que facilite, la
transicion del nivel de comprension de la razén de cambio promedio a la razén de

cambio instantanea, como el cociente infinitesimal por medio de la construccion de



actividades, que fomenten acciones de conceptualizacion y andlisis, apoyados por
el uso del software de geometria dinamica Geogebra, un software libre, el cual
apoyara Yy potencializara el proceso de visualizacion para llegar a la
conceptualizaciéon. De esta forma, se construyen unos applets en los cuales se
presentan actividades que apoyaran el trabajo de las guias que hacen parte de la

propuesta did4ctica.

PROBLEMA DE INVESTIGACION

¢,Como hacer el paso, en un proceso de ensefianza, de la raz6n de cambio

promedio a la instantanea sin introducir la nocién de limite?

1.2. OBJETIVO GENERAL

Disefiar una estrategia didactica para el estudio de la raz6n de cambio instantanea
de una funcién en un punto como el cociente infinitesimal en la razén de cambio

promedio para estudiantes de décimo grado.

1.3. OBJETIVOS ESPECIFICOS

1. Realizar un analisis del contexto histérico y matematico, en el cual emerge

el estudio de la razén de cambio promedio e instantanea.

2. Estudiar los estandares nacionales e internacionales que justifican la razén

de cambio como objeto de estudio en la matematica escolar.

3. Disefiar algunas actividades que incluyan el uso de applets disefiados en
Geogebra, que faciliten los procesos de visualizacion y conceptualizacion

de la razén de cambio.



4. Elaborar un documento, que sirva como apoyo didactico, donde se plantee
una posible estrategia para quienes estén interesados en estudiar una

forma de abordar la ensefianza de la razén de cambio.



2. MARCO HISTORICO-MATEMATICO

En este capitulo, se pretende hacer un recorrido historico de lo que representé la
razon de cambio para la comunidad cientifica desde los babilonicos y egipcios en
la antigiiedad, hasta Newton y Leibniz, y que lleve a comprender la razon de
cambio como actualmente se trabaja en el contexto educativo, pero que a la vez
sirva como eje orientador del disefio y secuencia de las actividades que se

propondran como fin de este trabajo.

Como lo expresa Stewart: “Todo fendmeno natural , desde las vibraciones
cuanticas de las particulas subatdmicas hasta el propio universo, es una
manifestacion del cambio...Es de la mayor importancia la necesidad de entender
y controlar el mundo cambiante en que vivimos” (Stewart, 1999, pag. 1); por lo
tanto comprender los patrones de cambio y cuantificarlos mediante expresiones
matematicas, permite la reduccion de la incertidumbre y el control del desarrollo
de situaciones de tipo natural, econémico y social en las cuales identificamos la
dependencia y variacion de una cantidad con respecto a otra. Situaciones en las
que se hace necesario la utilizacion e interpretacion de construcciones cognitivas

de descripcion del cambio como son la razén de cambio promedio e instantanea.

RAZON DE CAMBIO

Durante la historia, “el hombre ha tenido la necesidad de entender los cambios
percibidos en su entorno para utilizarlos en su favor y transformar el medio
ambiente”. (Renddn, 2009, pag. 1) Por ejemplo, para los babilonicos y los egipcios
en el proceso para la construccion de las piramides, el problema principal consistia

en mantener “una pendiente uniforme en cada cara y la misma en cada una de las



cuatro caras de la piramide. Se solia utilizar la relacion avance vs subida,
denominandola por la palabra sget, que significaba la separacion horizontal de una
recta oblicua del eje vertical por unidad de variacién en la altura” (Boyer, 1986,

pag. 11).

Mas adelante, los griegos comenzaron sus trabajos en matematicas mas por una
tarea a nivel intelectual que por resolver problemas de la vida practica. Durante
esta época (siglo VI a.C.), Thales de Mileto formula que los lados
correspondientes a angulos iguales en triangulos semejantes, son proporcionales;
proposicibn que permite generalizar la regularidad encontrada al modificar el
tamafo de los lados de triangulos semejantes y que se expresa en términos de

razones constantes como se muestra en la figura 1

OB 0B B BB
0OA 04 AA

Fig. 1 Semejanza de tridngulos

A través del analisis de patrones de cambio de distancias o longitudes de los lados
de triangulos semejantes, “Thales buscaba un método indirecto para acceder a
aquellos que en la practica no era posible” (Recalde, 1999, pags. 79-94). De esta

manera, las proporciones estaban centradas en mostrar la armonia de dichos



cambios, mediante razones numéricas entre cantidades discretas y su

comparacion.

Eudoxio, reformulé la teoria de las proporciones y su definicion es la que utiliza

Euclides en el libro V y fue presentada de la siguiente forma:

“Las proporciones estan en la misma razoén, la primera a la segunda y la tercera a
la cuarta, tomados cualesquiera equimultiplos de la primera y la tercera y
cualesquiera equimdultiplos de la segunda y la cuarta, entonces los primeros
equimultiplos ambos exceden, son iguales o menores que los segundos

equimultiplos, tomados en el orden correspondiente” (Rendon, 2009, pag. 3).

Es decir, que esta definicion se encuentra ligada a lo que, escrito en notacion

a c . . .
actual expresaria que B = 1 si y solamente si ad = bc, sin embargo, Euclides

hace dos tratamientos diferentes a las proporciones, una para los nimeros y la
otra para magnitudes. En los libros VII y VIII, dedicados a la aritmética, se refiere
a las razones numéricas en sentido pitagérico, mientras que en los libros lll y V se
refiere a las razones entre magnitudes geométricas como “una razoén es cierta con
respecto al tamafo de dos magnitudes del mismo tipo” (Boyer, 1986). (Rendon,
2009, pag. 3)

Por su parte Arquimedes realiza variantes al método del exahucion empleado por
Eudoxio, en ellas hace uso de la razon geométrica para derivar formulas para el
area y el volumen de figuras planas y sélidos regulares a partir de la comparacién
con figuras regulares como triangulos, rectangulos, etc. Y en el caso de
volimenes con el de un cubo; es asi como fruto de sus observaciones, plantea los
teoremas | y Il de la medida del circulo, el teorema de la bisectriz y el teorema de

los segmentos de una parébola, todos soportados por un lado en la determinacion



de razones y por otro en su método de exhaucion, denominado compresion-
diferencia. Se puede interpretar que hay un acercamiento a una representacion de
la idea de limite cuando al calcular el area del circulo, las diferencias entre los
poligonos inscritos se hacen tan pequefias como se quiera y permite a su vez
determinar un valor aproximado de la razén entre el diametro y la longitud de la

circunferencia es decir 1.

En la edad medio siglo XIV, la medicién, andlisis y prediccion del cambio de
magnitudes fisicas relacionadas cobra mayor auge; por ejemplo, los mateméaticos
del colegio de Merton tenian como objetivo, predecir el valor de una magnitud
fisica utilizando herramientas matematicas después de algin evento. Igualmente,
Oresme interesado por cuantificar dichos fenémenos logro introducir lo que
actualmente se conoce como representacion geomeétrica, para poder explicar el

comportamiento de las relaciones entre magnitudes que varian.

En el renacimiento, en los trabajos de Descartes y Fermat se encuentra, por
primera vez, el uso de ecuaciones para evidenciar la dependencia entre dos
magnitudes, la razén entre la diferencia de los valores de la magnitud dependiente
y la diferencia de los valores correspondientes de la magnitud independiente, es
decir, la razén de cambio del incremento de la magnitud dependiente respecto del
incremento de la magnitud independiente. “La relaciéon entre ambas diferencias da
lugar a la razon de cambio entre los incrementos de las magnitudes, expresada
algebraicamente”. (Renddn, 2009, pag. 7) lo cual poco a poco nos va acercando a

la definicion actual de razén de cambio.

Unos afios después, Roberval “consiguié determinar tangentes de todas las
curvas tipicas de la época” (Renddn, 2009, pag. 9), dichas curvas son aquellas

que representan la dependencia entre dos magnitudes fisicas permiten el

10



surgimiento de la caracterizacion de las variables como dependientes o

independientes.

Finalmente, Newton y Leibniz, con acercamientos diferentes, trataron la razén de
diferencias que mas adelante se convirtieron en la razon de diferencias entre
valores infinitamente pequefos, o sea, la diferencial. “Con las razones de
diferencias entre magnitudes se dio lugar al estudio de las razones de cambio
infinitamente pequefas y al célculo diferencial, y con el estudio de las razones de
cambio invariantes en el tiempo se dio lugar al surgimiento de la geometria
analitica con la caracterizacion de curvas a través de expresiones algebraicas”
(Renddn, 2009, pag. 9).

De esta manera, el concepto de razén de cambio fue desarrollandose y
formalizandose y actualmente lo entendemos como la matematizacion del cambio
mediante el calculo, el cual realiza diversas operaciones para proveer un resultado
o permitir conocer las consecuencias que se pueden obtener de unos datos
previamente conocidos. Desde este punto de vista, se puede ver la razén de
cambio como el cociente de incrementos o el cociente de las diferencias de los

cambios de cada variable involucrada.

Después de este recorrido historico, surge la idea de la estructura a seguir en el
disefio de las actividades, en este sentido se pretende utilizar primero la
conceptualizacién y aclaracion de razon geométrica y aritmética; luego cambio

constante y variable; finalmente la raz6n de cambio promedio e instantanea.
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3. MARCO DIDACTICO

Las dificultades conceptuales que los estudiantes experimentan en su proceso de
acercamiento a un concepto especifico se generan cuando se producen rupturas
en el desarrollo de los aspectos con los cuales el concepto se relaciona; por
ejemplo, a la hora de interpretar la letra como variable o al intentar diferenciar
variable y variacion. En particular, la nocién de variacion se ha convertido en los
ultimos afios en objeto de estudio de los investigadores en Educacién Matematica
ya que no sélo influye en algunos conceptos matematicos sino que también

constituye un estilo de razonamiento y pensamiento.

En Colombia, el estudio de la variaciébn en el aula y su importancia para la
formaciébn de la cultura matematica es planteado por los Lineamientos
Curriculares para el area de Matematicas (MEN, Matematicas. Lineamientos
curriculares, 1998) y apoyados institucionalmente con la publicacion del
documento de los Estandares Basicos de Competencias (MEN, 2006), en los

cuales se describe el pensamiento variacional en los siguientes términos:

“...este tipo de pensamiento tiene que ver con el reconocimiento, la percepcidn, la
identificacion y la caracterizacion de la variacion y el cambio en diferentes
contextos, asi como con su descripcién, modelacion y representacion en distintos
sistemas o0 registros simbdlicos, ya sean verbales, iconicos, gréaficos o

algebraicos.” (pag. 66).

Uno de los objetivos que se buscan al desarrollar este tipo de pensamiento, es
poder llevar por diversos caminos y de manera significativa a la comprension de

conceptos y procesos de funciones y los sistemas analiticos que de este se
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desprenden; ademas, son base en el aprendizaje del calculo numérico, algebraico,
diferencial e integral. De otra parte, este pensamiento tiene un papel importante en
la solucion de problemas y modelacion de experiencias de la vida cotidiana, tanto

en las ciencias como en las matematicas mismas.

Con el propdsito de aproximarse a ese tipo de pensamiento, Vasco (2006) lo
describe y sugiere algunos elementos para su desarrollo, estableciendo relaciones

de éste con la modelacién y la tecnologia; en ese sentido sefala que:

“El pensamiento variacional puede describirse aproximadamente como una forma
de pensar dindmica, que intenta producir mentalmente sistemas que
relacionen sus variables internas de tal manera que cavarian en forma
semejante a los patrones de covariacion de cantidades de la misma o

distinta magnitud en los subprocesos recortados de la realidad” (p. 138).

Dada la complejidad del proceso que se debe realizar en el pensamiento del
estudiante y en general de las personas para conceptualizar el cambio y las
diferentes razones de cambio, se hace relevante el estudio de alguno de esos
procesos cognitivos que se pueden poner en juego en el momento cuando se
induce al estudiante en la comprension de estos conceptos y que seran mostrados

en el siguiente apartado.

3.1. PROCESOS COGNITIVOS

Para comprender el pensamiento variacional, resulta pertinente dar una serie de
aproximaciones a las definiciones de algunos conceptos que seran tratados a lo
largo del presente trabajo con el fin de clarificar en qué sentido deben ser

entendidos los mismos y que son presentados a continuacion, como todo intento
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de dar sentido estas pueden resultar cuestionables pero deben ser comprendidos
en un marco general que puede ser puntualizados si se recurre a los autores
citados, los conceptos y procesos mencionados constituyen elementos esenciales
de los procesos cognitivos ya que basados en la descripcion de Vasco (2006), la
percepcion, comprension, representacion y caracterizacion de la variacion hacen

parte fundamental del “pensamiento dinamico”.

Percepcion: Segun Tall (1995), esta es la secuencia de desarrollo por la cual
comienza la actividad matematica y se hace de una forma viso-espacial. Hace
referencia especialmente a la capacidad de analizar y comprender a partir de la

observacion.

Comprension: Es un proceso en el cual se pretende entender un concepto, en el
contexto del Pensamiento Matematico Avanzado, se pueden observar dos
niveles para el concepto los cuales no necesariamente coinciden: por un lado el
concepto definicién, que muestra las palabras con las cuales se describe un
concepto en el contexto disciplinar, y el concepto imagen, que se corresponde con
la estructura cognitiva en la mente de los estudiantes y que esta ligado al concepto
desde las experiencias del individuo con el concepto (Vinner & Hershkowitz 1980,
Tall & Vinner 1981). Este proceso de procurar una coincidencia entre el concepto
definicion y el concepto imagen (o imagen conceptual) se hace relevante, pues
como lo senala los estandares “la comprension conceptual es un componente

fundamental de la competencia matematica” (NCTM, 2003, pag. 21).

Representacién: Los conceptos matematicos se representan por sistemas
matematicos de signos. Estos signos con soporte material forman parte del mundo
real; por tanto, la representacion mental de estos signos matematicos se puede

considerar como un caso particular de la representacion mental de los objetos del
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mundo real. La representacion no puede estudiarse separadamente de la

significacién que ellos sustentan. (Font (s.f), pag. 2)

Modelacién: En mateméticas, es un proceso que requiere la articulacion de los
registros semidticos en los procesos de ensefianza y aprendizaje; para lo cual, se
puede incorporar la calculadora graficadora y la computadora. También es un
aspecto integrador de las distintas representaciones que se tienen de los procesos

que se quieren modelar.

Visualizacion: Es un aspecto que tiene que ver con la imagen conceptual que un
individuo tiene de un objeto o concepto y la “imagen conceptual se describe como
la estructura cognitiva total asociada a un concepto, que incluye las imagenes

mentales, las propiedades y procesos asociados”. (Tall & Vinner, 1981, pag. 151)

Generalizaciébn: En un proceso cognitivo que abarca tareas como el
reconocimiento de patrones, descubrimiento de regularidades, descubrimiento de
relaciones invariantes, formulacién de proposiciones, de procedimientos, de

resultados, y de definiciones, entre otras. (Diaz, (s.f.) pag. 7)

Abstraccién: En términos de (Azcérate & Camacho, 2003, pag. 136) la abstraccion
“consiste en la substitucién de fendmenos concretos por conceptos confinados en
la mente. No se puede decir que la abstraccion sea una caracteristica exclusiva de
las matematicas superiores, como tampoco lo son otros procesos cognitivos de
componente matematica tales como analizar, categorizar, conjeturar, generalizar,
sintetizar, definir, demostrar, formalizar, pero resulta evidente que estos tres

ultimos adquieren mayor importancia en los cursos superiores”.
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Como se mencion6 al comienzo de este apartado, la descripcion de Vasco (2006)
sobre el “pensamiento dinamico”, hace que este sea el escenario propicio donde
surge el contexto de modelacion, produccion y reproduccion de las relaciones
variacionales entre objetos matematicos, ademas de aquellos relacionados con la
representacion y que por lo tanto el uso de la tecnologia encuentre un camino

expedito para el uso de representaciones en un entorno dindmico.

3.2. USO DE TECNOLOGIA.

Investigadores como Tall (1981) resaltan la importancia que para de los aspectos
propios de la matematica y de los efectos visuales que contribuyen a su
comprension tiene el uso de un software; es aqui donde el uso de la tecnologia
se puede constituir en un medio didactico que permite reproducir experiencias de
exploracion dificiles de recrear en formas tradicionales como el lapiz y el papel. El
uso de programas como Geogebra permite la construccion rapida y sistematica
de objetos matematicos y ayuda a establecer relaciones entre estos determinando
en forma dindmica sus propiedades a pesar del cambio de parametros en su
representacion, asi mismo facilita el determinar los invariantes propios de un

objeto o concepto matematico.

El uso del software también propicia un cambio de rol en el papel del estudiante
generando un entorno que busca que él pase de ser un simple espectador de la
clase y de las representaciones que el profesor emplea y se reincorpore como
agente dinamizador de su propio conocimiento al gestionar procesos de
representacion en forma individual, al mismo tiempo que posibilita la interacciéon

con compaferos que comparten la misma actividad.

16



El papel del docente puede eventualmente redefinirse al requerir que disefie
situaciones de aprendizaje que permitan el acercamiento a nociones y conceptos
donde los problemas de representacion, reproductibilidad, complejidad vy

visualizacion puedan ser subsanados con el uso adecuado del software.

Ademas se debera generar situaciones en las cuales se consideren las
necesidades y obstaculos a superar para la ensefianza y el aprendizaje de un
concepto o proceso de las matematicas, por esta razon, el docente debe disefar e
implementar herramientas para la ensefianza de conceptos y en particular para
este trabajo, la ensefianza de la raz6n de cambio promedio e instantanea, en la
cual se hace esencial poder visualizar de la mejor manera su representacion
geométrica, la cual permitird ir acercando al estudiante a la comprension de la
definicion desde punto de vista geométrico y algebraico al estar en capacidad de
reproducir graficamente distintas funciones, la posicion de cualquier punto sobre
su curva e ir diseflando construcciones de secantes préximas a un punto y la
tangente en un punto asi como observar el comportamiento de la variables y su

relacion en una tabla construida en una hoja de calculo.

Una de las herramientas para la ensefianza que permiten la visualizacion de los
objetos matematicos es el uso de software, en este caso, sera el software libre
Geogebra, aunque se hace relevante mencionar que el uso de un programa no
garantiza la comprensién de los conceptos que se pretende explorar con su Uso;
por esta razén, se debe realizar una planeacion de actividades que acompafen a
las actividades disefiadas con el software con el fin de procurar la aproximacién
del estudiante a los conceptos para extraer el potencial del programa, y conseguir
un trabajo integrado con las habilidades de pensamiento matematico que

posibiliten y potencien los niveles de comprension de los estudiantes.
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Por otro lado, el desarrollo de acciones con representaciones de objetos fisicos o
de objetos mentales facilita definir relaciones entre los objetos, encontrar
propiedades y operar entre estos de modo que establezcan procesos que a su
vez pueden convertirse en objetos matematicos. En este sentido, el uso del
software de calculo simbdlico y geometria dindmica permitira visualizar la relacion
entre la razon de cambio promedio e instantanea asi como las relaciones entre
pendiente de una recta secante a la funcion en un intervalo dado y la recta
tangente a la curva en un punto como el cociente de valores cada vez mas
pequefios. Asi mediante un proceso inductivo, los estudiantes podran acercarse a
la imagen conceptual de razén de cambio promedio e instantanea y por lo tanto al

de derivada en un punto.

Debido a los niveles de desarrollo en el pensamiento matematico que se supone
deben tener los estudiantes en cada grado de educacion, se hace necesario
revisar en que niveles de enseflanza aparecen los procesos de pensamiento
variacional con el fin de determinar para que grado de educacion se disefiara la

propuesta de actividades de este trabajo.

3.3. ESTANDARES

Los Estandares Basicos de Competencias Matematicas, con el objetivo de
potenciar el pensamiento matematico, plantean una estructura basada en la
interaccion de tres aspectos: los procesos generales, los conceptos Yy
procedimientos matematicos, y los contextos o situaciones de aprendizaje

significativo y comprensivo.

Los estandares estan organizados considerando cada uno de los ciclos

propedéuticos y por cinco tipos de pensamiento donde en conjunto se busca
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fortalecer su desarrollo desde una relacion entre la practica y el conocimiento
formal; es decir la conjuncibn entre los componentes matematicos
procedimentales y conceptuales. Los estdndares cumplen con un principio de
coherencia horizontal y vertical entre las competencias basicas entre ciclos y
pensamientos, es asi como hay un desarrollo gradual de las competencias de lo
simple a lo complejo, superando progresivamente niveles de complejidad y de
abstraccion.

Analizando lo anterior, el desarrollo de las competencias, para llegar a la
comprension de las nociones de razén de cambio promedio e instantanea, que
anteceden el ciclo cinco, estdn determinadas y especificadas desde que se
empieza, en el ciclo uno, a estudiar, describir y representar fendmenos asociados
al cambio vy las relaciones de dependencia entre variables ; y se requiere ir
aumentando gradualmente la complejidad en el requerimiento del nivel de
observacion, descripcién, razonamiento, abstraccion y manejo de sistemas

numericos, geomeétricos, métricos, sistema de datos y algebraicos.

La comprension en ciclo dos de las fracciones como razdén y su uso en
proporciones van generando acercamientos a la modelacion de situaciones de
dependencia para resolver problemas de diversos contextos, con soluciones
producto de la observacion de patrones de cambio y acotacion de las alternativas
de solucion a rangos de variacién que adicionalmente son descritas mediante

representaciones gréficas.

En ciclo tres, se propone dirigir los esfuerzos hacia el desarrollo de las nociones
de razon, al trabajar desde la practica con actividades de manejo de factores
escalares en disefio de maquetas, mapas, etc. (uso de escalas). A su vez se

propende por el manejo de la descripcion de conjuntos de valores de cada una de
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las cantidades variables asociadas a un fenOmeno que estan relacionadas entre si

en situaciones de variacion usando representaciones como tablas y gréficas.

El proceso de aproximacion al concepto de razon de cambio promedio e
instantanea, en el ciclo cuatro es mas explicito, al proponer el poner en contacto al
estudiante con el contexto del sistema geométrico; en particular con las
propiedades de congruencia y semejanza, asi como con los argumentos que
justifican las demostraciones de los teoremas basicos de Pitdgoras y Thales;
situaciones en las cuales, si bien no se presenta formalmente la nocion de razén
de cambio, permiten la visualizacién de las relaciones entre razones y sus

variaciones al analizar cambios en los parametros que las constituyen.

En este mismo ciclo, desde la dimensién del pensamiento variacional, se propone
que el estudiante adquiera la competencia de identificar y utilizar diferentes
maneras de definir y medir la pendiente de una curva en el plano cartesiano en
situaciones de variacion. Es aqui donde el estudiante expresa una pendiente
utilizando implicitamente la nociébn de razén de cambio promedio, vy
simultaneamente, al expresar y calcular esta razén de cambio promedio usando
un coeficiente en una expresién general de una recta, identificando que esta
razon determina el comportamiento de las variables en esta clase de relacion; este
conocimiento serd util en el ciclo cinco para interpretar la razén de cambio
instantanea como valor de la pendiente de la tangente a una curva en un punto
dado.

Finalmente, en ciclo cinco, en conjunto con la asignatura de fisica mecanica, el
estudiante estara en contacto con situaciones donde debe abordar la nocion de
razon de cambio promedio; introducida, ya sea como tasa media de variacion, o

como velocidad media, aceleraciéon media o densidad media. A continuaciéon se
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abordaran situaciones, matematicas 0 no matematicas, relacionadas con la
nocion de limite sin importar la organizacion matematica establecida en su
contexto; proceso que puede ser realizado ya sea de manera gradual, a través de
situaciones problematicas propias del contexto de la fisica como puede ser el
calculo de la velocidad instantanea o aceleracion instantanea de un mavil, o en su
defecto, desde otras aplicaciones propias del contexto social, econémico o de las

ciencias naturales.

Los Estandares Basicos de competencias matematicas en este sentido tienen
como objetivo que el estudiante adquiera la habilidad resolver y formular
problemas que se resuelvan mediante el uso de la razén de cambio promedio vy el
uso de procesos sucesivos de aproximacion para el calculo de la razén de cambio

instantanea.

3.4. ANTECEDENTES

A continuacién se presentan algunos resultados obtenidos por autores como
Vrancken (1997), Azcéarate (1997) y Duval (1998) quienes han disefiado e
implementado de secuencias de actividades con el fin de introducir la razon de

cambio promedio e instantanea en el proceso de ensefianza.

El trabajo desarrollado por Vrancken, Engler & Miiller (1997) presenta la tendencia
generalizada por dedicarle gran parte del curriculo de las ingenierias a la
ensefianza del célculo; de otra parte, Azcéarate et. Al (1997) resaltan la importancia
gue el uso de diversas representaciones, como pueden ser la gréafica, la numérica
y la algebraica, tiene para la formacion de representaciones mentales ricas que

reflejen muchos aspectos relacionados con el concepto, el cual se vera apoyado
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por la forma en que estas logren relacionarse y la posibilidad de hacer

traducciones entre ellas.

En parte del trabajo de Vrancken se muestra que la tendencia usual durante los
procesos de ensefianza, es la de dedicar muy poco tiempo a realizar la
conversion entre los diferentes sistemas de representacion de un objeto, lo que
repercute en que se presenten bastantes limitaciones en la comprension de los
mMismos; 0, que a los procesos cognitivos prioricen y restrinjan la utilizacion de un
concepto a su trabajo dentro de en un sistema especifico como puede ser,

usualmente, el algebraico.

Duval (1998) expresa que el uso de distintas representaciones es esencial en el
desarrollo del pensamiento y en la produccion de conocimiento. Distintos autores
apoyan esta idea y manifiestan que llegar a comprender un concepto mateméatico
implica realizar procesos de conversion entre diferentes registros de
representacion, manifestados por la posibilidad de movilizacién y de articulacion
entre los mismos (Rico, 2000, Dafare, 2002. citados por Vrancken, Engler, &
Muller, 2008, pag. 37)

En Vrancken et. al (2008), se plantea que para poder entender el proceso de
construccion de los conceptos y de los procesos matematicos, es necesario
primero analizar como los estudiantes desarrollan algunas tareas propuestas y
porqué los estudiantes llegan a ciertas conclusiones que no corresponden con el
conocimiento que los estudiantes tienen. Para analizar las acciones realizadas
por los estudiantes, disefiaron, implementaron y evaluaron algunas secuencias
didacticas de actividades que permitian tratar los errores y superar las dificultades
de los estudiantes, esto con el propdsito de facilitar la construccion del concepto

de derivada; y asumieron que desarrollando ideas variacionales como la nocion de
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razon de cambio y las conversiones entre los diferentes registros de
representacion (numérico, geométrico, algebraico) contribuirian significativamente

a alcanzar los objetivos.

Los autores tomaron como instrumento inicial una prueba diagnostica para
explorar las concepciones de los estudiantes en relacion con el concepto de razon
de cambio vista como la velocidad, y trabajada desde las conversiones entre los
diferentes registros de representacion. Basados en los trabajos de Carabus (2002
reportado por los autores), consideran que las tablas contemplan los aspectos
numéricos y cuantitativos, las representaciones graficas potencian las
posibilidades de la visualizacién, las expresiones algebraicas se relacionan con la
capacidad simbdlica, el lenguaje coloquial se vincula con la capacidad linguistica y

es importante para interpretar y relacionar todas las representaciones.

Posteriormente emplearon una secuencia de actividades, basada en las ideas de
Dolores (1999, 2007 reportado por los autores) y Azcéarate et al. (1997), que le
permitia una introduccién intuitiva e informal al célculo diferencial. Asi, con la
resolucion de los problemas, buscaban desarrollar ideas de variacion que llevarian
a comprender algunos conceptos como variable, dependencia, y razén de

cambio.
Como principales conclusiones encontraron que:

. La formacion de nociones de conceptos, en particular de variable dependen

bastante de la comprension de los procesos de cambio; y que

. Los estudiantes presentan dificultades al realizar la transposicion o
traduccion de un registro de representacion a otro o dentro de un mismo tipo de

registro.
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Azcarate et al. (1997) citan una investigacion realizada por Orton & Coll donde se
describen algunos errores y dificultades que los estudiantes presentan en el
manejo de la derivada. Se identificaron tres tipos de errores que los estudiantes
cometian en las actividades que desarrollaban, tenian problemas estructurales
relacionados con los concepto formales, algunos no tenian en cuenta datos de los
problemas y otros usaban a conveniencia los conceptos. Orton aplicO dos
entrevistas, una en la cual se preguntaba sobre limites, areas e integrales, y otra
donde se indagaba sobre los cocientes incrementales y la derivada; en ellas se
evidencio que los estudiantes comprendieron mas las aplicaciones que los
conceptos y las graficas y que comprendian bien las situaciones donde la relacion
era lineal o afin pero presentaban dificultades con las que no lo eran.

Adicionalmente, Sanchez et. al (2008), muestra resultados similares de un trabajo
de Orton:

“Como consecuencia de tales resultados, Orton indicd que las dificultades con la
idea de razén de cambio y su vinculacion al tipo de funcion lineal o cuadratica
podian tener su origen en una comprension débil sobre el concepto de funcién. La
informacion de estas investigaciones destaca la importancia de la relacion entre la
razon de cambio y el cociente incremental en la comprension de la derivada,
entendida como una cuantificacion del cambio. Dicho aspecto ha sido el foco de
algunos trabajos; sus resultados aparecen en la proxima seccion” (Sanchez,
Garcia, & Linares, 2008).

De esta manera, se evidencia las dificultades subyacentes en la comprension de
conceptos formales, en particular lleva a pensar en introducir la razén de cambio
de una forma usando un lenguaje un poco menos formal, de tal forma que se
eviten obstaculos didacticos subyacentes de este lenguaje, adicionalmente se

pretende introducir algunos nombres de objetos como formas de simplificar o
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resumir un proceso como el de incremento, con el fin de que los estudiantes lo

asimilen como una “ayuda” y no como algo dificil de comprender.

Por esta razon, este trabajo pretende mostrar una secuencia de actividades que
permita conceptualizar la razén de cambio, tomando el concepto imagen que los
estudiantes tienen y mediante la aplicacion de guias que contienen actividades
construidas, de manera afin al desarrollo cronolégico del concepto tal y como se
mostré en el marco historico, y asi poder brindar herramientas para que ellos,
puedan construir un concepto imagen que este mas proximo a la definicion del

concepto del objeto razén de cambio.
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4. PROPUESTA

El objetivo de la propuesta es diseiar un procedimiento que posibilita el desarrollo
del pensamiento variacional, que permita la transicion entre los procesos de la
comprension de la razén de cambio promedio a la razén de cambio instantanea
sin hacer referencia explicita al paso al limite, tomando como punto de partida los
preconceptos de los estudiantes y promoviendo situaciones que aclaren las ideas
y que permitan una interpretacion y uso adecuado tanto de la razén de cambio

promedio como de la instantanea.

En un principio se intenta establecer una distincion mas evidente entre cambio
constante y cambio variable que facilitara la comprension de la necesidad de
trabajar con razones de cambio promedio e instantaneas; simultaneamente se
usaran las ideas de pendiente de una recta y pendiente de la recta tangente a una
curva como expresiones que permiten cuantificar y evaluar los cambios en las
variables para distintos fenébmenos, que a su vez se pueden representar con
lineas rectas, curvas suaves o completamente irregulares en términos de lo que

denominamos diferenciabilidad.

Esta secuencia se encuentra compuesta por 5 guias de trabajo en medio virtual,
donde al inicio de cada una de ellas se ofrece una parte tedrica, la cual estara
orientada por el docente, luego se presentan preguntas que permitiran analizar la
tematica, buscando el objetivo propuesto en la guia; finalmente se muestra una
reflexion que servirdA como apoyo para la aclaracion de algunas ideas. En las
guias, aparecen unas series de actividades que permitiran explorar, reconocer,

ejercitar y explicar determinadas situaciones cada una consta de una parte tedrica
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que apoya el trabajo del docente y una serie de actividades, pues depende del

objetivo de cada una, donde se desarrolla un trabajo de la siguiente manera:

GUIA OBJETIVO

1 Conocer y definir el concepto de razon y los tipos de razones: geométrica
y aritmética

2 Analizar, determinar y comprobar el concepto de cambio y los tipos de

cambios: constante y variable.

3 Identificar y establecer mediante el desarrollo de actividades, la razén de

cambio como la razén geométrica de razones aritméticas.

4 Evaluar la razén de cambio promedio e interpretar su valor en diferentes

situaciones como la pendiente de la recta, la tangente de la curva, etc.

5 Argumentar la razon de cambio instantanea como la raz6n de cambio

promedio de valores infinitesimales.

Esta propuesta va dirigida a estudiantes de décimo o undécimo grado, de acuerdo
al criterio del docente que la vaya a implementar, al igual que el tiempo estimado
para el desarrollo de cada una de ellas. Es necesario seguir el orden establecido
en las guias, y verificar que tanto la introduccion como el cierre de cada guia
genere en los estudiantes, mas preguntas, pero al mismo tiempo aclare los nuevos
conceptos. Adicionalmente, algunas de las guias estaran apoyadas con applets
disefiadas en Geogebra los cuales fortaleceran el proceso de comprension

mediante la visualizacion de los objetos matematicos a estudiar.
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A continuacion, se presentan las diferentes guias de trabajo que forman la
secuencia de actividades para la ensefianza de la razon de cambio promedio y su

paso a la raz6n de cambio instantanea.

En la Guia 1 se pretende aclarar el concepto de razdn, razon aritmética y razén
geomeétrica con operaciones simples y su aplicacion en contextos reales.
Igualmente, con las actividades se pretende que se generen dudas sobre: Si es
posible determinar la razon aritmética y geométrica entre magnitudes de diferente

naturaleza; y como interpretan los resultados obtenidos.

GUIA 1

OBJETIVO

Conocer y definir el concepto de razén y los tipos de razones: geométrica y

aritmética
RAZON
La razén es una relacion que existe entre dos magnitudes como metros,
cucharadas, tazas, grados, etc.
Se pueden encontrar dos tipos de razones:
e Razon Aritmética

e RazoOn geométrica

RAZON ARITMETICA
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La razon aritmética entre dos magnitudes es la diferencia (resta) entre ellas. La

razon aritmética entre a y b se escribe a — b.

Por ejemplo, Larazén entre 5y 2,se escribe5 —2 =3

Larazénentre—4y3,seescribe—4—-3 =-7

ACTIVIDAD 1

1. Halle la raz6én aritmética.

VALOR 1 VALOR 2 VALOR 1 -VALOR 2 VALOR 2 -VALOR 1

4  metros -25 metros

35 cucharadas 47 cucharadas

-76 metros 23 metros
92 grados -67 grados
34 tazas 38 tazas
-67 grados -93 grados
42 pasos 47 pasos

-82 centimetros 72 centimetros

57 pies -54 pies
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2. ¢Qué diferencias y similitudes encuentra entre los valores de las dos

columnas?

NOTA: Se debe recordar que el orden de las

operaciones realizadas es importante, pues

puede llevar a resultados diferentes. de estos

valores.

RAZON GEOMETRICA

Es la relacion que se hace entre dos cantidades mediante su cociente (division).

La razbn geométrica entre a 'y b, se escribe a: b, se lee “a es a b” y se determina

a
por >

Por ejemplo, 4:2 = ; =2

10
10.2—?—5
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9
9:2=-=45
2
Los fraccionarios obtenidos cuya divisibn no es entera, se hace necesario
simplificarlos.

, 5 1
Por ejemplo, 5:25 = i

3
3.29—5

ACTIVIDAD 2

1. Determinar las razones geométricas.

VALOR 1 VALOR 2 VALOR 1:VALOR 2 VALORZ2:VALOR1

4  metros -25 metros

35 cucharadas 47 segundo

-76 metros 23 metros
92 grados -67 grados
34 tazas 38 tazas
-67 grados -93 minutos
42 pasos 47 pasos

-82 centimetros |72 hora

57 pies -4 segundo
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2. ¢Qué diferencias y similitudes encuentra entre los valores de las dos

columnas?
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En la Guia 2 se pretende aclara el concepto de cambio, permitir que el estudiante
por su propio interés, profundice en el tema e introducir los diferentes tipos de
cambio que hay: constante y variable. Se presentan actividades en contextos
reales como los son la compra de dulces en una tienda, para el cambio constante
y el crecimiento poblacional de conejos a partir de una pareja, para el cambio
variable.

Luego se introduce el uso de un applet diseiiado en Geogebra, con el que se
pretende reforzar las razones aritmética y geométrica, introduciendo el incremento
como una forma de simplificar la definicion de un concepto y no como el nombre
formal de un objeto matematico, con lo que se busca evitar ese obstaculo causado

por los formalismos.

GUIA 2

OBJETIVO

Analizar, determinar y comprobar el concepto de cambio y los tipos de cambios:

constante y variable.

CAMBIO

Es el concepto que se utiliza para denotar la transicion de un momento a otro, por
ejemplo la velocidad en un tiempo cero segundos a la velocidad en un tiempo 10

segundos de un vehiculo en movimiento; cuando una sustancia pasa de solido a

liquido; cuando un cuerpo pasa de frio a calor, etc.
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En matematicas, se encarga de mostrar la transicion de dos cantidades, es decir,
gué sucede de una cantidad a la otra, con qué regularidad varia, co6mo se pasa de

una a la otra.

o)

Para profundizar..........

Para conocer una de ideas de cambio desarrolladas
por lan Stewart, da click aqui

TIPOS DE CAMBIO

Se tienen dos tipos de cambio:

e Cambio constante

e Cambio variable

CAMBIO CONSTANTE

Es aquel cambio para el cual existe una regularidad constante, es decir, se tiene

un valor fijo que define como cambia cierta cantidad de un momento a otro.
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Supongamos por ejemplo, que Juan va a la tienda con sus amigos y compra

dulces como se muestra en la siguiente tabla:

Cantidad 1 2 3 4 5

Valor 100 200 300 400 500

Al analizar la variacion que tiene el valor a pagar al aumentar el nUmero de
dulces en la tabla, se nota que siempre cambia de 100 en 100 por lo que recibe

el nombre de cambio constante.

CAMBIO VARIABLE

Es aquel cambio para el cual existe una regularidad pero no es constante, es
decir, se tiene una relacion permite obtener cuanto varia una cantidad de un
momento a otro, pero ese valor siempre es diferente.

Por ejemplo,

Se pretende analizar el crecimiento de una poblacién de conejos, partiendo de una

pareja de conejos y teniendo en cuenta que cada pareja tarda dos meses para

empezar su etapa reproductiva, tal como se muestra en la siguiente imagen:

35




Pares de
coneons
1

Imagen tomada de: http://blog.educastur.es/matescolombrinas/2010/03/20/sucesion-de-fibonacci/

Analizando el grafico podemos ver que, a partir de una pareja de conejos, el

numero de conejos se va incrementando mes a mes de la siguiente manera:

Mes 1 2 3 4 5
Cant. conejos |2 4 6 10 16

Asi, sabemos que de mes a mes cambia la cantidad de conejos con la cantidad
del mes anterior, es decir, del mes 3 al mes 4 cambia en 4 (mes 2), del mes 4 al
mes 5 cambia 6 (mes 3). asi sucesivamente como se observa en la tabla anterior.
De esta forma, se puede concluir que la cantidad de cambio de mes a mes es
diferente siempre, por lo que se dice que el cambio del crecimiento de una

poblacién de conejos mes a mes es un cambio variable.

ACTIVIDAD 1

1. Diligencie la siguiente tabla de acuerdo a la informaciéon suministrada:
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Cantidad  de Cantidad total Razon Razon Razoén

triangulos en la de  triAngulos aritmética  de aritmética de la geométrica

base (B) (M las bases cantidad de entre RAT vy
(RAB) triangulos RAB

(RAT)

3 4

5 9

7 16

9 25

11 36

9 25

7 16

5 9

3 4

5 9

7 16

2. Abrir el archivo applet “Applet Cambio Variable.ggb”.

3. Leer el texto y luego dar click sobre la casilla introduccion.
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4. Segquir las instrucciones que aparecen en el applet.

5. Lea la informacion de la tabla que aparece en el applet y diga que nombre

reciben las casillas alli :

Razo6n aritmética de las bases:

Razon aritmética de la cantidad de triangulos:

Razon geométrica entre razon aritmética de la cantidad de triangulos y razon

aritmética de las bases:

6. Observando la ultima casilla de la tabla del applet y pasando a la
instruccion 4 (dada en el applet) descrita en alli, ¢qué conclusiones puede

obtener?
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En la Guia 3 se pretende reforzar geométricamente la definicion de la razon de
cambio mediante la exploracion, en un applet, de su existencia como pendiente

de una recta y razon tangente

GUIA 3

OBJETIVOS

Identificar y establecer mediante el desarrollo de actividades, la razén de cambio

como la razén geométrica de razones aritméticas.

RAZON DE CAMBIO CONSTANTE

ACTIVIDAD 1
1. Abra el applet “cambio constante.ggb”
2. Active el botén enunciado.
3. Desactive el botén enunciado y active el botdn representaciones.

4. Mueva el deslizador. ¢ Qué conjeturas puede obtener?
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5. Active la casilla pendiente, analice nuevamente la informacion que ofrece

el applet nuevamente y escriba conclusiones.

6. Active la casilla razon tangente, observe y escriba sus conclusiones:
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En la Guia 4 se pretende retomar la definicion de promedio y su calculo. Luego se
retoma el applet utilizado en la Guia 2 para determinar la razén de cambio de la
cantidad total de triangulos con respecto la cantidad de triAngulos en la base,
promediar e interpretar los resultados. Se busca que por medio de este proceso,
el estudiante sea capaz de conjeturar la definicion de la razén de cambio promedio

y el significado que puede ofrecer en un determinado contexto.

GUIA 4

OBJETIVOS

Evaluar la razén de cambio promedio e interpretar su valor en diferentes

situaciones como la pendiente de la recta, la tangente de la curva, etc.

RAZON DE CAMBIO PROMEDIO

Retomando la raz6n de cambio como la razdn geométrica entre las razones
aritméticas, introducimos un nuevo concepto: incremento, el cual es basicamente
la razon aritmética, pero mas adelante, en el desarrollo del curso de calculo,
tendra una mayor relevancia. Este incremento, sera simbolizado por Ax donde x es

la variable que se esta utilizando en el contexto.

Asi, la razon de cambio podemos definirla nuevamente como el cociente de

incrementos.
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RECORDEMOS QUE....

El promedio de valores numéricos como cantidades o magnitudes, es un valor que
se determina al sumar todos los valores y dividirlo entre la cantidad de valores y se
obtiene como resultado el mejor valor que representa a todos los valores

numéricos tomados inicialmente.
Ejempilo,

Un estudiante obtuvo las siguientes calificaciones durante el periodo: 4,0 4,2 3,9
3,8. Para saber en cuanto le queda la nota final del periodo, el docente le explica

gue debe sacar el promedio de las notas para poderlo determinar.
De esta manera, el estudiante realizé la siguiente operacion:

4,0+4,2+3,9+3,8 15,9

— 3,975
4 4

Esto significa que la nota final del periodo es de 3,975.

¢ Qué puedes decir de la relacion que existe entre las notas obtenidas por el

estudiante y el valor obtenido 3,975?
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ACTIVIDAD 1

Retomando la tabla que se encuentra en la actividad anterior,

Cantidad de triangulos en Cantidad total de AB AT A_T
la base (B) triangulos (T) (RAB) (RAT) AB
3 4

5 9 2 5 5/2=2,5
7 16 2 7 7/2=3,5
9 25 2 9 9/2=4,5
11 36 2 11 11/2=5,5
9 25 2 11 11/2=5,5
7 16 2 9 9/2=4,5
5 9 2 7 7/12=3,5
3 4 2 5 5/2=2,5
5 9 2 5 5/2=2,5
7 16 2 7 7/2=3,5
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1. Determine cuél es el promedio de el cociente de incrementos

AT
AB

2. ¢Qué se puede concluir del valor obtenido?
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En la Guia 5 se pretende que los estudiantes comprendan en qué tipo de
situaciones se hace necesario el uso de la razén de cambio instantdanea como la
razon de cambio promedio para valores infinitamente pequefios, sin introducir el
infinito y el limite, nuevamente buscando evitar obsticulos que provienen de la
formalidad matematica. Para esto se solicita que hallen la razén de cambio
promedio para unos valores que ellos mismos deberdn poner de acuerdo a su
experiencia en el uso del servicio publico de Bogota y determinar que la razén de
cambio promedio, no brinda una informacion correcta y que deben buscar un

nuevo método para determinar la informacién solicitada.

GUIA 5

OBJETIVOS

Argumentar la razén de cambio instantanea como la razén de cambio promedio de

valores infinitesimales.

RAZON DE CAMBIO INSTANTANEA

En los ejemplos de las notas del estudiante y de la relacion entre las bases y
cantidades de triangulos de la guia 4, pudimos observar que el valor obtenido
como razon de cambio promedio, permitia evidenciar que las razones de cambios
se acercaban con defecto o exceso a ese valor. Ahora veremos si esto realmente
funciona en todos los casos o es necesario algo diferente. Ya en la dltima parte de
la guia, se pretende realizar una evaluacion general de todo lo desarrollado por

estas actividades anteriores.
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ACTIVIDAD 1

VELOCIDAD-TIEMPO

1. Imaginese que va en una buseta de servicio publico de Bogota. De acuerdo
a su experiencia, diligencie la siguiente tabla, teniendo en cuenta que la
velocidad maxima en la ciudad es de 40 km/h, la minima es de 0 km/h y
durante el recorrido toma diferentes valores de velocidad entre el rango
dado.

TIEMPO (h) VELOCIDAD (km/h) AT AV ﬂ
AV

0,01

0,05

0,1

0,2

0,5

0,7

2. Halle la razdén de cambio promedio. Este valor obtenido, muestra que todos
los valores de la velocidad a medida que pasa el tiempo estara cerca de él.

Observando la realidad, ¢ Esto tiene sentido? Justifique su respuesta.
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3. Dibuje los puntos de velocidad-tiempo. ¢Qué tipo de gréfica esbozan los

puntos?

4. Teniendo en cuenta que la velocidad es la raz6n de cambio de la distancia
con respecto al tiempo. ¢Podria modelar o dar una formula que permita

calcular la velocidad en determinado momento? Justifique su respuesta.

5. De acuerdo a la tabla de valores para la velocidad de la buseta, complete la
siguiente tabla teniendo en cuenta la informacion dada y que la velocidad
en 0,00500 h es de 18 Km/h.
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TIEMPO  VELOCIDAD (V) AT AV AT
(T) h Km/h Av

0.00497
0.00498

0.00499

0.00500 18

0,00501

0,00502

6. ¢Cuanto seria la razén de cambio promedio de la velocidad con respecto al

tiempo?

7. Teniendo en cuenta la respuesta anterior y analizando los valores dados en
la tabla ¢ Qué relacion hay entre ellos?

8. Si el valor inicial de la tabla en la columna de velocidad, hubiera sido O.

¢, Qué resultados se hubieran obtenido? ¢ Qué puede concluir al respecto?

49



ACTIVIDAD 2

TRIANGULOS

1. Retomemos el applet “Applet Cambio Variable.ggb”, siga las instrucciones y

responda las siguientes preguntas.

¢ Mueva el deslizador h de uno a ocho. (h corresponde al nimero de cada
triangulo que se forman al desplazar h)

e (Cual es la variable dependiente y cual es la independiente?

e Es posible que la variable dependiente sea igual a 20? Explique por qué.
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e ¢ Es posible que el valor de la variable independiente sea 4? Justifique.

e ¢ Qué entiende por razén de cambio?

e ¢ Cudl es larazoén entre los cambios de las dos variables?

e ¢ El cambio en la variable independiente es constante o variable?

e ¢ El cambio en la variable dependiente es constante o variable?

e ¢Larazbn de cambio entre las variables es constante o variable?

e Calcule la razén de cambio promedio para el intervalo de la tabla.
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e Es esta razon de cambio promedio representativa de cada intervalo de

cambio. Explique por qué

2. Observe la grafica presentada en el applet,

e ¢ Qué sucede con la grafica, cuando se mueven los deslizadores?

e ¢Los puntos (B,T) podrian hacer parte de la misma recta? ¢ Por qué?

e ¢lLa recta en los puntos tienen la misma pendiente? Explique su

respuesta

e ¢Latendencia de los puntos perfilan una grafica de que tipo?
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5. CONCLUSIONES

1. A partir de la revision del marco histérico-matematico, fue surgio la idea de
la estructura de la secuencia de actividades, pues desde mi punto de vista
fue relevante aclarar primero cada uno de los concepto inmerso en la razén
de cambio promedio e instantdnea. Por esta razon las tematicas de las
guias se disefiaron con esa estructura. Durante ese recorrido por la historia,
surgieron diversas aclaraciones sobre los conceptos, que a pesar de que
los docentes logramos realizar actividades que involucran el pensamiento
variacional, se dejan de lado, pues generalmente se toca la temética de la
razén de cambio cuando se esta desarrollando la tematica correspondiente
a las derivadas y no permite realizar un manejo méas profundo de este. Se
realizé la revision de los estdndares nacionales y los internacionales, los
cuales justifican el estudio de la razén de cambio en la escuela y
adicionalmente, permitié observar en los diferentes niveles de la educacion
colombiana, cdmo se introduce la tematica. Adicionalmente, fue posible
deducir que si en el proceso de la aparicion de la razon de cambio no
utilizaron el lenguaje que utilizamos ahora, se podria evitar ese tipo de
obstaculos para que los estudiantes tengan menor distancia entre su
lenguaje y el matematico. Sin embargo, esto es algo que solo puede ser
comprobado en la implementacién para determinar que tan funcional es o
no.

2. Se disefio una secuencia de actividades que permiten fragmentar en partes
mas simples el concepto de razén de cambio, mediante ejemplos, en los
cuales se pretendié siempre presentar situaciones diferentes al comun
denominador, pero es relevante resaltar que es sencillo encontrar
situaciones, pero plasmarlas en un papel de tal forma que sea comprensible
para los estudiantes no lo es, por esta razén se debe pensar muy bien qué
tipo de actividades se desarrollaran porque podria dar origen a nuevos
obstaculos en lugar de evitarlos.

Por otro lado, fue interesante manipular el infinito muy discretamente, sin
profundizar demasiado, con el fin de lograr llegar a los infinitamente
pequefios valores para pasar de la razon de cambio promedio a la razén de
cambio instantdnea. En este proceso se vinculan las TIC, herramientas que
se promueven globalmente como apoyo didactico para apoyar la
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ensefianza de las ciencias y en particular de las matematicas, pues permite
desarrollar habilidades visuales y la conjeturacion de los estudiantes al
manipular los applets creados en el software libre Geogebra pues de alguna
manera se convierte en una matematica “manipulable fisicamente”.

Con el desarrollo de este trabajo, se identifica la importancia del analisis
historico de los objetos matematicos a ensefiar, puesto que este recorrido
evidencia como la necesidad humana crea nociones intuitivas de los
conceptos y permite al docente tomar ventaja de este conocimiento para
llevar al aula las teméticas y presentar herramientas didacticas a los
estudiantes que fortalezcan sus capacidades de acuerdo a los niveles
establecidos por los estandares y evitando en algunos casos, donde se es
posible, el uso de los nombres propios de los objetos matematicos y
utilizarlos mas como herramientas de simplificacion; con lo que se podria
evadir algunos obstaculos didacticos que se presentan por el lenguaje
“‘jerga” propia de la matematica.
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Applet Cambio Constante.ggb

Se presenta la actividad, con el fin de apoyar laidea de razén de cambio promedio.

50004

CAMBIO CONSTANTE - ACTIVIDAD 1

35004

Problema 1. Codensa, la empresa de distribucion y comercializacion de la Empresa de

«|{ENEergia de Bogota (EEB) tiene listas las nuevas tarifas que les va a cobrar a los usuarios.

En efecto, para el sector residencial, en el estrato uno se fijo un precio por cada kilovatio

_que se consuma bimestralmente entre 0 y 344 kilovatios. Asi mismo se establecio que el
cargo fijo para el estrato uno es de 707,07 pesos por cada bimestre.

2000+

15004

Recuerde que el cargo fijo se cobra asi no se consuma ningun KW.

10004

500
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Se presenta la representacién grafica como linea recta y se especifican las instrucciones a seguir.

5000 4 ,
IV Instrucciones Enunciado
p— Los deslizadores Punto By D representan a los puntos correspondientes en la grafica IV Representaciones
I Pendiente
20004 Manipule los deslizadores para acercar & alejar los puntos en la recta.
I Razdn Tangented
Observe los valores de las variables y los cambios en cada una y determine la pendiente
2500 entre dos puntos cualquiera varias veces y verifique activando |a casilla pendiente.
20004 Deslizadores (Consumao en Kilovatios)
PuntoB = 34
—
2500 4
Registro de Cambios
ooon 1Ay = 158.08
1500
1000
500 4
Ax =4
] T T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 80 70 20 ao 100 110 120 130
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Permite observa larelacién pendiente-recta, pendiente-tangente, recta-tangente.

Vista Grafica FE)(=
4500
I_ Instrucciones
4000 1
3500
3000
Deslizadores (Consumo en Kilovatios)
FuntoB=10
2500 —_——
Redistro de Cambios
2000 1
A | Ay Pendiente
20 | 158.08 | 39.52
1500 16 | 158.08 | 39.52
17 | 158.08 | 39.52
V] 15 | 158.08 | 39.52
Ay = 158.08 M re—a1 Ax 14 [ 158.08 | 39.52
1000 13 | 158.08 | 39.52
1 158.08 | 39.52
) 2 158.08 | 39.52
3 158.08 | 39.52
Cateto Opuesto Ay
500 RazénT: te@=——————=-— |4 |158.08 | 39.52
azonfangente Cateto Adyacente  Ax
Ly =4
0 r y r ; T T T T r r
0 10 20 a0 40 50 &0 70 80 a0 100
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Applet Cambio Variable.ggb

Explicacion de lo que se encontrara en el applet.

¥ Introduccion

I Secuencia de Triangulos

I Grafica de Base vs Total Triangulos

ACTIVIDAD 2. CAMBIO VARIABLE.

Esta actividad consiste en observar la variacion de un
fenomeno de variable discreta como si fuera variable
continua. Situacién en la cual analizamos la tendencia
del comportamiento de las variables y de |a variaciéon
en la construccién de una estructura triangular con
diferentes cantidades de triangulos en la base.

64



Se presentan las instrucciones a seguir y los deslizadores correspondientes a la base y triangulo,
lamado BAB y RAT en las actividades y utiliza el simbolo de incremento para hacer la comparacion con

lo planteado en las actividades.

Actividad 2. Cambio Variable Introduccion

Instrucciones I_ Secuencia de Triangulos

1.Active la casilla secuencia y arrastre el deslizador.

2.0hserve |a relacidn entre el ndmero de triangulos I_ Grafica de Base vs Total Tridngulos
en labase que ocupa untridngulo pequefio de alturay el total de triangulos
no superpuestos.

3.Responda las actividades propuestas.

4. Desactive |a casilla secuencia y Active la casilla grafica y compare
los resultados de |a actividad anterior con los presentados en el applet

5. 50 es necesario rectifique su cuestionario.

BaseTrianguloG =1 BaseTriangulol = 3

L —— L —
Base | Triangulos | Cambio Base | Cambio Total T | Razén entre Cambios
3 4 Ax Ay Razén
5 9 2 5 2.5
7|16 2 7 [35
9 25 2 9 4.5
11 36 2 11 5.5
9 25 -2 —11 5.5
7 16 —2 —9 4.5
5 9 -2 -7 35
3 4 -2 -5 2.5
5 9 2 5 2.5
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Se muestra la imagen de los triangulos que estamos trabajando, con el fin de visualizar

geométricamente el planteamiento del problema dado en las actividades.

Actividad 2. Cambio Variable I Intraduccidn

Instrucciones W Secuencia de Tridngulos

1.Active |a casilla secuenciay arrastre el deslizador.

2.0hbserve |a relacién entre el ndmera de triangulos
en la base que ocupa untridngulo pequefio de altura y el total de tridangulos
no superpuestos.

3. Responda |as actividades propuestas.

4. Desactive la casilla secuencia y Active |a casilla grafica y compare

C
los resultados de la actividad anterior con los presentados en el applet.
5. 5i es necesario rectifique su cuestionario.
BaseTrianguloG =5 BaseTriangulol=7
—— (P—

I Muestra de Base del Triangulo

Base | Triangulos | Cambio Base | Cambio Total T | Razdén entre Cambios
3 4 Ax Ay Razén

5 9 2 5 2.5

7 16 2 7 3.5

9 25 2 9 4.5

11 36 2 11 5.5

9 25 -2 —11 5.5

7 16 —2 —9 4.5

5 9 -2 —7 35

3 4 -2 -5 2.5

5 [0 2 5 2.5 5
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Permite relacionar la informacion dada antes con la grafica correspondiente de al evento planeado por
el applet, permitird también generar una discusion entre las graficas linea recta y cuadratica, con el fin
de que los estudiantes puedan no solo por medio de la representacion tabular analizar los datos, sino

también por la representacion grafica.

Actividad 2. Cambio Variahle I Introduceion

Instruceiones I_ Secuencia de Triangulos

1.Active 1a casilla secuenciay arrastre el deslizador.

2.0bserve |a relacidn entre el nimero de triangulos |7 Grafica de Base vs Total Tridngulos
en la hase que ocupa un tridngulo pequefio de altura y el total de triangulos
no superpusstos.

3. Responda las actividades propuestas.

4. Desactive la casilla secuencia y Active la casilla grafica y compare
los resultados de |3 actividad anterior con los presentados en el applet.

5. 5i es necesario rectifigue su cuestionario.

BaseTrianguloG=15 BaseTriangulol = 7 . :/'\\ /'\
A Vi N .

Base | Triangulos | Cambio Base | Cambio Total T | Razén entre Cambios

3 4 Ax Ay Razén

5 9 2 5 2.5

7|16 2 7 |35

9 25 2 9 4.5

11 36 2 11 5.5

9 25 —2 —11 5.5

7 16 —2 -9 4.5

5 9 2 -7 35

3 4 —2 -5 2.5

5 9 2 5 2.5

67



