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INTRODUCCION

La presente investigacion de corte cualitativo aborda como objeto de estudio el
“proceso de construccion de relaciones entre dos variables mediante situaciones de
modelacién desde la perspectiva realistica”, con la cual buscamos contribuir a las
discusiones tedricas del dominio de investigacion a cerca de la Modelacién matematica
y aplicaciones en (Blum, Galbraith, Henn y Niss, 2007). Aunque este dominio de
investigacion tiene un alto grado de consolidacion a nivel internacional, en Colombia
sus desarrollos aun se encuentran en ciernes (Villa-Ochoa J. A., Bustamante, Berrio,
Osorio y Ocampo, 2009a). Por tal motivo, pretendemos aportar elementos para la
retroalimentacion de los procesos en el aula de clase y el desarrollo de andlisis en el

ambito colombiano.

Teniendo en cuenta las continuas demandas tecnoldgicas en nuestras sociedades,
es pertinente realizar y apoyarnos en diversas investigaciones educativas orientadas a las
necesidades de nuestros contextos escolares. Ademas, la Educacion Matematica requiere
que los estudiantes adquieran un rol competitivo y critico que responda a las demandas
actuales en los campos sociales, cientificos y tecnoldgicos. En consecuencia,
pretendemos otorgar un papel protagonico a los estudiantes en su proceso escolar, por
medio de espacios de participacion e intervencién en situaciones relacionadas con las

problematicas inherentes a sus contextos.

La educacién colombiana soporta las multiples dificultades escolares a causa de
la desarticulacion entre los conocimientos escolares y su aplicabilidad en situaciones de
la vida cotidiana. Es por esto que, esta investigacion desarrollada mediante un estudio de
casos pretende caracterizar un proceso de modelacion con estudiantes del grado once, en
la cual se usan situaciones en un contexto particular para articularlas con las

matematicas, en nuestro caso con relaciones lineales entre dos variables.

Para la presentacion de nuestro trabajo de investigacion, consideramos 6
capitulos, el primero de ellos se ocupa de presentar algunos antecedentes relacionados
con nuestro estudio. Es asi como comenzamos a describir los principales elementos que

desde la literatura y nuestra experiencia, son relevantes en la discusion sobre los
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procesos de modelacion matematica en los contextos educativos actuales. Con base en
estos elementos, delimitamos nuestro problema de investigacion con la pregunta: “¢De
gué manera un proceso de modelacion matematica permite a estudiantes del grado
once, construir relaciones lineales entre dos variables mediante situaciones en contexto

reales?”

En el segundo capitulo, nos dedicamos a desarrollar algunos elementos teoricos
argumentados desde dos tematicas: el proceso de modelacion matematica y la relacion
entre variables. La primera aborda algunas consideraciones y reflexiones tedricas sobre
los siguientes ejes: modelacion, modelo y contextos reales, teniendo en cuenta el
contexto educativo de la escuela. La segunda, presenta algunas posturas sobre aspectos

fundamentales para la conceptualizacion de la relacion entre dos variables.

El tercer capitulo esta destinado a presentar el disefio metodologico utilizado en
la investigacion. Justificamos el paradigma cualitativo y el estudio de caso desde nuestra
pregunta de investigaciéon, la forma de relacionarnos con los participantes y sus
contextos. Hacemos explicito la planeacion e implementacion de los métodos e
instrumentos de recoleccion de datos. Y por Gltimo, describimos el camino utilizado en
el andlisis de datos y la exposicién de los resultados obtenidos con un grupo de

estudiantes del grado once.

Los resultados de la investigacion son descritos en los capitulos cuatro y cinco,
en cada uno de ellos se analizan diferentes episodios y se interpretan diversos temas
desde nuestro objeto de estudio, diferenciando dos focos de analisis; el proceso de

modelacion y las relaciones lineales entre dos variables.

Finalmente, las conclusiones y recomendaciones de esta investigacion se
describen en el capitulo seis, principalmente la sintesis de los resultados obtenidos en la
implementacién con los estudiantes en discusién con los referentes teéricos y la

literatura.

Como producto de este estudio, proponemos nuevos elementos para la discusion

y reflexidn sobre todos aquellos asuntos relacionados con el proceso de modelacion en
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una perspectiva realistica. Ademas, dejamos abierta la discusion en lo referente a sus
contribuciones en el aula de clase de matemaéticas y a las formas de interaccion

emergentes en el plano actitudinal y conceptual.
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Capitulo 1

1. EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

En este capitulo, presentamos el problema que dio origen a nuestra investigacion
y justificamos su pertinencia desde la revision de la literatura, nuestra experiencia
docente y algunos aspectos matematicos, partiendo de una problemaética que atiende a la
descontextualizacion del concepto matematico con la realidad del estudiante.

1.1 Revision de la literatura

Algunos conceptos asociados a la linealidad (proporcion, funcion, ecuacion y
sistemas de ecuaciones, entre otros) han llamado la atencion de diversos investigadores
en Educacion Matemaética, en parte, porque son conceptos que conjugan elementos
asociados a la variacion, la representacion y la modelacion, los cuales son de
importancia para el desarrollo del pensamiento matematico en Colombia (Posada y
Villa-Ochoa, 2006a, 2006b).

En el estudio de conceptos matematicos desde el punto de vista de la
modelacion, tanto Posada y Villa-Ochoa (2006a) como Vasco (2006) llaman la atencion
en el reconocimiento relaciones entre cantidades de magnitud, las cuales, a nuestro
modo de ver, se convierten en un acercamiento al estudio de la nocién de variable; fue
asi que consideramos de vital importancia iniciar una revision de la literatura que se

ocupe del estudio de las relaciones lineales entre variables.

Para abordar la relacion entre variables nos dimos a la tarea de realizar una
busqueda bibliogréafica y, a partir de alli, identificamos algunas tendencias que marcaron

ciertos lineamientos para el trabajo de investigacién que queremos desarrollar.

Para esta revision bibliografica se hizo una bdsqueda exhaustiva de varias
fuentes como:
o Bases de Datos: Science Direct, Springer, Scielo, Dialnet, Redalyc.
o Actas de eventos académicos: PME, CLEME, CIEMAC, CLAME, ALME.
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o Recursos web: Google académicos, tesis de maestria y doctorado publicadas en

sitios web por universidades.

En el andlisis de la bibliografia encontrada, pudimos determinar algunas
tendencias y elementos comunes en nociones como por ejemplo: las expresiones
algebraicas, la transicion de lo aritmético a lo algebraico y las ecuaciones; a partir de
ellas, pudimos clasificar la informacion para poder presentarla en una primera categoria
a la que denominamos ‘“Algunas tendencias en investigacion sobre el algebra y la
resolucion de problemas”. Dos categorias adicionales emergieron de esta revision de la
literatura las cuales tuvieron como centro de atencion las relaciones entre variables y el
papel de la modelacién en temas asociados al algebra escolar, Ellas son: “Aportes de
algunas investigaciones sobre la relacion entre variables” y “Aportes de algunas
investigaciones sobre Modelacién Matematica en el algebra escolar ”. A continuacién,

nos dedicaremos a desarrollar cada una de estas categorias:

1.1.1 Algunas tendencias en investigacion sobre el dlgebra y la resolucion de
problemas

Dada la cantidad de informacién que se ha producido en el campo del algebra
escolar, y la diversidad de énfasis que se presentan en ellas, hemos agrupado la
informacion en dos subcategorias, a saber: (1) Las dificultades presentadas en la
resolucion de problemas con planteamientos algebraicos y, (2) las diversas formas de
concebir las expresiones algebraicas y la ecuacion lineal en el proceso de la ensefianza y

el aprendizaje.

1.1.1.1 Dificultades presentadas en la resolucion de problemas con
planteamientos algebraicos

En esta subcategoria, agrupamos las investigaciones que abordan la relacion
entre el lenguaje natural y el algebraico en la resolucion de problemas. En ella, la
comprension de un problema matematico estd dirigida por ciertos procesos de
identificacion y elaboracion consciente de estrategias que dan cuenta de los elementos
relacionados entre las expresiones matematicas ajustadas a la situacion planteada. En
este sentido, Filloy, Rojano y Solares (2004) abordan procesos cognoscitivos que se

presentan al solucionar problemas con enunciados, haciendo énfasis en la transicién de
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lo aritmético a lo algebraico, desde el abordaje que realiza el estudiante cuando enfrenta
problemas de dos ecuaciones con dos incognitas. Estos procesos exigen del estudiante
un pensamiento orientado a la re — elaboracion de la nocion y representacion algebraica

de lo desconocido o incognita y la nocién de igualdad matematica.

La variable observada como componente algebraico en la ecuacion, resulta ser
muy abstracta cuando se aisla del contexto o de una situacion en particular. La variable
x, como se aborda en los diferentes textos, tiene una connotacion que depende del
significado de su representacion, el cual es determinado por el contenido; es decir la x
puede representar el nmero de animales, también la edad de una persona, o la cantidad
de dinero que se encuentra en una cuenta de ahorros. La descripcion que se haga del
problema tiene crucial importancia en la comprension, solucion de la ecuacion y de su
interpretacion dentro de un contenido relatado en el lenguaje natural, articulado con una
representacion algebraica que se haga del mismo. En la misma linea de transicion entre
lo aritmético y lo algebraico, Filloy, Rojano y Puig (2008) trabajan sobre manera cémo,
la teoria de modelos locales, en una aproximacién al estudio de la adquisicion del
lenguaje algebraico, incorpora el elemento semiotico de los Sistemas Matematicos de
Signos, lo cual permite el analisis de las interrelaciones entre la aritmética, el algebra y
lengua materna como sistema de signos. Este acercamiento teorico encierra un analisis
de la relacion entre las estructuras de los signos y la construccion propia que hacen los
sujetos de éstas. Aspectos que son cruciales en la resolucién de problemas que describen

contextos particulares de situaciones reales.

Los dos estudios antes mencionados resaltan la importancia de diferentes
aspectos del lenguaje como son: el nivel conceptual, representacional y las relaciones de
comprension entre el enunciado y su traduccion algebraica en la resolucion de
problemas, elementos que presentan dificultades para los estudiantes cuando enfrentan
problemas de planteamientos algebraicos. En el aprendizaje del algebra escolar influyen
muchos aspectos que preocupan a la comunidad académica, entre los cuales esta el
desarrollo del proceso numérico y algebraico. Al respecto Filloy y sus colaboradores,

expresan que:
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Un buen ndmero de investigaciones realizadas a partir de los afios 1980
dan cuenta de las maneras en que el arraigo al pensamiento numérico y a
los significados coloquiales de las palabras permea la interpretacion y uso
de las letras y de las expresiones algebraicas en las etapas iniciales del
aprendizaje del algebra (Filloy et al. 2008, p. 327).

En esta cita, los autores dan importancia al pensamiento numérico, a los
significados que se construyen de los términos o palabras involucradas en el lenguaje
matematico y, por ultimo, a las explicaciones e interiorizaciones que construyen los
estudiantes durante los procesos algebraicos, temas que por su influencia en la
ensefianza y aprendizaje de la matematica, requieren especial atencion y ser abordados

desde esta investigacion desarrollada en el ambito de la Educacién Matematica.

La dificultad de incorporar las expresiones algebraicas en las soluciones de
problemas es una situacién que se evidencia en el proceso razonamiento de los
enunciados que representan cantidades desconocidas; y que, ademas, se relacionan por
medio de operaciones e igualdades que tienen una correspondencia con el contexto que
describe. Filloy et al. (2004) mencionan en el andlisis de su investigacion, que la
solucién de problemas de edades, para sus entrevistados, representd dificultades por su
complejidad sintactica, que no solo exige una alta habilidad en la traduccién, sino
también del uso de una expresion desconocida determinada, en términos de otro factor
desconocido. En este sentido, podemos confirmar la importancia que tiene en la solucién
de un problema en contexto (edades, comercio, industria, entre otros), las relaciones
entre el lenguaje natural y el lenguaje algebraico, representadas en la respuesta acertada
y coherente a la realidad descrita por en el enunciado y las variables que intervienen en

él.

Otros investigadores como Sanjosé, Valenzuela, Fortes y Solaz-Portolés (2007)
centraron también su interés en establecer posibles dificultades presentadas por los
estudiantes al solucionar problemas de dos ecuaciones lineales, con dos incdgnitas. En
este estudio se empled, como marco tedrico, el aprendizaje por transferencia. El éxito de
este método se alcanza cuando los sujetos aprenden a construir isomorfismos entre el

problema ejemplo y el problema a resolver, en cuanto a las traducciones del lenguaje
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natural al matematico, ademas de conocer los modos matematicos necesarios para llegar

al resultado correcto.

La investigacion de Sanjosé et al. (2007) retomo, como orientacion en el proceso
de resolucion de un problema, los tres niveles expuestos por Hegarty y sus
colaboradores (1995). Estos son:

a) La comprension descrita en el enunciado, que implica la construcciéon del

Modelo de la Situacion (MS).

b) Traduccién de esa situacion del lenguaje natural al lenguaje matematico, es
decir, pasar de un modelo mental a una representacion abstracta, Modelo del
Problema (MP).

c) El manejo de herramientas matematicas necesarias para llegar al resultado. El
estudio se focalizd en el andlisis del aspecto procedimental del calculo y

resolucidén de sistemas de ecuaciones (herramientas matematicas).

Los autores de la anterior investigacion concluyeron que las dificultades a la
hora de resolver problemas relacionados con ecuaciones de dos incégnitas, no provienen
del conocimiento inadecuado ni tampoco del uso de herramientas matematicas

involucradas, sino que por el contrario,

[...] estas dificultades deben proceder de los procesos de construccion de
las representaciones de los problemas: de la falta de comprension
profunda de la situacion descrita en el enunciado (construccion del MS), o
del proceso de traduccion entre el lenguaje natural del enunciado y el
lenguaje matematico (construccion del MP) (Sanjosé et al. 2007, p. 553).

Asi mismo, los estudiantes que intervinieron en la investigacion presentaron un
alto nivel de fracaso en la interpretacion de los resultados matematicos para responder
las preguntas conceptuales. Del anterior estudio, observamos que, a pesar de que los
estudiantes pueden resolver de manera satisfactoria un sistema de ecuaciones
procedimentalmente, ello no garantiza que las ecuaciones construidas, ni las
interpretaciones de los resultados correspondan a la descripcidn y solucidn coherente de

la situacion. Esto nos hace suponer que la dificultad de la comprensién de un problema,
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radica en la articulacién que debe hacerse y no se hace, entre los procedimientos
matematicos y la situacion a resolver; asi como del planteamiento algebraico con su
proceso de solucion y argumentacion. En este sentido, los autores aseveran que: “Saber
calcular no implica saber resolver problemas [...], pero es evidente que no se puede
tener éxito en la resolucion si no se dominan también los procedimientos de calculo y
resolucion, asociados con el algebra en este caso” (Sanjosé et al. 2007, p. 543). Las
relaciones entre los simbolos y el planteamiento del problema, se convierten en punto de
partida para efectuar los procesos de solucién, que satisfaga las necesidades que se
colocan de manifiesto en el proceso de solucion de cualquier problema, que involucra

una traduccion entre el lenguaje natural y el lenguaje simbélico, en ambas direcciones.

Sanjosé y sus colaboradores, en su investigacion, concluyen que los participantes
manifiestan problemas de comprension de los problemas con enunciado algebraico,
resaltando que si los resultados fueran generales, se deberia hacer énfasis en la
comprension de los elementos y entidades que se interrelacionan con otros elementos
para facilitar la construccion del Modelo de la Situacion o las relaciones con lo el
lenguaje semantico y los saberes previos, y éste a su vez, seria la base para construir el
Modelo del Problema o las representaciones del problema en el lenguaje especifico de la
matematica. La relacion estrecha entre la comprension del enunciado en su lenguaje
natural y las representaciones que describen el enunciado en términos matematicos, en
este caso algebraicos, constituye una necesidad al momento de plantear estrategias en el

proceso de ensefianza y aprendizaje de la matematica escolar.

Filloy et al. (2004), expresan que en la transicion de lo verbal a lo simbdlico
(cuando los estudiantes tienen que ocuparse por primera vez de problemas y de sistemas
de ecuaciones que implican dos incdgnitas), aumentar nociones mas abstractas, implica
interpretaciones de la nocion de desconocido en un nivel mas concreto. En este sentido,
podemos reiterar que en la traduccion del lenguaje natural al algebraico, la significacion
de la nocidn de incdgnita y variable, debe ser incorporada por los estudiantes durante el
proceso escolar de algebrizacion en términos de abstraccion y de argumentacion de
razonamientos, partiendo de las bases aritméticas que se adquieren en los niveles de la

educacion elemental.
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Otras dificultades presentadas por los estudiantes, se focaliza cuando enfrentan
problemas con ecuaciones y su articulacién con el contexto o el contenido del problema.
Es decir, la influencia que tiene para la resolucion de problemas la temética que aborda,
ademas del dominio en la interpretacion de nociones y elementos abstractos que se
incluyen en la situacion planteada. Con respecto a estas dificultades, Galagovsky y
Cittadini (2008) presentan una propuesta didactica que lleva a los estudiantes a la
formalizacion de conceptos matematicos abstractos a partir de la correspondencia con la
I6gica especifica de un contexto de aplicacion, y mas concretamente con la ecuacion
matematica lineal, enmarcada en el ambito de la economia. La evaluacion de este
estudio arrojé indicadores cualitativos como: interés de los estudiantes, capacidad de
superar errores y la toma de confianza a partir de la comprensién bidireccional, es decir
que, comprender conceptos aporta a la solucién de problemas de mayor complejidad
Galagovsky y Cittadini (2008). Resaltamos la importancia de abordar los conceptos
matematicos dentro de una interdisciplinariedad (ciencias naturales, ciencias sociales,
economia, astronomia, entre otras) esto es que, para la comprension o aplicacion de
contenidos matematicos, se hace necesario articular diversas areas del conocimiento,
para que el estudiante pueda demostrar su potencial y sus competencias en la solucién

de problemas y fendmenos reales.

A lo largo del nivel de Educacion Bésica Secundaria, los estudiantes se enfrentan
a textos de algebra que enfocan la resolucién de problemas en la utilizacion del Método
Cartesiano, el cual es definido por Filloy et al. (2004) como la representacién de las
relaciones entre lo que se sabe y los elementos desconocidos empleando un sistema de
muestra (&lgebra), en este se formula el problema, permitiendo transformar estas
relaciones en uno o varios textos matematicos, volviendo a la solucion del sistema
original de la muestra. En esta perspectiva Cartesiana, la ensefianza del algebra ha
tomado como método de aprendizaje, la repeticion de una cantidad de problemas que
describen similitudes en su desarrollo, aspecto que ha privilegiado a los contextos
propios de la matematica, aislando los escenarios propios de los estudiantes de los
problemas algebraicos. Galagovsky y Cittadini (2008), en la implementacion de su
propuesta didactica, detectaron que los estudiantes no presentaban comprension

conceptual sobre los parametros matematicos relacionados con las ecuaciones lineales,
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tales como la confusion entre variables dependientes e independientes y la falta de
claridad en los significados de pendiente positiva, negativa o nula, entre otros. Al aplicar
una prueba final, los estudiantes obtuvieron un desempefio exitoso; los autores resaltan
en su informe, algunos aspectos en la formacion de los estudiantes como por ejemplo; el
trabajo en equipo, la autoconfianza que posibilita la comprension del tema y los errores

como una oportunidad que no desvaloriza al sujeto en el proceso de aprendizaje.

Por altimo Galagovsky y Cittadini dejan abierta la posibilidad de aplicar las
actividades en la secundaria como una alternativa que puede generar la inclusion de
contextos que sean interesantes para los estudiantes y al mismo tiempo apunte a
desarrollar un tema particular de matematicas o a la re-conceptualizacion de nociones

que se aprendieron en el transcurso de la Educacion Baésica.

1.1.1.2 Diversas formas de concebir las expresiones algebraicas y ecuaciones
lineales en el proceso de la enserfianza y el aprendizaje

Algunas de las investigaciones centradas en el analisis de procesos de la
ensefianza y del aprendizaje de la ecuacion lineal, han sido reportadas por Pirie y
Lyndon (1997), Panizza, Sadovsky y Sessa (1999), Chazana, Yerushalmyb y Leikinb
(2008), Kieran (1995). En cada una de ellas podemos reconocer diferentes formas de
concebir conceptualmente los elementos y nociones que intervienen en la construccion
de la ecuacion lineal. Estas conceptualizaciones posibilitaron la discusion en lo

relacionado con su ensefianza o aprendizaje.

Kieran (1995) aborda el estudio de la ecuacion lineal, desde una mirada historica
y conceptual del algebra, analizando diferentes perspectivas desde la ensefianza y el
aprendizaje de las ecuaciones lineales, no en términos aritméticos sino como estructura
algebraica. Ademaés, propone la solucion de problemas como una alternativa a la perdida

del significado cuando se trabaja en forma general con los simbolismos algebraicos.

Pirie y Lyndon (1997) al igual que Chazana, Yerushalmyb y Leikinb (2008)
centraron sus investigaciones en las concepciones de los profesores en el proceso de la
ensefianza de la ecuacion lineal. En la primera investigacion, se usa la teoria para el

crecimiento de la comprension de Pirie y Kieren, para discutir el concepto como un todo
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(una entidad en conjunto) y no como una suma de partes (acumulacion de elementos),
puesto que requiere de una comprension “completa”, mas que de operaciones y pasos
aislados en su proceso de resolucion. Esta propuesta se basa en una ensefianza de las
ecuaciones, que tiene en cuenta los procesos de compresion que pueda construir el
profesor con sus estudiantes cuando resuelven ecuaciones que involucren la incognita en
ambos lados de la igualdad. En este estudio, la ensefianza se aborda sin relacion a
situaciones de la vida real, aspecto que actualmente en la educacion secundaria
posibilitaria la construccion de modelos algebraicos contextualizados a las experiencias

de los estudiantes.

En otra investigacion, Chazana y sus colaboradores indagan sobre las
transformaciones en las concepciones curriculares de los profesores partiendo de una
propuesta de ensefianza de cambio curricular basada en el concepto de ecuacion como
una clase particular de comparacion entre dos funciones. Se argumenta que las
expresiones variables no son representaciones de numeros solamente, sino
representantes funcionales, para la cual el tratamiento en cada lado de la ecuacion se

comporta como cambios de una funcién, concebida como la expresion base del algebra.

Segun nuestro analisis, podriamos pensar que, saber resolver una ecuacion lineal,
no significa comprender su concepto; es decir, utilizar procedimientos algebraicos para
resolver ecuaciones, no implica que el estudiante comprenda e identifique nociones
como variabilidad, constante, dependencia, independencia, razon de cambio, a partir de
un problema simulado o real. En este sentido, diversas investigaciones han abordado el
concepto de ecuacion lineal, desde la superacion de lo aritmético para darle paso a lo
algebraico. Por lo tanto, la idea de trabajar este concepto desde lo procedimental o lo
algoritmico, debe ser algo que va maés alla de buscar el valor de una incégnita, para
analizar los elementos que constituyen lo invariante de la ecuacion, en procesos de
planteamiento, solucion e interpretacion de ecuaciones. Por ejemplo, Panizza et al.
(1999) han concebido la ecuacion con dos variables desde el reconocimiento de la
unicidad o el infinito para su solucién. En esta investigacion se analizaron elementos

como:
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= Las soluciones de las ecuaciones lineales dependen del nimero de ecuaciones y

variables.

= El significado del signo igual desde la relacion de equivalencia y no como la

expresion de un resultado.

» La ecuacion lineal con dos variables, como un objeto que define un conjunto de

infinitos pares de nimeros.

Tradicionalmente en la escuela se trabajan los sistemas de ecuaciones donde el
namero de ecuaciones es igual al nimero de las incdgnitas, pero cuando se le pregunta a
los estudiantes por la solucion de una ecuacién con dos variables, se presentan
dificultades para comprender que tiene un conjunto de infinitos pares de numeros (lo
cual esta en amplia relacion con el concepto de funcién). En este estudio, el paso de una
concepcion aritmética a una algebraica, parece ocurrir cuando se comprende la letra no
s6lo como incognita sino como variable. Al respecto Panizza y sus colaboradores (1999)

sefialan que:

La nocion de incdgnita, en cambio, no resultaria eficaz para interpretar el
rol de las letras en una ecuacién con dos variables, objeto éste que deberia
ser comprendido si los sistemas lineales fueran concebidos como un
conjunto de condiciones independientes que deben cumplirse
simultaneamente. (p. 459)

De lo anterior, se puede inferir que, para determinar la unicidad o la infinidad de
soluciones de la ecuacién con dos variables, es necesario analizarla dentro de un sistema
o en forma independiente, ademas de las diversas asignaciones de significados que
adquiere la letra en el proceso de solucion de una ecuacion con una o dos incognitas o la

interpretacion en otros conceptos matematicos, como lo es la nocion de funcion.

La nocién de ecuacién ha sido abordada desde el estudio de ejemplos de
ecuaciones, sistemas de ecuaciones, problemas relacionados con la economia, entre
otros. De las anteriores miradas, sobre la ecuacion lineal, se derivan las concepciones de

la ecuacion en general; categorizadas asi:
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= Una concepcion funcional: la ecuacion como comparacion de dos funciones

= Una concepcidn aritmética: la ecuacion como una igualdad, una operacion para
encontrar el valor de algo desconocido utilizando algoritmos.

= Una concepcion algebraica: la ecuacion como una relacién entre cantidades
conocidas y desconocidas.

= Una concepcion estructural: la ecuacion como una entidad en estado de
equilibrio, no como la acumulacion de elementos sino como un conjunto. La
ecuacion como un objeto operable sobre sus expresiones algebraicas, no sobre

ndmeros o numeros generalizados.

Desde una concepcion funcional de la ecuacién, las representaciones antes y

después del igual corresponden a funciones. Como por ejemplo:

» En la ecuacion 2° = x +2, el significado de la letra x estd asociado a la idea de

variable, para la cual es importante tener en cuenta los dominios de la funciones.

Desde una concepcion algebraica de la ecuacién se entiende cominmente como
una igualdad que generaliza una expresion aritmética. Sin embargo, la ecuacion podria
entenderse como una organizacion para relacionar una cantidad desconocida en forma
equivalente, por tanto su representacion algebraica se establece en ambos lados de la
igualdad. Por ejemplo:

= En el caso de la ecuacion 2x +3= 5x + 8, el valor de la x es igual antes y después
del igual. Se le atribuye a la x la idea de incdgnita.
» En el caso de la ecuacion 2a+3b=4 y 3a+b=2 se tratan dos incognitas diferentes

bajo dos condiciones de equivalencia.

Desde una concepcion estructural, la letra esta integrada al conjunto de la
expresion algebraica, no podria ser asumida en forma independiente. Por ejemplo, en la
ecuacion x + y=5, sus infinitas soluciones podrian implicar una abstraccion desde su
representacion grafica o un analisis con respecto al significado variable de las letras y su
dominio numerico correspondiente. Ademas, esta ecuacion podria llevar a caracterizar

una misma clase de ecuaciones.
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Las investigaciones de Kieran (1995), Panizza et al. (1999) y Chazana et al.
(2008) apuntan a concebir la construccion del concepto de ecuacion de manera mas
significativa, cuando se trabajan las letras o los elementos literales de las ecuaciones en
ambas lados de la igualdad. Estos estudios también se han enfocado con mayor prioridad
a la solucién de la ecuacion lineal, méas que a la significacion en su planteamiento.
Ademas, la extension del concepto de ecuacién lineal al concepto de funcion ha sido
validada en estas investigaciones, con el fin de cualificar los procesos de ensefianza y

aprendizaje en el aula, desde la perspectiva analitica y estructural de la ecuacion.

Una mirada del concepto de ecuacion lineal, desde una perspectiva estructural,
posibilita pensar en la resolucion de problemas, que trascienda de los procedimientos
mecanicos y de los algoritmos realizados paso a paso, a los procesos enfocados a
(re)significar las relaciones de los elementos con la estructura del concepto, la cual
representa un problema determinado. Parte de la construccion de este concepto se
promueve cuando, tales procesos permiten evolucionar desde ecuaciones
contextualizadas en problemas particulares, hacia la formacion de parametros generales

que describan la estructura de la ecuacion. Kieran (1995) expresa que:

Ya se han discutido brevemente las adaptaciones que los estudiantes
deben hacer cuando comienzan el estudio de las expresiones algebraicas y
de ecuaciones: no pueden seguir interpretando estas entidades como
operaciones aritméticas sobre algin ndmero sino que mas bien deben
aprender muy rapidamente a verlas como objetos en si mismos, sobre los
cuales se realizan procesos de cierto nivel (es decir, operaciones). (p. 3)

En esta construccion del concepto de ecuacion, también interfiere la forma como
los docentes de algebra en la escuela conciben la ecuacién y es reflejada al momento de
trabajar el concepto con sus estudiantes en el aula. Por ejemplo, el significado del signo
igual, puede interpretarse como una relacion de equivalencia, como la simbolizacion de
una expresion algebraica en dos formas diferentes, o simplemente como un separador
entre dos expresiones, estas interpretaciones estan en correspondencia con alguna de las
actividades realizadas sobre la ecuacion lineal y por tanto, con su forma de concebirla.
Al respecto Chazana et al. (2008), en una de sus conclusiones hacen alusion a que la

concepcién o articulacion de diversos planes de estudios para la misma area de las
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matematicas de la escuela, pueden diferenciar en su acercamiento a esas mismas
matematicas. Ademas, afirman que las distintas formas de abordar una misma tematica,
desde la innovacion del plan de area, implica que el docente establezca nuevas maneras
de ensefiar, influenciadas por preguntas con las cuales luche y genere cambios en su
entendimiento y que a su vez se conviertan en un componente importante de su trabajo
en el aula, donde los profesores tengan que “volver a aprender” algunos aspectos de los

que ya sabia.

Las multiples concepciones que se tienen sobre la ecuacion lineal son de vital
importancia para la creacion de situaciones contextualizadas, ademés influenciaran en
gran medida la construccion de otros modelos; “[...] los estudiantes tienen mayor éxito
con la aproximacion procedimental (la cual requiere un algoritmo para obtener una
cantidad) que con la estructural (que requiere una relacién de igualdad entre variables).”
(Kieran, 1995, p. 4). La ecuacion lineal, como expresion algebraica, implica ser
visualizada por los estudiantes desde la concepcion de “objeto” y no como
“procedimiento”, estableciendo el cambio entre lo aritmético (cantidades numéricas) y

lo algebraico (expresiones relacionadas y estructurales).

1.1.2 Aportes de algunas investigaciones sobre el uso de las letras

El algebra se ha convertido en uno de los ejes fundamentales de las clases de
matematicas en la secundaria evolucionando en su concepcion y definicién retomando
los procesos de ensefianza y aprendizaje. “El desarrollo historico del algebra sugiere que
actualmente ésta se concibe como la rama de las matematicas que trata la simbolizacion
de relaciones numéricas generales y de estructuras matematicas asi como de la
operacion sobre esas estructuras” (Kieran, 1995, p. 2). La incorporacion de las letras y
simbolos diferentes al aritmético, en el proceso escolar basico, sugiere en el estudiante
un cambio conceptual, procedimental y de significacion en la solucion de problemas de

aplicacion enfocados desde fuera o dentro de la matematica.

En la construccion de conceptos como ecuacion y funcidn es necesario
incorporar la nocién y el papel que juega la asignacion de la letra en una expresion

matematica, que cambia totalmente el sentido a las relaciones entre cantidades,
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contextos y contenidos. Palarea (1999) define, en su reporte de investigacion sobre la
adquisicién del lenguaje algebraico y la deteccién de errores comunes cometidos en
algebra por alumnos de 12 a 14 afios, como uno de sus objetivos, el abordaje de las
nociones de variable, la cual definen como “letra con sentido algebraico”, las
expresiones algebraicas y las ecuaciones lineales, en una propuesta que integra el
lenguaje numérico y geométrico, haciendo un acercamiento semidtico y un andlisis a
nivel psicoldgico (cognitivo) del lenguaje algebraico. En este reporte de investigacion,
la autora asume el signo algebraico como una herramienta de modelizacion de sistemas
no algebraicos (numérico, geométrico, entre otros), ademas de ser un signo en si mismo,

es decir como un instrumento especifico de la actividad.

Asumir el algebra como un instrumento de modelizacion, supone que los
estudiantes adquieran un significado y le asignen un sentido a la letra o signo
algebraico, como lo enuncia Palarea (1999), haciendo la diferenciacion con el simbolo
numeérico y su respectivo papel en la resoluciéon de una situacién que describa un

determinado modelo matematico. En este sentido la autora afirma que:

Para que el método algebraico se pueda incorporar como algo natural, es
necesario que, ademas de cambiar los simbolos, se produzca un cambio en
su significado, es decir, que no se haga solamente una sustitucion de los
numeros por letras, sino que se realice el paso de numeros a variables y
para ello hay que realzar un cambio, tanto de simbolos como de
significado. (Palarea, 1999, p. 8)

En el contexto colombiano, Rojas, Rodriquez, Romero, Castillo y Mora (2002)
presentan una investigacion desarrollada con estudiantes de octavo grado, cuyo objeto
de estudio se centrd en la transicion entre lo aritmético y lo algebraico; los autores

concluyen que:

Puede observarse que la mayoria de estudiantes (cerca de un 70%) estan
en los niveles mas bajos de interpretacién de letra (evaluada, no usada o
como objeto) y solo un reducido nimero de ellos (15%) en los niveles
superiores (como incOgnita, numero generalizado o variable). El
porcentaje faltante (cerca del 15%), corresponde a estudiantes que por sus
respuestas no pudieron ser clasificados respecto a sus interpretaciones de
la letra. (p. 48)
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En las anteriores investigaciones podemos concluir que, la literatura presenta
dificultades comunes sobre la interpretacion de la nocién de la letra que se ensefia 'y que
se aprende desde acercamientos aritméticos hasta las formalizaciones que se pretenden

establecer en los Gltimos grados de escolaridad.

El estudiante debe abstraer de la letra una significacion o concepto, en el
contexto del algebra, por lo tanto, se debe tener en cuenta la introduccion que el docente
hace de ésta en las diferentes actividades generadas desde el aula de clase, y que son en
gran medida el camino o via en el que se ubica al estudiante en el proceso de
aprendizaje del &lgebra escolar. Panizza, Sadovsky y Sessa (1996) expresan en unos de
sus diagndsticos que “Las letras aparecen asociadas a la dificultad, al punto donde el
trabajo en la clase de matematica se torna incomprensible y ajeno” (p. 2). Asi mismo
Rojas et al. (2002) sostienen que hay una doble dificultad en el contexto del aula de
clase, por un lado el desarrollo de unos contenidos que poco o nada son asimilados por
los estudiantes y, por otro, la incapacidad que muestra el docente para buscar
alternativas de explicacion. Es claro entonces, que la problematica presentada en el aula
de clase es mediada por la ausencia de estrategias de ensefianza y la poca memorizacion
de algunas nociones que se graban los estudiantes, para permanecer en las clases de

matematicas.

Otros aspectos que surgieron se centraron en: el significado que le atribuyeron
los estudiantes al signo haciendo una comparacion del “igual” en el contexto de la
aritmética y de algebra; la desarticulacion entre el concepto de ecuacion y su conjunto
solucién, y finalmente, en el diagndstico resaltan la falta de recursos que tienen los
estudiantes frente a las tareas para las cuales los procedimientos que aprendieron no se
aplican o no resultan ser adecuados para un determinado ejercicio. Panizza et al. (1996),

en el estudio exploratorio de diagnostico realizado, sefialan que:

[...] gran parte de los chicos no disponen del recurso algebraico como
herramienta atil en la resolucién de problemas (tanto externos como
internos a la Matematica) y que no hay avances notorios respecto a ésto a
lo largo de la distintos afios de la escuela media.(p. 3)
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En este aspecto, podemos destacar que la ausencia de un conjunto de sistemas
algebraicos obstaculiza en los estudiantes la identificacion de relaciones que existen
entre las situaciones presentes en la vida cotidiana o simuladas y la creacion de un
modelo matematico, puede constituirse en una via para encontrar la solucién, el analisis

y las conclusiones generadas a partir de la validacién del modelo creado.

Otra de las conclusiones que expresan los autores con respecto al algebra
escolar, visualizada como “instrumento” y analizada desde “objeto”, radica en sustentar
que la ausencia de sentido se encuentra en los primeros aprendizajes y la debilidad como
herramienta y confusion como objeto se remonta en la inmersién a lo operatorio. En
consecuencia, las dificultades con las cuales se encuentran los estudiantes en los grados
superiores, cuando se hace necesario el uso de algebra (instrumento y objeto), tienen
origen en los primeros acercamientos y construcciones que se tengan del algebra en los

procesos de ensefianza y aprendizaje.

La incorporacion de simbologia nueva para los estudiantes supone entonces, una
conceptualizacion y significacion por parte del docente, para desarrollar actividades que
se encaminen a la utilizacion y uso del algebra. Rojas et al. (2002) sefialan que el
profesor no se detiene a pensar en las formulaciones en torno a la especificidad de la
simbologia matematica empleada en un momento determinado, ni a lo que ésta puede
significar, menos aun, se preguntan por lo que significa para los estudiantes. Ademas,
existe poca atencion a la estructura y las bases I6gicas que el discurso supone para la
ensefianza y el aprendizaje del algebra en el contexto de los estudiantes de secundaria,
ademas del entrenamiento de la memorizacion, la cual constituye la Unica salida para
sobrevivir temporalmente al mundo de las matematicas. Desde esta critica, hay autores
como Chevallard (1984, citado en Panizza et al. 1996) quien sustenta que un elemento
importante en la ruptura entre la aritmética y el algebra, pareciera ser el funcionamiento
del algebra como memoria que permite conservar la traza de las operaciones efectuadas
y que en ese sentido estaria ligado a la necesidad (o posibilidad) de comunicacion de los

procedimientos de resolucion.
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El algebra escolar, como parte del pensamiento variacional, tiene la tarea de
ayudar a los estudiantes en la creacion de modelos que describen los fenémenos que los
rodean mirados desde un mundo cambiante y circunstancial. Desde esta perspectiva, las
situaciones que desde la escuela, presentamos a los estudiantes, deben estar inmersas en
los componentes sociales, econdmicos, politicos y otros, que hacen parte de las
experiencias cotidianas de las personas, de lo contrario, estariamos acentuando una
matematica, como lo expresa Blum (1993), presentada desde la manipulacion mecanica
de simbolos sin sentido, sefialando a la modelacion matematica como una posible
alternativa que contribuye a la significacién de la ensefianza y el aprendizaje de las

matematicas.

Desarrollar las nociones algebraicas desde los procesos variacionales, supone
entonces de una buena construccion de los elementos aritméticos en la transicion a lo
algebraico. En esta transicion, los estudiantes tienden a manifestar diferentes formas de
describir las leyes, férmulas o generalizaciones ensefiadas por el profesor por medio de
ejemplos, asumiendo que contienen en si, la ideas de poderse cumplir para otros casos,
sin considerar la opcion de emplear simbolos o letras para su formulacion, al respecto
Panizza (1996) expresa: “En tanto, la ley general puede expresarse a través de ejemplos,
estos ejemplos representan la ley y dejan sin sentido la necesidad de apelar a las letras
para representar “un numero cualquiera™ (p. 6). En este sentido, crear la posibilidad de
reflexion en el estudiante sobre la incorporacion de las letras o variables en muchos de
los procesos que requiere de ellas, es una tarea que demanda del conocimiento y
preparacion por parte del docente y de la seleccion de una metodologia que posibilite en

el aula de clase una participacion activa en los procesos de aprendizaje.

Cuando los estudiantes se enfrentan a lo algebraico, generalmente comienzan
con la identificacion de las ecuaciones como punto clave para la transicion entre lo
aritmético y lo algebraico, desde esta transicion, la ecuacion se convierte en el tema
clasico para identificar el trabajo con el algebra. Algunos autores, en el contexto de la

ecuacion, abordan la letra desde la etiqueta de incdgnita, expresando:

= Aqui la letra se piensa como un numero particular pero desconocido
(Kichemann, 1978 citado en Rojas et al. 2002).
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= Cuyo valor puede determinarse con exactitud, considerando las restricciones
propias del problema (Florencia e Ibarra, 2008).

En el estudio de las ecuaciones, los estudiantes se estancan en la construccion de
los diversos significados que ha adoptado la letra segun su utilizacion (evaluada, no
usada, objeto, nimero generalizado, variable, entre otras connotaciones), es por esto que
la nocidn de variable en un sistema algebraico, no es identificado con facilidad, ya que
el estudiante asume que la letra siempre se comportara como datos especificos para
hallar mediante procedimientos. Al respecto Panizza et al. (1996) puntualiza que: “C.
Kieran (1989) resefia un estudio de Kichemann, quien encontré que la mayoria de los
estudiantes trataban las letras en expresiones y ecuaciones como incognitas especificas

mas que como nimeros generalizados o como variables™. (p. 8)

Panizza et al. (1999), en su investigacion sobre la ecuacion lineal con dos
variables, plantean claramente la gran dificultad que enfrentamos con los estudiantes al
efectuarse las incorporaciones correspondientes a la incognita y a la variable desde sus

respectivos contextos. Al respecto concluyen que:

Al avanzar en el conocimiento de la relacion que existe entre el aprendizaje
de la nocion de incdgnita y el de la nocién de variable parece ineludible
para desentrafiarla la compleja y desafiante relacién entre la aritmética y el
algebra. (p. 460)

Estos autores, nos dejan preguntas y discusiones muy claras al respecto, tales
como: Los conceptos, incognita y variable, ¢podrian nutrirse uno al otro si se
construyeran simultdneamente? ¢Habria un espacio de problemas que los abarcara de
manera fructifera? ¢Es necesaria la nocion de incégnita para arribar a la nocion de
variable? (p. 460).

Desde estas investigaciones, podemos concluir que la nocién de variable, desde
el algebra escolar parece ser incorporada de una manera restringida, ya que la parte de
ecuaciones queda restringida a la bdsqueda de un valor y la parte variacional queda
relegada a ser estudiada en grados superiores como parte esencial de las funciones,
tematica obligada en la matematica escolar, pero con grandes obstaculos al ser

contextualizada desde diferentes escenarios. Al respecto Castro, y otros (2010) en el VI
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Congreso Internacional sobre la Ensefianza de la Matematica Asistida por Computadora
(CIEMAC), afirman que:

Reconociendo que es un concepto complejo debido a que se expresa en una
multiplicidad de registros y genera diferentes niveles de abstraccion y de
significados, el aprendizaje del tema funcion es uno de los principales
objetivos en la ensefianza del Andlisis Mateméatico o Calculo y su
importancia se debe a que es indispensable para la comprension de
conceptos tales como continuidad, limite o derivada de funciones entre
otros. (p. 1)

En este estudio, los autores evalGan los niveles de ensefianza y aprendizaje que
presentan algunos docentes en el tema de las funciones, y concluyen con algunas

afirmaciones como:

[...] la resolucion de problemas es central en el proceso de ensefianza—
aprendizaje. (p. 5)

En las respuestas obtenidas analizamos fundamentalmente las
concepciones predominantes sobre la definicion de funcion a las que se
hace referencia: relacion entre dos variables, relacion entre dos conjuntos
arbitrarios, relacion entre dos conjuntos numéricos, relacién entre dos o
mas cantidades, relacién entre dos magnitudes. (p. 5)

[...] el 97% de los docentes proponen a sus alumnos actividades que les
permitan pasar de una representacion a otra del concepto de funcion y
articular estos diferentes registros. Mientras que solo un 3% de los
docentes no las utilizan. (p. 7)

Es necesario proponer un conjunto de situaciones de aprendizaje que
permitan el abordaje de aspectos relevantes del concepto de funcién,
teniendo en cuenta que la formacion de un concepto matematico, no se
logra de una clase para otra, sino que es un proceso que se consolida
paulatinamente. (p. 9)

Asumiendo la funcion como elemento unificador, generalizador y de naturaleza
modelizadora (Castro et al. 2010) debemos comenzar a establecer la importancia que
toma la relacion entre variables, como una de las caracteristicas esenciales al abordar
relaciones funcionales. Desde esta perspectiva, las variables se deben asociar a
diferentes contextos que permitan observar los cambios y considerar espacios de analisis
para la produccion de diferentes representaciones. En este sentido, “En el proceso de

simulacion y de modelacion se produce la distincién de variables y la relacion entre las
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variables, los cuales a su vez impulsa la construccion de otros registros de

representacion” (Planchart, 2005, p. 2).

Planchart, resalta que la funcion vista desde la modelacion, lleva a establecer e
identificar de la realidad: las variables, los participantes, la recoleccién de los datos que
se generan a partir de las situaciones reales o simuladas. Desde esta mirada, los cambios
y el establecimiento de variables y sus relaciones tendran una estrecha relacion con las

circunstancias que permean al contexto realistico.

Algunas investigaciones publicadas en el Acta Latinoamericana de Matematica
Educativa, en diversos afios, dedican algunos reportes de investigacion y estudios sobre
la variacion desde la perspectiva educativa. Reséndiz (2005) presenta algunas
conclusiones sobre las maneras en que algunos docentes introducen la nocion de
variacion en la ensefianza superior. Desde este estudio, la autora hace un analisis del
discurso y de la interaccion social que se forjan en el aula de clase. La variacion da la
idea de movimiento, elemento que se destaca en la representacion grafica de la funcion,

frente a esta representacion la autora expresa que:

Consideramos que la estrategia de mover un punto de referencia (el vértice,
el origen o la asintota) fue de gran importancia para que los profesores
construyeran sus explicaciones en torno al movimiento de la grafica y, de
ahi, enfatizaran el papel de la nocion de variacion. (p. 621)

Catalan y Dolores (2000) exponen en el estudio que [...] la interiorizacion del
contenido del lenguaje variacional subyacente en la ecuacion de la recta (formula de la
funcién lineal) es atn incipiente [...] (p. 41). Haciendo una relacion entre la ecuacion
(forma estética) y la funcion (forma dindmica), podemos resaltar que aun se encuentra
una gran distancia al momento de re-significar la ecuacion en términos de lo variacional
o funcional, aspectos que se problematizan desde los deficientes niveles de partida o
elementos previos, ademas del poco compromiso y responsabilidad de los estudiantes
con sus tareas independientes y resolucion de problemas, como lo resaltan estos dos

autores en su investigacion.

La ecuacion y la funcion desde la idea de algebra escolar son nociones que dan

la presentacion a la variacion como fundamento de otros contenidos del célculo y de
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analisis matematico en niveles superiores de la educaciéon. Es por esto que, se hace
necesario reflexionar sobre las diversas formas en las que estamos acercando a estos
estudiantes a las nociones matematicas, para que podamos generar desde nuestros
discursos e interacciones con los estudiantes y el contenido, una mayor conexion y

significacion.

Es sabido entonces que, la variacion y la funcion estan enmarcadas en la idea de
movimiento, medicion y cambio, por lo que es una experiencia humana suscitada desde
la cotidianidad y que implica establecer un vinculo entre lo real y lo matematico,

Catalan y Dolores (2000) expresa que:

Los fenébmenos de la naturaleza estan relacionados de alguna manera; las
variables que son abstracciones obtenidas de la variacidn concreta, también
lo estan. En la busqueda de las leyes generales que rigen el movimiento de
los cuerpos de la naturaleza cobraron una importancia vital el estas
relaciones. Lo esencial de ellas radica en que algunas variables quedan
completamente determinadas por los valores que adquieren las demas, un
tipo particular de relacion de correspondencia dio origen a las funciones.
Las funciones poseen dos aspectos esenciales, son relaciones especiales de
correspondencia entre variables y sus expresiones simbdlicas. (p. 90)

En general, la ensefianza y el aprendizaje del algebra escolar estd sujeta a
maltiples nociones que colocan en juego la idea de lo estatico y lo dinamico dentro de
un conjunto de situaciones propiciadas desde diferentes espacios y estrategias
desarrolladas a la luz de un curriculo que mas que contenidos enumerados, debe ser una
construccion permanente, segun las necesidades y a las exigencias del entorno social,

econémico y politico al que se encuentra enfrentado el nifio o joven de hoy.

1.1.3 Aportes de algunas investigaciones sobre Modelacion Matematica en el
algebra escolar

Desde los Lineamientos Curriculares, se puede constatar la importancia de
incorporar en el algebra escolar procesos de variacion, ademas de la contextualizacion
de modelos en situaciones representativas para los estudiantes, empleando la
modelacion como un eje del pensamiento variacional. Al respecto, en los referentes

curriculares, los Lineamientos de Matematicas plantean:
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Respecto al algebra, se considera que en un primer momento generaliza
patrones aritméticos y posteriormente se constituye en una potente
herramienta para la modelacion de situaciones de cuantificacion y de
diversos fendmenos de variacion y cambio, es por ello que debe
involucrar entre otros aspectos el uso comprensivo de la variable y sus
diferentes significados, la interpretacion y modelacion de la igualdad y de
la ecuacion, las estructuras algebraicas como medio de representacion y
sus métodos como herramientas en la resolucion de problemas, la funcion
y sus diferentes formas de representacion, el andlisis de relaciones
funcionales y de la variacion en general para explicar de qué forma un
cambio en una cantidad produce un cambio en otra, y la contextualizacion
de diversos modelos de dependencia entre variables, todos éstos
desarrollos propios del pensamiento Variacional (MEN, 1998, p. 17).

A través de los diferentes niveles escolares en la Educacion Basica, los
estudiantes se enfrentan al aprendizaje de los nimeros y sus aplicaciones (aritmética)
que son reemplazadas de un momento a otro por letras (&lgebra). Siguiendo este proceso
de aprendizaje, los profesores generalmente plantean problemas simulados o
contextualizados a una situacion determinada combinando letras y numeros, intentando

dar significados al lenguaje algebraico con referencia al lenguaje natural y cotidiano.

Existen diversas investigaciones que centran su objeto de estudio en el anélisis
del &lgebra y la relacion con los procesos generados en la ensefianza y el aprendizaje. Al
introducir el algebra en las clases de matematicas, se hacen evidentes las diversas
dificultades que experimenta el estudiante en la comprensién de una situacién
contextualizada y la elaboracién de soluciones relacionadas con los problemas que se le
plantean. Al respecto, Olazabal y Camarena (2004) desarrollan una investigacion sobre
la traduccion del lenguaje natural al lenguaje algebraico; en ella, plantean que una de las
causas por las cuales a los estudiantes se les dificulta llegar a la metodologia de
contextualizacion, es la presentada al hacer la traduccion del lenguaje natural al lenguaje
algebraico y con mayor razon, la obtencion de un modelo matematico que represente el
problema planteado. Entendiendo por lenguaje natural, aquel en el cual esta expresado el
problema dentro de una disciplina determinada o de actividades relacionadas con la vida

cotidiana.
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El aprendizaje del algebra en general, se ha presentado de una forma repetitiva,
sin un contexto determinado y familiar para el estudiante. La mezcla de simbolos y
operaciones, que traducen un enunciado con un significado determinado, se convierten,
hoy en dia, en uno de los principales conflictos y uno de los retos mas importantes en la
ensefianza del &lgebra en la educacién bésica. Las dificultades que presentan los
estudiantes al trabajar con simbolos para obtener un resultado, provienen en gran
medida del tipo de instruccién tradicional que le damos a los objetos matematicos, los
cuales son tratados de manera formal, mediante simbolos escritos, carentes de un
contexto que puedan dar un significado propio y establezcan las operaciones que
presiden estos simbolos (Rivero, 2000).

En la misma linea, la investigacion de Ruano, Socas y Palarea (2008) sugieren
que el estudio de los errores cometidos por los estudiantes, proporciona informacion
sobre las ventajas y dificultades de emplear una u otra manera de introducir el &lgebra
en el ambiente escolar. En este sentido, realizan un estudio con el objetivo de analizar y
clasificar los errores, en los cuales incurren un grupo de estudiantes de secundaria en los

procesos de sustitucion, formalizacion, generalizacion y modelacion.

Dicha investigacion concluye que, una de las principales necesidades
presentadas por los estudiantes, es la de particularizar, y afirman, que esto se debe a la
ausencia de sentido como consecuencia de las caracteristicas propias del lenguaje
algebraico. Con respecto a lo anterior, expresan que “A pesar de que los alumnos
reconocen el modelo, no encuentran significado al uso de las letras y necesitan
retroceder a lo numérico para poder resolver el problema” (Ruano et al. 2008, p.71).
Podemos entonces observar lo importante que es para la construccion de un modelo
matematico, la necesidad de dotar de sentido los simbolos y representaciones que
describen la situacion planteada en el proceso de modelacién, aspecto que tiene como
base el manejo de los elementos aritméticos. Otras de las conclusiones que presentan es
que, para proporcionar sentido a un objeto matematico, no es suficiente con mostrar un
contraejemplo, se hace necesario recurrir a otras situaciones que muestren esquemas

apoyados en distintos sistemas de representacion y no solamente argumentos formales.
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Otras investigaciones abordan la relacion entre el método de ensefianza y el
aprendizaje. El profesor de matemaéticas debe adoptar diversos modelos en la ensefianza,
que generen procesos de elaboracion de conceptos y aplicaciones sobre el algebra para
favorecer el aprendizaje. Con respecto a lo anterior Rivero (2000, p. 2) afirma: “El uso
de un modelo en donde el estudiante pueda comparar las acciones sobre los simbolos,
con acciones en el modelo parece ser mecanismo de apoyo muy claro a los procesos
cognitivos que intervienen en el aprendizaje en matematicas [...]”. Es indiscutible que la
forma de ensefiar influye notablemente en los resultados del aprendizaje de nuestros
estudiantes y especificamente en la posibilidad de usar los simbolos mateméticos en un

contexto determinado.

En la badsqueda de nuevas estrategias para la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas, la modelacion ha sido defendida como el método que permite al estudiante
aprender las matematicas de una manera aplicada, ademas de mejorar la capacidad para
leer, formular, interpretar y solucionar diferentes situaciones problemas (Biembengut y
Hein, 2004). En general, la gran preocupacion de los profesores estd orientada al
planteamiento y ejecucion de alternativas que generen, en los procesos de ensefianza y
aprendizaje, un sentido, es decir, una correspondencia entre lo teérico y la vida

cotidiana.

Biembengut y Hein en su investigacion, ademas de plantear la importancia de la
modelacién como método de ensefianza, rescatan la investigacion como una estrategia
para que los estudiantes elaboren modelos matematicos. Desde esta perspectiva, la
contextualizacion de los saberes matematicos y la interpretacion de los diferentes
contextos por parte de los estudiantes resulta una tarea dificil. Al respecto expresan:
“[...] cuando un alumno es colocado frente a un texto o0 un contexto, presenta serias
dificultades para leer, entender e interpretar, es decir, para hacer una lectura.” (p. 122).
Con base en la anterior afirmacion, podemos concluir que la implementacion de
acciones en el aula que partan de un contexto, puede ser uno de los ejes centrales en las
clases, logrando asi una familiarizacion del estudiante con ambientes educativos que

favorezcan el aprendizaje y la construccion de saberes significativos.
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Biembengut y Hein (2004) también expresan que, unido a la dificultad de
interpretar el contexto, el estudiante presenta otras dificultades al enfrentarse con
procesos de modelacién en el aula de clase, tales como: disponibilidad para investigar
dentro y fuera de la institucion, eleccién de un tema de interés evitando que sea tan
sencillo que no genere ningln conocimiento matematico o tan complejo que conduzca a
la pérdida de la motivacion, trabajo en equipo que no garantiza que el tema elegido sea
de interés para todos y la falta de compromiso que se despierta en algunos de los

integrantes.

Sin embargo, la implementacion de la modelacion en las aulas de clase, no solo
concentra dificultades para los estudiantes sino para el docente y el mismo curriculo. En
esta investigacion se describen algunos inconvenientes que se presentan para el profesor,
como: la lectura, interpretacion, formulacion y explicacion de un contexto, la poca
preparacion de los profesionales sobre la modelacion como método de ensefianza, la
escasa bibliografia existente sobre la modelacion y la ensefianza, la falta de orientacién
de un experto en modelacion que esté presente en la implementacion del método en el
aula, la ausencia de una planificacion de las situaciones a modelar, la poca
disponibilidad para aprender y orientar a los estudiantes en diferentes equipos de clase
en procesos propios de modelacion, la falta de apoyo que recibe el docente de la
comunidad educativa en ciertas ocasiones y la reformulacion de la manera de evaluar,

no como resultado, sino como proceso.

El proceso de modelacion, debe ir acompafiado de construcciones significativas
realizadas por los estudiantes desde la creacion de una situacion contextualizada hasta la
validacion del modelo en otros contextos. Para desarrollar este tipo de construcciones
los estudiantes, deben contemplar la necesidad de emplear el lgebra para la solucion de
las diversas situaciones a las que se enfrentan, al respecto Novembre (2005) en el
informe realizado en Argentina sobre las nociones de letras, ecuaciones y funciones en

las evaluaciones nacionales, analiza que:

Desde el punto de vista didactico, la ensefianza de la traduccion entre el
lenguaje coloquial y el simbdlico plantea un problema. Se ensefia antes de
que los alumnos tengan la oportunidad de necesitarlo. Como
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consecuencia, se les dificulta reconocer las ocasiones de uso de esta
herramienta. (p. 6)

Es por esto que, la modelacion desde contextos auténticos para los estudiantes
puede ser una posibilidad de crear necesidades en la utilizacion del algebra en el disefio

de modelos que responden a las exigencias de la situacion particular.

Al enfrentarnos al proceso de investigacion, constatamos que muchos estudios
confluyen en la presentacion de dificultades, estrategias, evaluaciones, metodologias,
recuentos historicos, entre otros aspectos, que nos abren las opciones de continuar con la
reflexion sobre la labor de la ensefianza y el aprendizaje como elementos constitutivos
de los procesos escolares. La incorporacion de la matematica como una de las areas que
promueve procesos de pensamientos presentes en muchas de nuestras acciones
cotidianas, debe ser presentada a los estudiantes desde diferentes perspectivas y debe ser

reevaluada desde nuestros cuestionamientos y retos educativos.

A continuacion, establecemos algunos de los argumentos que surgen desde
nuestra experiencia en la docencia, aspectos que como a muchos investigadores, los
Ileva a indagar y a proponer diferentes puntos de vista que de una u otra forma aportan a
la discusion sobre la ensefianza y aprendizaje de la matematica desde nuestras aulas
escolares. Reconocemos que nuestro estudio no es la solucion inmediata a las
problematica que desde hace muchos afios presenta la educacion matematica, pero es
una alternativa y un punto de vista que aporta tanto a la discusion colectiva como a la

reflexién individual.

1.2 Antecedentes de la investigacion. Una mirada a nuestra
experiencia docente
Nuestra experiencia docente nos ha permitido observar que las actividades
involucradas en los procesos de ensefianza y de aprendizaje, revelan una desarticulacion
entre las matematicas escolares y los contextos socioculturales de los estudiantes. En el
caso de los procesos algebraicos, es problematico la manipulacion sin sentido sobre las
expresiones simbolicas. Es comun que identifiqguemos dificultades en el aprendizaje del

algebra escolar que comprometen un modo espontaneo en la utilizacion de pasos
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algebraicos aislados de una significacion conceptual y contextual de la variable. Por lo
que la forma de ensefiar algunos conceptos, en especial el concepto de funcion,
tradicionalmente se ha abordado en forma “mecanica”, es decir, centrado en tareas en
las cuales los estudiantes tienen como objetivo, sélo operacionalizar expresiones
algebraicas. Al respecto Hoyles, Skovsmose, Kilpatrick, in collaboration with Valero
(2005) afirman que no hay duda que una caracteristica de las matematicas ha sido el

desarrollo de los calculos que permitan la manipulacion de simbolos "sin sentido™.

El aprendizaje del algebra, en el caso particular de la funcion, se ha reducido a
las actividades mecéanicas y operativas, independientes de practicas escolares que
incluyan situaciones para favorecer una construccion de los conceptos matematicos en
los estudiantes, esto evidencia un problema de desarticulacion en el proceso de
aprendizaje. Las matematicas aprendidas como herramienta mecanica y facilitadora de
procesos simulados, ahonda ain mas la apatia y poca recepcion de los estudiantes en las
clases.

Desde nuestras aulas de clase, hemos detectado la falta de apropiacion que
presentan los estudiantes de las situaciones y problemas matematicos, ya que ocasiones
estos problemas no posibilitan una conexién con las concepciones, experiencias y
practicas de los estudiantes. Desde esta carencia, los procesos de ensefianza se
complejizan al surgir con mayor frecuencia un alto grado de pérdida del area y un
excesivo desinterés por parte de los estudiantes al enfrentarse con actividades en la clase

de matematicas.

Los procesos de aprendizaje en matematicas requieren de significados
construidos por los mismos estudiantes, los cuales no son solo proporcionados por los
educadores o por los libros. En ese sentido, encontramos necesario concebir una
construccion de los conceptos asociados al algebra escolar basada en significados
generados por procesos de modelacion ya que, segun el MEN (1998), este proceso
posibilita la reflexion, discusion, y en general la construccion de conceptos matematicos
en forma significativa. Por tanto, parte de nuestra preocupacion se enmarca en estudiar

el papel que juega la modelacion en la produccion de diferentes nociones y relaciones
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asociadas a los conceptos matematicos, en especial a las nociones de variacion y
relaciones que desde los contextos reales se puedan establecer, dotando de significado la
construccion de elementos teoricos, pero a la luz de la situacion construida desde

espacios de cotidianidad.

Al igual que los estudiantes, los docentes también tenemos algunas dificultades
que fortalecen la desarticulacion y reproduccién de tematicas sin sentido. Desde esta
mirada, pensamos que algunos docentes de matematicas, actualmente, no hemos
comprendido a nivel epistemolégico e histérico muchas de las nociones que estamos
abordando en el aula de clase, aspecto que es preocupante y aunque no es objeto de
estudio en nuestra investigacion, es un factor que desfavorece los procesos de ensefianza

y, por ende, los de aprendizaje.

Asociado a los factores que se centran en los estudiantes y educadores, pensamos
que existe un tercer problema que no permite una aproximacion de las matematicas
escolares con el contexto. Esta problemética reside en la implementacion de los
Estandares Curriculares no como una guia que puede orientar y articularse a las
diferentes instituciones, sino como una exigencia para todos, bajo las mismas
condiciones, aspecto que consideramos fatal porque se aleja de lo que vivimos en la
realidad: estudiantes con necesidades particulares, instituciones con problematicas
diversas, espacios fisicos con condiciones diferentes a otros, y asi como éstas, existen
multiples aspectos que son decisivos en el desarrollo de la vida escolar y que desde los

reglamentos establecidos por el sistema educativo no se tienen en cuenta.

No hay que dejar de reconocer que por tener diversidad de comunidades,
intereses, locaciones, culturas y sobre todo diversidad de pensamiento, la problematica
se extiende en muchos otros niveles (econdémico, politico, social, familiar), pero que
nuestra intencion es re-pensar nuestra labor para que, desde nuestro pequefio espacio, el
aula de clase, podamos transformar algunas précticas educativas, resaltando que las
matematicas surgieron de necesidades dadas desde las circunstancia y que por este
motivo, también deben ser ensefiadas y significadas hoy en dia como una forma critica

de pensar y solucionar conflictos en los diferentes ambitos de la vida.

41



Las metodologias tradicionales y los contenidos plasmados en los libros de texto
en el campo del &lgebra escolar parecen ser los ejes dominantes en los procesos de clase,
asumiendo que las matematicas ya estan hechas y no hay necesidad de repensarlas al
momento de ser ensefiadas. Es comin que, las tareas en el aula de clase estén
direccionadas a la reproduccion de procedimientos y trasmision de definiciones con
algunas aplicaciones intra-matematicas. Con lo cual, nos preocupa la desarticulacion de
los conceptos algebraicos con el entorno del estudiante, en tanto son escasos estos
esfuerzos para el uso y la construccién de conceptos en contextos que motiven el
estudiante al estudio de fendmenos de variacion en el marco social, cultural y cotidiano.
Al respecto, Sierpinska (1992) sustenta que los estudiantes deberian estar interesados en
la variacién y bdsqueda de relaciones antes de ser expuestos a las definiciones y

ejemplos.

El tecnicismo curricular y la presentacion de contenidos de manera secuencial,
particionada y como objetos externos al ser humano, han conllevado a una
despersonalizacion del estudiante en su relacion con el conocimiento matematico
escolar. En algunos casos, si se trabaja en el aula de clase proyectos de investigacion,
estos se reducen a realizar largas y estéticas consultas, pero con una minima produccion
del estudiante. Ademas, es comun observar el tablero y la tiza como los mediadores de
comunicacion, privilegiados entre el profesor y el estudiante, minimizandose asi los
espacios de discusion y de empoderamiento del propio proceso de aprendizaje. De
acuerdo con Alan J. Bishop (1999) los estudiantes deberan ser los protagonistas del
curriculo escolar en la medida en que interaccionan y participan con los representantes
de la cultura, mediante proyectos basados en problematicas de la realidad, con el fin de

desarrollar una conciencia critica.

En resumen, precisamos las siguientes problematicas a partir de nuestra mirada

como docentes investigadores:

= Las definiciones formales y la manipulacion de simbolos sin sentido predominan

las actividades escolares en matematicas.
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= Las expresiones algebraicas lineales predomina un abordaje estatico y sin

relacion a un contexto de interés para el estudiante.

= La forma de llevar al aula algunos problemas simulados o artificiales

despersonalizan la actividad del estudiante.

= Los conceptos algebraicos se presentan desarticulados con la vida fuera de la

escuela.

Es por esto que incorporar y reflexionar sobre los procesos de modelacion,
implica una concepcidn de la ensefianza y aprendizaje cuyo centro no son los contenidos
tematicos, sino las situaciones que potencian la construccion de conceptos en contextos
particulares. En este sentido, proponer procesos escolares para que los estudiantes
logren articular las matematicas en diversos contextos sociales, escolares o familiares,
supone diversas formas de modelar, de construir y de producir diferentes
representaciones para un mismo concepto. Pero son estas practicas, las que podrian
contribuir con una de las funciones sociales de la Educacion Matematica en Colombia,
la cual se orienta hacia en la formacion de estudiantes criticos y participes en los

diferentes modos de interpretar y pensar el mundo.

1.3 Formulacion del problema

Tanto desde la literatura producida en el campo del algebra escolar como desde
nuestra experiencia docente, queremos desarrollar una propuesta que considere, en la
construccion de nociones matematicas, diferentes contextos que permitan establecer
conexiones entre las matematicas escolares, otras disciplinas y la misma cotidianidad.
En ese sentido, la literatura ha mostrado que es la modelacién matematica uno de los

caminos mas apropiados para cumplir con este fin.

Como una manera de aproximarse al concepto de funcion y de ecuacion,
encontramos importante observar de qué manera los estudiantes identifican y construyen
regularidades, diferencias, asociaciones, entre otros aspectos respecto a las diferentes
cantidades que intervienen en determinada situacion. Fue asi como tomamos la decision

de centrar nuestra atencién en la manera como los estudiantes establecen relaciones
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entre las cantidades de magnitud que intervienen en situaciones contextualizadas en el
entorno de los estudiantes. Por lo tanto, formulamos la siguiente pregunta abordada en

nuestra investigacion:

¢De qué manera un proceso de modelacion matematica permite a
estudiantes del grado once, construir relaciones lineales entre dos

variables mediante situaciones en contexto reales?

De esta pregunta de investigacion, focalizamos la atencién en el siguiente

propdsito y eje de estudio.

1.4 Objetivo

Caracterizar un proceso de construccion de relaciones entre variables
mediante situaciones de modelacion matematica con estudiantes del

grado once.
Objeto de investigacion:

Un proceso de construccién de relaciones entre dos variables mediante

situaciones de modelacion en contextos reales.
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Capitulo 2

2 MARCO TEORICO

Conforme mencionamos anteriormente, la modelacion matematica y las
aplicaciones se han consolidado como un dominio de investigacion al interior de la
Educacion Matematica. Sin embargo, como plantean Kaiser y Sriraman (2006) no existe
una comprensién homogénea sobre lo que significa la modelacion matematica, ni de las
maneras como puede implementarse y desarrollarse. Estos autores y posteriormente
Kaiser y Schwarz (2010) han presentado una diversidad de perspectivas frente a la
modelacién matematica, la cuales tienen su fundamento en perspectivas mas amplias de
la Educacion Matematica (i.e, perspectiva realistica de la Educacién Matematica). Bajo
este panorama, encontramos necesario presentar y discutir, de manera explicita, algunas
maneras de concebir de modelacion matematica y de otros términos asociadas a ellas. A
continuacién, presentamos algunas nociones de modelacién, de tal manera, que nos
permitan rescatar los elementos propios de la literatura para soportar nuestras

consideraciones.

Las siguientes consideraciones teodricas sobre la modelacion matematica se
presentan en el marco de las practicas escolares, y por tanto de su funcion educativa. De
esta manera, las nociones de modelo matematico y contextos reales son discutidas al

margen de la literatura y de una concepcion de la modelacion matematica como proceso.

2.1 Modelacion Matematica: un proceso en el aula de clase

La modelacion matematica se ha constituido, desde hace mas 20 afios, en un
dominio de investigacion en Educacion Matematica, considerandose, entre otras
posibilidades, como una alternativa que permite la construccion de modelos

matematicos relacionandolos con situaciones del mundo real.

Los procesos educativos que relacionan el “mundo real” y las matematicas,

podrian promover el desarrollo de conceptos matematicos en el estudiante, por lo que,
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algunos de los intereses en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, estan

siendo generados desde el proceso de modelacion y su inclusion en el curriculo escolar.

La modelacion juega un papel que le otorga importancia al desarrollo de
competencias en los estudiantes dentro del proceso de construccion de modelos, su
interpretacion, argumentacion y validacion con las respectivas situaciones reales, como
lo sustentan Blum et al. (2007).

Uno de los elementos importantes del proceso de modelacién, como parte de la
educacion escolar, es que, permite en los estudiantes la adquisicion de competencias con
el objetivo de analizar, indagar, sustentar y establecer modelos matematicos fuera del

aula de clase. Al respecto, Blomhgj (2004) afirma:

En el desarrollo de sociedades altamente tecnoldgicas, las competencias
para establecer, analizar y criticar modelos matematicos son de crucial
importancia. Este es el caso tanto desde una perspectiva individual en
relacion a las oportunidades y desafios educativos y en el mundo laboral,
como desde una perspectiva social en relacion a las necesidades de una
fuerza laboral adecuadamente educada (p.32).

Otro de los argumentos que defiende la implementacion de la modelacion en el
aula de clase es el reconocimiento y el valor de las experiencias de los estudiantes en la
construccion de conceptos matematicos, entendida de este modo, la modelacion en
palabras de Blomhgj (2004):

[...] tiende puentes entre la experiencia de vida diaria de los alumnos y la
matematica. Esto motiva el aprendizaje de la matematica, provee de
directo apoyo cognitivo a las conceptualizaciones de los alumnos y coloca

a la matematica en la cultura, como medio de describir y entender

situaciones de la vida diaria (p.32).

El objetivo escolar de ensefiar matematicas, para que luego los estudiantes las
puedan utilizar en otras disciplinas o en situaciones de su vida, debe avanzar hacia la
nocion de escuela que incluya éstas situaciones como punto de partida para la ensefianza
de las matematicas. En este sentido, Blum et al. (2007) afirman que abordar las
matematicas escolares tedricamente no implica una transferencia automatica para

matematizar situaciones en contexto extra-escolares.
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Optar por la modelacion, como proceso para un aprendizaje, no sélo tedrico sino
préactico, permitiria relacionar las situaciones de la “realidad” con modelos matematicos
que la describen. En consecuencia, el desarrollo del conocimiento matematico mediante
la resolucion de problemas reales, no se obtendria trasladando situaciones cotidianas de
forma mecénica o simulada, sino creando ambientes de resolucion de “problemas
auténticos” (Kaiser y Schwarz, 2010) de interés para el estudiante, lo cual va mucho méas
alld de considerarlas como situaciones basadas en realidades inventadas, falseadas,

inusuales, caducadas, lejanas y ocultas presentadas y discutidas por Alsina (2007).

Diversos autores vienen defendiendo el papel que desempefian las maultiples
situaciones y contextos reales que, al ser llevadas al aula, posibilitan la relacion de la
matematica con otras ciencias del saber y con situaciones de la cotidianidad, por
ocuparse de diversos vinculos que se pueden establecer entre los contenidos
matematicos y las diferentes situaciones del mundo real. Por ejemplo Giménez, Diez

Palomar y Civil (2007) puntualizan que es importante

[...] no renunciar nunca a que nadie pueda aprender las matematicas
escolares, y establecer todos los puentes posibles para que los y las
estudiantes doten de sentido a las ideas matematicas abstractas, a través de

la conexion con sus experiencias cotidianas. (p. 26)

La reflexion sobre el papel de los contextos sociales y las experiencias cotidianas
en el aula de clase imponen nuevos cuestionamientos sobre la manera en que éstas
deben materializarse en el curriculo escolar. En el caso de Colombia, estos se vienen
planteando desde la publicacion de los Lineamientos Curriculares (MEN, 1998) donde
se sugiere la incorporacion de estos elementos a partir de la implementacion de cinco

procesos, entre ellos, la modelacion matematica y la resolucion de problemas.

En nuestro estudio, consideramos que la modelacion supone la actividad
matematica desde el “hacer” a través de la resolucion de problemas relacionados con la
vida diaria, los contextos de los estudiantes y los procesos matematicos, planteados en

actividades tales como:

- ldentificar las matematicas especificas en un contexto general.
- Formular y visualizar un problema de diferentes formas.
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- Transferir un problema del mundo real a un modelo matemético
conocido (Lange, 1987, citado en MEN, 1998).
Estas actividades constituyen procesos basicos de la modelacion, suponiendo una
dinamica entre el mundo real y las matematicas. El identificar, visualizar, formular y
transferir, exige al estudiante una forma de expresion coherente con el lenguaje

matematico y su comprension de la realidad.

A pesar de que los Lineamientos Curriculares consideran la importancia de
incorporar la modelacion en las aulas de clase, se han reportado ciertas criticas sobre la
coherencia que hay entre sus fundamentos tedricos y las ejemplificaciones que se brinda
a los docentes como guias en la actividad matematica. En el siguiente aparte, esto se

expresa asi:

[...] las situaciones que presenta el MEN (1998, pp.99-100) para

ejemplificar la modelacién, estan mas cercanas a la nocién de resolucion

de problemas, que a la modelacion, presentando asi una ligera

contradiccidn entre lo expuesto tedricamente y lo ilustrado para la practica

(Villa-Ochoa y Ruiz, 2009, p. 18).

Es claro que, si en los lineamientos no se observan diferenciacion alguna entre
resolucion de problemas y modelacion, este hecho puede repercutir en la practica
docente y por tanto en la implementacion del proceso de la modelacion en las aulas de

clase.

La modelacion matematica es un asunto de discusion a nivel mundial desde las
politicas educativas en relacion con las practicas escolares, convirtiendose en un reto
para que investigadores y docentes la articulen en los curriculos, como una estrategia
alternativa para darle sentido a la matematica en el contexto escolar. Al respecto, Blum
y sus colaboradores (2007), fundamentan que la modelacion debe estar en forma
explicita en los planes de estudio, pues esta es una forma de vincular a los estudiantes
desmotivados a la actividad matematica. Ademas, las situaciones extra-matematicas que
se pueden utilizar, son las responsables de la creacion de significado para los objetos

matematicos inmersos en la modelacion.
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En general, la modelacion puede pensarse como un proceso en el cual se
construyen modelos para describir situaciones de contextos reales. Desde los
Lineamientos Curriculares el MEN (1998) plantea que: “La resolucion de problemas en
un amplio sentido se considera siempre en conexion con las aplicaciones y la
modelacion. La forma de describir ese juego o interrelacion entre el mundo real y la
matematicas es la modelacion” (p. 97). Desde esta perspectiva, la modelacion se puede
considerar como todas aquellas relaciones establecidas entre el mundo real y las
matematicas, que influyen en un proceso de matematizacién para la creacién de modelos
que describan una situacion, y a su vez sera punto de partida para la toma de decisiones

frente a un determinado problema.

A continuacion, describimos algunas consideraciones de modelacion abordadas

por varios autores, con el fin de conceptualizar diferentes acepciones.

= Treffers y Goffree hacen referencia a la modelacion como “una actividad
estructurante y organizadora, mediante la cual el conocimiento y las habilidades
adquiridas se utilizan para descubrir regularidades, relaciones y estructuras
desconocidas”. (Citado en MEN, 1998, p. 98)

= La modelacion matematica es un proceso que conduce de una situacion
problema a un modelo matematico. Sin embargo, también se ha vuelto comun
usar esta nocion para el proceso completo consistente en la estructuracion,
matematizacion, trabajando matematicamente e interpretando/validando (varias
veces alrededor del ciclo) segun lo descrito. (Blum et al. 2007)

= La modelacién consiste en el arte de transformar problemas de la realidad en
problemas matematicos y resolverlos interpretando sus soluciones en un lenguaje
del mundo real. (Bazzanezi, 2002, p. 16)

= La matematizacion o modelacion puede entenderse como la deteccién de
esguemas que se repiten en las situaciones cotidianas, cientificas y matematicas
para reconstruirlas mentalmente. (MEN, 2006, p. 53)

= La modelizacion matematica, sin embargo, puede ser vista como una practica de

ensefianza que coloca la relacion entre el mundo real y la matematica en el
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centro de la ensefianza y el aprendizaje, y esto es relevante para cualquier nivel
de ensefianza. (Blomhgj, 2004)

= La modelacion como una actividad que va mas alla de la generalizada idea de
construir modelos, para ubicarse en la nocion de practica implicada en la
solucién de problemas reales mediante la construccion, (re)elaboracion e
interpretacion de modelos. (Villa-Ochoa, Bustamante, Berrio, Osorio y Ocampo,
2009b, p. 1445; Villa-Ochoa y Jaramillo, 2011)

Teniendo en cuenta que, esta investigacion pretende indagar por la manera como
los estudiantes establecen relaciones lineales entre variables involucradas en situaciones
propias de sus contextos, quisimos presentar una de las interpretaciones que sobre
modelacion matemaética, ha sido construida en el seno del Grupo de Investigacion en
Educacion Matematica e Historia (UdeA-Eafit). Por lo tanto, asumimos la modelacién

matematica escolar como:

[...] el proceso de estudio de fendmenos o situaciones que pueden surgir
tanto desde los contextos cotidianos, sociales y culturales de los
estudiantes como de otras ciencias o disciplinas académicas. Dicho
proceso de estudio involucra el uso y la construccion de modelos y otras
herramientas matematicas con las cuales puede ofrecerse una compresion
del fenémeno y resolver el problema (Villa-Ochoa J. A., 2010).

Esta interpretacion del proceso de modelacion parece escapar a las discusiones
presentadas en otras interpretaciones que hacen uso de términos como “realidad” o

“representacion” para describir dicho proceso (Aradjo, 2007, 2009).

Con base en las anteriores consideraciones, resaltamos que, la modelacion
matematica, integra diversas relaciones dinamicas, las cuales se exteriorizan en
practicas, actividades y procesos intencionados para la estructuracion de conceptos, de
acuerdo con la necesidad que otorgan los contextos reales de ser interpretados y

comprendidos.

Ahora bien, la implementacion de la modelacién en el aula de clase puede
posibilitar la produccion de modelos a través de la interpretacion y matematizacion de

problemas que surgen de contextos reales, lo que implica, el establecimiento de

50



relaciones matematicas a la luz de estos contextos. Asi, la modelacion, requiere de un
proceso de construccion de conocimientos matematicos representados en un modelo

particular, el cual se valida cuando describe la situacion real a la que pertenece.

En el sentido de Blum et al. (2007), el proceso de modelacion parte de la
relacion del mundo extra-matematico hacia el mundo matematico. Esto quiere decir que,
los objetos matematicos son construidos en este proceso de transformacion, en el cual
interviene la matematizacion para la produccion de modelos, explicitando desde el
campo matematico, lo que se quiere comprender del fendémeno o situacion real. Como lo
argumenta Blum y sus colaboradores, un modelo real se matematiza, es decir que los
objetos, datos, relaciones y condiciones que participan en él se traducen a las
matematicas y su resultado es un modelo matematico de la situacion original. La
construccion de modelos supone la matematizacion como un subproceso de traduccion
dentro de la modelacion, que luego permite la interpretacion de la situacién real y la
validacion mirada desde la coherencia del modelo matematico con la necesidad

planteada en la situacion.

La modelacion implica la produccion de modelos matematicos, que se logra
estableciendo relaciones entre la situacion real y las matematicas. Sin embargo, no es
posible realizar esa traduccion cuando no se han construido correspondencias entre los
elementos constitutivos de la situacion real con los objetos matematicos que se ajustan a

esta situacion.

En el proceso de modelacidn se presentan diferentes momentos en forma ciclica.
Algunos autores lo consideran como un ciclo que, de acuerdo con Berry, J. y Davies, A.,
(1996, citado en Crouch y Haines, 2004, p. 198), se desarrolla mediante las siguientes
etapas: declaracion del problema en el mundo real; formulacién de un modelo; solucion
matematica; interpretacion de los resultados; evaluacion de la solucién; refinamiento

del modelo y [nuevamente] la declaracion del problema en el mundo real.

A partir de esto, es clara la necesidad de realizar una construccion de un modelo
que represente el problema real en cuestion. No es el problema real el que se ajusta al

modelo, es la construccion del modelo la que necesita ajustarse a ese problema y por

o1



tanto, debe evaluarse su formulacion a la luz del problema en el mundo real. Sin
embargo, con la formulacion del modelo, la reflexion sobre el problema real es
diferente, puesto que el modelo aporta la riqueza de los simbolos y su comprension

desde el mundo matemético.

En la misma linea, otros autores como Blum y Borromeo (2009) han

representado el ciclo de la modelacion como lo muestra la ilustracion 1.

1 Constructing
) 2 s;nnpmjug:'
real model & : structuring
problem mathemanical 3 Mathematising
model & problem 4 Working
mathematically
L ;
- - - - Tal lti.ﬂg
real situation o /.y situation 6 Validatig
& problem Iﬁ}‘..___.zi—ﬁgmodel 4 7 Exposing
T
&
mathematical
MID [ results
results \_/
5
mathematics
rest of the world

lustracion 1. Ciclo de la modelacion presentado por Blum y Borromeo (2009, p.46)

En los primeros momentos del ciclo se busca comprender la situacion del mundo
real, la cual se delimita, simplificandola y estructurandola en un problema real. Para
estos momentos se requiere de una fase experimental de observacién, recoleccion de
datos e informacion y de proyeccion del tipo de modelo a construir. Luego, a partir de
matematizar los elementos del dominio del mundo real se obtiene el modelo
matematico. Con el modelo se realiza un trabajo matematico, en el cual se desarrollan
métodos y procedimientos necesarios segun el problema. Estos resultados matematicos
se interpretan desde la situacion delimitada en el mundo real. Por ultimo, se contrastan
los resultados matematicos en términos de la situacion que le dio origen al problema,
con el fin de garantizar su compatibilidad para la validacion del modelo. En caso de que

en la validacion se presenten resultados que no satisfagan el problema real, se tendréa que

52



obtener un nuevo modelo matematico. Si la validacién arroja resultados favorables, se

podra comunicar y presentar los resultados de esa modelacion.

2.2 Modelo matematico en el proceso de modelacion

Una parte del proceso de modelacion, se encuentra en la construccion de
modelos mateméticos. Esta construccion se realiza partiendo de fendémenos o
situaciones particulares de contextos como los mencionados en el apartado anterior.
Blum et al. (2007) llaman al conjunto de estos contextos como “mundo extra-
matematico” o “mundo real” que se encuentra en una esfera distinta a la de las

matematicas.

La nocion de modelo matematico puede mirarse en la literatura desde dos
categorias. Una de ellas enfoca el modelo matematico como producto, que describe la
situacion real en términos de relaciones numéricas y simbdlicas. Y la otra, permite
visualizar dicho modelo como un proceso para el aprendizaje de los conceptos

matematicos.

El Ministerio de Educacion Nacional de Colombia (MEN) conceptualiza el

modelo matematico visto como producto, exponiéndolo de la siguiente manera:

Un modelo puede entenderse como un sistema figurativo mental, gréfico o

tridimensional que reproduce o representa la realidad en forma

esquematica para hacerla mas comprensible. Es una construccién o

artefacto material o mental, un sistema —a veces se dice también “una

estructura”— que puede usarse como referencia para lo que se trata de

comprender; una imagen analdgica que permite volver cercana y concreta

una idea o un concepto para su apropiacién y manejo (MEN, 2006, p. 52).

Esta definicion integra diferentes formas de representacion del modelo
matematico: como sistema, como estructura o artefacto. Uno de sus objetivos es el de
acercar al estudiante al concepto mediante representaciones, esquemas e imagenes que

evidencien tanto su interpretacion como su construccion.

1. Algunas definiciones de modelo centradas en estructuras matematicas son:
= Se define como Modelo Matematico de un sistema prototipo S (fisico,

bioldgico, social, quimico, etc.) a un completo y consistente sistema de
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ecuaciones matematicas X, que es formulado para expresar las leyes de S 'y
su solucién intenta representar algun aspecto de su comportamiento.
(Rutherford, 1978, p. 5)

Un Modelo Matematico de un fenémeno o situacion problema es un conjunto
de simbolos y de relaciones matematicas que representan, de alguna manera,
el fendbmeno en cuestién. (Biembengut y Hein, 2004, p. 106)

A un conjunto de simbolos y relaciones matematicas que intentan explicar,
predecir y solucionar algunos aspectos de un fenémeno o situacién. (Villa-
Ochoa J. A et al. 2009a)

A partir de estas definiciones consideramos que, un modelo constituye un

conjunto de elementos relacionados, que cumplen una funcién de representar y describir

mediante relaciones matematicas algun aspecto de una situacion o fendmeno que se esta

estudiando.

2. Algunas definiciones de modelo centradas en proceso de construccion,

traduccién o relacion son:

Un modelo matematico es una relacion entre ciertos objetos matematicos y
Sus conexiones con una situacion o fendmeno de naturaleza no matematica.
(Blomhgj, 2004, p. 21)

Se define un Modelo Mateméatico como una construccion matematica
dirigida a estudiar un sistema o fendomeno particular del “mundo-real”. Este
modelo puede incluir graficas, simbolos, simulaciones y construcciones
experimentales. (Giordano, Weir y Fox, 1997, p. 34)

Un modelo es la traduccion de un objeto o fendémeno del mundo real a un
objeto o fendmeno del mundo matematico. En cualquier uso de las
matematicas un modelo matematico esta implicado, explicitamente o
implicito. (Blum et al. 2007)

Es evidente que estos procesos de traduccion, construccion y relacion no son

inmediatos, todos ellos requieren de una busqueda de conexiones, que permitan

interrelacionar la situacion real con los objetos matematicos acordes a la necesidad del

problema en contexto real. Estas construcciones y relaciones, pensadas desde un campo
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escolar, podrian llegar a variaciones particulares de modelos generales o estandarizados,
pero en contextos especificos, sin dejar de iniciar procesos matematicos de

generalizacion y formalizacion.

En coherencia con nuestra anterior postura respecto a la modelaciéon como
proceso, asumiremos Modelo Matematico como “Un conjunto de simbolos y relaciones
matematicas para explicar, predecir y solucionar algunos aspectos de un fendmeno o
situacion”. (Villa-Ochoa et al. 2009a)

La razon de construir Modelos Matematicos basados en relaciones simbolicas
radica en que estos puedan ajustarse a una situacion de un contexto real. Por lo tanto, los
modelos de relaciones lineales entre dos variables se construyen desde una dinamica de
modelacion, cuyo eje inicial compromete a diversas situaciones en contextos de
variacion. De este modo, los modelos no son dados a priori por el profesor, éstos son
construidos por el estudiante segin su modo de relacionarse con la situacion. Asi, cobra

relevancia el proceso como tal y no sélo el resultado matematico.

2.3 Contextos auténticos desde un enfoque realistico de Modelacion
Matematica

Como mencionamos anteriormente, algunas descripciones del proceso de
modelacién matematica hacen alusién a un proceso en el cual se relaciona dos mundos,
el “mundo real” y el “mundo matematico”. Segun Araujo (2007, 2009) este tipo de
definiciones presentan una dicotomia bastante discutible, puesto que presenta a las
matematicas como una “abstraccion” que no hace parte de la realidad. Es claro que este
tipo de discusiones estan basadas en principios filosoficos divergentes sobre la realidad

y las matematicas mismas.

Por su parte Villa-Ochoa, Bustamante y Berrio (2010) asumen como punto de
partida para el proceso de modelacion matematica “a un conjunto de situaciones
asociadas a los contextos cotidianos, sociales y culturales de los estudiantes y de la
escuela” (p. 1089), a las cuales denominan situaciones reales. Con esta denominacion,
estos autores solo delimitan el punto de partida del proceso de modelacion basados en

las funciones sociales de las matematicas escolares, sin que ello agote la nocién de
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realidad. En ese sentido, los autores puntualizan que una nocion de realidad como “un
sistema compuesto por fendmenos o hechos que pueden observarse desde multiples

dimensiones.” (p. 1089)

Si bien, en las situaciones reales no se encuentran explicitos los modelos
matematicos, es claro que algunas veces hay algo problematico que puede ser abordado
y resuelto desde las matematicas. Y es aqui, donde se colocan en juego todos aquellos
procesos generados cuando se resuelven problemas, tales como, la interpretacién, la
reflexion, la basqueda de patrones, la comunicacion, la representacién, entre otros, con

miras a desarrollar conocimientos matematicos desde la practica.

Ahora bien, de la simplificacion de una situacion real pueden surgir diversos
problemas que implican actividades matematicas en sus procesos de solucion. Blum et
al. (2007) utilizan el término problema en un sentido amplio, el cual abarca no sélo los
problemas practicos, sino también problemas de caracter mas intelectual cuyo objetivo

es describir, explicar, comprender o incluso disefiar partes del mundo.

Las matematicas abordadas en las aulas de clase, desde diferentes contextos,
posibilitan la creacion de alternativas que producen un acercamiento y una apropiacion
de conceptos matematicos desde las vivencias y experiencias. Con respecto a lo anterior,
el MEN (1998) expresa que:

El contexto tiene un papel preponderante en todas las fases del
aprendizaje y la ensefianza de las matematicas, es decir, no s6lo en la fase
de aplicacion sino en la fase de exploracion y en la de desarrollo, donde
los alumnos descubren o reinventan las matematicas. (p. 41)

Esta cita nos sugiere la idea de contextos reales incluidos en la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas, no como aplicacion de los conceptos, sino como una
plataforma permanente; generadora de conexiones, interpretaciones, intereses,
necesidades, problemas afines a los conceptos matematicos, ademas de la construccion

de argumentos que validen los modelos con relacion al contexto.

Segln Blum et al. (2007) la expresion “mundo real” es concebida como todo lo

que tiene que ver con naturaleza, sociedad, cultura, incluyendo la vida cotidiana, como
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también las asignaturas de la escuela y la universidad o las disciplinas cientificas
diferentes de las matematicas. De manera particular, desde la modelacion entendemos

los contextos reales como:

[...] aquellos contextos cotidianos, sociales, culturales, de consumo o de
otras ciencias; en los cuales los estudiantes se ven enfrentados a la
identificacién y manipulacion de datos, y a la simplificacion y abstraccion
de cantidades y variables con miras a la construccion del modelo para su
resolucion. (Villa-Ochoa J. A. et al. 2009b)

Desde esta postura, los contextos no s6lo son asumidos desde otras ciencias, sino
que, incorporan, lo que comunmente se podria excluir de las matematicas, como lo son
las practicas de una comunidad que identifican una cultura propia. En estas practicas hay
de fondo elementos matematicos, que deberian ser potenciales para la construccion de

saberes y significados en las aulas de clase.

Consideramos los problemas matematicos desde una realidad perteneciente al
estudiante, y a su vez, relacionados con su &mbito social y cultural, enmarcados en un
contexto real, lo cual indica, que abordaremos problemas pero situandonos en contextos
con sentido para el estudiante. En términos de Niss (1992, citado en Kaiser y Schwarz,
2010) los problemas auténticos seran reconocidos por las mismas personas que pueden

solucionarlos en su trabajo diario.

La modelacion matematica vista como un proceso que relaciona la realidad con
las matematicas puede ser direccionada desde otras ciencias, desde los diferentes
contextos que rodean los estudiantes, e incluso, se vienen gestando algunas perspectivas
que pretenden incluir los contextos al interior de las matematicas mismas (Bosch,
Garcia, Gascon y Ruiz, 2006a; Garcia, Gascon, Ruiz y Bosch, 2006). Dado que en esta
investigacion pretendemos acercarnos al estudiante por medio de sus experiencias y los
contextos propios de su cotidianidad, encontramos en la perspectiva realistica varios
elementos de gran utilidad para tal propdsito. Desde la perspectiva realistica, se propone
gue la modelacion debe ser entendida como una actividad para solucionar problemas

auténticos y no como desarrollo de la teoria matematica (Kaiser y Sriraman, 2006).
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Desde la perspectiva realistica, los usos de la modelacion matematica pueden ser
retomados en las aulas de clase atendiendo a varias metas como son: pedagogicas,
psicoldgicas, de contenido y relacionadas con la ciencia, comprendiendo estas como la
posibilidad de desarrollar, en el estudiante, la capacidad de entender el mundo de una
mejor manera, promover la motivacion hacia la matemaética, estructurar procesos de
aprendizaje en la incorporacion de nuevos conceptos matematicos y comunicar una
imagen realista de las matematicas como ciencia, Kaiser (1995, citado en Kaiser y
Sriraman, 2006).

Desde la historia de la matematica, se han establecido puentes entre las
necesidades, las inquietudes, los conceptos y la teoria. El contexto en el cual se
desarroll6 el conocimiento matematico esta asociado a la practica y en consecuencia, se
asume como parte de las raices generadoras de nuevos conceptos. Kaiser y Schwarz
(2006) afirman que los contextos del mundo real se utilizan para ilustrar los conceptos
matematicos, como es el caso de las deudas como introduccion de los ndmeros
negativos, ademas de la importancia de conseguir en los estudiantes la adquisicion de
capacidades que les permita solucionar problemas matematicos auténticos, es decir de

diversas areas del mundo extra-matematico.

La modelacion matematica, desde una perspectiva realistica, nos permite acercar
al estudiante a la reflexion y andlisis de sus propias experiencias a la luz de los
conceptos matematicos. En el estudio que hace PISA, se enfatiza que una de las metas
de la educacion de las matematicas es el desarrollo de la capacidad para emplear las
matematicas en su presente y en su futuro, es decir, que los estudiantes deben
comprender la importancia de las matematicas en la vida cotidiana y para las ciencias
(Kaiser y Schwarz, 2006).

La modelacion matematica, como método de ensefianza, coloca al profesor en la
tarea de seleccionar y estudiar los posibles problemas que se relacionen con las
experiencias de los estudiantes. Y en esta busqueda debemos evaluar la cercania de las
situaciones y las bases matematicas con las que los estudiantes enfrentaran los

problemas que se modelaran. Al respecto Kaiser y Schwarz (2006) sefialan que uno de
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los criterios para seleccionar los problemas que seran modelados es la accesibilidad para
los estudiantes, en otras palabras, deben ser comprensibles, sin demasiado trabajo
adicional y que estén al alcance de las perspectivas matematicas de los estudiantes. En
este sentido, al contar con el equipamiento necesario, un modelo basado en la realidad
puede ser desarrollado y sus soluciones matematicas pueden ser reinterpretadas y
validadas, ademas de la descripcion amplia que se debe precisar del contexto extra-

matematico que abarca el problema.

Con miras a construir la nocion de relaciones lineales entre dos variables a partir
de los problemas generados en el contexto propio de los estudiantes bajo la actividad de
modelacién matematica, precisamos a continuacion algunos referentes tedricos sobre

esta nocion.

2.4 Algunas consideraciones sobre la variable y sus relaciones

Cuando consideramos modelo como “un conjunto de simbolos y relaciones
matematicas para explicar, predecir y solucionar algunos aspectos de un fenémeno o
situacion” (Villa-Ochoa J. A et al. 2009a), estamos concibiendo la relacion lineal entre
dos variables en términos de modelo matematico construido a través del proceso de
modelacién. Asi, en la produccion de modelos particulares en los cuales se establezca
una relacion matematica, necesariamente las variables involucradas y su clase de
relaciones estan sujetas a la situacion en contexto. Con lo cual, estos modelos
particulares contienen significados amarrados al contexto y a su uso, mas alld de su

definicion formal. En términos de Sierpinska (1992) entendemos que:

El concepto esta restringido a la estructura de la frase que lo define, a la
relacion de las componentes con otros conceptos matematicos y teorias.
Pero en el momento en que la nocidn es aplicada en un contexto
matematico o matematizado, se estd usando lenguaje informal y este
lenguaje informal trae consigo significados que trasciende la mera ldgica
de la definicion. (p. 6)

De este modo, la nocién de relacion lineal entre dos variables depende del
contexto en el cual se usa y, por tanto, no estd del todo dada por una definicion

simbolica formal. Si bien, esta nocién se encuentra asociada a elementos tedricos como
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linealidad, interdependencia de magnitudes, correspondencias numéricas; en tanto se use
en diferentes contextos intra-matematicos y extra-matematicos, encontramos que éstos
elementos van significando la nocion y por tanto, se van estableciendo redes

conceptuales mas estructuradas.

Dentro de los procesos matematicos de la modelacion, los estudiantes pueden
utilizar representaciones simbdlicas de las variables y sus relaciones, sin embargo, estas
representaciones, por si solas, no dicen lo que significa para el estudiante. Por tanto, es
relevante permitir que los estudiantes expresen en forma discursiva sus ideas respecto a
sus representaciones simbolicas para diferenciar asi, la representacion de la variable de

su referente a nivel semantico.

En nuestro caso, la relacion lineal de variables es abordada con los estudiantes
de manera informal, pero al pretender identificar cambios, establecer correspondencias,
dependencias y usar cantidades de variacion por medio de modelos matematicos,
estamos transponiendo en un contexto particular algunos componentes tedricos de la

nocion.

Para la construccién de modelos que relacionen linealmente dos variables,
consideramos contextos de variacion articulados a fendmenos perceptibles por los
estudiantes, los cuales juegan un papel importante en la forma de organizar esta
construccion en el aula. El caracter de inclusion de estos contextos relacionados con la
cotidianidad, con aspectos econdmicos y sociales del entorno del estudiante, los hacen

responsables de la articulacion con el conocimiento escolar.

A continuacion, abordaremos algunos referentes tedricos con respecto a las
siguientes dos tematicas: una distincion en el uso de la variable y la incognita, y la

variable como magnitud de cambio.

2.4.1 Una distincion en el uso de la variable

Bajo la perspectiva de Garcia (2007), en la que el algebra es instrumento de
modelizacion, las expresiones lineales no podran ser concebidas dentro de una

aritmética generalizada, esto es, desde punto de vista estatico, en el que las letras juegan
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el papel de incognitas y no rompen la dependencia entre lo aritmético y lo algebraico.
En consecuencia, la concepcion funcional, en las expresiones algebraicas lineales las
letras juegan el papel de variables, representando un rango de valores dentro de un

conjunto numeérico.

Desde este enfoque, una relacion lineal entre dos variables considera una
relacion de proporcionalidad entre dos magnitudes, que trascienda de los modelos
ecuacionales del tipo y= kx donde y e x se les trata como incognitas, a modelos
funcionales donde y e x se les trata como variables y a k como un parametro. Asi, los
modelos lineales no se ven como una forma general de la aritmética, sino que jugaran

un papel dentro de la modelacién inicial de las funciones.

Al abordar una expresion simbolica de caracter lineal es necesario hacer la
distincion con respecto al tratamiento de la letra. En el sentido de Sierpinska (1992);
cuando hablamos de relacionar cuantitativamente cantidades desconocidas con
cantidades conocidas, estamos conceptualizando a la ecuacion y a la letra como
incdgnita, en cambio, si hablamos de una relacion entre magnitudes variables, estamos

hablando de la nocién de funcién. La autora lo aclara de la siguiente manera:

La ecuacién no es mas que una condicion sobre lo desconocido que ayuda
a extractar su valor. En el contexto de las funciones, éstas aparecen como
el principio o la ley de acuerdo a la cual algunas variables cambian
cuando algunas otras cambian. (p.17)

En nuestro contexto de modelacion, se trasciende la idea de plantear un modelo
con una sola incognita para encontrar su valor a la idea de organizar un fenémeno
familiar para el estudiante desde diferentes estrategias y actividades matematicas como;
reconocer y relacionar variables y constantes en relacion a la situacion, comparar y
analizar cantidades asociadas a magnitudes bajo preguntas a resolver desde el contexto,

propiciar espacios para la representacion e interpretacion tabular, grafica y simbélica.
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Con la idea de caracterizar las maneras de construir las relaciones entre
variables, tendremos en cuenta la categorizacién que realizan Ursini y Trigueros (1998),

las cuales plantean las siguientes conceptualizaciones:

Variable como namero general, implica:

Gl Reconocer patrones, percibir reglas y métodos en
secuencias numéricas y en familias de
problemas.

G2 Interpretar la variable simbdlica como la

representacion de una entidad general,
indeterminada, que puede asumir cualquier valor.

G3 Deducir reglas y métodos generales en
secuencias y familias de problemas

G4 Manipular (simplificar, desarrollar) la variable
simbolica

G5 Simbolizar enunciados, reglas o métodos
generales.

Variable como incognita especifica, implica:

11 Reconocer e identificar en una situacion
problematica la presencia de algo desconocido
que puede ser determinado considerando las
restricciones del problema.

12 Interpretar las variables simbolicas que aparecen
en una ecuacion como la representacion de
valores especificos.

13 Sustituir la variable por el valor o los valores que
hacen de la ecuacion un enunciado verdadero.
14 Determinar la cantidad desconocida que aparece

en ecuaciones 0 problemas realizando las
operaciones algebraicas y/o aritméticas.

15 Simbolizar  las  cantidades  desconocidas
identificadas en una situacion especifica y
utilizarlas para plantear ecuaciones.

Al asumir la variable como numero general y como incdgnita, estamos
refiriéndonos a la idea de reemplazar un valor especifico, la cual es abordada bajo la
manipulacion operativa, de reglas, métodos e igualdades algebraicas. Es por esto que,
pretendemos superar la idea de la implicacion de la variable en términos de realizacion
de calculos y operaciones con letras, lo que conduce a lograr una comprension o
acercamiento a esta nocion desde la capacidad de establecer de donde provienen y a las

diversas correlaciones que surgen desde el contexto.
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2.4.2 Lavariable como magnitud de cambio

La nocidn de variable por estar a la base de conceptos fundamentales del algebra
y del analisis funcional ha conllevado a importantes cambios a nivel histérico y
conceptual de las matemaéticas. Y aunque, con una de sus definiciones no la podriamos
conceptualizar en su totalidad, es necesario precisar algunas de caracteristicas

esenciales:

Igual que el concepto de nimero real es la imagen abstracta del valor real
de una magnitud arbitraria, asi una «variable» es la imagen abstracta de
una magnitud que varia, lo que supone distintos valores durante el proceso
de consideracion. Una variable matematica x es «algo» 0., mas
exactamente, «cualquier cosa» que puede tomar distintos valores
numeéricos. (Aleksadrov, Kolmogorov, Laurentiev y otros, 1976, p. 66)

La idea de “algo” que varia nos sugiere pensar también en la idea contrapuesta
de constante, asi su atributo de conservar un solo valor se distingue de “algo” que
pueda representar mas de un solo valor. Ahora bien, la tarea de identificar ese “algo” en
un contexto de la vida cotidiana y analizar sus caracteristicas se constituyen en una de

las tareas auténticas dentro del proceso de modelacion.

La necesidad de representar cuantitativamente los cambios en los fendmenos de
la vida, les ha exigido a las matematicas usar un lenguaje simbdlico. Sin embargo, para
estudiar qué cambia y como cambia una magnitud hace falta poner en juego diversas

herramientas matematicas. Es por esto que:

Los estudiantes deben ser interesados en explicar cambios, encontrar
regularidades respecto a los cambios; ellos deberian percibir cambios y
relaciones entre ellos como un problema digno de una explicacion
cientifica. Ellos deberian tener las oportunidades para usar el
conocimiento acerca de las funciones en la explicacion de los fenomenos
de su vida diaria, social y econdmica, o acerca de funciones encontradas
en otras ciencias. (Sierpinska, 1992, p. 43)

El reto educativo lo focalizamos en abrir espacios en el aula de clase, en los

cuales los estudiantes puedan observar, predecir, conjeturar, buscar y proponer sobre
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aquellos cambios que los motivaron, y asi la estrategia de establecer relaciones entre

ellos, lo cual les posibilitard ofrecer algunas respuestas.

Las tareas de observacion, experimentacion y estructuracion, relacionadas en
como determinar un cambio de una magnitud variable en relacién a otra, cobran
relevancia dentro de la modelacion, puesto que contribuyen a la representacion externa
de un modelo funcional que capture ese tipo de variacion. En términos de Posada y
Villa-Ochoa (2006a) la variacion

[...] implica apreciar que dos 0 més cantidades de magnitud covarian, de
tal forma que el cambio en una o algunas, determina cambio(s) en la(s)
restante(s). Ahora bien, en el caso que esta covariacion se pueda expresar
a través de un modelo funcional, entonces se dice que las cantidades de
magnitud estan correlacionadas. (p. 64)

Desde esta postura, cuando hablamos de relacionar dos variables, estamos
pretendiendo que estas sean correlacionadas, a través de la discusion y reflexion sobre la
dependencia entre las dos cantidades de magnitud a la luz de los significados que aporta

el contexto.

Bajo la nocion funcional de variable como magnitud de cambio, la estamos
considerando como una relacion entre dos cantidades cuyos valores varian. A
continuacion, abordamos algunas conceptualizaciones propuestas por Ursini y Trigueros
(1998):
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Variable como relacion funcional, implica:

F1 Reconocer la  correspondencia  entre
variables relacionadas, independientemente
de la representacion utilizada (tablas,
gréaficas, problemas verbales o expresiones
analiticas.

F2 Determinar los valores de la variable
dependiente, dados lo valores de Ia
independiente.

F3 Determinar los valores de la variable
independiente, dados los valores de la
dependiente.

F4 Reconocer la variacion conjunta de las
variables involucradas en una relacion
funcional, independientemente de la

representacion utilizada (tablas, gréficas,
problemas  verbales o expresiones
analiticas).

F5 Determinar los intervalos de variacion de
una de las variables, dado el intervalo de
variacion de la otra.

F6 Simbolizar una relacion funcional, con base
en el andlisis de los datos de un problema.

La idea de cambio en un contexto realistico, nos hace pensar sobre la nocion de
relaciones entre magnitudes, donde las variables son representadas por nimeros cuyos
valores oscilan en un rango que esté ligado entre si por las relaciones establecidas desde
el contexto. Desde la modelacion matematica, podemos establecer que los elementos
matematicos, en nuestro caso las relaciones entre variables y la nocién de cambio estan

conectadas de manera particular al contexto. Morales y Diaz (2003) afirma que:

Debido a que los simbolos para las variables son arbitrariamente
intercambiables el contexto y el referente, juntos, aparte de cualquier
simbolo particular, determinan un aspecto de las variables que es Unico en
matematicas. Esto es, el contexto y el referente determinan el papel
matematico de la variable. (p. 112)

El tratamiento de las variables hace parte de un proceso enmarcado en la
modelacién matematica, en cuanto que en este proceso es necesaria la eleccion de las
variables que controlan el fendmeno estudiado con miras a describir los hechos

involucrados en la situacion respectiva.
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La bdsqueda de relaciones entre dos variables, en particular de tipo lineal en
situaciones de cambio involucra el andlisis de un factor constante que permita conocer a
una de las variables en términos de la otra, al respecto Obando y Botero (2006) definen

la covariacion lineal de la siguiente manera:

En una situacion, la covariacién es lineal (y como se dijo en el parrafo
anterior, positiva), cuando variaciones en un cierto factor en una de las
variables, generan en la otra variable variaciones en el mismo sentido, y
en el mismo factor. (p. 106)

Cuando se habla de factor, estamos involucrando la multiplicacién en un
proceso de generar la misma cantidad de cambio en la otra variable, y de esta manera la
relacion multiplicativa juega un papel funcional en el uso de la constante y las dos
variables. De este modo, Obando y Botero (2006) definen que:

La proporcionalidad simple directa se puede representar o modelar por
una funcién lineal tal que:
A'»B
Xx—>f(X)=k " x
Donde k es la llamada constante de proporcionalidad. (p. 108 y 109)
Aunque esta definicién no se retoma en su sentido formal con los estudiantes
dentro del proceso de modelacion, constituye en un elemento conceptual fundamental

para diferenciar las variaciones lineales de las no lineales.

Algunos de los elementos caracteristicos de la linealidad se pueden reconocer en
fendmenos de variacion, esto es, en situaciones en las cuales los cambios se constituyen
en un problema a enfrentar, una de las formas de hacerlo se vale de modelos que
contienen un caso particular de covariacion constante cuando se analiza que es el mismo
factor el que cambia entre dos cantidades de magnitud. Es aqui, donde la identificacién
de la constante de una proporcionalidad directa simple y el cardcter de multiplicidad

uno facilita la escritura del modelo.

Cuando los estudiantes se encuentran en el proceso de comprension de la

situacién en contexto, es posible que las variables no surjan en forma aislada sino de
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forma relacionada, puesto que aln se encuentran en la tarea de simplificar o restringir a
factores que ellos puedan tratar, ademas los estudiantes utilizan inicialmente un lenguaje
verbal antes que el simbdlico para construir referentes aproximados a un fragmento de

la realidad.

Las relaciones lineales entre dos variables estan en la base de conceptos como
ecuacion de primer grado y funcion lineal. Sin desconocer sus diferencias conceptuales,
en el proceso de modelacidbn matematica, ambas nociones podran usarse en la
produccién de modelos. Sin embargo, en nuestro estudio, el surgimiento de las nociones
matematicas a utilizar no podran estar forzados inicialmente, estas dependen del camino

asumido por los estudiantes para resolver el problema.
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Capitulo 3

3 METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

En este capitulo nos dedicaremos a presentar los diferentes momentos
desarrollados en el trabajo de campo y realizamos una descripcion sobre las técnicas
metodoldgicas utilizadas para su anélisis, teniendo en cuenta los aportes del grupo de
Investigacion en Educacion Matematica e Historia (UdeA-Eafit) respecto a los procesos
metodologicos y al paradigma cualitativo en sus investigaciones orientadas a la

construccién de conocimiento escolar matematico.

La orientacion de este capitulo se centrard en el estudio de casos, el cual nos
facilitd un analisis particular del objeto de estudio; un proceso de modelacion
matematica desde la perspectiva realistica o en contextos auténticos para los estudiantes,
explorando sus experiencias, ideas y argumentos como base de las observaciones y
andlisis del estudio (Hays, 2004). Presentamos a continuacién el paradigma abordado en
nuestro estudio, es decir, el tipo de estudio, el disefio metodolédgico, instrumentos y

recoleccion de datos, entre otros.

3.1 El paradigma de investigacion

Nuestra investigacion se realizd bajo el enfoque cualitativo, puesto que
pretendimos caracterizar una manera de modelar relaciones lineales entre dos variables
en el momento en que los estudiantes resuelven situaciones en contexto. Esta
caracterizacion nos implicd procesos de descripcion, observacion, reflexion y analisis
sobre las interacciones, experiencias, formas de expresion matematica y acciones
grupales e individuales que influenciaron el proceso desarrollado por el grupo de

participantes.

La investigacion se desarrolld con nueve estudiantes del grado once, quienes
construyeron con las investigadoras una relacion basada en dialogos, compartir de
experiencias, discusiones en los cuales los estudiantes participaban con confianza y

apropiacion. Aspectos que son relevantes dentro del proceso mismo de construccion de

68



modelos en situaciones de la vida cotidiana. De acuerdo con Marshall Rossman (1999,
citado en Gialdino, 2006):

[...] el proceso de investigacion cualitativa supone: a) la inmersion en la vida
cotidiana de la situacion seleccionada para el estudio, b) la valoracion y el
intento por descubrir la perspectiva de los participantes sobre sus propios
mundos, Yy ¢) la consideracion de la investigacion como un proceso interactivo
entre el investigador y esos participantes, como descriptiva y analitica y que
privilegia las palabras de las personas y su comportamiento observable como

datos primarios. (p. 26)

Teniendo en cuenta que la investigacion cualitativa estudia situaciones en
contexto con dinamicas propias Yy las circunstancias cotidianas, con sus formas
particulares de comunicacion entre los participantes y sus experiencias individuales y
colectivas. Nuestro estudio se centrd en las interacciones generadas a través de las
relaciones del estudiante con la actividad matemética, el contexto, con otros
compafieros, y con las investigadoras. Estas maneras de relacionarse, las estudiamos en
los momentos en que los estudiantes desarrollaron actividades de modelacion pensadas

dentro de diversos contextos auténticos.

Consideramos que el enfoque de estudio respecto a nuestra pregunta de
investigacion: ¢De qué manera un proceso de modelacion matematica permite a
estudiantes del grado once, construir relaciones lineales entre dos variables mediante
situaciones en contexto reales?, se encuentra en la linea de investigacion cualitativa,
pues este fendbmeno lo asumimos bajo una vision de realidad cambiante, subjetiva y
compuesta de experiencias Unicas, construidas dentro o fuera del aula por los
estudiantes. Ademas, este fendmeno se constituyd en un proceso de caracterizacion no
medible, puesto que fue un proceso de construccién entre los mismos participantes en
relacion a diversas actividades concebidas sobre un proceso de modelacion matematica
no predeterminado en su totalidad, sino de caracter abierto y flexible. Es por esto que, el
proceso de investigacion se observo desde las dindmicas y maneras de construir que

emergieron en los diferentes momentos del trabajo de campo.
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En coherencia con las anteriores posturas, analizamos los diferentes momentos
abordados por los estudiantes bajo la premisa de ser Unicos, irremplazables y no
generalizables. Por lo que, la caracterizacion de éstos fue develada a partir de los
desarrollos y experiencias dependientes de sus condiciones contextuales y sus

herramientas matematicas disponibles.

Nuestro papel como investigadoras, dentro del trabajo de campo, lo enfocamos a
mediar las discusiones bajo argumentos matematicos significativos dentro del contexto,
éstas no fueron impuestas, ni estuvieron sujetas a procedimientos técnicos. Por el
contrario, los didlogos tomaban el rumbo otorgado por los estudiantes, algunos fueron
planteados de manera abierta y no absoluta, y en otros se lograron consensuar diferentes
acuerdos, con miras a crear espacios de concientizacion, empoderamiento y
fortalecimiento en las posturas criticas de los estudiantes. De igual manera,
reconocemos en las voces de los estudiantes el sentido de las experiencias y las nociones
que surgen en desarrollo de las actividades y discusiones generadas por las situaciones

en contextos reales.

En una investigacion sobre modelacion matemética de corte cualitativo, los
contextos juegan un papel relevante en la relacion del todo con las partes, esto sugiere
que, las nociones e ideas matematicas usadas en las diferentes actividades, permiten la
organizacion de los momentos del trabajo de campo en forma relacionada. Por tanto, las
expresiones matematicas generadas por los estudiantes no fueron vistas de forma

aislada, sino que estos modelos se asociaron con todo su proceso de construccion.

3.2 Tipo de estudio

La investigacion se desarroll6 mediante un estudio de casos, puesto que
pretendemos comprender a profundidad el fenédmeno en un contexto propio. En este
estudio, el fendmeno se enfoca en la manera como los estudiantes, de grado once,
construyeron modelos relacionados con la nocidn de relacion entre dos variables en los
contextos del Metro de Medellin, la cuenta de los servicios publicos, los operadores

celulares y las cadenas de correos electronicos.
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El estudio de casos abordado se fundamentd desde la perspectiva de Hays
(2004), quien lo centra en examinar, buscar y explorar las nuevas experiencias e
interacciones que no han sido comprendidas por las personas, desde una pregunta que
focaliza el analisis del investigador. Ademas este tipo de estudio permite la produccion
de descripciones e interpretaciones en forma Unica y reflexiva en un corto periodo de
tiempo. Desde esta mirada, focalizamos este estudio en la caracterizacion particular y no
general, de diversas maneras de relacionar dos variables en el proceso de modelacion.
Desde la perspectiva de Hays, en la caracterizacién desarrollada en el estudio predomina
su caracter unico, por corresponder a procesos propios dependientes de los rasgos de un

grupo especifico y de los contextos a los que se enfrentaron.

Patricia Hays (2004) asume que el caso puede estar sobre un individuo, un grupo
de personas, una escuela, un distrito escolar, decisiones sobre programas, un proceso de
un programa, un cambio de organizacion u otros aspectos. Nosotras definimos nuestro
caso en un grupo de nueve estudiantes, el cual constituy6 nuestra unidad de analisis, ya
que en el proceso de modelacion asumido en nuestra investigacion, cobra relevancia los
procesos grupales, sin dejar de reconocer los aportes individuales en la construccién de

modelos.

En concordancia con las ideas desarrolladas por Patricia A. Hays (2004), a
continuacion mostramos un cuadro que especifica algunas caracteristicas asumidas

desde el estudio de casos en nuestra investigacion.
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Estudio de casos cualitativo

¢ Qué?

Estudiamos en un grupo de estudiantes, un proceso de
construccion de relaciones entre dos variables mediante
situaciones de modelacién en contextos reales.

¢ Como?

Desde nuestra perspectiva como investigadoras establecimos un
didlogo abierto, basado en la participacidn, (co)construccion, y
(re)significacion de nociones miradas en los subprocesos de
modelacion, utilizando algunas fuentes de datos como
documentos, entrevistas y observaciones directa.

¢Para qué?

Reflexionar sobre las descripciones e interpretaciones que
aportan a la respuesta de la pregunta de investigacion.

Develar las estrategias, interacciones, experiencias, formas
particulares de los participantes relacionar dos variables.

Aportar al conocimiento de la modelacion matematica como
proceso en el aula de clase.

Reconocer la importancia de la diversidad de contextos
auténticos en la construccion o acercamiento a las nociones
matematicas.

llustracion 2. Elementos constitutivos del estudio de casos segin Hays (2004).

3.3 Diseio

El disefio que gui6 el desarrollo del esta investigacién tuvo en cuenta las
orientaciones de Patricia Hays (2004) en cuanto a la unidad de andlisis, los contextos,
los participantes, las fuentes utilizadas para la recoleccion de los datos, los momentos

del trabajo de campo, las estrategias de analisis, la validez del estudio y otros aspectos

implicados durante la investigacion.

3.3.1 Contexto y Participantes

El trabajo de campo se realiz6 en una Institucion Educativa oficial del Municipio
de Medellin ubicada en la comuna dos que atiende a estudiantes cuyas familias se
ubican en los estratos uno y dos, ademas en su mayoria presentan una situacion social de
pobreza, violencia, desplazamiento, embarazo a temprana edad, familias sin ndcleo

familiar estable y numerosas (Tomado del PEI de la institucion). La institucion cuenta,
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actualmente, con cuatro sedes, una de ellas es la sede central de bachillerato, en la cual
realizamos el trabajo de campo. Esta sede cuenta con 1500 estudiantes

aproximadamente y cada grupo lo conforman cuarenta y cinco estudiantes.

Los integrantes del estudio de casos fueron estudiantes de once grado, con
edades que oscilan entre dieciséis y diecisiete afios, los cuales elegimos por sus
habilidades comunicativas, gusto e interés por el area de matematicas. Teniendo en
cuenta el objeto de investigacion, consideramos que estos criterios favorecieron la
interpretacion, argumentacion matematica e interaccion con las actividades de
modelacion; procesos fundamentales para enriquecer la caracterizacion planteada en el

objetivo.

Al comenzar el estudio convocamos a siete estudiantes quienes habian
manifestado motivacion para participar en los diferentes encuentros realizados en
horarios extra clase, ya que los estudiantes pertenecian a diferentes grupos escolares.
Luego de seis sesiones, dos estudiantes manifestaron su interés para hacer parte de este
grupo de investigacion, al escuchar dentro de sus clases regulares, como otros
compafieros discutian sobre algunos puntos controversiales que surgian en los
encuentros del grupo. Atendiendo al interés manifestado por estos dos estudiantes,

consultamos con los integrantes sobre su inclusion y ellos respondieron positivamente.

Las razones expresadas por estos dos estudiantes sobre su deseo de participacion
en el grupo de investigacion, fueron, su motivacion particular por conocer mas sobre el
contexto estudiado (Metro de Medellin) ademas, a su gusto e interés para aportar desde

sus habilidades matemaéticas a la investigacion en curso.

Por principios éticos en este estudio de corte cualitativo, decidimos proteger las
identidades de los participantes, por medio de seudonimos elegido por ellos mismos,
ademas, contamos con el consentimiento por escrito® de los padres de familia ya que los
estudiantes son menores de edad. Los seuddnimos corresponden a los siguientes

nombres: Nicole, Alex, Lindsay, Jean Jackobson, Wilhelm, Galvis, Andrey, Jhony y

! Ver anexo 4. Consentimiento de participacion
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Sandro, resaltamos que estos dos ultimos estudiantes quienes se incorporaron en el

transcurso de la investigacion.

Nuestra participacion en la investigacion no sélo fue como investigadoras, sino
también como docentes permanentes de la institucion, posicion que nos colocoé en el rol

de orientadoras del area de matematicas y, a su vez, como observadoras participantes.

3.3.2 Fuentes de recoleccion de datos

La recoleccion de los datos fue realizada en diez sesiones 0 encuentros
presenciales de discusion y desarrollo de las guias, durante un semestre. La informacion
la recolectamos a través de tres fuentes: 10 observaciones directas (grupal), 3 entrevistas
semi-estructuradas (grupal) y 5 documentos escritos (individual). Las fuentes que se

emplearon para la obtencion de la informacién, fueron:
- Laobservacion directa

La observacion directa sustentada desde Hays (2004), sefiala que la interaccién
de los individuos no podra ser entendida sin la observacion. Ademas, con esta fuente
accedimos con mayor riqueza a los datos relacionados con las formas de expresion
verbales y escritas para analizar la forma como los estudiantes interacttan, resuelven y
discuten las situaciones planteadas en cada una de las sesiones, teniendo en cuenta que

fuimos observadoras participantes en el proceso.

La observacion fue recolectada en audio, video y algunas notas tomadas por las
investigadoras. Estas observaciones fueron transcritas y digitalizadas, convirtiéndose de
esta manera en una fuente fundamental en el andlisis de la informacion. Ademas,
cumplen la funcion de mostrar “un proceso” mas que un producto estatico, objeto de

nuestra investigacion.
- Las elaboraciones escritas para la exteriorizacion del modelo

Las elaboraciones escritas, asumidas como un documento producido por cada
uno de los estudiantes, puede ser utilizada para corroborar los datos tomados de otras

fuentes (Hays, 2004), nos permitieron, también, el analisis de los procesos y estrategias
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matematicas en la construccion de modelos lineales entre dos variables, evidenciados en

sus diversas formas de expresion para las situaciones contextualizadas.

Estos documentos son valiosos, por cuanto representan la simplificacion de
varios subprocesos derivados de las discusiones y el desarrollo de algunas actividades
referidas en el proceso de modelacion. Estos reflejaron, en gran parte, las producciones
y avances a nivel grupal, pues varios de los acuerdos fueron liderados por un estudiante.
Estos documentos fueron escaneados y archivados en forma digital. Ademaés, fueron
clasificados por sesiones y actividades.

- Entrevistas

Hays (2004) sustenta que la entrevista es una de las fuentes mas ricas de datos en
un estudio de caso, puesto que proveen al investigador de una variedad de informacion y
perspectivas. Usando este argumento, realizamos tres entrevistas (una inicial y dos al
final del trabajo de campo) de caracter semi-estructurado como fuente de informacion
verbal y escrita, que posibilitaron el reconocimiento de diversos argumentos vy

concepciones.

Desarrollamos la primera entrevista? con la intencién de establecer una relacién
de confianza entre el entrevistador y el entrevistado para explorar algunas ideas sobre la
nocion de la “letra”. Otro de los propdsitos consistio en obtener informacion previa a la
elaboracion de la primera guia, para esto, los estudiantes compartieron sus experiencias
relacionadas con las clases de matematicas y la apropiacion de los temas, en particular

con la ecuacion lineal, como uno de los primeros acercamientos al algebra escolar.

La segunda entrevista®, realizada al final del trabajo de campo, tuvo como
objetivo reconocer el punto de vista de los estudiantes sobre el proceso de modelacion y
las ideas asociadas a la nocién de variable y constante, abordados en contextos

diferentes. En esta entrevista participaron cinco estudiantes.

2 \/er anexo 1. Protocolo de entrevista
% \Ver anexo 2. Protocolo de entrevista
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La tercera entrevista® efectuada, también al final, pretendia reconocer las
diversas maneras en que los estudiantes relacionaban dos variables en un contexto
diferente al Metro de Medellin. Ademas, buscamos analizar como estas maneras se
asociaban mediante un modelo matematico. En la entrevista participaron tres

estudiantes.

Las anteriores entrevistas fueron desarrolladas en grupo, ya que este tipo de
entrevistas ofrecen mas datos dependiendo del nimero de individuos en un menor
tiempo (Hays, 2004). Por lo que, favorecio el analisis de algunos aspectos del proceso

de modelacion, objeto de estudio en nuestra investigacion.

A continuacion, presentamos una grafica que ejemplifica la interrelacion de las

fuentes de datos propuestos en el estudio:

Evidenciar
interacciones, @ Procesos de
formas de Observaciones Documanios relamF:-n entre
expresion y Pl e variables
argumentacion
Problemas vy situaciones

pensados desde el
contexto cercanos a los

estudiantes
Entrevistas Brocoiin di
Argumentos i i
oo =il relacion entre
que validen estructuradas i i
i la situaciony
P el concepto
asociaciones

llustracién 3. Relacion de las fuentes de datos en el estudio.

* Ver anexo 3. Protocolo de entrevista
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3.3.3 Momentos del trabajo de campo

El trabajo de campo de esta investigacion se desarroll6 en seis momentos durante
once sesiones que corresponden a diferentes actividades relacionadas con el proceso de

modelacion.

- Momento uno:

La implementacién de la guia uno® se desarrollé en dos sesiones de dos horas
con la intencion de acercar al estudiante al contexto del Metro de Medellin. En el
desarrollo de éste momento, se involucro a los estudiantes en la situacion, a traves de
preguntas que le permitieron tomar decisiones desde varios roles, hacer uso de saberes
previos y experiencias cotidianas con el uso del Metro. Esto indica, que no es una
situacion ficticia o simulada, sino que, hace parte del contexto social y cultural de los
estudiantes.

La lectura aborda aspectos generales que ampliaron la mirada e informacién de
los estudiantes a nivel social, econdmico, politico, cultural, ambiental, entre otros. Estos
aspectos se integran en esta situacion de tipo educativo, bajo la intencion de formar,
ademés de elementos matematicos, ciudadanos capaces de intervenir de una manera

critica en el desarrollo de la ciudad.

Algunas preguntas generaron inquietudes sobre aspectos que ellos posiblemente
no se habrian preguntado, como por ejemplo, la implementacion de tiquetes integrados,

la eliminacidn de los tiquetes dobles y lo que cuesta el Metro.

Otras preguntas, se direccionaron hacia el razonamiento matematico en un
problema especifico de célculo de cantidades, bajo algunos datos establecidos, que

permitieron la comparacion y el analisis desde una posicion del Metro y no de usuario.

La metodologia utilizada en este momento, se basd en el trabajo inicialmente
individual y luego una socializacion con el grupo, con miras a reconocer en los
estudiantes sus habilidades para comunicar las ideas, sus formas de argumentar e

interpretar.

® Ver anexo 5. Guia Uno (momento uno).
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- Momento dos:

En este momento® decidimos evaluar las nociones previas sobre las formas de
asumir las ecuaciones, funciones, representacion de graficas, tablas y otros elementos
que se generaron de manera intencionada. Su duracion fue de tres sesiones cada una de

dos horas

Las preguntas planteadas estuvieron orientadas a desarrollar a partir de
cantidades conocidas y desconocidas, las nociones de “variable”, “constante” y
dependencia, es decir, se propusieron situaciones especificas de tipo aritmético que
conllevaron a planteamientos de tipo algebraico.

Para cerrar este momento realizamos una reflexion sobre el proceso que se habia
desarrollado hasta el momento, con miras a establecer el punto de partida para la

elaboracion de la siguiente guia, la cual buscaba delimitar el problema a investigar.

- Momento Tres:

Este momento fue desarrollado en tres sesiones de dos horas, el cual estuvo
orientado por la gufa dos’, con esta guia se discuti6 el problema a investigar: ¢Por qué
el sistema de transporte Metro es conveniente 0 no para ti como individuo que forma
parte activa de la ciudad de Medellin?, las estrategias para solucionarlo y las formas de
recoleccion de datos, aspectos que hacen parte del proceso de modelacion.

- Momento Cuatro:

Este momento fue desarrollado en una sesion de cuatro horas, la focalizamos en
la interpretacion y utilizacion de los datos, para dar respuesta al problema propuesto a
los estudiantes. Esta solucidn al problema se abordd mediante la actividad de responder
un correo®, en el cual se exponian tres situaciones diferentes que daban cuenta de los

andlisis y tratamiento dado por los estudiantes a los datos recolectados.

¢ Ver anexo 5. Guia Uno (momento dos)
" \/er anexo 6. Guia dos.
8 \Ver anexo 7. Guia tres.
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- Momento Cinco:

Este momento se desarrollé en una sesién de cuatro horas, el cual se busco
explicitar los modelos desde diferentes representaciones matematicas y analisis de
relaciones lineales. Lo orientamos mediante la guia cuatro,’ pensada a manera de valla

publicitaria.

- Momento Seis:

Este dltimo momento se desarroll6 a través de una exposicion®® de dos horas,
tuvo como objetivo recoger la experiencia y la produccion de los estudiantes e
investigadoras considerando la siguiente situacion: “En el Colegio Finca La Mesa hay
varios estudiantes de otros lugares fuera de Medellin como Bogoté, el Cauca, Uraba y
otros pueblos de Antioquia, ellos quisieran saber sobre las diferentes formas de
movilizacién en la ciudad, costos, formas de ahorro y cual de las opciones les conviene.

Por esto motivo, requerimos de tu ayuda para dar respuesta a estas inquietudes .

Esta exposicion se prepar6 dos semanas antes en sus tiempos libres, se llevé a
cabo en el auditorio de la Institucion en presencia de estudiantes de otros grados
pertenecientes a otros lugares fuera de Medellin, ademas del acompafiamiento de las

investigadoras y sus asesores.

Por ultimo, se efectiio un conversatorio con los asesores e investigadoras con el

fin de conocer los avances del proceso desarrollado durante el semestre.

3.4 Analisis e interpretacion de los datos

En nuestro proceso de analisis e interpretacién de los datos atendimos a las
consideraciones de Hays (2004) sobre la importancia de realizar la busqueda de
relaciones y el hilo conductor de todo el proceso, proporcionando el sentido y
significado entre los datos recolectados, sin que estos necesariamente se encuentren

repetidos.

% Ver anexo 8. Guia cuatro.
19'\/er anexo 9. Diapositivas de la exposicién
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Analisis paralelo

Apoyéandonos en (Herndndez, Fernandez y Baptista, 2006), la recoleccion vy el
analisis de los datos lo realizamos en forma paralela, es decir, de forma continua y
comparada. El colectivo de investigacion jugd un papel importante en el proceso de
andlisis de la informacién, ya que en reuniones periodicas el grupo se encontrd para
confrontar y sugerir caminos alternativos al desarrollo de la pesquisa. Estas
confrontaciones se apoyaron en cada momento del estudio y los avances obtenidos
segun nuestra pregunta de investigacién, con el fin de focalizar nuestro objeto de estudio

en el desarrollo del trabajo de campo y su proceso de analisis.

Categorizacion emergente

Inicialmente, organizamos las transcripciones de las entrevistas en forma digital,
luego los documentos escritos y digitalizados fueron clasificados por momentos y por
ultimo, utilizamos los videos para confrontar y profundizar las notas de observacion.
Luego, de haber organizado el material de analisis, comenzamos el proceso de
codificacion de los datos. Teniendo en cuenta que nuestra investigacion es de corte
cualitativo y pretendia caracterizar un proceso de modelacion, lo realizamos mediante

categorias emergentes.

En la codificacion de las entrevistas, pruebas y la observacion utilizamos como

unidad de analisis el parrafo, de alli surgieron las categorias referidas en la

llustracion 4. Tabla sobre la tematizacion del analisis de datos. con las cuales
realizamos la busqueda de sentidos y significados que nos permitieron caracterizar las

maneras de construir modelos por el grupo de participantes.

Escritura del informe final

El informe final, lo presentamos atendiendo no solo a una descripcion
significativa sino también a un didlogo con la literatura y los referentes teoricos
expuestos. Para responder la pregunta que motivd esta investigacion: ;De qué manera

un proceso de modelacion matematica permite a estudiantes del grado once, construir
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relaciones lineales entre dos variables mediante situaciones en contexto reales?

Presentamos los resultados a partir de los siguientes 5 temas:

TEMA 1: TEMA 2:
Contexto realistico: significante social y Subproceso de experimentacion y
cultural simplificacion
Situacion mirada desde la experiencia. Estrategias auténticas.

Reconocimiento del contexto en lo Simplificacion.

cotidiano. Recoleccion y organizacion de datos.
Interés por investigar. Establecimiento de condiciones.
Toma de decisiones y postura critica.
TEMA 4: TEMA 5:
Relacion entre dos variables Surgimiento del modelo
Del reconocimiento de las cantidades de Identificacion de variables y constantes.

magnitud a la nocién de variable.
Relacion de variables y constantes por
Acercamiento a la idea de relaciones entre medio de un modelo matematico.

variables.

Proceso de modelacion y la relacion entre
variables.

llustracién 4. Tabla sobre la tematizacion del analisis de datos.

Los temas 1,2 y 3 seran desarrollados en el capitulo 4 de este documento y los
temas 4 y 5 en el capitulo 5. A partir de esta tematizacion, presentamos la interpretacion
de los datos a través de diferentes episodios, con los cuales develamos los significados,
argumentaciones e interacciones que emergieron durante el proceso de modelacion. A
continuacion, presentamos una red de relaciones general utilizada en los analisis y la

presentacion de resultados.
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PROCESO DE MODELACION: UNA EXPERIENCIA PARA LA CONSTRUCCION
DE RELACIONES ENTRE DOS VARIABLES

a través de

" CONTEXTO
REALSTICO

~ PROCESOS DE
genera ————| gy pERIMENTACION

ELECCION E IDENTIFICACION )
‘ DE VARIABLES le——motiva

promueve

‘p/osibihta I conlleva

RELACION DE — ' ]
( . h DESARROLLO DE
|_ VARIABLES ‘ APROPIACION ESTRATEGIAS
DE LA SITUACION ;

evidenciada significa influencian

‘ REPRESENTACION
| DEL MODELO

llustracién 5. Red de relaciones sobre el analisis de datos.

3.5 Validez del estudio

La informacién recogida por las tres fuentes de datos antes mencionadas, fue
validada mediante un proceso de triangulacion. Para la realizacion de la triangulacion,
cruzamos los datos de las entrevistas con las observaciones y los documentos escritos
utilizando un cuadro, en el cual, consignamos los codigos y categorias diferenciadas en
los cinco temas citados en la llustracion 4. Tabla sobre la tematizacion del anélisis de
datos. Luego, procedimos a identificar cuéles cddigos y categorias se presentaban con
mayor fuerza y regularidad en las tres fuentes. Debido a la cantidad de cddigos
establecimos tres colores diferentes para estos codigos, de modo que nos permitieran
diferenciar su fuente de datos. Este procedimiento, obtenido a partir de tres registros
diferentes de informacion (oral, escrito y visual), nos permitié validar la consistencia de
los datos recolectados y ratificar las reflexiones que realizamos durante el trabajo de
campo. Cabe anotar que las transcripciones de las entrevistas fueron socializadas con los

participantes con el fin de corroborar la informacion obtenida.

Puesto que este estudio de casos, no pretende generalizar los resultados, ya que

desde nuestra mirada el proceso de modelacion estd influenciado por los contextos
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reales y este, a su vez, de las mdltiples condiciones de los estudiantes, si aporta
consideraciones relevantes (tratadas en los préximos capitulos), que pueden ser objeto
de discusion por otros investigadores y pares acadéemicos en el campo de la Educacion y
la Modelacion Matematica. De igual modo, les puede ser util a nuestros colegas
docentes como punto de apoyo para la investigacion en el aula, para proximos estudios y

trabajos de campo relacionados con la modelacién matematica.
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Capitulo 4

4 LA MODELACION MATEMATICA EN EL PROCESO DE
CONOCIMIENTO MATEMATICO ESCOLAR: UNA EXPERIENCIA
CON ESTUDIANTES DE ONCE GRADO

En este capitulo presentamos algunos analisis de resultados sobre el proceso de
modelacién matematica implementado con un grupo de nueve estudiantes a quienes
designamos con los seudénimos de Lindsay, Jackobson, Wilhelm, Alex, Nicole, Jhony,
Galvis, Sandro y Andrey. Conforme mencionamos el capitulo anterior, estos estudiantes
abordaron una situacion en contexto: Sistema de transporte masivo: Metro de Medellin
en la cual se involucraron un conjunto de relaciones lineales entre algunas cantidades de
magnitud. En el analisis de la informacion emergieron dos tematicas las cuales
desarrollamos a continuacion.

4.1 Contexto realistico: significante social y cultural.

4.2 Subproceso de simplificacion y experimentacion.

4.1 Contexto realistico: significante social y cultural

Las situaciones enmarcadas en el contexto cotidiano del Sistema de Transporte
Masivo: Metro de Medellin se constituyeron en el punto de partida para que los
estudiantes construyeran modelos matematicos, reconociendo a la vez en sus
experiencias sociales y en el andamiaje cultural, posibilidades de aproximarse a las

matematicas escolares.

El contexto del Metro de Medellin se convirtié en un escenario social y cultural
del cual surgieron ciertas comprensiones del fendmeno de caracter politico y critico. El

episodio que presentamos a continuacion surge de un dialogo entre las investigadoras y
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los estudiantes en torno a las consultas realizadas por los estudiantes frente a los dineros
de financiacion y deuda del Metro™.

01 Investigadora: ¢Qué opinan con lo que acaban de ver?

02  Jackobson: No, que hay mucho dinero ahi, en la deuda como en los ingresos. Vea
en el 2009, 148.600 millones de ddlares.

03 Alex: Se ve mucho el desarrollo y todo el beneficio que ha traido. Ademas de
ser un transporte sino como el entorno.

04  Jackobson: Ahi [refiriéndose al video] nos dieron un dato muy importante que el

90% de las personas que entran al Metro son de estrato uno y dos.
05 Investigadora: ¢Qué lectura podemos hacer de ese dato?

06  Jackobson: Que nosotros estamos pagando la deuda del Metro
07  Galvis: Beneficia a los estratos uno y dos porque es mas favorable.
08  Wilhelm: Inicialmente lo hicieron para las personas pobres porque se

supone que son las personas ricas no lo necesitaban.
09 Investigadora: Jackobson, ¢qué iba a decir con respecto a eso?

10  Jackobson: A mi no me parece.
11 Wilhelm: Yo creo que algo tiene que estar aportando las personas ricas.
12 Nicole: Si, porque ahi mostraron que no solo es un transporte sino que es

un lugar turistico para los turistas, que hasta en eso ha avanzado,
entonces no sélo se puede decir que so6lo para los pobres.

13 Wilhelm: Eso lo hicieron para todos, para todos eh, que las personas de
bajos recursos sean los que mas lo utilizan, ademas es publico y
si es publico no importa el dinero ahi lo Unico que tiene que
hacer es pagar el pasaje.

14 Jackobson: Eso de que lo hicieron para las personas de bajos recursos es
cierto, pero quienes son los que pagan la construccion de eso?

15  Andrey: Los mismos beneficiados.

16  Wilhelm: Yo creo que los pagan el Metro son los que montan ahi porque

una persona que no tenga los $1550 del pasaje pues esa persona
no esta aportando para pagar.

17 Jackobson: Pues yo pensaria que en los servicios cobran también eso.

18  Andrey: Por medio de las bebidas alcohodlicas y el cigarrillo también se
pagan las deudas.

19  Jackobson: Vea aca también dicen que la Empresa de Tabaco de Antioquia y

¢eual es la otra?... ;y quiénes son los que compran tabaco? los
ciudadanos mismos.

20  Nicole: Y aqui también dice que los socios de la empresa aportan el 60%
de esa deuda, asumen el 60% entonces tampoco somos solo
nosotros.

21 Investigadora: ;Qué otros aspectos resaltan de la lectura y el video?

11 Ver anexo 5: Lectura y video de la gufa uno.
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22 Nicole: que se habia atrasado tanto la construccion, se planted para
cinco afos y se demoraron doce. Eso fue lo que también hizo que
quedara el Metro con tanta deuda después de ser construido.

23 Jackobson: Casi el 70%. Dice 1256 millones de ddlares pero el total cuanto
fue?

24 Investigadora: O sea que el retraso, ¢causo qué?

25  Andrey: El aumento de la deuda.

26  Jackobson: El precio acordado es de 1256 millones de dolares pero el precio

que van a pagar en total 2.174 millones, que un aumento del
80%, no la mitad, casi el doble, el doble de 1200 es 2400, 82%
mas 0 menos, casi el doble.

En el dialogo puede observarse como los estudiantes generan sus opiniones
frente a los recursos econdmicos invertidos en la Construccion de Metro y sus actuales
fuentes de financiamiento. Particularmente en el cuarto segmento (04) del didlogo
anterior, Jackobson presenta un dato extraido del video, el cual generd en los otros
estudiantes, diferentes opiniones e interpretaciones. Con respecto a la actual manera de
financiacion de la deuda del Metro, Jackobson cree que son los ciudadanos de estratos
bajos quienes se encargan de dicha financiacion y que, a pesar de tener otras fuentes de
financiacion, dichas fuentes también son derivadas de los mismos ciudadanos (segmento
19). Las afirmaciones de Jackobson indican como él se ve y cual es su papel en la
situacion de la deuda del Metro, su mirada critica le permite reconocerse como sujeto
participe que pertenece a un colectivo ciudadano con una funcion especifica, la de pagar
el Metro. Otros estudiantes pudieron reconocer la participacion de otros estamentos en
el pago de dicha deuda; por ejemplo, Galvis resalto el beneficio y la economia, Nicole
reconoce a los socios de la empresa como otros responsables, Wilhelm lo reflexiona
distinguiendo a pobres y ricos pero luego resuelve esta distincion con el hecho justo de
pagar el pasaje y Andrey desde la informacion de otras aportes como el del tabaco y el
licor. Estas posturas desencadenaron algunas reflexiones en los compafieros y les
permitieron una comprension de la situacién de un modo amplio y problematico.
Ademaés, configuraron un espacio para que los estudiantes interactlen con diferentes

opiniones y argumentos, dejando abierta la discusion.

En la socializacion se determind sobre los problemas de retraso en relacién al
aumento de la deuda, entendiendo ese aumento de cantidades en una aproximacién

cuantitativa de duplo y porcentaje. El participante Jackobson comienza a utilizar un
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razonamiento de comparacion de cantidades y el calculo aproximado de un porcentaje
para darle credibilidad a la idea del aumento de la deuda, asumida como grandes

cantidades.

De acuerdo con Blum et al. 2007 y Blum y Borromeo (2009), el proceso de
modelacion matematica puede desarrollarse mediante los siguientes momentos ciclicos:
1) Comprension de la situacion 2) Simplificacion y estructuracion 3) Matematizacion 4)
Trabajo matematico 5) Interpretacion 6) Validacion 7) Exposicion. Por lo que, en el
anterior episodio observamos un primer momento de comprension de la situacién, ya
que, los estudiantes buscaron apropiarse de la situacién del Metro desde sus
interacciones con el otro, su entorno, sus experiencias cotidianas y su capacidad de

discusion sobre lo que conocen.

Observamos en los estudiantes, que el hecho de plantear hipdtesis, estimaciones
y predicciones, motiva la discusion y genera la necesidad de darle respuesta usando sus
ideas iniciales que van evolucionando hacia modos cada vez més elaborados y analiticos
producto de la reflexion. De ese modo, los estudiantes fueron transformando las ideas
empiricas referidas a todos aquellos aspectos que reconocen del contexto, hacia analisis
de relaciones con estrategias matematicas. Asi mismo, en el proceso de apropiacion del
contexto se crea en los estudiantes diferentes intereses y cuestionamientos generados por
ellos mismos, que les exige buscar en el campo de las matematicas aquello que les
ayude a legitimar sus ideas, soluciones o hipotesis, aspectos evidenciados en la hipotesis
del segmento 6 y acercamiento matematico en los segmentos 23 y 26 del anterior

episodio.

Motivados con las preguntas de la gufa uno® los estudiantes contindan
expresando en forma grupal los siguientes aspectos de cambio y desarrollo de la ciudad
con el Metro: comodidad, cultura, movilidad, preservacion del ambiente,
embellecimiento del entorno, la promocién de cultura ciudadana, la implementacion del

turismo, las bibliotecas, los juegos y el deporte influencian el comercio y la economia, el

12 \/er anexo 5: Guia uno
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proyecto del tranvia y el descuento por el SISBEN™ en el pasaje del Metro. Luego,
continuaron proponiendo estrategias en beneficio del Metro como por ejemplo; utilizar
la tarjeta civica para pagar los buses, investigar los sistemas masivos de transporte de
otros paises para tener en cuenta otras estrategias en el Metro de Medellin, el bici-Metro,
colocar algo para obtener ingresos en las zonas cerca del Metro o colocar libros. En este
momento los estudiantes tuvieron la posibilidad de expresar sus ideas, teniendo en
cuenta su conocimiento comun. La posibilidad de aportar desde lo que conocian los
llevd a proponer, a complementar las ideas del otro y a expresarlas en un clima de
fluidez y confianza. Con lo cual, la situacion del Metro fue observada inicialmente por
los estudiantes de manera global, identificando diferentes aspectos de impacto social,

econdémico y ciudadano.

Comenzar a discutir sobre la situacién del Metro en forma global generé en los
estudiantes un interés por preguntarse cuestiones un poco mas especificas y por dar
posibles soluciones a estas preguntas. El siguiente episodio se convierte en evidencia de

este hecho:

Wilhelm al ver la lista de tarifas (ver anexo 2), reflexiona y dice que: “;existe alguna
relacion entre todos estos precios?, podemos avanzar en esa pregunta, yo veo cOmo una
relacion entre todos esos precios para poner la cosa como mucho mas facil, ;no?”,
luego propone que vendan la tiquetera a largo plazo y pregunta a sus compafieros:
“;verdad!, otra pregunta ¢por qué quitaron los tiquetes dobles que eran més baratos?
2.500 valia”, la investigadora retorna la pregunta a sus estudiantes: ¢por que creen que
quitaron este tiquete?, al respecto Wilhelm afirman que: “lo mds seguro es que le estaba
generando pérdida”. Luego Jackobson conjetura: “si, porque yo pensaria que esos
precios se sacan es a partir de los kilébmetros recorridos, de las distancias, como a
Barbosa es mas lejos entonces mas caro, por eso estaba dando pérdidas”. La
investigadora vuelve a preguntar: “es la micro o el Metro el que irfa hasta Barbosa™*”,
para lo cual Andrey afirma que: “la micro” y luego Wilhelm continua argumentando:
“la persona va hasta Barbosa coge el Metro, el [tiquete] integrado, el Metro no llega
hasta Barbosa y el sistema se puede decir, bueno llega la micro, como es un sistema

13 E| Sistema de Seleccién de Beneficiarios Para Programas Sociales (SISBEN) es una

herramienta, conformada por un conjunto de reglas, normas y procedimientos para obtener informacion
socioeconémica confiable y actualizada de grupos especificos en todos los departamentos, distritos y
municipios del pais. Lo que se busca con la informacion que arroja el SISBEN es focalizar el gasto
publico para de esta manera garantizar que el gasto social sea asignado a los grupos de poblacion mas
pobres y vulnerables. Tomado de: http://condoto-choco.gov.co/sitio.shtml?apc=tsxx-1-&m=b

4 Barbosa es uno de los municipios ubicado al norte del Area Metropolitana de Medellin.
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llega hasta Barbosa” Andrey apoya a Wilhelm diciendo: “el sistema consiste en dos
partes, primero el Metro y después la micro”.

Es interesante observar como la afirmacion de un estudiante motiva en sus
compafieros nuevos elementos de discusion, y de este modo, la discusion grupal
constituye una dindmica propia de los estudiantes para establecer consensos. Nos Ilama
la atencion, cémo los estudiantes hacen uso de sus conocimientos empiricos acerca del
sistema de transporte Metro para comprender aspectos particulares del fenémeno
estudiado. Por ejemplo, en el momento en que Wilhelm explica su idea del Metro como
sistema con la ruta de Barbosa. Ademas, observamos un interés por encontrarle un
sentido a un hecho desde una légica enmarcada en el mismo contexto, especificamente
cuando Wilhelm manifiesta su deseo de encontrar una estrategia que le permita
relacionar los precios y luego su compafiero Jackobson propone una manera de

relacionarlos.

Es asi como los contextos pueden verse como un puente entre lo que tiene un
sentido practico, real y perceptible a las experiencias con lo abstracto y las
representaciones simbodlicas matematicas. Este puente, se constituiria en una de las
necesidades del estudiante fuera del aula de clase. En consecuencia, el trabajo con estos
problemas en contexto real, se abordaron no como aplicaciones sino como necesidades

de los estudiantes.

En las clases de matematicas, los participantes estaban acostumbrados a utilizar
problemas que correspondian al campo mismo de las matematicas con el objetivo de
aplicar una definicion o una propiedad. Partir desde problemas relacionados con los
contextos cotidianos puede verse como una manera diferente y llamativa en la
construccion de nociones matematicas. En este sentido, las situaciones y problemas
utilizados presentan un papel fundamental en la actividad matematica a desarrollar. Casi
podriamos decir que, segun el tipo de problema y de situacion que se proponga

corresponderia con una forma de hacer matematicas.

En el primer episodio los estudiantes asociaron en forma cualitativa, el tiempo de

retraso en la construccién del Metro con el incremento en la deuda del Metro. Al

89



respecto Nicole afirma: “la construccion de la linea A, B, C, pero también hubo
sobrecostos ya que hubo siete afios de retraso en la construccion”. En el segundo
episodio, relacionaron el precio de los tiquetes sobre los microbuses en relacion a la
distancia o destino del usuario, estableciendo una correlacion directa. Al respecto,
Jackobson conjetura de forma argumentativa que: “esos precios se sacan es a partir de
los kilometros recorridos, de las distancias, como a Barbosa es mas lejos entonces mas
caro, por eso estaba dando pérdidas”. Esta correlacion la utilizo en la busqueda de un
argumento que le fuera l6gico sobre la suposicidn de que los tiquetes dobles los quitaron
debido a la pérdida econémica que generaron. Con esto, podemos analizar que los
estudiantes usaron una comparacion directa entre dos cantidades para comprender algo

de su interés, en este caso sobre los precios o tarifas del Metro.

Usar argumentos matematicos, presentados en forma discursiva para abordar
preguntas sobre los precios o la deuda del Metro, sugiere que los estudiantes utilizan las
matematicas para pensar en una situacion como esta, con la cual tienen contacto
cotidiano. Este aspecto corresponde con una de las tareas que procuran procesos de
modelacién matematica en el aula de clase. Al respecto, Burkhardt (2006) sustenta que,
en los planes de estudio, es importante considerar el uso de las matematicas para

modelar situaciones practicas, no rutinarias y no solo aprenderlas en si mismas.

(Re) conociendo el contexto

La naturaleza préactica de la situacion de transporte del Metro Ilama la atencién
en los estudiantes puesto que es una situacién que, segun ellos, no habian abordado
antes en sus clases de matematicas. Veamos, en cuanto les preguntamos: ¢cuanto dinero
ingresa al Metro y cuéanto para el sistema de microbuses de Santa Rita?’®, ellos
comenzaron a conjeturar y a problematizar sobre “lo que hay detras” de los integrados.
Sin embargo, la diversidad de puntos de vista les genera la necesidad de buscar datos e
informacion que satisfagan sus intereses. El siguiente episodio se convierte en evidencia
de la construccion de un problema particular sobre los integrados dinamizada por la

discusion:

15 santa Rita es un barrio de la zona nororiental de Medellin.
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01.
02.
03.
04.
05.
06.
07.
08.

09.
10. .

11.

12..
13.

14.

15..

16.

17.

18.

19.
20.

Jackobson:

Andrey:

Jackobson:

Galvis:

Wilhelm:
Nicole:

Jackobson:

Wilhelm:

Jackobson:

Wilhelm:

Alex:

Wilhelm:

Jackobson:

Nicole:

Wilhelm:

Jackobson:

Wilhelm:

Nicole:

Andrey:

Jackobson:

¢ Cual es el valor que tiene un tiquete individual?
$1550.

¢ Cuanto para el sistema de microbuses de Santa
Rita? 350 pesos.

Eso no deberia ser asi porque es que 1500 eso
deberia ser mas o menos como $800 para cada
uno. Normalmente es como 1900

¢ Cuénto vale el [tiquete] integrado a Santa Rita?
1900

Y el pasaje normal en Metro 1550

Estdan cobrando...

350

Es una estrategia, mire la distancia de aqui a la
estacién mas cercana, ellos como quien dice
dividen el precio que cobrarian un bus de aqui al
Centro, 1500, entonces ellos si no lo dejan alli en
[la estacion] Madera me imagino que en [la
estacion] Acevedo

No es viable, le toca dar una vuelta ahi por toda
esa via, pero los da Andalucia cobran 800 para ir
alli por esta bajadita, entonces ahi esta la
diferencia, usted se monta aca al Metro por $800,
en cambio con el integrado le cobran la mitad de
800, 400.

O sea que, ese recorrido vale $350

Usted compra el integrado, el bus no interesa, lo
que interesa es el Metro como tal. Que va llevar a
que usted compre el integrado, que va montar en
Metro. Yo no creo que se divida en 800 y 800,
1500 pa’ el Metro y 400 pa’ el bus.

Cuando dice que va para el Metro si son 1900,
pero cuando solo es el bus son 800.

Ellos que es lo que estan haciendo estan trayendo
gente de otras partes para que utilicen eso

Usted compra el integrado, solamente lo puede
comprar en la estacion.

No, si uno se monta en un bus le venden el tiquete
y si se monta en el Metro le venden el tiquete
para el bus.

El bus, como dice usted de Barbosa, le va a
vender no mas el tiquetico, el bus, usted tiene que
ir a la estacion por el otro. A usted no le entregan
junto.

No, a usted le dan el tiquete para el Metro.

Y ¢;el del bus también?
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21.

22.

23.

24,

25.

27.

28.

29.

30.

31.
32.

33.

34.

26.

Andrey:

Jackobson:

Nicole:
Nicole:

Wilhelm:

Jackobson:

Nicole:

Wilhelm:

Jackobson:

Wilhelm:

Jackobson:

Nicole:

Jackobson:

Alex:

iClaro! Usted llega a la estacion y ya tiene
también el tiquete.

Bueno, entonces porque cobran $800 a la
estacion solamente?, si saben que van para la
estacion deben comprar el integrado.

Porque a veces uno;..., yo he utilizado sélo el bus.
Lo que ellos nos quieren mostrar es comodidad
para nosotros.

Cuando no existian los integrados se puede decir
que habia muy poca gente.

¢Usted cdmo lo distribuiria?, ¢usted cree que
mitad y mitad o...?

La mitad eso no puede ser asi, el Metro gana un
porcentaje mas que la buseta, debe ser como dice
usted que sacan el precio real del Metro 1550.
Con 350 pesos pa’ pagar gasolina y los
trabajadores, ellos lo Gnico que necesitan con
es0s 350 pesos sostener esos buses, ¢para qué?,
para que le lleven esa gente alld, lo Unico que
necesitan es que esa gente este alld montada en
ese Metro.

Entonces si la dividimos asi, 1550 y 350, porque
es que vea con la Civica'® sale $100 més barato,
entonces podria ser $1450 para el Metro y $450
para los buses.

Yo creo que de los buses no esperan ganancia,
ellos esperan ganancia desde el Metro.

Es que obvio.

Yo hago una pregunta entonces, ¢por qué si la
gasolina sube, suben las tarifas de los buses,
entonces ¢ por qué sube el tiquete del Metro sino
utiliza gasolina?

Es que no solamente son los buses no es los
precios los que suben sino la moneda la que se
devalla.

La moneda depende mucho del délar y del
petroleo.

18 Es una tarjeta inteligente sin contacto (TISC), que tiene la posibilidad de almacenar dinero para realizar
el pago de las tarifas de transporte, y otros servicios que actualmente se ofrecen en el mercado. Esta tarjeta
actualmente se utiliza para el ingreso al Metro y se trabaja para que en el mediano plazo se extienda a los
demas sistemas de transporte publico, como es el caso de Metroplls y el sistema integrado. Asi mismo

servird para

ingreso

recreativos, culturales y deportivos. Tomado de:

http://www.metrodemedellin.org.co/index.php?option=com_content&view=article&id=99&lang=es
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En este episodio podemos leer un proceso de discusiébn moderado por los
mismos estudiantes, en el cual emergen diferentes posturas frente a la pregunta con
respecto a los tiquetes integrados. Los analisis de Wilhelm se muestran desde los
intereses del Metro, Nicole asume una posicion como usuario, Galvis expresa su idea
para ser debatida y Andrey aporta desde su experiencia al comprar un tiquete. En esta
dinamica de discusion se evidencia una posicion de responsabilidad y apropiacion frente
a la situacion. De manera que, el trabajo en grupo se hace valioso por cuanto permite la
diversidad de miradas, generando, en ocasiones, la necesidad de consensuar y de
reflexionar sobre las ideas del otro bajo argumentos validos desde lo que les significa
para ellos el contexto. Desde la perspectiva de Burkhardt (2006), este tipo de
discusiones se denomina analitica, en el sentido que aporta al proceso de aprender a
modelar por los acercamientos alternativos a un problema, y la reflexion que se genera

en los procesos implicados.

Analizamos como los estudiantes comienzan a identificar la distancia como uno
de los factores que se involucran en los de los precios (ver segmentos 10 y 11). Alex
utiliza la estrategia de comparacion de los precios segun las rutas, de ahi que Wilhelm
ratifica la idea de asociar el recorrido de acuerdo al precio del viaje. En estos momentos
iniciales del proceso de modelacion, los estudiantes se valen de relaciones entre
magnitudes de tipo cualitativo amarradas a las especificaciones de la situacion para
significar el contexto estudiado. Es necesario que los estudiantes reconozcan el contexto
en forma auténtica y problematicen sobre él, de esta manera les posibilita conectarse a él
desde sus analisis y experiencias cotidianas. Acorde con Blomhgj (2004) la modelacién
posibilita la creacion de puentes entre la experiencia de vida diaria de los alumnos y la
matematica. La idea de puente, no solo se refiere a establecer conexiones, sino que
también puede ser entendida como un punto de partida para el estudio de la nocion
matematica de relacién entre variables, por tanto esta nocién adquirira sentido en tanto

sea pensada para resolver cuestiones del contexto.

Asi mismo, cuando Jackobson muestra un interés por consensuar a nivel
cuantitativo cuanto corresponde al Metro y cuanto a los buses, interpretamos una

necesidad de predecir valores en relacion al funcionamiento de los microbuses dentro de
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toda una concepcion del Metro como Sistema Integrado de Transporte. Sin embargo, no
se limitaron a expresar valores cualesquiera, sino a proponer desde un enfoque
administrativo, algunas razones del por qué de esa tarifa. Como lo indica Wilhelm
cuando sustenta que: “con 350 pesos pa’ pagar gasolina y los trabajadores, ellos lo
Unico que necesitan con esos $350 sostener esos buses, ¢para qué?, para que le lleven

esa gente alla”.

Comprar un tiquete individual o un tiquete integrado podria parecer algo sencillo
para un estudiante, pero cuando este se encuentra en la posicion de entender cémo
funciona, pone en juego su capacidad de usar lo que le sirve desde el plano escolar,
cultural y social, para pensar sobre esa situacion especifica con la cual esta relacionado.
De este modo, la situacion en contexto no la miramos en forma independiente al
estudiante, por el contrario, la situacion es abordada en forma natural y auténtica por los

estudiantes.

Como vemos a continuacién en la siguiente ilustracion, los estudiantes
identificaron a partir de sus experiencias algunos factores que afectan los ingresos en la
estacion Acevedo e identificaron las personas que ingresan, las personas mas frecuentes
por medio de la civica, el dinero que sale, el dinero que entra, los estudiantes y las
estaciones mas utilizadas como aspectos que ellos pueden cuantificar. En el literal A,
reconocen aspectos del contexto de tipo externo a la estacion, mientras que en el literal
B reconocen aspectos de tipo interno al funcionamiento del transporte Metro, con lo cual
comienzan a delimitar el contexto. El hecho de establecer un conjunto de aspectos que
justifican la variable ingresos y egresos, nos indica la necesidad de los estudiantes de
entender sus respuestas en la misma forma que funciona el contexto del Metro. También
resaltamos, que los estudiantes establecen correspondencias, por ejemplo del dinero que
sale con el pago de los empleados, la deuda, los servicios y las reformas que en algunas
estaciones se estan adelantando, y del dinero que entra con los tiquetes y la venta de
periddicos.
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llustracion 6. Identificacion de ingresos y egresos. Alex

El proceso de apropiacion de la situacion del Metro se convierte para los
estudiantes en un problema cotidiano, en el cual se puede observar, experimentar,
recolectar datos e informacion, estimar cantidades y predecir posibles relaciones
matematicas. De acuerdo con Villa-Ochoa et al. (2009b) el contexto en el proceso de
modelacion permite que los estudiantes se vean enfrentados a identificar, manipular

datos, simplificar cantidades y variables con miras a la construccién del modelo.

El contexto del Metro funciona dentro del proceso de modelacion matematica
como un argumento de motivacién, de empoderamiento y de significacion para el grupo
de estudiantes de once grado. Precisamente, porque proporciona una riqueza en cuanto a
su contenido cultural y social, de interés para que ellos vinculen sus experiencias de uso
con diferentes interrogantes y necesidades a resolver. El discutir aspectos del Metro
desencadend mdaltiples ideas, criticas y cuestionamientos, conllevando a empoderar a los
estudiantes de la situacion con el proposito de generar procesos de simplificacion y
construccion del modelo referente a la relaciones lineales entre dos variables. Al

respecto, Lindsay sefiala:

Lo que mas me gustd fueron las polémicas que se formaron en diferentes clases por la
diversidad de opiniones, también me gustd escuchar opiniones y puntos de vista de los
demas alumnos. Ademas entendi cual era mi capacidad de analisis frente a la realidad
(Lindsay)

Los contextos de modelacion permiten ver la realidad mas a fondo, con toda su
complejidad. En coherencia con idea, el modo de relacion de los sujetos con una

realidad no estatica, tiene que ver con un proceso de construccion humana que se
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materializa en actividades concretas de aula, en las cuales se reflexiona

intencionalmente sobre lo problemético de una realidad particular.

Las situaciones en contexto real, bajo una perspectiva de modelacion matematica
en el aula requieren que estén al alcance de la vision del mundo construida hasta ese
momento de los estudiantes. Es decir, que haga parte de su forma de vida, para que de

este modo les permita comprenderla, transformarla y ampliarla.

Al comenzar con una situacion en contexto se posibilitd en algunos estudiantes

una motivacion para participar del grupo de investigacion

Se observo en esta investigacion que las situaciones de naturaleza realistica
motivaron un interés por investigar, bajo la premisa que la situacion investigada no es
algo que ya estd hecho y que ademas, es el estudiante el protagonista de este proceso.
Como lo expresa Sandro quien ingresé al grupo en medio del proceso y Alex quien

participd desde el inicio.

Bueno pues mi ingreso al grupo fue algo que yo mismo busqué pues al ver a unos
compafieros de mi salén hablando sobre este proyecto y sobre el tema al cual se dirigia
la investigacion, esto me llamé mucho la atencién sobre un medio de transporte masivo
como es el Metro de la ciudad de Medellin y pues busqué el modo de hablar con las
profesoras encargadas y me dieron la oportunidad de participar en este. (Sandro)

Cuando entramos al grupo pensamos que iba a ser una cosa aburrida: que ecuaciones,
gue copien esto, que esto se puede hacer asi, pues y vimos que no era asi, pues a partir
de las ideas de la vida diaria que teniamos utilizando el transporte, nos enfocamos en
eso y como que utilizamos esa lluvia de ideas, las recogiamos todas y llegabamos a una
buena idea principal, todo eso lo enfocamos también hacia la matematica. (Alex)

Tanto el grupo como la situacion del Metro de Medellin le llamaron la atencién
a Sandro para tomar la iniciativa de participar en el proyecto. Esto nos sugiere que, las
situaciones contextualizadas en la vida cotidiana del estudiante pueden jugar un papel
importante en la motivacion, en algunos de ellos, para realizar actividades de
modelacién. De acuerdo con Blum et al. (2007), Avarena, Caamafio y Giménez (2008)
consideramos la importancia de usar en la modelacién situaciones interesantes para

motivar y enganchar a la actividad matematica.
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A continuacién presentaremos un cuadro de sintesis de algunos resultados

generales respecto al tema el contexto realistico: significante social y cultural

Discusion desde
la experiencia.

A través de Interpretacion sobre un hecho real
del Metro (desaparicion del
tiquete doble).

Reconocimiento del impacto
social y ambiental del Metro.

Identificacion del
contexto del Metro

Estrategias de pago

de la deuda
Necesidad de
Necesidad de Cuantificar Rela_cmnar
cantidades
| 1
mediante como

Comparacion de Precio y distancia
porcentajes y tarifas. y

LPermitieron—’im

Busqueda de consenso
sobre la tarifa Metro y
la tarifa microbuses.

lustracién 7. El contexto realistico: significante social y cultural.

Podriamos pensar que los resultados dependen segun la situacién en contexto y
coémo los estudiantes se relacionen con ésta. Es claro que, la diversidad de contextos
implica diferentes resultados; sin embargo, cuando los estudiantes se vieron enfrentados
a otro contexto diferente del Metro de Medellin, de algin modo la manera de abordarlo,
dan cuenta de sus anteriores experiencias que los estudiantes vivenciaron bajo el
contexto de investigacion del Metro se usan en un modo de abordar nuevas situaciones.

Como lo evidenciamos en el siguiente episodio:

01. Investigadora: Bueno, si pensaramos en otro contexto, digamos en
otra problematica por ejemplo con los servicios
publicos de EPM, analizar lo que esta alrededor de
eso, ustedes como empezarian la investigacion y
qué harian bajo ese contexto cuentas de servicio.

02. Alex: A mi me gustaria averiguar, no tanto de la cuenta,
sino como hacen para sacar la energia, investigar
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el origen de todo eso y a lo dltimo seria ya la
prestacion del servicio.

03. Galvis: ¢ Qué costos tienen para sacarla?.

04. Investigadora: O sea el proceso de generacion de energia, el agua.

05. Galvis: Pues de los servicios

06. Alex: Pues cuales son los proyectos que, pues si se les
dificulta sacar eso entonces tiene que ver con el
cobro.

07. Andrey: También cémo hacen para calcular que tanta
energia uno gasta, qué tanta agua.

08. Lindsay: Buscar también coémo hacen ellos para que esta
cantidad vale tanto.

09. Alex: En la cuenta se especifica Metro [cUbico] por, por
ejemplo el Metro puede valer tanto y multiplican
€s0 pues.

10.. Lindsay: Pero, ¢de donde sacan los precios?

11.  Alex: Pues un Metro cubico vale tanto. Pues que regla
hay rigida para establecer ese precio.

12.. Alex: Para buscar que un ahorro en los hogares.

13. Investigadora: Te gustaria averiguar sobre un ahorro.

14.  Alex: Un ahorro.

15.. Alex: No sélo investigar sobre la empresa, sino investigar
sobre los electrodomésticos, cosas que usamos en
la casa comunmente, que también nos ayuda a
consumir el agua, la energia, pues averiguar sobre
el computador, el televisor, cuanto consume, todo
eso0, como miradas alternativas.

Indagar en una situacion especifica como la cuenta de servicios genera en
Galvis, Andrey, Alex y en Linsay, diferentes interrogantes que surgen por la misma
reflexion de la situacion, convirtiéndose naturalmente en necesidades a resolver, en
tanto no son impuestos, sino orientados en medio de la conversacion (ver segmentos 02,
03, 08 y 10). El interés por realizarse preguntas para investigar, al mismo tiempo genera
necesidad de plantear hipdtesis y de establecer posibles soluciones sin alejarse de la

situacion (ver segmento 11).

Observamos capacidades para reconocer el contexto de servicios publicos como
parte de un contexto global, al momento de querer investigar sobre el origen de la
energia y luego de la prestacion del servicio. También lo reconoce desde la cotidianidad
identifica la influencia del uso de los

de un hogar, por ejemplo cuando

electrodomésticos sobre el ahorro.
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En el momento en que Linsay se pregunta “céomo hacen ellos para que esta
cantidad vale tanto” (segmento 08), se evidencia un interés matematico por conocer el
proceso de correspondencia entre dos cantidades diferentes. Por lo que, la tarea de
relacionar la magnitud cantidad en términos de la magnitud precio emerge como un reto

dentro de la delimitacion y exploracion del problema a investigar.

Retomando la conexion de las representaciones que pueden hacer los estudiantes
desde diferentes contextos resaltamos en la entrevista final la siguiente conclusién al

establecer ¢Cual de los operadores es mas economico? Al respecto Sandro concluye:

Nosotros ya pusimos la condicion, que esto va a ser para una persona comun, una
persona comun busca la economia, ¢cierto? Claro, entonces siendo asi, es mas
conveniente el Tigo. Pero si esa persona estd buscando en vez de economia, esta
buscando numero de minutos, entonces, seria de movistar...

De ambas situaciones las relaciones que se establecieron se basaron en los
argumentos influenciados por las necesidades y las posibles condiciones que permean la
conexidn entre cantidades que varian, en este sentido, vuelve y se coloca en evidencia la
tendencia a establecer variables y relaciones entre ellas, de una forma particular,
retorica, unica y que responde sélo al contexto que la contiene, si se colocan estas

relaciones bajo otros criterios u otro contexto ya no funcionaria de la misma forma.

En consecuencia, la puesta en juego de diferentes escenarios auténticos y
cercanos a los estudiantes, nos proporcion6 en el estudio una mayor asercion sobre la
importancia de la construccion de relaciones entre dos variables en espacios de
modelacién matematica que los estudiantes pueden abordar en contextos propios y la
relevancia para ellos y su entorno inmediato, en cuanto a la mirada que siguen
atribuyendo a los diversos lugares y circunstancias analizadas dentro de las actividades

desarrolladas en el transcurso de la investigacion.

Vista la modelacion matematica desde estas experiencias, podemos analizar que
su contribucion apunta a potenciar en los estudiantes un interés por intervenir
directamente en su entorno inmediato. Por ende, la apuesta por una matematica

encaminada a la solucion de problemas y situaciones del transcurrir dia a dia, funciona
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como una estrategia alternativa para la formacion de ciudadanos responsables de sus

propias problematicas sociales y culturales.

4.2 Subprocesos de simplificacion y experimentacion

En esta tematica presentaremos algunos resultados obtenidos de los participantes, con
respecto a dos procesos inmersos dentro del proceso de modelacion desarrollado; estos
son: la simplificacién y la experimentacion. Y luego abordaremos algunas reflexiones

sobre la modelacion como un proceso diferente para la basqueda de modelos.

4.2.1 Subproceso de simplificacion

Una de las estrategias auténticas utilizadas por los estudiantes consistié en una
auto-formulacion preguntas delante de sus compafieros en forma verbal, conllevando a
que fueran también asumidas por sus compafieros. Esta accion caracteristica de un
investigador(a), les exigio plantear reflexiones a base de las circunstancias, hechos y
experiencias conocidas por ellos, con la idea de analizar las variantes sobre partes de
realidades, para luego consensuar posibles respuestas o soluciones. Esta manera de
relacionarse con el contexto, les permitié otorgarle movimiento a las discusiones y
marcar un camino inicial para la construccion de modelos. Como lo evidenciamos en los
anteriores episodios, en las discusiones sobre los servicios publicos y el contexto del
Metro, emergen ideas que se van transformando y afinando por la interaccion con el

otro.

Una de los problemas que se fueron perfilando a partir de las reflexiones
realizadas con los estudiantes en los momentos iniciales del trabajo de campo sobre la
comprension de la situacion del transporte del Metro, consistié en preguntarles a los
participantes: ¢Por qué el Sistema de Transporte Metro es conveniente 0 no para ti
como individuo que forma parte activa de la ciudad de Medellin?, con este
planteamiento los participantes comenzaron diversas tareas para responder esta pregunta
como por ejemplo: definir como hacerlo, proponer estrategias para abordar la pregunta,
establecer parametros y condiciones y decidir como recolectar, organizar e interpretar
los datos. Asi, la situacién del Metro la observaron los estudiantes en comparacion con

el transporte en bus y en taxi, creando la necesidad de evaluar los beneficios de estos
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transportes, y estableciendo los siguientes parametros: la distancia, el tiempo, la
capacidad y los costos, como lo expresa a continuacion Alex:

Nos basamos en un medio de transporte que es muy llamativo en Medellin, el Metro. El
objetivo de nuestro plan de estudio, no sélo mirar el Metro, enfocarnos en otros
transportes. Cuales eran las falencias y cuales eran los beneficios. Mirar cual era el
méas favorable en qué nos favorecia, en qué no. Podemos ver desde el principio,
intuimos que el Metro como era el mas favorable, nos traia muchos beneficios, aparte
de gue nos transporta, como que también crea un buen aspecto en la sociedad como de
parque, un buen aspecto en la estacion pues. Pudimos evaluar entre los beneficios
pudimos evaluar la distancia, el tiempo, la capacidad y el principal de todos los costos.
(Alex)

Al igual que Alex, los demas participantes centran la atencién en el factor de los
costos para evaluar la conveniencia del transporte Metro, asumiendo la pregunta ¢cual
es el més favorable? como uno de los criterios para determinar esta conveniencia, bajo

la estrategia de comparacion con otros transportes.

Por otra parte, al establecer la hipotesis de que el Metro es el mas favorable
iniciando el proceso, los estudiantes se incorporan a la dindmica de demostrarlo con
argumentos matematicas y de evaluarlo desde lo que le hace falta o lo que aporta, en los
términos de Alex desde las falencias y los beneficios.

También, es claro en este apartado una vision global sobre el problema, la cual
les facilita apropiarse de las actividades especificas que necesitan realizar durante el
camino de investigacion. Entender un problema y saber explicarlo hace parte de

habilidades potenciadas en los participantes a raiz de la exploracion del contexto.

En el marco de una perspectiva de modelacion matematica para el aula, cuando
las situaciones se encuentren en un contexto significativo para el estudiante, de algin
modo no necesitan forzarse, puesto que estas Ilaman la atencion en el estudiante a nivel
social, politico, geogréfico de manera integral con las matematicas. Por tanto, con miras
a delimitar y precisar el problema del Metro, les preguntamos a los estudiantes ¢qué
aspectos podrian sustentar matematicamente qué tan conveniente es el sistema de
transporte Metro para ti y para la ciudad?, ellos respondieron de forma verbal de la

siguiente manera:
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01. Nicole: Si mensualmente uso el bus a donde vaya mensualmente
me voy a gastar mas que si uso el Metro.

02.  Wilhelm: O sea el pasaje depende del nimero de veces que viaje.
La otra seria la capacidad que tiene el Metro. Uno que
utilice el Metro, otro el bus y otro el taxi y en el mismo
tiempo y en la misma distancia.

03. Andrey: El que tiene su propio transporte debe de gastar mas,
gasolina, las pastas de freno, el aceite.

04.  Wilhelm: A ver cudl nos lleva mas rapido, mas econémico.

05. Wilhelm:  En algunas ocasiones sale mas caro el Metro que el bus,
todo depende del sitio.

06. Jackobson Yo propongo comparar distancia, precio para tres

: usuarios diferentes.

07. Nicole: También hay que pensar en la carga, porque que en el
Metro no dejan montar carga grande.

08. Galvis: Analizar la velocidad y el nimero de paradas.

09. Wilhelm:  El precio, la distancia y el tiempo.

10.. Nicole: Por ejemplo que capacidad tiene para los pasajeros, el

dinero es lo mas importante, el tiempo disponible y el
tiempo adecuado de utilizar el transporte porque si tengo
mucho afan no me voy a ir en... por ejemplo a las 4 de la
mafiana en la estacién Andalucia.

Es el proceso de confrontacion grupal y toma de decisiones que les permite a los
participantes concentrar el problema sobre las variables y factores mas relevantes en la
situacion analizada. Con lo cual, dentro de la dindAmica de modelacién el conocimiento
empirico utilizado para la comprension de la situacion problematica, funciona como un
motor desencadenador de nuevas ideas para la busqueda de respuestas aceptadas dentro

del grupo.

Es evidente que el proceso de simplificacion no es inmediato, por el contrario
éste requiere de tiempo para analizar varios casos, de los cuales extraen los factores con
los que se resolvera el problema. De igual forma, es clave dentro de la discusion, la
conviccion con cual se expongan las ideas, para permitir el convencimiento en el otro y
por tanto, el establecimiento de acuerdos. Por ejemplo, Nicole en el segmento 10,
expone un contragjemplo con un argumento légico a partir de una circunstancia real.
Otros factores no adquirieron la fuerza necesaria para ser incluidos dentro de la solucién
al problema, como por ejemplo, la velocidad, la carga, el nimero de paradas, la

gasolina.
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Algunas de las estrategias utilizadas por los estudiantes para la solucion a la

pregunta, se centré en comparar qué otros medios de transporte iban a evaluar el Metro.

Presentandose propuestas como la de incluir el carro particular, el bus, taxi, junto con

otras estrategias de solucién. Como lo observamos en las siguientes ilustraciones:
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llustracion 8. Estrategia de solucién al problema. Nicole.
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lustracion 9. Estrategia de solucién al problema. Jackobson.
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llustracién 10. Establecimiento de condiciones. Galvis.

Luego de todas las propuestas los estudiantes definen el precio, el tiempo, la
distancia y la capacidad, indicandonos que estos factores son importantes a la hora de

elegir un transporte y que les aporta al problema de cudl transporte le seria mas
conveniente. Como lo evidenciamos en el siguiente apartado:
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Decidimos cudles iban a ser los factores que iban a decir cual es el transporte mas
favorable, el Metro, el bus o el taxi. Escogimos entonces cuatro factores: la capacidad,
la distancia, el tiempo y el precio. Y escogimos tres lugares distintos para hacer este
sondeo de datos. La primera ruta es de Acevedo a estadio, la segunda es de Acevedo a
Itaglii y la tercera de [la estacion] Acevedo a la [estacion] Universidad. Y aqui como
pueden ver, fueron los primeros datos que recolectamos y luego llenamos la tabla y
estos datos son contundentes para decir que el Metro es el mas favorable de los otros
dos medios de transporte. (Jackobson)

Ahora bien, cuando los estudiantes comienzan a pensar en estos cuatro factores,
les exige establecer unas condiciones para los tres transportes de bus, Metro y taxi.
Considerando que bajo las mismas condiciones ellos pueden realizar una comparacion

adecuada, como lo observamos en el siguiente episodio:

01. Sandro: Debemos de tener en cuenta que tomamos de
punto de referencia la estacion Acevedo y que
damos tres casos que son estacion Acevedo-

Universidad

02. Alex: Necesitamos un punto de referencia y para tener
igual condiciones

03. Sandro: Y también porque cuando ibamos a investigar los
tiempos

04. Nicole: Por esa misma razon fue que decidimos que los

pasajeros debian estar sentados

05. Wilhelm:  Cuando se hace una investigacién no se puede
tener en cuenta un solo tipo de datos

06. Nicole: También de que una fuera muy cerca

Las tres rutas elegidas hacen parte del contexto al cual pertenecen y conocen los
participantes (ver segmento 03). Con lo cual, se continua potenciandose una actitud de
investigadores en tanto se percibe un dominio de los datos, un poder de eleccién, una

capacidad para analizar el problema.

El establecimiento de condiciones se convierte para los estudiantes en uno de los
aspectos relevantes para que sus actividades estén consideradas en la linea de hacer una
investigacion. Podemos interpretar un interés por validar los datos cuando los
participantes deciden garantizar igualdad de condiciones con respecto a las rutas o

distancias cercanas, mediadas y lejanas desde la estacion Acevedo, al nimero de
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pasajeros sentados y al no considerar las horas pico, dentro de un proceso serio y

cualificado de simplificacion.

Es en este proceso de simplificacion en el que los estudiantes comienzan a aislar

multiples factores relacionados con las circunstancias cotidianas, de algin modo los

analisis se esgrimen a un plano mas analitico, es decir, en relacion con factores

correspondientes a cantidades cuantificables dentro del campo matematico. Al respecto,

Posada y Villa-Ochoa (2006a) apoyados en Bassanezi (2002) puntualizan que:

Simplificacion:

los fendbmenos que se presentan para el

estudio

matematico son en general excesivamente complejos si los consideramos
en todos sus detalles. Se requiere por tanto restringir y aislar el campo de
estudio apropiadamente y de tal modo que el problema sea tratable y al
mismo tiempo mantenga su relevancia. (Posada y Villa-Ochoa, 2006a, p.

76)

En este camino de focalizacién de aspectos que les puedan ayudar a resolver el

problema a resolver, es en el que se dan a la tarea de identificacion de los cambios y una

categorizacién implicita de lo variable y lo constante. En sintesis, algunos aspectos que

influyeron la eleccién de las cantidades dentro de un proceso de simplificacion fueron:

La auto-formulacion de preguntas

La comprension y explicacion del problema a
investigar

El analisis de diferentes casos segin la

situacion

La toma de decisiones para el establecimiento
de parametros

Establecimiento de hip6tesis sobre la solucién
al problema

Comparacion del Metro con otros transportes

Exclusion y aislamiento de factores

La bisqueda de acuerdos y consensos para
determinar igualdad de condiciones y puntos
de referencia

lHustracion 11. Aspectos influyentes en el proceso de simplificacidn.

4.2.2 Subproceso de experimentacion

El proceso de modelacion no es un proceso en abstracto, por el contrario es un

proceso dindmico de investigacion que se puede materializar en tareas especificas, como
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por ejemplo la recoleccion de datos. En el siguiente episodio podemos rescatar como
ésta tarea se instituye en una responsabilidad por los mismos estudiantes, al contrario de

otro tipo de actividades con problemas donde es el profesor el que proporciona los

datos.

01. Whilhem Realiza la tabla en el tablero y sus compafieros le
indican que es una tabla de 5 x 4.

02.  Whilhem: Esto ¢Si es exacto? se aproxima.

03. Alex: Eso fue un célculo que hicimos con las tablas

04. Andrey: La distancia a Itagli, segin la distancia de cada
estacion.

05.  Whilhem: ¢Se suman los tiempos 0?

06. Jackobson: Claro.

07.  Whilhem: YO creo que se tienen que sumatr.

08. Whilhem: Entonces 23 minutos de aqui al centro y 46 de San
Antonio al parque. Y eso que sin contar el tiempo
gue me demoré buscando el bus.

09. Jackobson: Bus que vaya de la estacion Acevedo y que pase por
la estacion estadio no hay. EI que mas cerca llega a
alla es el que pasa por Colombia y hay que caminar
para la estacién estadio como 15 minutos.

10.. Sandro: No, pero sabe que otro bus queda cerquita a la
estacion estadio el 023 de Santa Cruz que lo deja a
uno ahi.

11.  Wilhem: ¢No es 041?

12.. Sandro: La ruta 023 més cerquita a [La estacion] Estadio.

13.  Wilhem: Claro que por ahi pasan buses que van por el
estadio.

14.  Jackobson: El de Zamora®’, por eso.

Es evidente que los datos tienen todo que ver con las experiencias de uso con
respecto a los transportes y sus conocimientos adquiridos desde la practica en el
contexto. Sin embargo, estos aspectos son modificables mediante las interacciones

grupales y el compartir de estas experiencias.

La recoleccion de los datos les implico a los estudiantes un proceso de reflexion
sobre qué aspectos necesitan informacion y como estos les permiten medir y valorar una

parte del fendmeno en cuestion.

17 Barrio ubicado en la zona nororiental de Medellin
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Meko => Aceusdd s kodun | AcEvEDD o gnyeercdad
-':"f.-" z_amu:::\n& {- = Q wuiplow .ﬁﬁlﬂ,n!'ri;:g
”Pﬁ-ﬂ-ma =44 Persaras {QFH&E Fasaieros ﬁ%ﬁgﬂ
Mevedo & doglt o B0 prepnas
Jo minghes

llustracién 13. Toma de datos. Andrey.

Los estudiantes se estdn enfrentando a los cambios dentro de la situacion de
variacion de la conveniencia del Metro cuando analizan cuantas personas puede
transportar el bus y el Metro, las distancias que recorren para ir de un lugar a otro.
Ademas, ellos simplifican la recoleccion de datos puesto que deciden tomar los datos en

el Metro sélo de las personas que estarian sentadas al igual que en el bus.

Para la organizacion de los datos, los estudiantes construyeron la siguiente tabla
discriminada segun la ruta, el tipo de transporte y los cuatro factores condicionantes para

la recoleccién de los datos.
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llustracion 14. Organizacion de datos. Alex.

Esta produccion realizada en forma grupal constituye una estrategia original de
los participantes para la observacion de los datos de forma comparada y diferenciada.
Este tratamiento inicial de los datos permite considerar las cantidades constantes pero
asociadas a diferentes magnitudes. Por ejemplo el factor capacidad, podria entenderse
bajo la nocion de volumen si no se mirara en contexto. Pero, para esta situacion los
estudiantes le atribuyen el significado del nimero de personas que puede transportar el
Metro, el bus o el taxi. Ademas, detras de cada dato estd el sentido y sus diferentes

formas de obtencidn. Asi lo presentaron los estudiantes en su exposicion:

01. Nos tomamos nuestro tiempo para tomar cada uno
de estos datos, podemos ver que el tiempo de [la
estacion] Acevedo a [la estacion] Estadio es de 25
minutos en bus son 48 minutos, donde dice 33+15

son 33 minutos en bus y los 15 caminando.

Jhony:

Los datos de estas tablas fueron como lo mas
interesante de la investigacion porque estos datos

02. Sandro:
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03.

Jhony:

no los investigamos, ni los consultamos, estos
datos los encontramos nosotros, pues haciendo
esos recorridos en cada uno de los medios.
Excepto en el taxi, en el taxi averiguamos pues
con un sefior y él nos dijo exactamente las
distancias y los tiempos que tenia ese medio de
transporte, pero en el Metro y en bus valga la
redundancia lo investigamos nosotros.

En el caso del Metro damos una capacidad de 46
personas, estas personas solamente contamos el
nimero de asientos, sin contar pues que en las
horas pico en cada uno de sus vagones tiene
aproximadamente 200 personas. Al igual que en el
bus, su ndmero de asientos maximo es de 22
personas y en las horas pico ese ndmero
incrementa demasiado.

El hecho de que los datos fueran recolectamos por los mismos estudiantes, marca
una pauta diferente a los procesos tradicionales de solucién de problemas, en los cuales
los datos ya se encuentran dados desde el inicio, que de cierta forma frena los procesos
de experimentacion. Asi, en el subproceso de experimentacién, la recolecciéon de los

datos y su interpretacion se encuentran a la luz del contexto. Al respecto Bassanezi y

Biembengut (1997) expresan:

La recogida de los datos también puede realizarse por medio de una

experimentacion directa o de investigaciones estadisticas. Conviene

destacar que muchas veces los datos obtenidos son de naturaleza

esencialmente etnomatematica, proveniente de costumbres de una

comunidad que los utiliza sin preocuparse del carécter cientifico de su

origen. (p.16)

Las estrategias utilizadas fueron diferentes, debido a sus posibilidades, por
ejemplo en la del taxi decidieron preguntar, pero en la del bus y el Metro varios

estudiantes realizaron el viaje y tomaron los datos. En este sentido, la recoleccion de los

datos viabiliza procesos de experimentacion, pues éste:

Fue llevado a cabo por los mismos estudiantes.
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= Los datos recogidos se constituyen en sus insumos para responder la pregunta
a investigar.

= Los datos son organizados a traves de condiciones especificas y tablas.

= En el proceso de organizacion de los datos ponen estrategias de

simplificacion.

Esta parte del proceso de modelacion fue desarrollada desde un enfoque de
actividades experimentales, entendidas estas como actividades que involucran las
experiencias que los estudiantes estaban teniendo con el uso del Metro y otras
experiencias pensadas por ellos mismos para la creacion de estrategias de
simplificacion, recoleccion y organizacién de los datos que aportan a la solucién al
problema, por ejemplo contabilizar el tiempo de viaje, determinar la capacidad de
viajeros sentados, investigar las distancias y los precios para cada situacion. En este

sentido, el subproceso de experimentacion desarrollado implico:

= Observar y elegir los factores involucrados en una situacién del contexto
cotidiano con miras a simplificarla.

= Establecer hipotesis, comparaciones y relaciones entre los factores.

= Organizar los datos e interpretarlos para obtener respuestas al problema
estudiado.

Estableciendo relaciones surgidas del analisis de la tabla anterior de datos
obtenida por diversas estrategias como la de elegir factores, elegir rutas y obtener la
informacidén real correspondiente y respondiendo a la pregunta que replantearon los
estudiantes de la siguiente forma “Si comparas el Metro, con el microbus, y con el taxi
para tu movilizacion diaria, economicamente ¢cual te favorece mas?”, ellos pudieron
obtener conclusiones con respecto a la economia del tiempo y del dinero de la siguiente

manera:
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llustracion 15. Interpretacion de los datos. Alex.

Por ejemplo una situacion, ahorita tenemos en cuenta la situacion de los estudiantes y
de las tres rutas. Una persona que tenga que trabajar y que su tiempo le cueste bastante
dinero le seria conveniente el taxi, en caso de que este cogido de la tarde, entonces en
ese caso seria mas conveniente el taxi para que no pierda mucho dinero. Este es una
funcién o una relacion entre los precios del bus y del Metro dado que si la distancia es
muy larga, el Metro ser& mucho mas barato que el bus. Si la distancia es muy corta,
serd mucho mas barato el bus, es decir, para la ruta [entre las estaciones] Acevedo-
Universidad va a ser mucho mas conveniente de que el estudiante, con la condicién de
que obtenga la Civica, coja un bus porque..., y que se inscriba a eso del tiquete
estudiantil, ¢por qué? porque le saldra mas barato. (Wilhelm)

Observamos la manera en que los estudiantes establecen una relacion cualitativa
entre la cantidad de dinero gastado y la distancia recorrida, en esta relacion entre dos
magnitudes de cantidad los estudiantes establecen una correspondencia inversa, si
aumenta la distancia disminuye el precio con respecto al Metro, para el bus asocian el
aumento de la distancia en relacion al aumento del pasaje®. Asi, el establecimiento de
relaciones desde el lenguaje verbal, les permite a los estudiantes construir un modo

natural de relacionarse con la situacion.

El estudio de situaciones significativas para los estudiantes posibilita la variedad
de posiciones y conclusiones, sujetas a los multiples cambios que se producen en lo
cotidiano, desde esta perspectiva, los estudiantes también analizaron el taxi como medio
de transporte que no favorece econémicamente a un estudiante, produciéndose un
argumento que posiciona al taxi en desventaja con respecto al Metro y al bus, al respecto

Wilhelm argumenta que:

18 Estas relaciones directas e inversas marcaron el inicio de la construccion de modelos matematicos, el
cual sera desarrollado en el siguiente capitulo.
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Si un estudiante para la ruta Acevedo-ltagui le saldria mds barato que... A ver la
primera conclusion es méas favorable el Metro de acuerdo con la distancia, entonces
dice que entre mas lejos mas favorable es el Metro y entre mas cerca mas favorable es
el bus. Eh... el bus no sirve a distancias largas porque al estudiante le tocaria coger dos
buses, mientras que con el Metro con un solo pasaje le basta. La segunda conclusion es:
es absolutamente conveniente desarrollar estrategias como esta para calcular ahorros.
Yo creo que eso fue, esa conclusion nos lleva a la conclusion de la modelaciéon la cual
dice: que la modelacion matemética es definitivamente conveniente a la hora de
plasmar situaciones de la vida matematicamente en hojas. La siguiente conclusion que
con respecto al taxi se descarta en el caso de los estudiantes. (Wilhelm)

Es evidente que las decisiones de los estudiantes son dependientes de razones
sustentadas desde el contexto, como por ejemplo, el hecho de abordar dos buses es una
situacion del contexto que les permite descartar esa opcion, por motivos de tipo
econdmico. De igual modo, estas decisiones fueron discriminadas segun el tipo de
usuario, ya que es diferente si es un empresario en comparacion si es un estudiante. Con
lo cual, es claro que para los estudiantes estas conclusiones no son absolutas, son

relativas y estan sujetas a multiples condiciones.

En las anteriores conclusiones los participantes, especifican algunas relaciones
entre variables, haciendo analisis de comparacion entre lo econdmico y las distancias.
En este sentido, los estudiantes exploraron los datos y dieron una solucién con referente
a las variables seleccionadas y a las relaciones de proporcionalidad directa, que
surgieron entre ellas. De igual manera destacamos la verificacion que se hace de la
hipotesis'® que con anterioridad Jackobson habia expuesto sobre la relacién entre las

distancias, los costos y el medio de transporte que se utilice para movilizarse.

En general, los estudiantes presentaron un proceso de seleccién y de llevar
cantidades cualitativas en términos cuantitativos (datos numéricos), como medio para
probar la conveniencia o no de emplear el Metro como medio de transporte economico

para el desplazamiento diario, expresan tres conclusiones con respecto a los tres

“Jackobson dice: Yo creo que la deduccion logica es que desde que sea mayor
distancia va a ser mas favorable el Metro, va a ser mas conveniente, pero pongamos un
ejemplo, si es antes de la estacion hospital va a ser mas conveniente el bus, entonces la
distancia es la que va a influir ahi.
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transportes, haciendo referencia a las relaciones entre dos variables que favorecen o no a

cada transportes, segun el caso que analizan. En la exposicion final puntualizan que:

1. Segun los datos obtenidos a través de esta investigacién podemos decir que el
Metro es el medio de transporte més favorable, porque sin importar la distancia

que deseemos recorrer el tiempo sera minimo y el precio unico.

2. Respecto al taxi, podemos decir que se descarta en el aspecto econémico, solo
nos puede servir en caso de que estemos cortos de tiempo y no importe la suma

de dinero que se gastaria.

3. Referente al bus, podemos decir que nos brinda economia en caso de que las

distancias sean cortas.

Aunque no es nuestro objeto de estudio, la modelacion matematica
conceptualizada como un proceso de investigacion, posibilitd un acercamiento a este
proceso con relacion a los supuestos y conclusiones empiricas que se producen a partir
de los analisis de las circunstancias a nivel retérico. Luego con los datos y relaciones
establecidas a nivel numérico o matematico se pudo constatar la veracidad de sus

conjeturas e hipotesis, como evidencia de esto, Nicole concluye, entre otras cosas, que:

En realidad me interesé el grupo por lo de investigacion porque una cosa
es saber que en todo se puede mezclar la matematica pero otra cosa es
descubrir uno mismo las estrategias, los puntos de vista, los comentarios,
las dudas, para llegar uno a esas soluciones matematicas sin necesidad
de que si un profesor este explicando o diciendo si se hace asi o asi, sino
que nosotros mismos en cada clase buscamos la manera de relacionar
eso como que el tiquete vale entonces relacidnemelo con esto, haciamos
una suma que lo dividimos, o0 sea todo fue muy chévere y nos sirvié para
unirnos mucho, porque como se han dado cuenta somos de grupos
diferentes y nos hemos entendido muy bien, nos hemos entendido.
(Nicole)
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Kaiser y Schwarz (2010) sustentan que una razén central para utilizar un
acercamiento desde problemas auténticos, es la conviccién que los estudiantes necesitan
experimentar en la actividad del modelado matematico para la comprension y la
solucion de las preguntas verdaderas significativas para mucha gente que se
convenceran de la utilidad de las matematicas y del modelado matemaético para su vida
real. Con la intencion de tratar una situacion préactica de los datos, les planteamos a los
estudiantes un correo a manera de carta con la siguiente situacion:

Al colegio Finca La Mesa llegaron tres estudiantes de Bogot4, el Cauca y Uraba. Sus
familias les han solicitado un informe sobre sus gastos para poderles girar dinero. Uno
de ellos, Cristian vive en la estacion estadio, Marcela vive cerca al Parque Explora y
Miguel vive a cinco minutos de la estacion Itagui. Ellos necesitan una forma rapida y
practica de calcular sus gastos con respecto al transporte. ¢Qué le sugeririas? Ademas,
ellos necesitan calcular los tiempos que requieren para salir de sus casas y llegar a
tiempo a las 6:20 a.m. (Qué deben tener en cuenta para calcular los tiempos?
Escribeles tus sugerencias.

Para la cual, los estudiantes escribieron en forma grupal las siguientes cartas:
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lustracion 16. Toma de decisiones. Lindsay.
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llustracion 17. Toma de decisiones. Sandro y Jackobson.

En la manera en que los estudiantes abordan este tipo de situaciones esta
presente sus habilidades para tomar decisiones con respecto a cual transporte elegir.
Pero, estd habilidad viene sustentada en todo un proceso de conocimiento en
profundidad de la situacion en su contexto real. Por ejemplo, el sugerir diferentes
tarjetas y modalidades para los precios, el proyectar el comportamiento de los tiempos
de desplazamiento tanto de la persona como del transporte. En estas actividades

particulares los estudiantes no recurrieron a soluciones generales, sino a respuestas
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particulares y relativas asociadas al contexto y a sus decisiones practicas para

transportarse.

Estas actividades de construccion y aplicacion implican practicas como la
observacion, la simplificacion realizada por los estudiantes, con miras a la construccion
de modelos que permitan describir y comprender una situacion real con otros elementos
matematicos. Asi que, el proceso de modelacion es practico en la medida que incorpora
situaciones reales de esta naturaleza. Por otro lado, los resultados obtenidos con este tipo
de actividades no se encuentran restringidos sélo al lenguaje simbolico, sino también al
lenguaje verbal, con el cual es posible reconocer los significados, las relaciones y las
formas de pensar las situaciones. Ademas, estos resultados tienen que ver en una linea
de modelacion matematica, en la cual para solucionar el problema, no se hace necesario
“desnudar” el problema, es decir, quitarle lo que lo acompana el texto, sino por el

contrario, es necesario interpretar la situacion en su contexto real.

4.2.3 La modelacion matematica: un proceso diferente para la busqueda
modelos

Por otra parte, el proceso de modelacién implementado en forma grupal tiene un
sentido diferente si hubiera sido individual, ya que los estudiantes valoraron la
diversidad de miradas y la necesidad de llegar a un acuerdo. Asi mismo, el problema a
modelar se convierte en una razon para unir un grupo bajo un mismo propésito. Los
contrastes, la discusion permite profundizar en los argumentos matematicos y en la
comprension de la situacion para poder llegar a un acuerdo, tomar una decision o

legitimar una idea.

El hecho que este proceso de modelacion tenga su génesis en las experiencias de
la vida diaria de los estudiantes genera en ellos una actitud diferente, no pasiva sino de
participacion conjunta. Este proceso realizado a través de las discusiones del grupo
permitio llegar a acuerdos o ideas principales, estableciendo una red de significados

compartidos enfocados en las matematicas. Al respecto, Alex afirma:
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Esta fue una experiencia buena, ya que pudimos expresarnos de una manera que nos
permitiera interactuar con mucha mas comodidad entre nosotros los jovenes, siempre
teniendo en cuenta la matematica y teniendo un punto de vista critico. Respecto a los
temas, estos fueron divertidos porque siempre encontrdbamos incidencias del tema con
nuestro vivir diario, también se presentaban diversidad de ideas, las cuales me
acercaban cada vez mas a una conclusién mas ajustable al tema presente. Para mi fue
esto como algo que sirvio para mostrarnos o ensefiarnos la forma de analizar las cosas
desde diferentes puntos y como hallar soluciones adecuadas frente a las situaciones
establecidas. (Alex)

La implementacion de actividades relacionadas con la modelacion significo una
experiencia nueva para los estudiantes. Una experiencia que influenci6 su forma de ver
situaciones cotidianas fuera de la escuela. En este sentido, la modelacién como

estrategia educativa constituye en una forma diferente de construir la matematica.

En el proceso de modelacion emergen diferentes puntos de vista de los
estudiantes, puesto que cada uno ha tenido su propia experiencia, con lo cual cada
estudiante hace un aporte desde un su intuicion, sus vivencias y sus razonamientos. Sin
embargo sienten la necesidad de unificar las ideas, por tanto llegar a acuerdos y tomar

decisiones.

Los procesos de modelacion en el aula, indiscutiblemente generan espacios de
discusion, reflexion y de desarrollo del pensamiento critico en el estudiante, en la

medida en gue la situacion hay que construirla. En el sentido de Wilhelm:

Yo simplemente quiero darles a conocer una o la mejor experiencia que tuve a partir de
esta investigacion y estd basada en la modelacion, la cual es: uno en la vida modela
pero sin saber que lo esta haciendo, uno en la vida tiene, se ve ante situaciones en las
cuales intuitivamente saca las propias conclusiones. Pero a partir de esto me pude dar
cuenta que estas situaciones cotidianas pueden ser representadas, pueden ser
plasmadas en una hoja de papel. Algunas pueden llegar a ser un principio. Yo creo que
lo que nosotros logramos a partir de esta investigacion fue un principio con base a los
medios de transporte. Yo creo que eso fue el aprendizaje mas significativo a partir de
esto quiero seguir modelando. (Wilhelm)

Usar situaciones propias de los estudiantes hace que estas no sean ajenas al
estudiante, sino por el contrario le pertenecen. Esto les genera una apropiacion y una
responsabilidad en cuanto a su papel sobre ellas. Ademaés, las situaciones hacen que

despierten en los estudiantes actitudes de liderazgo, argumentacion y reflexién frente a
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lo problematico de la situacion. A los estudiantes participes de procesos de modelacion,
les posibilita proyectarse desde su forma de ser hacia el futuro, para comenzar a

configurar una manera de pensar matematicamente.

Es importante retomar en las aulas de clase de matematica un papel auténtico en
el estudiante considerando las dindmicas de modelacién, en tanto sean ellos quienes
busquen las estrategias. Modelar implica escudrifiar lo que esta detras de algo cotidiano
como por ejemplo el transporte del Metro. Por tanto, el papel del docente no esta
enfocado en las soluciones a los problemas sino en la orientacion para que los

estudiantes la construyan. Como lo observamos a continuacion:

01. Investigadora: ¢Como evalGas el proceso, qué experiencias te
quedan, que aprendiste de los comparieros?, como te
sentiste?

02. Alex: Si que no solo aplicar, memorizar que esto tiene una
regla, que esto tiene la otra que memoricela, sino
que miremos asi la forma de actuar de las personas
que desde esa parte podemos encontrar expresiones
matematicas.

03. Investigadora:  Alguno de ustedes tenia una vision diferente de las
matematicas antes y después del proyecto.

04. Galvis: Después del proyecto es como mas didactico, uno
confia mas en la matematica por decirlo asi, para
hacer cuentas con los gastos que tenemos, uno no
pensaba en eso.

05. Investigadora:  Confias méas en la matematica.

06. Investigadora:  Desconfiabas

07. Galvis: Un montdn de nimeros ahi.

Comenzar a abordar un concepto matematico desde una situacion familiar para
el estudiante permite un acercamiento diferente para el estudiante si se comenzara con la
definicion de un concepto matematico. Por ejemplo la idea de constante y de variable
fue abordada por los estudiantes desde el contexto Metro asociadas a las cantidades de
magnitud que en el intervienen; por ejemplo, el uso de las tarifas del Metro. Asi, los
estudiantes utilizan la idea de que los precios se mantienen por un afio para comenzar a
significar la idea de constante. La idea de variable es abordada inicialmente en forma
particular con el numero de pasajeros, el nimero de viajes, el dinero que ingresa al

Metro o el dinero que puede ahorrar un estudiante. En consecuencia, desde nuestro
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enfoque realistico y educativo el punto de partida lo constituye el contexto del Metro y
no las definiciones matematicas. De acuerdo con Villa-Ochoa et al. (2009a) “[...] la
comprension de los conceptos matematicos y por tanto, los modelos matematicos,
ocurren en términos de los contextos en los que se desenvuelve el estudiante en el aula
de clase, en este caso, apoyamos la idea que adicionalmente sean contextos de indole
social y cultural.” (p. 1094)

Ahora bien, vincular los conceptos matematicos a los contextos y otras areas,
hace que su uso se encuentre a merced de diferentes contextos. Asi, la contextualizacion
de las matematicas presentaria un caracter constructivo e inacabado. Por lo cual, lo que
nos interesa, tiene que ver con todo el proceso de construccion realizado por los sujetos

en relacion al contexto y a la nocion matematica involucrada.

La respuesta a la pregunta planteada inicialmente con respecto a la conveniencia
del Metro, nos dio la posibilidad de continuar con el proceso de modelacion,
proporcionando a los estudiantes otras formas de emplear los resultados que hallaron y
de proponer un modelo matematico que describiera el ahorro desde una publicidad que
presenta el Metro a los usuarios en la divulgacion del tiquete estudiantil, como estrategia
para el ahorro de los estudiantes del Municipio®. Con esta actividad los estudiantes
pudieron establecer conexiones entre las expresiones que representan y re-significan el
contexto particular, involucrando diversos escenarios que favorecen la construccion de
nociones, el desarrollo de capacidades de andlisis para la toma de decisiones, que en
definitiva hace parte de lo que debe propiciar nuestros procesos educativos. Swafford y
Langrall (2000) destacan la importancia de las relaciones entre las representaciones que
los estudiantes proponen en el contexto del problema y las conexiones que establecen

entre unas representaciones y otras.

Bajo esta mirada, calcular el ahorro presentado al utilizar un tarifa normal con
respecto a usar el tiquete estudiantil se convirtié en una de las actividades de modelacién
que les implicé a los estudiantes la determinacion de variables como gastos, ahorro y

valor del pasaje y su relacion en términos de modelo, al respecto, Jackobson expone:

20 \/er anexo 8. Guia Cuatro.
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Empezamos a graficar lo que se ahorra el bus con tiquete estudiantil. Este es el ahorro
en pesos y el ahorro respecto al nimero de viajes. La funcion que nos representa esto
es: f(t) es igual al valor del pasaje normal menos el valor del pasaje con tiquete
estudiantil por el numero de viajes y nos da una funcién lineal que es igual el ahorro es
igual a 700 pesos por el niumero de viajes. El porcentaje, podemos ver como sale la
formula es: valor del pasaje menos valor del pasaje estudiantil por 100 divido el valor
del pasaje normal, nos da una constante que es el 50% de ahorro para el estudiante.
Ahora comparamos con el Metro el ahorro que tiene con tiquete estudiantil, la funcion
es la misma sino que cambia el valor del pasaje normal que es $1550 y el ahorro seria
menor, que es de 765. El ahorro seria de 47,5 %. (Jackobson)

La busqueda del modelo puede ser valiosa en tanto es mirada como un proceso
dinamico entre el contexto y las matematicas y no como una resultante inmediata. De
acuerdo con Blum (1993) su punto de partida es una situacion en el “mundo real” y ésta
tiene que ser simplificada y estructurada para su traduccion a un modelo vélido. En este
proceso, se hace necesario varios momentos concretos para construir bajo un contexto
propio de los estudiantes una relaciobn matematica. Estos pueden verse como saltos
cualitativos, experimentados mediante la discusion y a manera de retos desde el mismo
contexto y no mediante procedimientos determinados a seguir. En este sentido, el
proceso de modelacion es abierto, puesto que las tareas no estaban predeterminadas. Sin
embargo, el proceso si fue dinamizado por las investigadoras mediante preguntas que
los llevaran a pensar mas alla de lo observable. Es decir, preguntas en las cuales
utilizaran sus conocimientos sobre el contexto con el fin de caracterizar maneras

respecto a la nocién de variable, constante y sus relaciones.

La busqueda de modelos mediante el tratamiento matematico sugiere que detras
de un modelo matematico hay un conjunto de ideas y analisis que lo hacen una
produccién particular a los sujetos, significado por el reconocimiento de lo variacional
en el contexto en cuestion. En este sentido, un modelo representado simbdlicamente les
implicara a los estudiantes establecer relaciones que han sido pensadas inicialmente en

forma descriptiva y discursiva, como se expondra en el proximo capitulo.
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Capitulo 5

5 RELACIONES LINEALES ENTRE DOS VARIABLES A PARTIR DE
CONTEXTOS AUTENTICOS

En este capitulo expondremos los analisis de los resultados con respecto a las
relaciones lineales entre dos variables y el surgimiento del modelo en contextos
particulares, aclarando que los analisis no tienen una secuencia o linealidad con respecto
a las actividades desarrolladas en el trabajo de campo, es decir, en el transcurso del
capitulo retomamos diferentes contextos (Metro de Medellin, cuenta de servicios
publicos, planes de celulares y cadenas de correos electronicos), indistintamente de
acuerdo a las caracteristicas abordadas en cada subapartado a nivel tedrico y no al

contenido en extenso de las actividades.

En el desarrollo del estudio de casos se evidenciaron varias nociones
matematicas que emergieron de la investigacion a través de la modelacion de situaciones
cotidianas para los estudiantes. Algunos de estos aspectos fueron base para la
construccion de modelos particulares que describen situaciones especificas en diversos

contextos.

5.1 Lasrelaciones lineales entre dos variables

Presentamos en este apartado, algunos episodios con los cuales pretendemos
ilustrar algunos elementos teoricos, en particular, la identificacion de las variables y
asociaciones matematicas entre ellas, como elementos constitutivos en la construccién

de nociones como ecuacion y funcién, en el marco del pensamiento variacional.

En el analisis del contexto de esta investigacion pudimos visualizar algunas
maneras en como los estudiantes establecian las relaciones entre las cantidades de
magnitud que se involucraban en dicho contexto. De este analisis emergieron tres

grandes subcategorias:

- Del reconocimiento de las cantidades de magnitud a la nocién de variable.
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- Acercamiento a la idea de relaciones entre variables.

- El surgimiento de las relaciones entre variables en la delimitacion del contexto

El proceso de modelacion observado desde las matematicas escolares posibilitd
un dialogo permanente entre los estudiantes, los contextos y las nociones matematicas,
lo cual es coherente con los planteamientos de Olfos (2004) quien ademas agrega que la
modelacién es un medio que propicia que a los estudiantes tomen conciencia de los
procesos mentales que en dicho medio se implican. En este proceso hay elementos que
son esenciales al momento representar matematicamente la diversidad de relaciones que

pueden encontrarse en el contexto o problema abordado.

Conforme presentamos en el capitulo anterior, los estudiantes que participaron
de esta investigacion evidenciaron diversas maneras de aproximarse al reconocimiento
del contexto y sus relaciones. Estas relaciones fueron propiciadas por el didlogo, la
busqueda de “acuerdos”, la recoleccion de datos y las condiciones implicitas de los
elementos inmersos en la situacion. Esto a su vez, es coherente con los momentos de
simplificacidn, estructuracion y matematizacion en un proceso de modelacion (Blum et
al. 2007). En este sentido, el reconocimiento, discusion, analisis y reflexion sobre las
cantidades de magnitud (variables) que intervienen en la situacion fueron la base para
una aproximacion a la construccion de un modelo de la situacion, tomando como uno de
sus pasos, el establecimiento de relaciones entre variables. Dicha aproximacion se
realiza inicialmente por medio de descripciones verbales que dan cuenta de la
identificacion de una correlacion (directa o inversa) asociada directamente al contexto

del problema.

Las discusiones sobre la descripcion de dependencia o no de variables
cualitativas son muestra de la riqueza de ideas y correlaciones que surgen de una
situacion que no fue simulada, sino construida desde los espacios de convivencia
cotidiana. Es por esto que le propusimos a los estudiantes reflexionar sobre la pregunta:
¢Cuales son las condiciones y factores que afectan los ingresos en una determinada
Estacion del Metro (por ejemplo Estacion Acevedo)? En este sentido, destacamos la
manera como los estudiantes hacen comentarios que surgen de aspectos evidenciados en

circunstancias propias del contexto, mencionan aspectos como:

122



Factores influyentes Verbalizacion de los estudiantes

Ubicacion, los sitios turisticos | Por ejemplo en el Centro, va a haber l6gicamente
cercanos y los medios para llegar | mas fluido de gente, porque es la parte a donde casi
a la estacion todo el mundo va a llegar, trabajo, estudio y la
estacion Acevedo estd influenciada por el Metro
Cable, baja mucha gente y los buses. (Alex)

La poblacién cercana La poblacion, porque en un lugar puede haber més
gente que en otro lugar y en este lugar puede que
haya mas gente que tome el Metro y en otros que no
lo utilizan tanto. (Alex)

Los factores climéticos Cuando hay mucha lluvia o sol, las personas
abordan un taxi, por ejemplo. (Galvis)

lustracion 18. Factores que influyen en el contexto auténtico.

En los anteriores argumentos, sobre los aspectos influyentes en la cantidad de
personas que ingresan o no al Metro, podemos evidenciar que la mayoria de las
descripciones sobre los ingresos estan relacionadas con situaciones contextualizadas y
circunstanciales, sucesos que varian con respecto a otros y, que a su vez, cambian con el
tiempo, el lugar o el entorno que los permea. Garcia et al. (2006) expresan que una
manera de contrarrestar el lema: “[...] los estudiantes aprenden lo que explica el
profesor claramente, podria ser la investigacion de la variacion en una situacion
verdadera especifica” (p. 228). En este sentido, las respuestas anteriores nos muestran
como los estudiantes se sumergen en los contextos y las relaciones que establecen se
limitan a las percepciones que tienen con base en los conocimientos previos y a los

acontecimientos que rodean la situacion.

En este proceso de exploracion del Sistema de Transporte Masivo: Metro de
Medellin, los estudiantes infirieron cierta relacion de “dependencia” (correlacion) entre
las cantidades, ademas describieron como dependian, para ello, propusieron algunas
relaciones entre las cantidades de magnitud y las modelaron a través de variables

cualitativas que, a su vez, proporcionaron ciertas ideas en la toma decisiones y
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funcionamiento del Sistema Metro como una empresa (lectura y video)® Ante los
diferentes analisis y dialogos realizados con base en la lectura y el video sobre el Metro,
sustentan algunas relaciones como: [...] el tiquete doble lo quitaron porque generaba
pérdidas [...] o [...] los lugares turisticos, ayudan a que haya méas gente [...] o [...] el
retraso [en la construccion del Metro] influyd en el aumento de la deuda [...]. En las
discusiones sobre el contexto, los estudiantes comenzaron a reconocer intuitivamente
variables y las relacionaron, en este caso, como causa y efecto. Al abordar la tematica
sobre las ganancias, pérdidas, gastos, planes para los ingresos, los estudiantes
concluyen, entre otras cosas que “[...] las tarifas se sacan de los kilometros que hay de
recorrido y que dependen de las distancias [...]” Con respecto a la velocidad del Metro
dicen: [...] Yo creo que depende de la cantidad de personas, si estd muy congestionado
como que disminuye la rapidez o si tiene mas vagones, o en las horas pico [...]. Ademas
[...] Yo creo que varia un poco, porque no va a tener la misma fuerza siempre con tanta
gente que con poca [...]. En consecuencia, al terminar el primer acercamiento al
contexto del Metro, los estudiantes comienzan a establecer argumentos sobre la
dependencia entre algunas variables que influyen en el funcionamiento y sostenimiento
de este sistema de transporte masivo, colocando en escena los saberes previos, aspectos

que fueron presentados en el capitulo anterior.

El acercamiento, que presentan algunos estudiantes al establecimiento de
relaciones mediante la comparacion de cifras (aritméticamente) y sucesos que son
consecuencia de otros, nos permite reconocer en ellos, algunos elementos importantes
en la transicion de los argumentos aritméticos a los algebraicos, aungue inicialmente de
una manera incipiente. Ademas, la aproximacion de las cifras que sugiere Jackobson, es
una caracteristica importante en el proceso pre-algebraico desarrollado en el transcurso
de los niveles de Educacion Basica y Media académica y que, a través de la historia, se

han identificado. Al respecto, Swafford y Langrall (2000), resaltan que:

[...] cada tarea representa una etapa en el desarrollo histérico del algebra:
calcular para casos especificos (pre-algebra), describir relaciones (algebra
retdrica), representar simbdlicamente (algebra sincopada/simbdlica), usar
ecuaciones (algebra simbolica) [...]. (p.213)

2L \/er anexo 5. Guia Uno.
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A pesar que esta investigacion se desarroll6 con estudiantes de once grado, no
observamos una correspondencia directa entre el surgimiento de las representaciones
algebraicas y el nivel escolar de los estudiantes, es decir, dichas representaciones
requirieron del desarrollo de diversas actividades en donde las conclusiones a nivel
algebraico no surgen de forma instantanea, al contrario los estudiantes recurren a la
retérica y al establecimiento de relaciones verbales y circunstanciales. A continuacion,
relataremos algunos elementos de influencia, en cuanto a relaciones entre variables y
constantes, desde la simplificacion de la situacion contextualizada y los aportes

propuestos en el proceso inicial a la modelacion.

5.1.1 Del reconocimiento de las cantidades de magnitud a la nocion de
variable

Para acercarnos a las nociones de variable y constante a través de las condiciones
de funcionamiento del Metro de Medellin, pedimos a los estudiantes que enumeraran lo
que se puede cuantificar en dicho Sistema. A partir de alli, los estudiantes comenzaron a
establecer ciertos atributos que se podian cuantificar (cantidades de magnitud), para
luego establecer la variacion o no, ademas de algunas asociaciones entre éstos. A

continuacion se muestran algunos apartes de las producciones escritas:
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lustracion 20. Produccion escrita de Andrey.
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En la gran mayoria de las respuestas se evidencia aspectos comunes como los
dineros que ingresan y salen, personas (empleados o usuarios) y algunos elementos
caracteristicos de este tipo de transporte (tiquete de ingreso). Entre todas las cantidades
mencionadas, se comenzo a establecer aquellos que cambian o no cambian; con ello, los
estudiantes tuvieron un primer acercamiento a las nociones que tienen ellos sobre los
términos de variable y constante (re-significacion de estos términos a la luz de la
situacion contextualizada). En el siguiente episodio se muestra una discusion sobre la
orientacion dada en la guia: “Teniendo en cuenta el listado anterior, clasificalas en
cantidades que cambian y las que no cambian”. A partir de este enunciado, los
estudiantes dieron algunas aproximaciones desde sus saberes previos y algunos analisis

que surgian de la situacion especifica abordada.

01. Galvis: ¢ Cambian y no cambian?...

02. Alex: Que cambian, yo creo que casi todas cambian, todas...

01. Investigadora: Todas cambian... jAlgunas de estas no cambian?

02. Galvis: Mantenimiento

03. Lindsay: Tal vez la que no cambiaria, pues seria el dinero que sale.

Por ejemplo: la reparacion, el mantenimiento, los
servicios prestados, deuda...

04. Investigadora: ¢ Por qué no cambian Lindsay?

05. Lindsay: No, yo no digo que no cambian, pueden que no cambien...

06. Alex: Mantienen una tendencia

07. Lindsay: Porque tienen que estar pagando algo equitativo, cada
mes

08. Galvis: A los empleados hay que pagarle

09. Lindsay: A un empleado se le paga un sueldo fijo. Seguro que a los

servicios, los buses que prestan ese servicio también les
pagan su parte y las deudas, supongo que tienen un total
de dinero establecido para poder pagar y asi acabar la
deuda, el dinero que sale podrian no estar cambiando.
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Mientras que el dinero que entra por los tiquetes y que
entra tal vez si, no todos los dias no siempre entra la
misma persona, no es el mismo nimero de persona.

10. Alex: Pero el dinero que sale, haber... por ejemplo de un
momento a otro, bueno no va a ser de un momento a otro
van a tener planeado, vamos a hacer un Metro Cable en
cierta parte, eso va a influir en el dinero que va a salir.

11. Lindsay: Por eso digo, puede que no varie, yo no estoy diciendo
que NO

12. Galvis: Tampoco va a ir la misma gente todos los dias

13. Alex: Si

Los dialogos que se establecieron dieron pautas para la descripcion de lo que

consideraban “variable” y “constante” y su posterior representacion matematica.

En el episodio anterior destacamos la idea de “mantiene una tendencia” tratando
de evitar una idea absolutista al “no cambia”, es decir, los elementos que se catalogaron
como “no cambian”, estdn sujetos modificaciones segin las circunstancias de la
situacion especifica y de los elementos que la influencian en determinado momento.
Aspecto que a nivel intra-matematico no se daria, ya que el modelo producto de un
problema, no tendria las condiciones de lo cotidiano ni lo circunstancial que lo
modifique o lo convierta en particular a la situacion. Bajo la mirada de lo contextual
(cotidiano y autentico para el estudiantes), Blum et al. (2007) proponen una de las
formas de concebir el modelo matematico como una particularizacion el cuales ilustra
los usos que son inutiles fuera del campo de la actividad particular del cual surgio. En
este sentido, la idea de modelar bajo contextos especificos de los estudiantes, requiere
de construir modelos que no se generalizan a otras situaciones, al contrario, se
establecen bajo condiciones y especificaciones propias en un momento y lugar
determinado, aspectos que los estudiantes establecen de manera natural, en este caso, su
cercania al Metro los ayuda a tejer argumentos, factores y condiciones Unicas para la

solucion (matematica o cualitativa) de la situacion.
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En los términos de las relaciones entre variables, la idea de “constante”, cuando
nos referimos a situaciones que no son simuladas, esta sujeta paradojicamente a la idea
de cambio, aunque este cambio sucede en intervalos de tiempo establecidos o
influenciados por lo social, comercial, empresarial, y otros aspectos temporales o
causales que rodeen la situacion particular. Por lo cual no podemos hablar, en este caso
particular del Sistema Metro, de condiciones o factores que permaneceran “constantes
absolutas” sino mas bien, de “constantes relativas”, abandonando de alguna forma, la
nocion de “constante” desde la idea “n0 cambia” definida desde las expresion con
tratamiento algebraico sin un contexto (Ejemplo: Establecer las variables y constantes
en la expresion 2x + 3 = y), enfatizando que se le llama constante a los términos
numericos (coeficientes de la expresion) y variables a las letras que asumen uno o

diversos valores segun sus relaciones.

Los estudiantes comienzan a describir la concepcién de constante desde la
situacion que estan analizando, empleando en su discurso el término “constante” como
algo que tiende al equilibrio; a continuacién Alex, Lidsay, Andrey y Galvis en su

discusion, expresan:

01. Investigadora: Los conductores ¢cambian o0 no cambian?

02. Alex: De pronto si hacen una estacion de alli a otra parte,

de pronto se necesitan mas

03. Investigadora: Y si no hacen ninguna estacion en cinco afos,

entonces ¢,qué pasa?

04. Alex: Yo creo que se va a mantener la tendencia, porque si
este no puede conducir, entonces contratemos otro,

pero va a estar como la misma cantidad.

05. Investigadora: Podemos hablar de que cambian o hay una tendencia
a cambiar

06. Galvis: Podrian cambiar

07. Investigadora: ¢,Cual de las dos? ¢Una tendencia a cambiar?
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08. Alex: A no, no una tendencia a cambiar no... que pueden
cambiar...dependen de esos factores hablando pues
del Metro que si contrata mas...

09. Galvis: Mas gente

10. Investigadora: Entonces una tendencia significaria que estd atado...

11. Alex: Si, a cambiar, que siempre va a cambiar

12. Investigadora: Que ¢siempre? o que puede cambiar

13.  Alex: Que va a mantener por ejemplo, en este afio van a
entrar dos, y el proximo afio otros dos y asi va a
mantener la misma cantidad por cierto tiempo

14. Lindsay: Como que va a tener cierto equilibrio, pero no
siempre va a ser la misma cantidad

15. Investigadora: Entonces, ¢qué es variable y qué es constante?

16. Galvis: Que varia, que cambia

17.  Andrey: Que tiene cambios

18. Alex: Constante es como que mantiene una tendencia...

19.  Andrey: En términos matematicos, que mantiene su precio

20. Galvis: Como que sigue igual

Como parte del trabajo de campo en el contexto del estudio, los estudiantes
prepararon una exposicion para dar a conocer a algunos miembros de la comunidad
educativa y del grupo de investigacion sus hallazgos, frente a la situacion particular de
conveniencia o no de utilizar el Sistema Metro como un medio de transporte usual. En
esta exposicion, Jackobson, manifestd la relevancia que tuvo para él la nocion de

constante, y expresa:

Yo quiero mencionar un aspecto importante, un problema que no tuvo solucion hasta
que llegd el complemento del grupo, que fue qué era constante, sabemos que todo
cambia y se llegd a la conclusion que la constante en la realidad es la tendencia al
equilibrio. (Jackobson)

Dado nuestro interés en investigar un poco mas y asegurarnos de que este
estudio, a futuro, abre posibilidades para desarrollar otras investigaciones y aunque no

fuera parte de nuestros objetivos propuestos, hicimos a una entrevista final, en la cual se
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planted una situacion de analisis con respecto al cobro de los servicios publicos,
retomando las relaciones entre “variables” y “constantes” en un analisis especifico. En
esta entrevista, se retomo nuevamente la nocion de “constante” como la tendencia al
equilibrio, reiterando lo dicho en anteriores actividades orientadas por situaciones

auténticas. En el siguiente episodio los estudiantes emplean dicha nocion para establecer

relaciones entre variables y constantes de forma retérica o discursiva.

01. Investigadora: ¢Cuales en esas circunstancias serian variables y cuéales
constantes, 0 no habria constantes?

02. Alex: El estrato seria constante

03. Investigadora: Dependiendo de la persona, o sea constante en ¢ que?

04. Investigadora: En esa zona.

05. Alex: En esa situacion

06. Investigadora: Pero en el tiempo seria que

07. Galvis: Variable

08. Investigadora: Variable, afio tras afio como lo habiamos hablado. Y los
otros

09. Investigadora: O sea que el consumo siempre va a ser variable

10. Alex: En ciertos casos, si se mantiene la misma cantidad de
electrodomésticos, las mismas personas

11. Lindsay: No, casi siempre es mas o menos. No es exacto, un
célculo mas o menos de lo que va a llegar

12. Investigadora: Recordemos que es constante entonces para ti Hector

13. Lindsay: Una tendencia al equilibrio

14. Alex: Mantener constancia

15. Alex: Pero

16. Galvis: Que nunca cambia determinado largo tiempo

17. Investigadora: Eso seria constante, ¢cierto?

18.  Investigadora: Entonces a nosotros nos llega una cantidad especifica,
esa cantidad depende de qué o no depende de nada

19. Galvis: Del estrato y del consumo
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El término “constante” fue una nocion que se describié en varios momentos de
la investigacion desde el contexto del Metro de Medellin, y que por su relevancia en el
discurso de la relacion entre variables, se destaca en este estudio como elemento
matematico re-significado desde un contexto no simulado y contextualizado a lo que

enfrentan los estudiantes en su cotidianidad.

En general, en el episodio y en otros espacios los estudiantes observan la nocion
de “constante” desde una situacién no simulada como una manera de simplificar un
conjunto de comportamientos que aunque varian, no representan cambios significativos
en las relaciones del modelo; al contrario la nocién de variable, la cual es presentada
bajo los términos clasicos e intuitivos de “variar o cambiar” notandose la ausencia de
una significacion desde lo algebraico. En este sentido, es relevante mencionar que el
término variable en el algebra escolar, se constituye en una de las nociones que mas
dificultades presenta a la hora de emplearla en diferentes contextos. Al respecto,

Morales y Diaz (2003) escriben:

El no reconocer las diferencias que caracterizan los distintos usos de la
variable se torna frecuentemente un obstaculo que bloquea el aprendizaje
de la matematica. En otras palabras, los estudiantes no solo deben
aprender a trabajar con muchos tipos de simbolos literales en un
problema, sino que deben aprender que un simbolo literal puede asumir

mas de un papel dentro de un problema dado. (p. 110)

En el estudio de las relaciones entre cantidades de magnitud, el proceso de
construccion de la nocién de variable ha pasado por diversas concepciones, segun sus
usos y sus caracteristicas en determinados contextos matematicos y no matematicos. En
particular desde la situacién planteada, las variables y sus respectivas representaciones
simbolicas correspondian especificamente al Metro de Medellin, en otro contexto sus
asignaciones y relaciones no tendrian significacion. En este sentido, Rojas et al. (2002)

puntualizan cuatro caracteristicas asociadas a la variacion:

- La variable pertenece siempre a un universo, y desde él debe ser

interpretada.
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- El significado de variar que se le adjudica a la variable,
corresponde al hecho que ella es representacion, indistinta y

simultanea, de los distintos individuos que conforman su universo.

- Aparece siempre haciendo parte de una expresion, que da cuenta
de la relacion de dependencia que se desea destacar entre los

individuos de un universo.

- El universo al que pertenece la variable, sin ser tiempo, esta
implicitamente connotado en éste. En otras palabras, el tiempo se
imbrica al universo de la variable, ajustandose a su cardinalidad y

a su estructura.

Teniendo en cuenta las anteriores caracteristicas, podemos decir que la idea que
tienen los estudiantes de variable y las relaciones que puedan establecer entre ellas,
estdn asociadas a la nocion de cambio, enmarcado en el tiempo y en la idea de
dependencia; bajo estos criterios, es claro cuando en el Gltimo episodio mencionado, los
estudiantes establecen que el cobro de los servicios publicos depende del consumo y del
estrato, de igual manera aseguraron que los ingresos dependian de la tarifa y del nimero

de personas, aspecto que se analiza mas adelante.

Desde los andlisis de la nocion de “variable” dentro de una relacion verbal y
matematica, exponemos a continuacion como se evidenciaron estas nociones en el

transcurso de trabajo con los estudiantes:

1. La variable y la constante surgieron como una matematizacion de las cantidades

de magnitud involucradas en una situacién en contexto.

2. Establecimiento y diferenciacion de las cantidades de magnitudes cambiantes y

no cambiantes.

3. Identificacion y asignacion de las variables en las relaciones establecidas entre la
situacion real y algunas relaciones matematicas de proporcionalidad (necesidad
de representarlas de manera verbal y cualitativa, con el empleo de algunos

calculos aritméticos.
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4. Utilizacion de simbolos convencionales como una forma de representar la

“generalidad” de las cantidades de magnitud.

5. Realizacién de reflexiones sobre el dominio de la variable.

En estos cinco momentos se evidencia la conformacién de un posible proceso

por el que transcurre la nocion de variable y co-existe con otros subprocesos, mientras

se desarrolla el proceso de modelacion. Este proceso es evidenciado nuevamente por los

estudiantes en la ultima entrevista? cuando se enfrentan con un contexto diferente al

Metro de Medellin, los planes de celulares, al solicitar a los estudiantes que tomaran la

eleccion por el plan mas econémico. Los estudiantes comenzaron, igual que en las otras

actividades, a establecer relaciones entre variables de manera cualitativa, aspecto que

evidenciaremos en el siguiente episodio:

01. Jackobson:

02. Wilhelm:

03. Investigadora:

04. Sandro:

Yo empezaria buscando los operadores, es decir, bueno yo
ya conozco mis necesidades, ya sé qué necesito, entonces
buscar operadores a ver cuél me sirve mas. Y obviamente
yo pongo las condiciones a partir de ahi.

El promedio de los minutos que gasta al mes o que cree que
va a gastar

Escuche la pregunta: Necesitamos seleccionar un plan
postpago que sea el ma&s econémico y que mas nos
favorezca. ¢ Qué aspectos tendriamos que tener en cuenta
para evaluar o elegir el plan?

Las necesidades que tiene la persona que lo quiere
adquirir ¢no? Puede necesitar mas mensajes de texto o
puede necesitar mas minutos o los dos.

En consecuencia con los resultados de los estudiantes en diferentes situaciones

(Metro de Medellin, cuenta de servicios publicos, plan de celulares) recurren

inicialmente a la descripcion de relaciones cualitativamente, haciendo énfasis en las

necesidades y factores que influencian cada situacion, no hay una conexion directa con

una expresion matematica que calcule la cantidad ahorrada, es decir, comienzan con un

22 \/er anexo 3. Protocolo de entrevista final.
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analisis de la situacion y de otras condiciones que las afectan o la influencian al

momento de determinar la posible solucion a la situacion planteada.

De forma similar que en el contexto del Metro, los estudiantes en la entrevista
final, evidenciaron la seleccion de variables y constantes, como elementos de analisis al

momento de proponer un posible modelo que describa la conveniencia de un operador u

otro. En el episodio podemos constatar lo expresado anteriormente:

01. Sandro: En el de [operador] Tigo los precios van a ser iguales, sea
para el mismo operador u otros operadores, pero va a ser
menos minutos, en cambio acé tendriamos que buscar dos
valores, esto con los otros operadores y con el mismo
operador. O sea que para calcular mas o menos,
tendriamos que gastar todos esos minutos en el mismo
operador o en otro operador.

02. Investigadora: No da la opcion de repartir, es decir, matematicamente
¢como lo estableceriamos?

03. Sandro: ¢Para repartirlo?

04. Wilhelm: Hay que tener lo que usted dijo, las variables y las
constantes. Las variables son los precios.

05. Jackobson: Y los minutos

06. Wilhelm: Los minutos también son variables. ¢Cuales son las
constantes?

07. Jackobson: Los precios, los precios de los minutos, $249 no sube

08. Wilhelm: Por ejemplo para Tigo las constantes serian los precios y
las variables serian la cantidad de minutos, porque ya
variaria.

09. Sandro: En movistar, la constante seria la carga inicial, porque no
la vamos a cambiar

10. Investigadora: Y el valor de los minutos ¢nho seria constante aqui
también? ¢ Por qué cambiaria aqui?

11. Wilhelm: Estos precios son constantes...

12. Investigadora: Para todos... ;para los tres operadores?

13. Wilhelm: Bueno para cada operador es constante, obviamente no
son equivalentes

14. Investigadora: Entre ellos tres...

15. Wilhelm: Pero son constantes

16. Investigadora: En si, son constantes
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17. Wilhelm: A menos que los cambien, los suban o que los bajen

18. Sandro: En el plan de Movistar, no va a ver una constante entre
estos dos

19. Investigadora: Pero, si yo voy a llamar a un operador, ¢va a ser diferente
cada vez que llame a este operador?

20. Sandro: A no, va a ser una constante...

21. Investigadora: Cuando vaya a llamar a un fijo o Movistar ¢va a ser
constante o variable?

22. Sandro: Va a ser el mismo, pero yo estoy hablando es de que si
vamos a buscar que sean constantes estos dos, eso no
puede ser.

En general, con el propdsito de establecer condiciones, caracteristicas y factores
en la construccion de una respuesta argumentada para tomar la mejor decision con
respecto a un contexto auténtico, el espacio escolar se convirtio en un ambiente
académico de discusion donde objetivo fundamental era establecer variables, constante
y relaciones intuitivas basadas en las situaciones reales y escenarios vividos desde lo
cotidiano. Tales aspectos influenciaron las nociones matematicas que los estudiantes ya
habian interiorizado en otros cursos de la basica secundaria, mediante sus acercamientos
numéricos y mas adelante algebraicos. Aspectos que se evidencian en el anterior
episodio, en las lineas de la 02 a la 15, donde los estudiantes establecen las relaciones
existentes en el contexto auténtico y hacen las correspondencias de una manera

significativa y con sentido al retomar las nociones matematicas.

5.1.2 Acercamiento a la idea de relaciones entre variables

Luego del reconocimiento de lo “variable” y lo “constante” de manera
cualitativa o retdrica los estudiantes evidenciaron haber percibido cierta “dependencia o
correlacion” entre las variables; por ejemplo, “el dinero [que ingresa al Metro] es
variable porque depende de los pasajeros”. Con el animo de comenzar a describir esa
“correlacion o dependencia”, los estudiantes recurrieron a un acercamiento numerico,
mediante un analisis de cudles de las condiciones y factores que se pueden cuantificar,
cambian o no, y como lo hacen, la primera aproximacién que pudimos encontrar en los
estudiantes fueron de tipo verbal, expresando algunos comportamientos de tipo

proporcional y ejemplificaron con algunos datos numéricos.
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Con la intencion de cuantificar estas relaciones pedimos a los estudiantes que

completaran una tabla®, siguiendo algunas orientaciones. A continuacién presentamos

una de las tablas elaboradas por los estudiantes (la de Alex), donde procedimentalmente

encuentran los ingresos, teniendo en cuenta algunos elementos que intervienen como el

namero de pasajeros Y las tarifas de cada opcidn de transporte.

Nomero | Tarifa:_ Bus Tarifa: Sercillo Tarifa:_Eventhiq)
de $ 4400 $ 4280 $  18¢0
VIajeros Ingreso 1 Ingreso [0 Ingreso III

1 1400 1580 4ECO

2 DELD . 3400 2000

3 4200 HEEQ 4500

Y 5(.0q 200 000

5 £000 1450 4500

llustracion 21. Tabla presentada por Alex para registrar las diferencias en los ingresos del Metro con

diferentes tarifas.

Desde el andlisis de la tabla, los estudiantes establecieron los factores que varian

0 no varian, Alex responde:

by

¥ MY W

TeEDoS

« MG YO Loy

NGOG A e e

Jawvs fn

lHustracion 22. Clasificacion de cantidades variables y constantes por parte de Alex

El episodio anterior, nos lleva a analizar algunos de los procedimientos que

siguieron los estudiantes al determinar las relaciones generadas por los datos de la tabla.

Hubo quienes enunciaron correlaciones cualitativas, para posteriormente establecer

regularidades a través de un conjunto numérico de datos obtenidos y partir de alli,

enunciar ciertas relaciones cualitativas entre ellas; por el contrario, otro estudiante, usé

un patron lineal (y = mx) vy, a partir de ello, usé los datos de la situacion para

identificar el valor del pardmetro m o la constante. En el siguiente episodio se evidencia

2% \er anexo 5. Guia Uno (momento dos)
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el proceso para el establecimiento de relaciones de dependencia entre los ingresos, el

namero de viajeros y el precio de un tiquete, mediante una ecuacion lineal®.

01.

02.
03.
04.
05.

06.

07.

08.

09.
10.
11.
12.

Investigadora:

Alex:
Investigadora:
Alex:

Jackobson:

Investigadora:

Jackobson:

¢Que relacion establecen entre las variables y las
constantes que se establecieron desde la tabla
(Variables: Numero de pasajeros e ingresos -
Constantes: Tarifas)?

Los ingresos dependen del nimero de viajeros.

¢ Queé significa la palabra dependencia?
Que estan sujetos...

Seria aplicado a la matematica, *y” serian los
ingresos y “x” el numero de viajeros.

¢Como relacionas las dos variables? entendiéndolo
como que son dependientes, es decir las que tu

“_ . »

nombras “x” e” y”. O ya esta dicha la relacion con
solo nombrar a “x” y a “y”, ya que usted la quiere
expresar matematicamente.

y = k, que es la constante por x, k siendo el precio o

la constante

y:

2. f e AT :_'F;',":_-‘Ef’? —=£ ..r”i;t
=2 _—.-_.f.-".?ﬁl"l'f"'}_ﬂ_ﬁ
X = &= cfg:.;:‘crwl’

T (D - praciclce
Ol=Fx > Koprosi=s
2FO0 = 7400 =2

— - - R '

i
T

140D =2

Investigadora:
Lindsay:
Investigadora:
Jackobson:

Investigadora:

Ustedes estan de acuerdo con esa relacion, ¢cémo me
podrian demostrar que eso es verdad?
Poniendo valores...

¢ Como cuales?
2800 es igual a 1400 por 2

Ese es el Unico ejemplo...

** Las imégenes del episodio, son tomadas de los registros fotograficos del tablero, como
producto del proceso de dialogo y socializacién de aspectos generales, hechos algunas veces por las
investigadoras y en otras por los estudiantes.
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13.
14.
15.
16.
17.

18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.

31.
32.

Andrey

Investigadora:

Andrey:

Jackobson:

Investigadora:

Jackobson:

Investigadora:

Jackobson:

Investigadora:

Jackobson:

Jackobson:

Investigadora:

Jackobson:

Investigadora:

Investigadora:

Alex

Investigadora:

Alex:

O “y” es igual a 1400 por dos

Lo resuelvo y me ¢daria? 2800

¢Seria el unico ejemplo o habra méas?

Si “x”" es una variable, es porque “x” va a variar

¢ Qué otras relaciones podriamos establecer alli entre
variables y constantes?
Podriamos despejar

¢ Qué despejaria usted?

La constante

“v”esiguala “y” sobre “x”

Diganme un ejemplo

2800 dividido 2

Eso me da... otro ejemplo

5600 dividido 4

Eso me va a dar también 1400...que es la constante
Hablemos en términos del ejemplo, los ingresos...
Los ingresos dividido el nimero de viajeros...

Da 1400 que seria

La constante

Investigadora:

Alex:

... Entonces es una relacion matematica. ;Por qué?

Porque se expresa por medio de valores y operaciones
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33.

34.
35.

36.
37.
38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,
45.

46.
47.
48.

49.
50.

Investigadora:

Alex:

Investigadora:

Jackobson:

Investigadora:

Jackobson:

Investigadora:

Jackobson:

Investigadora:

Jackobson:

Investigadora:

Lindsay:

Investigadora:

Jackobson:

Investigadora:

Alex:

Investigadora:

Jackobson:

Si aumenta una necesariamente ¢tendria que aumentar
la otra? O una puede aumentar y la otra disminuir

Para mantener el equilibrio...la misma constante

O sea que para mantener esa constante, qué pasa con
los ingresos y el nimero de viajeros

Tienen que ser directamente proporcionales
¢ Qué significa que sea directamente proporcional?

“ . .

Si “y” avanza es porque “x” aumenta, si “x’’ aumenta

2

es porque "y aumenta

Esa es la Unica condicion para que sean directamente
proporcionales, si una aumenta la otra también...

Y si la una disminuye la otra también tiene que
disminuir

O sea que si yo arriba 10.000 y abajo 4, en la otra
pongo 20.000 y en la de abajo 6, asi cumple... Las dos
estan aumentando

No, no cumple
¢Por qué?
Porque la constante no seria la misma

Entonces, ¢qué condicién tendria que cumplir la
proporcionalidad?

Que se mantenga la constante
¢Y cdmo se mantiene la constante?

Que las dos variables si sean dependiente, que una
dependa de la otra.

¢ COmo representarias estas variables?

Con una funcion lineal... en el plano cartesiano
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Jackobson al establecer el dominio de lo que él denomind una funcion,
especifico que debian ser los Naturales, porque este sistema numérico es el apropiado
para expresar los valores discretos como el nimero de personas, precios e ingresos
(contexto auténtico). Se descartd desde el contexto que estabamos abordando los
nameros Reales, ya que no es posible expresar media persona o raiz de 1400 como el
valor del tiquete. Algunos de estos anélisis se ven en el siguiente dialogo.

01. Jackobson: Primero hay que decir que el dominio, son los reales
positivos.

02. Investigadora: O sea que ahi puede estar raiz de tres, puede estar un
medio o0 puede estar 3,89453 [Jackobson, cambia el
dominio y le coloca el conjunto de los numeros Naturales]

03. Investigadora: ¢Por qué lo cambiaste Jackobson?

04. Jackobson: A los naturales...
05. Investigadora: ¢Por qué?
06. Jackobson: Porque no hay medias personas y asi...

07. Investigadora: Pero, matematicamente si no estuviéramos hablando del
contexto del Metro, si podriamos colocar este dominio
(reales)

08. Alex: Si, depende de lo que se esté hablando.

El trabajo matematico que se evidencia en los anteriores episodios, son una
muestra de las diversas formas de darle sentido, desde lo cotidiano, a algunas relaciones
matematicas que se establecen en un proceso verbal y circunstancial, para luego
incorporar nociones que intervienen en la construccion de conceptos, en nuestro caso,
los términos de variables y constante dentro de unas relaciones de dependencia.
Particularmente, la modelacion matematica, desde el contexto educativo, ha evidenciado

un cambio reciente en cuanto a sus usos, acentuandose la tendencia hacia los procesos
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de traduccion y no solo el trabajo con los modelos confeccionados, dando prioridad a las
construcciones que posibilitan el acercamiento a las nociones que se abordan en la

escuela secundaria.

3

Estas maneras de establecer las relaciones entre las cantidades “variables” y
“constantes” dieron origen a dos subcategorias en este estudio, a saber: Relaciones de

generalizacion y Relaciones funcionales, de las cuales presentaremos a continuacion.

5.1.2.1 Relaciones entre variables a través del proceso de Generalizacion

Describimos esta categoria con base a lo inductivo, comienza con casos
particulares y luego evidencian algunos niveles de generalizacion, es decir, hay
procedimientos que sélo se emplean en una situacion particular, pero no se utilizan en
otra, de igual forma. En ocasiones se establece una relacion aritmética s6lo de manera
retorica y luego se establece una ecuacion que generaliza los valores o cantidades de
magnitud aritméticas, en la cual las variables son herramientas que facilitan ésta

descripcion en términos algebraicos.

Este nuestro caso de analisis de relacion entre cantidades variables y constantes,
se evidencia como Andrey establece relaciones aritméticas para acercarse a la
estimacion del ahorro en determinado nimero de viajes teniendo en cuenta la siguiente

orientaciéon®;

Unos estudiantes averiguan que el tiquete estudiantil les permite a los jovenes
del Sisben y de estratos 1, 2 y 3 movilizarse hacia sus instituciones educativas y que con
el tiquete estudiantil el valor del pasaje en el bus es de $700 y en el Metro es de $ 735. Y
realizan los siguientes gréficos. ¢En cual de las dos modalidades un estudiante podria

ahorrar mas dinero?

En la llustracion 23, Andrey muestra las operaciones y resultados que deduce a
partir de las graficas, pero no expone la respuesta a la actividad, se limita a comprobar
los datos que aparecen en las gréficas, sin realizar un analisis de las diferencias en los

valores y en la forma cémo se pueden relacionar.

%% \er anexo 8. Guia Cuatro. (Actividad y las graficas de analisis).
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lHustracion 23. Andrey establece procedimientos aritméticos segun los datos de la grafica proporcionada

En estos procedimientos los estudiantes evidencian el tanteo y la utilizacion de la
aritmética para llegar a establecer un dato o una respuesta contextualizada. Debemos
observar que el proceso se desarrolla a niveles aditivos y multiplicativos, no se recurre a
ninguna ecuacion para llegar de forma simplificada a la respuesta. En términos de
Kieran (1995) se hablaria de una perspectiva procedimental, entendida como el conjunto
de todas las operaciones aritméticas que se hacen sobre nimeros para obtener como

resultados nimeros.

Ademas, es importante apuntar que los procesos algebraicos, tienen bases en la
aritmética, y es por medio de ésta que los estudiantes van construyendo las formas en
que se relacionan los elementos que intervienen en las situaciones que son analizadas, ya
sea simuladas o desde contextos auténticos. Al respecto Kieran y Filloy (1989)

puntualizan que:

Los adolescentes, al comenzar el estudio del &lgebra, traen consigo las
nociones y los enfoques que usaban en aritmética. Sin embargo, el algebra
no es simplemente una generalizacion de la aritmética. Aprender algebra
no es meramente hacer explicito lo que estaba implicito en la aritmética.
(p. 229)

Teniendo en cuenta estas palabras de Kieran y Filloy, resaltamos que los
estudiantes que participaron en este estudio son de once grado y por tanto ya han
abordado previamente el estudio del algebra; sin embargo, consideramos que en algunos
casos, los acercamientos algebraicos que han tenido no han sido suficientes para los

estudiantes (con excepcion de Jackobson y Wilhelm). En el siguiente didlogo, los
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estudiantes reconocen algunas relaciones establecidas desde lo aritmético y el analisis de

datos desde la tabla que elaboraron:

01.

02.
03.
04.
05.
06.
07.
08.
09.
10.
11.

12.

13.
14.
15.
16.

17.
18.
19.

Andrey:

Investigadora:

Andrey:

Investigadora:

Andrey:

Investigadora:

Andrey:

Investigadora:

Andrey:

Investigadora:

Galvis:

Investigadora:

Alex:

Investigadora:

Alex:

Investigadora:

Alex:

Investigadora:

Alex:

Se gana mas con el sencillo... hay una diferencia de $250
que si lo paga con el sencillo y la civica eventual
Con una persona hay una diferencia de...

$50

Con dos personas

De $100

Con tres personas

$150

¢ Que va pasando ahi?

Se va aumentando de 50 en 50 pesos
¢ Qué pasa ahi, entonces?

Mientras mas tiquetes sencillos vendan mas sube el precio,
0 sea mas ingresos para el Metro

¢De qué depende que el Metro elija una u otra tarifa para
que le ingrese mas dinero?

De la cantidad que mas utilice ese tiquete

¢De la cantidad de persona?
Si

Por ejemplo si yo digo que esta vale $1550 y esta vale
$1500, vale mas la de $1550, no me interesa saber cuantas
personas entren ¢si serd posible que se pueda estimar asi
que se gana mas dinero?

No porque pueden entrar mas de las de $1500 y ganar mas

O sea que ustedes creen que eso determina la ganancia

Si la cantidad de personas

Las relaciones o correlaciones que se establecen

inicialmente son de

proporcionalidad directa, donde se describe en términos retdricos algunas caracteristicas

regulares, no hay una conexion con el parametro matematico (pendiente) en la relacion

y = m(x) de forma directa o simbolica, aspecto que se retoma en otras situaciones
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como la planteada en la ultima entrevista sobre la cuenta de los servicios publicos,
donde identifican de forma similar la dependencia del cobro en términos de estrato y

consumo, Galvis expresa:

01. Investigadora: Entonces a nosotros nos llega una cantidad especifica,
esa cantidad depende de qué o no depende de nada.

02. Galvis: Si, del estrato y del consumo

El algebra como proceso de generalizacion presenta un nivel mas avanzado, pues
no se limita a desarrollar operaciones o relaciones a nivel discursivo, sino que determina
la nocion de variable como generalizacion de un patrén, donde los numeros y las
variables son asumidas como letras para establecer relaciones utiles en la descripcion

del fendmeno o situacion abordada. Swafford y Langrall (2000) dicen que:

[...] generalizar una situacion problema es identificar los operadores y la
secuencia de operaciones que son comunes a los casos particulares, y
extender esto al caso general. La generalizacion de una situacion
problema se puede presentar verbal o simbdlicamente utilizando variables.
Cualquiera de estas dos se consideraria una representacién de la situacién
problema. (p.206)

En general, los estudiantes procedieron de las dos formas, unos de forma retorica
y un estudiante en especial, plantea procedimientos mas elaborados a nivel de relaciones
algebraicas. En el desarrollo del analisis de los ingresos que obtiene una determinada
estacion por concepto de tiquetes, pedimos a los estudiantes que resolvieran la siguiente
situacion idealizada, teniendo en cuenta la tabla citada anteriormente, esta dice: Si en
una hora, ingresan 612 viajeros en la estacion Acevedo, ¢Cuales serian los ingresos
recaudados por el Metro, teniendo en cuenta las dos tarifas de la tabla? Escribe los

procedimientos.

En el siguiente esquema mostramos los procedimientos de Jackobson, quien
presenta argumentos algebraicos para responder la situacion, mientras los demas se

acogen al esquema propuesto por él.
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lHustracion 24. Procedimientos algebraicos propuestos por Jackobson

Es claro en este procedimiento que Jackobson se encuentra en un nivel diferente
al retérico, sus argumentos no necesitan la elaboracién de operaciones basadas solo en la
aritmética o relaciones verbales, él presenta una ecuacién que representa un esquema
lineal y realiza reemplazos numéricos para establecer una respuesta al enunciado. Bajo
este esquema procedimental, “Las representaciones algebraicas se tratan como
enunciados generalizados de las operaciones aritméticas; es decir que se trabaja en
términos procedimentales en donde los valores numéricos se sustituyen por expresiones

algebraicas para obtener resultados especificos.” (Kieran, 1995)

En los anteriores esquemas de procedimiento establecemos caracteristicas
esenciales como la traduccion y el empleo de variables implicitas o explicitas como
recurso en las elaboraciones matematicas que responden a ciertos fendmenos o
situaciones que se pretenden solucionar desde lo cuantitativo. En la ecuacion y = k(x),
Jackobson establece parametros claros desde su tabla (k;= 1500 y k,= 1550), y asume la
“x” como un numero variable, donde esta letra no asume un valor especifico, sino la
totalidad de un conjunto (dominio de la variable). En este sentido la letra es tomada

como numero generalizado. (Rojas et al. 2002)

En consecuencia, la modelaciéon de situaciones cotidianas debe conducir a la
elaboracion de modelos ya elaborados a nivel matematico, pero que son particulares y
que posiblemente re-significados bajo el contexto estudiado, al respecto Blum et al.
(2007) puntualiza que los métodos matematicos se utilizan para averiguar los resultados
matematicos, relevantes a las preguntas que se presentan de la traduccion del problema
del mundo real. Tales métodos incluyen la deduccion légica de asunciones matematicas,

utilizacion de resultados tedricos dentro de asuntos matematicos, solucionando
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ecuaciones, realizando la manipulacion simbdlica o computos numéricos, estimando los

pardmetros, realizando la prueba, la simulacion estadisticas etc.

5.1.2.2 Relaciones entre variables: un acercamiento funcional

Esta segunda subcategoria se centra en la concepcion de las relaciones entre
variables miradas desde lo funcional e inmersas en un contexto® diferente al Metro,
pero cercano Yy significativo para los estudiantes. Desde esta situacion pudimos
establecer argumentos mas elaborados a nivel de relacion entre variables. A
continuacion se especifican algunos los procedimientos en los que Jackobson describe,
mediante funciones, la representacion de su respuesta frente a la seleccion de un

operador determinado.

Jackobson plantea en primer lugar la tabla de los planes, indicando el valor del

minuto al mismo y otros operadores, ademas del valor de la carga inicial.
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lustracion 25. Jackobson representa los datos mediante una tabla (organizacion de datos)

Luego plantea un grafico de comparacion de los comportamientos de los tres
planes con relacion entre el nimero de minutos y el valor por minuto, segun el operador.
La representacion grafica muestra como la variabilidad de los operadores de Comcel y
Movistar no son las opciones que ejemplifican economia con respecto al tiempo
(minutos) y el costo del minuto. De esta manera, es importante resaltar que el modelo
gue se presenta a continuacién, es sustentado bajo la idea grafica. En términos de
Blazquez (2006):

%6 \er anexo 3. Protocolo de entrevista tres. Contexto especificado en la entrevista final sobre los
operadores de celular
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Las graficas de las funciones, que se trabajan desde niveles muy basicos
en la ensefianza, sobre todo en lo que se refiere a su lectura e
interpretacion, nos permiten seguir la evolucion de estos fendmenos de

forma global y muy intuitiva. (p. 69)

Desde estas palabras, la idea de las graficas en la explicacion del modelo que
propone Jackobson para sustentar cudl de las opciones de operadores celulares es mas
econémico, nos muestra el nivel de abstraccion y correlacion entre la idea de funcion
como relacion algebraica y la funcion en términos de Sierpinska (citada en Garcia y
Montiel, 2007) como “vision sintética” identificada como representacion en el plano,

pensadas como objetos geométricos y clasificadas de acuerdo con la forma de éstos.
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llustracion 26. Las gréaficas muestran las variaciones de los planes.

En el proposito de establecer las relaciones entre variables propone las siguientes

restricciones y expresa las relaciones de modo funcional.
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lustracién 27. Esquema funcional que representa los gastos en los operadores.
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Para justificar las restricciones que realizd, mostramos algunos apartes de las

discusiones.

Jackobson: Para Movistar, f(M) es igual a 199 por x, donde x son los minutos que se
gasten para Movistar, ¢cierto? Mas 319 por y, y es minutos gastados a otro operador. Y
la restriccion, si es para el mismo Movistar, tiene que ser hasta 251 minutos, siempre y
cuando no llame a otro operador. Y si llama a otro operador, 156 minutos maximos,
mientras no llame a Movistar.

En esta explicacion traduce la carga inicial en términos de minutos que se puede

gastar con esa carga, especificando cuando se llama a otro operador. Pero se le solicita

que exprese estas restricciones no como cantidad de minutos, sino como representacion

de dinero, en este sentido, se construye los siguientes argumentos:

01.

03.

Investigadora:

02. Jackobson:

Investigadora:

Si quisiera colocarlo como gasto o dinero que me va
influir o no para establecer que uno es mas barato que
otro, ¢como lo incluyo en la expresion matematica?
Para gastos, entonces queda...

Sabemos que esto [muestra en el papel la ecuacion que
escribid] es para gastos, o sea, es lo que me va a costar.

¢ Qué faltaria ahi? El le pone una restriccion pero a la(x)
y a la (y), que son los minutos, la pregunta es ¢ Como
hacemos para incluir la carga inicial, no como minutos
sino como valor o como dinero que yo debo poner en
cada uno de esos planes, si voy a acceder a ellos? Porque
los minutos ya serian con el tiempo que yo diga a no
hasta 50, pero ahi como incluyo el dinero de los 2500 que
gasté o los 10.000 o los 50.000.

En el siguiente aparte, Jackobson presenta una expresion que presenta algunos

errores y por tal razén mediante preguntas, llegamos a la propuesta de una expresion que

se ajusta a la inclusién de las cargas iniciales como dinero. Al respecto se discute:

01. Jackobson:

02.

Investigadora:

Si es Movistar, esto es 50.000 que es igual a 119(x)+
329(y)

Estan de acuerdo con eso. Gasté a otro operador 15
minutos. ¢ Como me comprueba cuanto gasté?

En el planteamiento de lo anterior, Jackobson desarrolla un reemplazo de los

valores que le dimos (4 y 15 minutos respectivamente), en consecuencia y como

148




resultado de la confusién para la explicacion, plante6 la otra expresidn que sustenta bajo

los gastos:

10 (8) ¥ 349(15) & 50000 Wm@-(m@*w@;)
19619985

55%1 5000 b) Fum cioN L\MEAL

a)
llustracion 28. a) Reemplazo de valores para una posible validacion b) Planteamiento de una nueva expresion

Jackobson, dice que la expresion o funcion que propone no le produce los gastos,
sino el dinero que queda, para apoyar esta afirmacion, presentamos el siguiente dialogo:

01. Jackobson: Entonces ya no le darian los gastos, sino lo que le queday
asi era como la tenia. 50.000 menos 119(x) + 319 (y)

02. Investigadora: Podria ser. Esas ya serian las restricciones. Pero si yo
tengo una expresion que me diga, esto me gasté y esto me
falta, es diferente a decir que este es menor o igual que
esto, no tiene que ser este valor exacto sino todos los
valores menores que 50.000, por ejemplo.

03. Jackobson: Entonces tiene que ser f(M) igual... entonces estariamos
calculando lo que le queda... le daria ese calculo

04. Investigadora: Podria ser, uno podria calcular esas dos cosas ¢ Cuénto
gasto y cuanto le queda de recargo?

05. Jackobson: 50.000 menos 199(x) mas 319(y)

Desde esta categoria de las relaciones funcionales, podemos reconocer elementos
mas sofisticados en el planteamiento de expresiones que calculan aspectos como lo son
costos 0 gastos y los saldos, identificandolos como fundamentos de la economia
personal y familiar, bajo los contextos reales de cercania y significado auténtico para los
estudiantes. Visualizado de esta manera, Jackobson presenta un mayor manejo de la
simbolizacion y de modelos de representacion, con respecto a la utilizacion de un
lenguaje algebraico mas formal, manifestando una nocién mas definida sobre la letra
asumida como variable en el contexto de lo variacional o funcional, presenta un proceso
de construccion algebraica, identificado elementos descriptivos de la nocion de “rango”

dentro de un conjunto de valores que determinada variable puede tomar, resaltando la
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coherencia de los intervalos con el analisis de la situacion real. Bajo esta significacion,
Kichemann (1978 citado en Rojas et al. 2002) define: “Letra como variable. La letra
representa un rango de valores y el muchacho es capaz de describir el grado con el cual

los cambios en un conjunto se determinan por los cambios en otro”. ( p. 26)

La construccion del pensamiento variacional requiere de los estudiantes una
preparacion de los procesos aritméticos y algebraicos desde los primeros afios de
escolaridad, preparacion que debe ser apropiada segln la madurez tanto cronolégica
como mental de los estudiantes y que, si se orienta desde sus experiencias cotidianas
como ejemplo de variabilidad, puede adquirir un significado en correspondencia entre lo
real y lo matematico. Desde esta idea de pensamiento variacional, el MEN (2004)

afirma:

Se plantea que en la vida préctica y el mundo cientifico, la variacion se
encuentra en contextos de dependencia entre variables o en contextos
donde una misma cantidad varia. [...] se asume por principio que las
estructuras conceptuales se desarrollan en el tiempo, que su aprendizaje es
un proceso que se madura progresivamente para hacerse mas sofisticado,
y que nuevas situaciones problematicas exigieran reconsiderar lo
aprendido para aproximarse a las conceptualizaciones propias de las

matematicas. (p.14)

5.1.3 El surgimiento de las relaciones entre variables en la delimitacion del
contexto

Al abordar las relaciones entre “variables” y ‘“constantes”, COMO nociones
primordiales para asumir la tarea de dar respuesta a la pregunta inicial sobre la
conveniencia 0 no de la utilizacion del Sistema de Transporte Metro de Medellin, y por
ser uno de los momentos esenciales en el proceso de modelacién, cuando se pasa de la
simplificacion a la matematizacidn, presentamos a continuacién la manera como se
condujo el proceso para la elaboracion de los argumentos mateméticos que se

complementa con los argumentos intuitivos y los andlisis circunstanciales.
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En la propuesta de qué tan conveniente 0 no es el sistema de transporte Metro
para ellos y para la ciudad, los estudiantes nombraron diferentes elementos
(cuantitativos) que intervienen en esta respuesta, tales como: el lugar con relacion a la
distancia, el precio del pasaje, el tiempo, la capacidad, el gasto de combustible,
economia, numero de paradas, frecuencia de abordar el Metro y velocidad. Ademas
sustentaron que para analizar ésta conveniencia era necesario comparar el sistema de
transporte Metro con otros, entre los mas usuales estan: el bus urbano, el transporte
particular y el taxi. En la misma linea, dialogan sobre otros aspectos que intervienen en
la decision, discuten el numero de rutas que se debe abordar en el bus urbano y en el
Metro, la frecuencia con que se debe abordar y el precio o gastos que se producen,

observando la frecuencia y el numero de rutas. Al respecto los participantes dicen:

01. Wilhelm: [...] bueno en Metro con un solo pasaje llegaria, pero en
bus...tocaria pagar dos

02. Jackobson: Por ejemplo yo necesito dos rutas para llegar a la UPB, a
las capacitaciones, y en Metro solo una.

03. Investigadora: Entonces eso seria un aspecto para analizar, cierto... si
tomo varios transportes para llegar y el Metro que
posibilidad me da, seria uno de los aspectos...

04. Jackobson: Para llegar por ejemplo a Juan XXIII, rutas tiene que
coger como tres y en el Metro solo un pasaje y ya.

05. Investigadora: Entonces hablamos de rutas y pasajes y los pasajes nos
generan ¢;,qué?

06. Jackobson: Gastos

07. Investigadora: Y depende del nimero de pasajes...como lo podriamos
analizar...

08. Wilhelm: Los pasajes serian como una variable, otra cosa que
podria ser la frecuencia con la cual usted va a utilizar los
medios de transporte, ya sea el Metro o el bus

09. Investigadora: O sea que eso también influye, la frecuencia con la que
usted toma el transporte y...

10. Wilhelm: Entonces, el valor del pasaje semanal depende de la
frecuencia con la que usted lo use...
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11. Jackobson: Por ejemplo si yo tengo la civica y tengo el pasaje
estudiantil de la alcaldia, que es como $700, y ese me
lleva hasta la UPB y necesito ir y no tuviera la civica,
serian dos pasajes, no me iria en Metro, tendria que
coger dos rutas de bus, serian $2800 a comparacién de
ida y de venida, $5600, en cambio si me voy en Metro.

12. Wilhelm: ¢ Usted cada cuanto va?
13. Jackobson: Tres veces a la semana
14.  Wilhelm: O sea que lo que usted se va a gastar en pasajes depende

del numero de veces que valla...

En el anterior episodio, los estudiantes retoman aspectos muy importantes al
momento de analizar por qué una persona que debe transportarse o va a decidir en qué
medio de transporte es mas conveniente. Surge la necesidad de hacer correlaciones de
dependencia y de proporcionalidad sustentadas inicialmente con cifras calculadas desde
su experiencia, como base de las justificaciones a las respuestas o propuestas que surjan
en la discusion. En palabras de Camarena (2009), desde el proceso de modelacion, uno
de los primeros pasos, es establecer variables y constantes, ademas de las relaciones que
surgen entre ellas mediante los conceptos explicitos o implicitos a nivel matematico o de
otra area, evidenciados en el contexto que se aborda. Como se analizd en apartados
anteriores, los estudiantes comienzan estableciendo las variables y las relaciones que se

observan entre ellas desde el contexto particular.

Al encontrarse con todas estas variables o elementos que influenciaban en la
eleccion de conveniencia o no, los participantes realizaron preguntas como: Lo
conveniente, tiene que ver con lo ¢economico? ;Con el tiempo que me demoro? ;Con la
comodidad? Atendiendo a estas preguntas y a otras, llegamos a un consenso y
propusieron elegir las de mas relevancia en términos numéricos o matematicos,
respondiendo a la pregunta: ¢Qué aspectos podrian sustentar mateméaticamente qué tan
conveniente es el sistema de transporte Metro para ti y para la ciudad? Citamos algunas

de las respuestas:
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llustracion 29. Respuesta de Jackobson

d5A)ES - bu s o R )
i J ~mefre distanc s W"f“fj“d Comdc:ones —s Frem /20
= pay Freulay '
= AKX
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llustracion 31. Respuesta de Alex

Podemos resaltar la importancia que los participantes le dan a las variables de
distancia, tiempo y el precio, como variables que a lo largo de la historia también han
intervenido en los fendmenos que dieron pie al establecimiento de modelos matematicos
y estadisticos que son base de diversas teorias. Ademas, de las anteriores condiciones,
los estudiantes analizan aspectos de la cotidianidad (cualitativos), como: trancones,
horas “pico”, si se tiene que llegar al trabajo en un tiempo reducido, el nimero de
paquetes o maletas que no son permitidos en el Metro y en otro transporte no son
restringida, la conveniencia de analizar a tres, a cuatro o a cinco usuarios con diversas
condiciones (integrado, sencillo, por ejemplo). Ademas reevallan el por qué se tomarian
tres distancias, segun la propuesta de Jackobson, ante ésta propuesta €l sustenta que: “se
debe promediar para ser mds objetivos” entendiendo que al tomar una sola distancia, se
parcializaria la respuesta y no se podria generalizar. Bajo estos puntos de vista, para
decidir las distancias que se tomaran como referencia, surge un analisis con relacion a
los precios, Wilheln dice: “Si vamos a comparar precios, tiene que escoger puntos
diferentes, ¢como vamos a comparar precios escogiendo un sélo punto?” ldea que
todos comparten y apoyan en la discusion. En consecuencia para la selecciéon de
variables en el proceso de modelacidn, los estudiantes deben contemplar muchas de las
influencias que se dan en un suceso cotidiano, en palabras de Blum et al. (2007) los

datos verdaderos se recogen para proporcionar mas informacion en la situacion del
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interés. Estos datos sugieren con frecuencia el tipo de modelo matematico que sea

apropiado abordar el problema del mundo real especificado.

Después de los didlogos, deciden tomar los siguientes aspectos o variables

fundamentales para analizar la conveniencia del Metro:

ticrnm dicdarcia precio o \uaQs

llustracion 32. Consenso sobre las variables para tomar los datos

Para continuar con el planteamiento de la estrategia a seguir para dar respuesta a
la pregunta inicial, con relacion a los gastos, como punto de andlisis de la conveniencia
0 no del Metro en comparacién con cada medio de transporte, procedemos a
organizarnos para tomar los datos y establecer las condiciones o patrones generales que

tomaremos en cuenta.

Con relacion a las distancias, estaba claro que se debian tomar tres puntos de

referencia diferentes. En este sentido, Jackobson plantea una hipétesis a priori:

Yo creo que la deduccién Idgica es que desde que sea mayor distancia va a ser mas
favorable el Metro, va a ser mas conveniente, pero pongamos un ejemplo, si es antes de
la estacion hospital va a ser mas conveniente el bus, entonces la distancia es la que va a
influir ahi.(Jackobson)

Es importante especificar que uno de los factores que influenciaron en la
eleccion de las distancias, fue la posibilidad de que en los préximos dias algunos de
ellos debian que ir a esos sitios por motivos personales y que la estacion de referencia
(Acevedo) es la de mayor cercania para todos, por estar ubicada en los alrededores de
sus viviendas. Ademas, se distribuyeron para la recoleccion de los datos, en el Metro y
en el bus de manera directa, y los datos del taxi, se preguntaria a un taxista conocido por
una de las participantes, ya que econdmicamente no era viable hacer el recorrido de las

tres distancias.

Otros de los acuerdos a los que Ilegamos para tomar los datos, fueron: que el
tiempo se tomaria desde que las puertas del Metro se cierren en la estacion Acevedo y se

termina cuando se abran las puertas de las estaciones seleccionadas, si es el caso de

154




tomar una ruta integrada, se tomaria el tiempo desde que se aborda el bus hasta que se
baja de él, luego se suman los tiempos que se empled en el Metro y en el transporte
integrado. Y que se retomaria la capacidad de cada vehiculo como elemento de
comparacion, definiendo la capacidad como el nimero de personas sentadas en cada una
de las modalidades, y la distancia como el recorrido entre el punto de referencia y las

estaciones de comparacion.

Identificaron por letras las estaciones, la “A” corresponde a la estacion Acevedo,
la “E” es la representacion de la estacion Estadio, la “U” identifica la estacion
Universidad y la “I” es la estacion de Itaglii. Las distancias fueron consultadas en
informaciones proporcionadas por Metro, la del bus y el taxi se tomaron por conductores

que las calcularon segln su experiencia.

Al estudiar los precios, definieron tres tarifas con respecto al Metro tiquete
sencillo para un caso ($1.550), el precio del pasaje como estudiante, empleando la civica
($1.150) y el precio del integrado (1.900 y 1950 para la estacion Itagiii) y propusieron la
tabla que se presenta en la llustracion 14. Organizacion de datos. Alex., citada en el

capitulo anterior.

En la toma de los datos, los estudiantes identificaron los elementos que podriamos
considerar “variables” Yy “constantes”, teniendo mayor claridad en su asignacion al
momento de seleccionarlas, por haber abordado tareas similares anteriormente?’

Escriben lo siguiente:

Qfes =Capacdad  distanud w. Lua Precio ™. b
Vbles= T 16”&?0 cj\ai—dnud T, Pré-:;ma_rt

lHustracion 33. Constantes y variables para Lindsay (produccion escrita)

*" La forma de construccién de las nociones de constante y variable se mostré y desarrollé en
analisis anteriores. En este aparte, s6lo se nombra las variables y constantes que seleccionan de la
situacion planteada.
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llustracién 34. Constantes y variables para Andrey (produccion escrita)

Coinciden en la seleccion de las variables, es importante como el taxi representa,
de los tres vehiculos el que mas variabilidad puede tener, con relacion a las distancias,
es decir que el Metro presenta mas constancia en cuanto a distancias y a los precios con

relacion al taxi.

El algebra desde sus diferentes niveles, permite los procesos de ensefianza y de
aprendizaje, la utilizacion de la retdrica, la simbolizacion y la abstraccion como algunos
de los puentes entre los problemas o fendmenos cotidianos y los aprendizajes
matematicos. En este proceso de correlacion, el estudiante asume la tarea de mirar la
autenticidad de las situaciones que estudia desde sus conocimientos previos y los que
puede descubrir en el camino a la solucion de diferentes situaciones, permitiendo de esta
forma establecer relaciones entre los hechos auténticos y los argumentos matematicos.
En este sentido, Pollak (2007) dice que los estudiantes tienen que tomar las situaciones
para si mismos y comenzar a crear los modelos de esas situaciones, toman decisiones de
lo que creen tiene que tomar y de lo que puede omitir, y como van a probar si lo que se

propusieron tuvo éxito realmente.

En los episodios analizados en el capitulo cuatro, las relaciones entre “variables”
y “constantes” no se presentaron de forma algebraica, sus asociaciones fueron
contextuales, por tal motivo, se plantearon otras actividades que dieran cuenta de
algunas propuestas que se evidenciaran en lo algebraico, a continuacion presentamos
algunas propuestas (modelos) que surgen como conclusion al analizar el siguiente
enunciado: “El Tiquete representa un ahorro para la familia de $186.000 por afio en el

valor total de la tarifa que el estudiante debe pagar para sus desplazamientos en bus,
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buseta o microbus publicos. Asi, las familias de los estudiantes beneficiados ahorran de
45% a 52% del costo del transporte escolar, lo cual les permite mejorar su calidad de
vida”. {Como podrias interpretar los datos que alli aparecen?, ;que estrategia utilizarias

para calcular el ahorro?, ;cémo realizaron esos calculos??®

5.2 Surgimiento del modelo

Al abordar la problematica desde los diferentes transportes y al dar respuesta a la
pregunta sobre la conveniencia o no del Metro para ellos como ciudadanos activos de la
Ciudad de Medellin, quisimos solicitar a los estudiantes, teniendo en cuenta las
preguntas anteriores, una justificacion matematica o0 mediante un modelo, sobre qué tan

validos resultaba para ellos como usuarios del tiquete estudiantil.

Para establecer las razones que apoyarian su respuesta (modelo matematico), el
trabajo previo desarrollado a lo largo de la investigacion fue clave para la seleccion de
variables y aspectos que influenciaban la situacion. En consecuencia, para que los
estudiantes construyan un modelo matematico que apoye los argumentos intuitivos y de
caracter social, fue necesario el trabajo de exploracion y conocimiento del contexto ya
realizado, ademas de la reelaboracion de algunas nociones que desde teorico se vuelven

complejas. En palabras de Villa-Ochoa (2007):

La construccion de un modelo no se hace de manera automatica ni
inmediata, por el contrario, requiere de cierto periodo de tiempo en el cual
el modelador pone en juego sus conocimientos matematicos, el
conocimiento del contexto y de la situacion y sus habilidades para
describir, establecer y representar las relaciones existentes entre las
“cantidades”, de tal manera que se pueda construir un nuevo objeto

matematico. (p. 67)

Bajo esta mirada, los estudiantes a través del estudio pudieron establecer
relaciones directas con el contexto, y mediante las diversas discusiones se enfrentaron a

la identificacién de variables, dentro de unas relaciones que si bien surgian de la

%8 _a actividad propone una tabla de datos proporcionada por la pagina Web del Metro de Medellin. Ver
anexo 8. Guia Cuatro
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situacion auténtica, fueron la base de sus interpretaciones y argumentos a nivel

matematico.

Antes de establecer los episodios claves para dar respuesta a este nuevo reto, es
preciso presentar algunas construcciones intuitivas de modelos verbales y no tan
formales, es decir, formulaciones desde lo retérico sin una estructura algebraica

definida, que se evidenciaron a lo largo del trabajo con los estudiantes.

En la entrevista final se discutid sobre otro contexto: “La cuenta de servicios
publicos” y se le pregunt6 a los estudiantes sobre la forma de calcular los cobros que nos

llegan en la factura, en el siguiente episodio, podemos detectar la propuesta de un

modelo estructurado a nivel verbal:

01. Investigadora: Entonces repito la pregunta, de todos esos datos ¢cuales
seleccionarian para calcular lo que nos van a cobrar?

02. Alex: Categoria, subcategoria que es el estrato, plan normal
residencial y el consumo y aqui dice el total de dias

03. Investigadora: Entonces como lo haria.

04. Alex: El valor de cada kilowat seria el estrato, el plan que tiene
y la categoria, entonces ese valor se daria como por
kilowat pues entonces ya multiplicaria eso por la cantidad
de dias y me daria el consumo

05. Investigadora: Y ¢ahi te daria lo que te facturan y ustedes?

06. Marulanda: El consumo por el precio

07. Andrey: Multiplicado por el estrato

08. Alex: La cantidad de dias de consumo y el consumo. Primero el
consumo por el costo y lo que me de...

09. Investigadora: Y eso se podria hacer igual con la cuenta de ellos, y con
la cuenta de ellos

10. Alex: Si porque aqui cambia la categoria y especifican aca a
quien. El estrato que es dos, si es tres.

11. Investigadora:  Pero seria lo mismo numero de dias por-...

12. Alex: Si consumo por el valor de cada kilowat por dias.
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13. Investigadora: Ustedes estan de acuerdo con lo que él dice que para
calcular la facturacion que hace se multiplica el consumo
por el precio.

14. Alex: El valor del consumo por cada unidad y se multiplica por
el consumo. Y esas dos cosas va a dar un total y ese total
se multiplica por los dias...

15. Jorge: Y esto ¢ qué tiene que ver?

16. Alex: El estrato y el plan no sé que eso tiene que ver, influye en
el consumo por unidad. Por ejemplo a usted le dice vale
1000 el watt entonces esos 1000 van a estar influenciados
por el wat. si seria estrato 5 seria que 1900

En las exposiciones, los estudiantes intentan estructurar una manera de traducir
un valor facturado, como el producto de “variables” y ‘“constantes”, bajo las
condiciones que se establecen en la situacién particular (agua, gas, energia, internet,
comunicaciones, entre otros). Esta traduccidn que realizaron en la ultima entrevista, se
desarroll6 de una manera fluida, apoyados en la situacién que plantearon sobre el Metro,

en espacios de trabajo realizados con anterioridad.

En continuidad con el andlisis sobre la construccion de un modelo matematico en
términos del ahorro de los estudiantes al emplear el tiquete estudiantil, destacamos
algunos procedimientos que se describieron por medio de palabras y que méas adelante lo
redujeron a dos modelos. En las siguientes muestras de las producciones escritas,
identificamos algunas formas expresar con palabras los procedimientos empleados para
completar la tabla con respecto a los ahorros y los deméas valores. En la imagen se

especifica la actividad:
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“Durante el 2009, el Programa del Tiguete Estudiantil significd un ahorro mensual de 25
mil 164 pesos a cada estudiante gue se movilizd en bus o buseta, ya gque el tiquete cubrid el
50% del valor de la tarifa. En rotal durante el afio, el Tiguete le ahorrd 3 mil 919 millones
de pesos a los usuarios de este tipo de transporte.

Estas personas se suman a las 9 mil 813 que se beneficiaron con el transporte del Metro.
El ahorre para éstas fie de 35 mil 400 pesos mensuales, comnsiderando una rarifa
preferencial de 8710 frente a $31.300 de un usuario con perfil frecuente ™.

BUS ME
Beneficiarios I i TRO
[# dias escolares afio 186 [ 1ss
[Valor pasaje (2) CeoC |z, oo
| Valor pasajes afio  |etopoo |- OO
[Walor pasaje con tiquete Trans. Estu. (2) [ s1.400 $ 1.470
Valor pasajes afio con tiquete 5O oo | 5
Ahorro 280,000 [z 241 2EC >
[Ahorro % | so= Utc s 590, £CC |

;Qué estrategia utilizarias para calcular el ahorro?, Describe una forma que permita

calcular los valores de la tabla.

llustracion 35. Tabla sobre los datos que les permitid hallar los porcentajes de ahorro.

En el intento de describir los procedimientos, los estudiantes emplearon en sus
discursos las operaciones bésicas y otras nociones como regla de tres, porcentajes, entre
ellos

otros, la solucién de una determinada situacion,

que demuestran que
necesariamente deben hacer uso de otros conceptos ya incorporados a nivel matematico
y que son evidencia de una aplicacién con sentido y con significado dentro del contexto
real. Doorman y Gravemeijer (2009) sustentan que el estudiante debe desarrollar en el
proceso de modelacion el conocimiento y la comprension matematica, ambas en
relacion, permitiendo que el modelo tenga sentido tanto en la situacion real como en el

cambio de significado (de lo matematico a lo real).

A continuacion se evidencian algunas formas de describir los procesos que

desarrollaron en la actividad:
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lHustracion 36. Produccion escrita de Lindsay.
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llustracién 37. Produccién escrita de Alex

Doorman y Gravemeijer (2009), afirman que para el planteamiento de un
modelo matematico se debe tener en cuenta en primer lugar, que los estudiantes
implicados en el modelado de los problemas del contexto, propongan estrategias de la
situacion especifica, posibles de modelar de una manera informal. Debemos destacar la
relevancia de los procesos de solucion autbnomos, ya que son base para las propuestas y
los aportes de forma grupal, es decir la reconstruccion y las estrategias que cada persona
plantee de un determinado problema son esenciales a la hora de detectar diversos estilos
o formas de pensamiento tanto individual como de grupal, dando a los modelos o
razonamientos matematicos, sentido a los procesos y nociones matematicas que

emergen en la solucion.

En palabras de Blum (1993), en ocasiones diversos modelos se pueden construir
de la misma situacion. Bajo esta premisa, los estudiantes en su intento de dar respuestas
a las preguntas de sustentar la propuesta del Municipio de Medellin, plantearon dos

modelos surgidos de la misma situacion.
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1. Este modelo fue desarrollado por cinco de los estudiantes de forma conjunta,
guiados por Sandro. Hacen relevancia a la identificacion de variables y las
relacionan por medio de operaciones basicas, que dan cuenta del ahorro que

realizaria una persona empleando el tiquete estudiantil o el bus.

G= Hdia€ « NT. ‘éﬂ“ é%tass #lqt&e eskadantl

— = sencilly
r&s-"#C}ldﬂx ‘JP ﬁt" Abor o Hi_‘\
A= Gs—61 \f‘T-’ Vﬂ rT' m‘[uﬁ ‘65“(,61&

V= Nalor ’Pqﬁfﬂ{’

llustracion 38. Produccion escrita por Lindsay (Se escogié uno de ellos por su nitidez, pero los demas tienen el
mismo modelo).

Como podemos ver en el modelo que plantean (Sandro, Lindsay, Alex, Andrey y
Jhony), los estudiantes aplican elementos basicos multiplicativos y los relacionan
por medio de una diferencia, especificando que el ahorro estd dado por la
diferencia entre los gastos mirados desde las dos tarifas que se especifican en la
actividad. Durante la socializacion que se realiz6 de modelo que cada equipo
propuso, se presentd una reevaluacion del modelo inicial, aclardndose que un
viaje equivale a dos tiquetes (ida y vuelta). Blum, Leiss, Schukajlow, Messner y
Pekrun (2010) sustentan que cuando el modelo de la situacién influencia el
proceso de la solucion, permite resaltar que las habilidades o capacidades
matematicas desempefian un papel importante en el modelado, pero no lo hacen

mas que las habilidades de lectura matematicas que demuestran los estudiantes.

Los estudiantes, al reevaluar la condicién de la equivalencia de un viaje en la

estructura que proponen, re-organizaron el modelo de la siguiente forma:
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llustracién 39. Modelo reevaluado del anterior

Durante el proceso de construccion del modelo, los estudiantes reflexionaron
sobre los elementos que interfieren en la propuesta realizada, teniendo la
posibilidad de reajustar las relaciones a las circunstancias reales, en este caso la
idea de que un viaje se debe considerar como dos, ya que la persona que lo toma
de ida, debe devolverse en condiciones ideales, bajo la misma modalidad de
transporte. El ocuparse de tales problemas requiere de los individuos construir,
probar, y aplicar los modelos matematicos disefiados para contestar a cuestiones
de importancia en ajustes del mundo real (Blum et al. 2007). Desde estos cambios
que ofrece el entorno, estamos posibilitando la re-significacion del modelo desde
la perspectiva del modelado realistico, como un proceso informal que da la
opcién de modificar relaciones matematicas dependiendo de la situacion
particular. EI modelado en esta vision es un proceso de reorganizar actividades y
situaciones, esta situacion viene ser estructurada en términos de conceptos y

relaciones matematicos Doorman y Gravemeijer (2009).

El siguiente modelo, fue planteado por Jackobson, quien propone una idea
similar, emplendo otros letras para nombrar las variables que intervienen en el
esquema matematico. Ademas de socializar el modelo que nos permite conocer el
ahorro, desarrolla un modelo derivado, el cual permitira representar la cantidad de

dinero ahorrado como un porcentaje.
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llustracién 40. Modelos propuestos por Jackobson.

En el modelo que Jackobson, podemos detectar un analisis general en términos
algebraicos de la situacion, precisando que el el ndmero de viajes, presenta la
misma condicién del modelo anterior (el nimero de viajes equivale a dos tiquetes
0 pasajes). ldentifica con claridad los elementos que tienden al cambio o son
constantes dentro de la relacion matematica que formuld, de igual manera que las

variables, aspectos que son evidenciados cuando expresa el ahorro (A=

(V, — V,)t) como una funcion.

Los estudiantes al tener dos formas de averiguar los datos de la tabla, deciden
dar un valor cualquiera desde los dos esquemas, verificando de esta forma la validez de
ambos o al contrario, una posible equivocacion. En las siguientes producciones escritas
muestran que le dan el valor al nimero de viajes (variable) de cinco viajes, es decir 10

(representando ida y vuelta) y proceden asi:

G=50 Y« Fas 65=5(2) «1400
={oXAsg @_ﬁ_-:tritggﬂ
ET=F250 A = 14600 ~Fam0

— — [A=6650 |

lHustracion 41. Verificacion desde el primer modelo.

- fAann - A33) 40

llustracion 42. Verificacion desde el segundo modelo.
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Podemos constatar en los anteriores procesos, que pueden utilizar los dos
modelos y se obtendrdn los mismos resultados, en consecuencia deciden adoptar el
modelo de Jackobson para encontrar los valores de la tabla. De esta forma consideramos
el contexto y la apropiacion que tienen los estudiantes de €l, que facilita la comprensién
del modelo matematico planteado desde ambas estructuras, los contextos conocidos por
los estudiantes les ayuda a entender el problema a nivel intra-matematico resultante
(Blum et al. 2010).

Desde este modelo proceden a establecer los valores, dandosen los siguientes

resultados:

llustracion 43. Procedimientos para calcular el ahorro.

Desde estos procedimientos se sustentan los resultados mostrados en la
Ilustracion 35. Tabla sobre los datos que les permitid hallar los porcentajes de ahorro. En
la interpretacion de los datos llegan a la conclusion de que el ahorro es mayor
empleando el tiquete estudiantil al abordar el bus, el cual aquivale a un 50% y tiene una
diferencia con el Metro de 2.5%. Sustentan esta conclusion, empleando los siguientes

procedimientos:

A=Gp e o A7 =Np Vel oo
R = ﬁo Aaﬁ%ﬂ

/) scy. [ t% =457

llustracion 44. El ahorro expresado en porcentaje (Lindsay).

Estos resultados, también fueron expresados por Jackobson de forma gréfica. Las

diversas representaciones que los estudiantes hagan de una situacion, suelen ser formas
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de comprender o argumentar los procesos formales y simbdlicos de otros que se
describen en términos narrativos o retdricos. Segin Kaput (1989, citado en Swafford y
Langrall, 2000), las representaciones son medios con los cuales los individuos organizan
y dan sentido a las situaciones. Desde esta interpretacion, podemos destacar los procesos
simbolicos que se desarrollaron en esta Ultima actividad, atravesaron por los momentos
de verbalizacion hasta llegar a los procesos de algebrizacion o formalizacion de modelos
particulares surgidos de contextos cotidianos. El caracter del proceso por el cual los
modelos emergen dentro de la educacion realista de las matematicas, y al proceso por el
cual estos modelos apoyan la aparicion de maneras matematicas formales de saber, es
una caracteristica de la modelacién informal Doorman y Gravemeijer (2009). Desde esta
mirada, las representaciones elaboradas por Jackobson, son muestra de las formas en

gue concibe la situacion y justifica sus razonamientos retoricos a nivel matematico.

En la siguiente ilustracion se muestran las gréaficas respectivas:
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llustracion 45. Grafica de ahorro con relacion al nimero de viajes, empleando el tiquete y el bus (dinero 'y
porcentaje).
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llustracion 46. Grafica de ahorro con relacidn al nimero de viajes, empleando el tiquete y el Metro (dinero y
porcentaje).

En los analisis que realizan de las graficas, plantean la funcién “A” del ahorro

con relacion al nimero de viajes, al respecto Jackobson expresa:

01.
02.

03.
04.
05.
06.

07.

08.
09.

Jackobson:

Andrey:

Andrey:

Jackobson:

Jackobson:

Investigadora:

Investigadora:

Investigadora:

Investigadora:

¢ Que gréficas estas haciendo ahi?

Como podemos ver es la gréafica en cuanto al bus y es el
ahorro de un pasajero, de acuerdo al nimero de veces
que viaja

¢ Estan de acuerdo?
Que viajan con el tiquete
¢Cuanto ahorran en cuatro viajes?

2800 pesos

Entonces esta funcién esta definida por f(t) igual al valor
frecuente, que es una constante, 1400 pesos, menos el
valor que le cuesta al estudiante, que también es una
constante, por t que es la variable en este caso.

Y esta A ;quée?

f(t) es A

Al seguir socializando las gréaficas realizadas, manifienta que el ahorro

expresado en porcentaje es constante, dice: “Si hace un viaje ahora el 50%, si hace dos

el 50%, y asi sucesivamente, por eso es una funcién constante porque no involucra la

variable” Jackobson presenta claridad en la identificacion de las constantes y variables
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en el modelo funcional que propone. Ademas desarrolla un buen argumento desde

diferentes representaciones (funcional, gréfica y descriptiva).

Resaltamos la importancia de la construccion que realizan del modelo, pasando
por procesos de matematizacion y validacion desde sus producciones individuales y
grupales. En este sentido, podemos afirmar que el significado particular del modelo
construido esta estrechamente ligado con el contexto particular, dando autenticidad a la
funcién que plantean, no solo como la reproduccion que se haria en un ejercicio
tradicional, donde se propone a los estudiantes plantear la funcion teniendo como base la
tabla de datos o la gréfica (puntos del plano cartesiano), sino que se motiva a los
estudiantes a proponer estructuras matematicas que son del orden de las
formalizaciones, pero con el componenete de la comprension y no de la reproduccion.
Blum (1993) destaca el cambio que se ha producido en la modelacion, donde se presenta
una tendencia a acentuar los procesos de traduccion y construccion, no sélo el trabajo

con los modeos ya confeccionados.

El surgimiento del modelo durante el proceso de modelacion promueve la
integracion de saberes previos con nuevos saberes, que surgen como producto de la
simplificacion, matematizacion y validacion realizada en el proceso. En este sentido,
Blum et al. (2007) sustenta que la modelacion es un vehiculo para conectar los pedazos
individuales del conocimiento matematico que emergen con un proposito y que se

convierten en un conjunto que son mas que la suma de piezas aisladas.

Desde esta perspectiva, resaltamos en Jackobson una capacidad de conectar los
sucesos de la vida cotidiana, en particular los contextos estudiados en esta investigacion,
con los conceptos y nociones matematicas elaboradas durante su proceso escolar. El
modelado de situaciones auténticas que implican un cambio de estrategias constantes,
por la variabilidad del entorno real, nos lleva a resaltar como la informalidad en la
situacion estudiada, se convierte en un aspecto que promueve la activacion de
conocimientos y cambios en los modelos que se plantean, en palabras de Doorman y

Gravemeijer (2009), el modelado inesperado o emergente, en vez de intentar formar
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concretizar conocimiento matematico abstracto, intenta ayudar al estudiante a modelar

su propia actividad matematica informal.

Quizas a nivel de modelos matematicos, la funcion f(x) = kx esta definida
desde los argumentos de la teoria funcional, pero en el proceso que desarrollamos desde
contextos realisticos, esta expresion tomo un significado que se traduce en la funcién del
ahorro (f(4) = (Vp - Ve)t) que cobra sentido desde el contexto que se esta abornado.
Es decir, la modelacion en situaciones realisticas manifiesta caracteristicas variacionales
desde lo circunstancial y modos de asimilar la realidad. Tomando la modelacion desde
los procesos informales o realisticos, estamos aportanto a la re-significacion de algunas
nociones matematicas que a traves de los tiempos han sido problematicas, Doorman y
Gravemeijer (2009) sostienen que el modelado sirve no s6lo como meta educacional

sino también como medio para el apoyo de la reinvencion de las matematicas.

En general, podemos destacar en la construccién del modelo algunos elementos

que se describen en el siguiente cuadro:

DESCRIPCION MANIFESTACION ESPECIFICA
GENERAL

Presentacion de

la situacion, La administracion
desde el contexto Municipal de Medellin...
del Metro.

si contribuye con el ahorro
de su familia. jUtiliza el
tiquete estudiantil!

Analisis de un
enunciado  que
posibilita en la
vida  cotidiana

una decision. Tomado de:
http://www.medellin.gov.co/alcaldia/jsp/modulos/P_ciudad/tiqueteestudiantil.jsp?idPagina=861

ra kil

Lectura y | Durante el 2009, el Programa de Tiquete Estudiantil significé un
comprension de | ahorro mensual de 25 mil 164 pesos a cada estudiante que se
la situacion, | movilizd en bus o buseta, ya que el tiquete cubri6 el 50% del valor
identificando los | de la tarifa. En total durante el afio, el tiquete le ahorré 3 mil 919
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elementos  que
intervienen en el
analisis. Revisién
de la tabla.

millones de pesos a los usuarios de este tipo de transporte.

¢ Que estrategias utilizarias para calcular el ahorro? Describe una
forma que permita calcular los valores de la tabla. (Ver anexo 8.
Guia Cuatro)

Simplificacion y
estructuracion de
los elementos
matematicos que
pueden ajustarse
al modelo que
describe la
situacion real.
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llustracion 47. Estructuracion realizada por Andrey.

Manifestacion de
las diferentes
nociones
matematicas
implicadas en la
construcciéon del
modelo en forma
relacionada.
Matematizacion
del modelo

I7 e
T T

ek dank

ke Fy a5

2

llustracién 48. Modelos adoptados en consenso.

Utilizacion  del
modelo para la
solucién de la
situacion.

Colocan en
relacion el
contexto

auténtico con el
modelo.
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llustracion 49. Calculo de los datos sobre el ahorro (Andrey).

Confrontacion de

Hay un ahorro correspondiente al 50% empleando el tiquete
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los procesos
matematicos y
los
proporcionados
por el contexto
del Metro.

estudiantil en el Bus y un 47.7% de ahorro al emplear el Metro con
tiquete de estudiante. Lo comparan con el anuncio del Metro en la
pagina web de que “Asi, las familias de los estudiantes beneficiados
ahorran de 45% a 52% del costo del transporte escolar, lo cual les
permite mejorar su calidad de vida”.

Terminacién del
proceso,

mediante la
exposicié de sus
argumentos a
otras  personas

ajenas al
proceso.
Sustentacién
gréfica del
ahorro

expresando  los
porcentajes con
relacion al
numero de viajes
(iday vuelta) que
puede tener una
persona.

| AHORRO
Aharra BUS- THQUETE ESTUDIARMTIL
an %
—Im] e
AFORRO
Shorra METRO - TIQUETE ESTUDIANTIL
AT S

wiajes

llustracion 50. Diapositivas mostradas en la exposicion, como producto final.

lustracion 51. Descripcion de la construccion del modelo.

La anterior tabla nos resumen, los pasos que se evidenciaron en el proceso de

modelacién matematica desde contextos realisticos, identificando en él aspectos como

las variables y constantes desde la formuacidn del modelo y su conexion con el contexto

del Metro, en situaciones particulares.

Aunque no es parte de nuestro estudio, queremos presentar algunos aspectos

relevantes que surgieron en la realizacion de la Gltima entrevista y que a lo largo del

capitulo se retomaron para el analisis de las diferentes tematicas.
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El acercamiento del estudiante a un escenario matematico, partiendo de una

situacion auténtica y cotidiana, permite que él construya un modelo que representa un

sistema, desarrollando un trabajo sobre él, obteniendo asi una solucion que necesita ser

confrontado con el sistema inicial. Una vez que se ha construido el modelo y se ha

encontrado la solucion, el sistema desaparece, el modelo se convierte en parte de la

herencia matematica del estudiante y un comienza un nuevo proceso de modelado, que

puede o no estar conectado con el anterior (Garcia et al. 2006).

Desde esta perspectiva, expondremos a continuacién el proceso que desarrollo

Jackobson abordando el contexto de las cadenas de correos electronicos en la Ultima

entrevista;

DESCRIPCION
GENERAL

MANIFESTACIONESPECIFICA

Presentacion de la
situacion,  sobre
acciones sobre la
cadena de correos,
actividad a la que
se enfrentan
actualmente  una
mayoria de los
estudiantes.

Deseamos enviar un mensaje de alerta a todas las personas, a las
que mas podamos, y se decide enviar un correo en cadena, el cual
establece que tu debes enviarselo a otras tres persona, o cuatro o
cinco, segun lo que usted quiera escribir en el correo ¢Cémo
determinaria el nimero de personas a las que le ha llegado el
mensaje?

Comprension  de
la situacion,
identificando los
elementos que
intervienen en el
analisis.

Jackobson: La primera persona se la pasa a tres, luego cada una
de esas personas a otras tres y luego a otras tres...

Wilhelm dice: A ver, porque la primera la envio6 a tres, esa es la
condicion y cada una de esas tres se la envia a otras tres y asi
sucesivamente. Eso no es como combinatoria...
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lHustracion 52. Representacion de la situacion realizada por Jackobson.

Identificacion vy
asociacion de la
situacion auténtica
con la matematica

Jackobson dice: Ahh eso es una progresion
Jackobson dice: ¢Eso no seria una funcién exponencial?

Jackobson dice: Ahi no seria una sumatoria de i cuando empiece
en uno hasta... Entonces pongamosle por ejemplo a 50. Sumatoria
de i=0 hasta 50 de 3i ¢ cierto? Entonces la primera, tres a la cero,
uno, que fue con la persona que empezamos, mas tres a la uno,
tres, que es a los que ha enviado eso, més tres a la dos, nueve, mas
tres a la tres, veintisiete, mas tres a la cuatro, ochenta y uno,
entonces sabemos que 2, 3, 4, 5, que al quinto, que cuando llegue a
cinco, garantizamos de haber 120 personas...

443t 2Iter =ae

e

llustracion 53. Sumatoria numeérica propuesta por Jackobson.

Simplificacion vy
estructuracion de
los elementos
matematicos que
pueden ajustarse
al modelo que
describe la
situacion real.

5
7 3 oz vy 3TN
4 %3+ atef ted 2

llustracion 54. Propuesta de un modelo

Matematizacion y
propuesta de un
modelo que se
ajuste al
comportamiento
de la situacion

Investigadora: ¢Qué expresion podria representarme esto?

Jackobson dice: f(x) = 3" siendo x mayor o igual que cero. Esa
seria la funcién. Que seria una funcion exponencial.
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auténtica.

Investigadora: ¢por qué mayor o igual a cero? y ¢quién es x?

Jackobson dice: x es el proceso como usted dijo, Ilamemos el
proceso al primer proceso. No pero, entonces no daria.

Investigadora: ¢EIl nimero de veces enviada? O ¢qué?

Jackobson dice: Si, porque si empieza en cero, no hay veces
enviadas tres a la cero, uno, lo tiene una persona, con una vez
enviada tres a la uno, lo tienen, tres personas, pero no se van
sumando...

Investigadora: Pero, bueno... la expresion seria esa, ya el
problema si me pide el total, ya seria la sumatoria...

Jackobson dice: Si

4
‘Ff)"-\l =3 e

lustracion 55. Modelo propuesto por Jackobson.

Utilizacion del
modelo para la
solucién de la
situacion. Colocan
en relacion el
contexto auténtico
con el modelo.

Investigadora: Pero la expresion seria esta. Si no fuera a 3
personas sino a 10, como son usualmente los correos.

Jackobson dice: f(x) = 10*
Investigadora: Siempre se podria expresar asi...

Jackobson dice: Si

{.r.—();')-: 10"
10° 440" 410"
1 HO
¥ E#?M:AML

llustracion 56. Aplicacion del modelo hecho por Jackobson.

Jackobson dice: Uno, no lo ha enviado a nadie, entonces 10° es
uno, porque nadie lo ha enviado. Solo lo tiene una persona y ella
se la envid a 10, o sea a mas 10*

Terminacién del

Investigadora: Si fuera por ejemplo cinco, mi condicion es
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proceso, mediante | enviesela a otras cinco.
la exposicion del
modelo propuesto. Jackobson: Entonces seria cinco a la x (5%)
Esquematizacion
por medio de una
gréfica.

Sandro: Asi, ya le entendi. O sea que este 10 seria la condicion que
usted va a poner en el correo...

Jackobson: O el nimero de personas fijas

Sandro: Y x va a ser el nimero de veces que es enviada

Frm T AT A

EF Cerras

llustracion 57. Representacion grafica de la funcién exponencial propuesta por
Jackobson

llustracién 58. Proceso desarrollado para obtener un modelo sobre las cadenas de correos electronicos.

A través del proceso de modelacién matematica, los estudiantes y en particular
Jackobson, desarrollo la idea de modelo bajo diferentes contextos auténticos. Planchart
(2005) expresa que:

Cuando se modelan situaciones reales u otras que se enmarcan en el
proceso cognitivo de la adquisicion del concepto de funcion, se provoca
que el estudiante, al aproximarse a fenomenos reales, analice y describa
los siguientes elementos matematicos: la significacion de objetos:
simbolicos, verbales, graficos, algebraicos y numéricos. En el proceso de
simulacion y de modelacion se produce la distincion de variables y la
relacion entre las variables, los cuales a su vez impulsa la construccion de

otros registros de representacion. (p. 2)

Desde la idea de construccién simbdlica y partiendo de situaciones reales,
Jackobson diferencia en las estructuras de los modelos, la forma en que se comporta
matematicamente (funcion lineal y exponencial). En este episodio, mostramos la

identificacion de diferencias entre una funcion lineal y otra exponencial.
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01.

02.

03.
04.

05.
06.

07.
08.

Investigadora:

Jackobson:

Investigadora:

Jackobson:

Investigadora:

Jackobson:

Investigadora:

Jackobson:

¢ Qué diferencia hay entre esta expresion y la que hicimos
ahorita?

Que esta es exponencial y que la otra es lineal, aqui la
variable esta en el exponente y aca (lineal) esta abajo.

En cuanto a los resultados, ¢qué diferencias hay?

Son mas elevados, mucho mas elevados, es mas el
crecimiento es mucho més rapido

De la exponencial... de la lineal...

No.

¢ Como es el crecimiento de la lineal?

Segin la pendiente, por decir para comparar x* o 2
¢ Cual crece mas? 2*

Apoyando las conclusiones de otros estudios como: “La potencia del modelaje,

mediante la regulacion continua, deja en evidencia el progreso real de los estudiantes,

generando un cambio significativo en las concepciones matematicas en todos los

aspectos” (Aravena y Caamarfio, 2007, p. 23), podemos aportar entonces, que la relacion

que presentaron los estudiantes con las situaciones auténticas (Metro de Medellin,

servicios publico, planes de celulares y cadenas de correos por email), permitié hacer

una aproximacion espontanea (no de la forma tradicional, mediante la realizacion de

ejercicios mecéanicos, procedimientos memoristicos o problemas aislados de contextos

reales) a las nocion de variable y las relaciones que surgen entre ellas, evidenciadas por

medio de las representaciones retorica o verbales, tabulares, graficas y simbdlica. En

definitiva, la modelacion matematica desde contextos realisticos permitio re-significar o

interiorizar las relaciones entre variables, en unos casos de forma generalizada y en otros

de forma funcional. Planchart (2005) dice:

La utilidad de las funciones y el estudio con distintas representaciones

llevan a reflexionar sobre el potencial didactico que se tiene cuando se

aborda la realidad con determinados esquemas mentales o modelos

matematicos o a través de una simulacion del problema real. (p.2)
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De esta manera contribuimos con este estudio, a la idea de fortalecer la
modelacion mateméatica como proceso desde el aula de matematica y como
potencializador de formas de expresion, argumentos y construcciones re-significadas

desde los contextos auténticos.
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Capitulo 6

6 CONCLUSIONES

Nuestro estudio plante6 como objetivo: “Caracterizar un proceso de
construccion de relaciones entre variables mediante situaciones de modelacion
matematica con estudiantes del grado once”, siguiendo como objeto de analisis los
procesos modelacion desarrollados en la construccion de relaciones entre variables
desde los contextos realisticos a lo largo del trabajo con los estudiantes. En el presente
capitulo exponemos las conclusiones que surgen en el desarrollo del proceso de

investigacion.

6.1 Del reconocimiento de las cantidades de magnitud a la nocion de
variable y sus relaciones

En las actividades propuestas en esta investigacion, los estudiantes establecieron
relaciones lineales de forma retorica o verbal evidenciando la dependencia o no entre
ellas, desde estas relaciones, las condiciones que el contexto les proporcionaba en el
analisis de la situacion cobraban importancia e influenciaban en forma significativa en
las asociaciones realizadas. De esta manera, se contextualizaron las nociones de
“variables” y “constantes” en términos de ingresos para el Metro de Medellin, nimero
de pasajeros y el precio de un tiquete. De esta contextualizacién surgié en los
estudiantes la idea de postular el término “constante” como una tendencia al
equilibrio®, por estar influenciada por los cambios en términos del tiempo debido al
caracter probabilistico en las circunstancias cotidianas y de los cambios econémicos que
sufre el pais afio tras afio. Esta interpretacion de la nocion de “constante” atiende a una
forma matematica de entenderla como un parametro o una familia de expresiones
algebraicas. Sin embargo, en algunos libros de texto (libros proporcionados por la
editoriales) con frecuencia se omite un tratamiento en la construccion de las nociones de
constantes y parametros en los términos presentados por los estudiantes de esta

investigacion. Esta caracterizacion les implico a los participantes emprender actividades

2% Ver pagina 128.
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de blsqueda, tratamiento y analisis de datos lideradas por ellos mismos, lo cual es
caracteristico de los procesos de investigacion.

En el andlisis de saberes previos, también los estudiantes establecieron un primer
modelo, que surge de las relaciones hechas entre las diferentes variables, las cuales se
construyeron con base en los datos numeéricos de los ingresos en términos del precio del
tiquete y del nimero de pasajeros. Es por esto que, la pregunta: ¢Por qué el sistema de
transporte Metro es conveniente o no para ti como individuo que formas parte activa de
la ciudad de Medellin? problematiza el trabajo de campo y nos permite generar un
proceso mas natural, donde la meta de identificar y relacionar variables surgié por
consensos y no de forma predeterminada, lo cual fue evidenciado en la primera
actividad. Desde esta perspectiva, la construccion de las relaciones entre dos variables,
se evidencio en los procesos de identificacion, seleccion y estructuracion empleadas por
los estudiantes al abordar las estrategias de solucion a las preguntas planteadas, ademas

de la interaccion que surgio entre los participantes, y de ellos con el contexto.

En la tarea de dar respuesta a la pregunta anterior, los estudiantes asumieron una
posicion de investigadores, en cuanto se apropiaron de la situacién y del problema que
tenian que solucionar, pregunta que no se encontraba resuelta en un libro, ni seria
proporcionada por las profesoras. La tarea de elegir los parametros que les permitieran
comparar el transporte del bus, del taxi y del Metro, desde la recoleccion de los datos
tomados de forma directa, las discusiones acerca de la distribucion del dinero en los
integrados, del como calcular los ingresos del Metro o el ahorro de un estudiante cuando
utiliza el tiquete estudiantil, la simbolizacién de relaciones lineales, los significados de
“constante” 'y “variable” desde el contexto del Metro, se constituyeron en actividades
matematicas y en una manera de modelar magnitudes de cantidad como una alternativa

particular de relacion lineal entre dos variables..

Los estudiantes presentaron dos maneras especificas de abordar las relaciones
entre dos variables: a saber: la primera que se orienta en la argumentacion y asociacion
retorica o verbal y la otra a la identificacion de modelos matematicos (nocion de

funcién) que representan relaciones a nivel simbélico o funcional. Estas formas de
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establecer relaciones en el contexto particular surgen del analisis de los factores
implicitos o explicitos que condicionan e influencian el entorno estudiado, no como
elementos aislados, ni abstraidos de las reglas y andlisis propios de la matematica, sino
como formas inmersas en una ldgica de las circunstancias cotidianas, sociales y

culturales.

La relacion entre dos variables como subproceso de la simplificacion, implica la
toma de decisiones en cuanto a las condiciones sobre las cuales se organizan los datos o
las magnitudes de cantidades y se asumen las asociaciones posibles desde el contexto,
observando y reflexionando sobre cuéles cantidades resultan “variables” y “constantes”
en una relacion establecida desde lo eventual, para luego llevarla a una relacion
simbolica de dependencia. El proceso de recoleccion de datos contribuye a la
apropiacién de la situacion por parte del estudiante, ademas permite desarrollar
estrategias de experimentacion y de organizacion en el modo de relacionarse con el

contexto.

El estudio de las variables en la tematica de las funciones, el cual corresponde a
una unidad del curriculo colombiano, esta ligado a las definiciones y a los ejercicios
propuestos por un texto escolar. En el desarrollo de esta investigacion, pudimos
constatar que la seleccion de “variables” y “constantes” enlazadas por medio de una
relacion numeérica o algebraica cobra sentido y comprension bajo el analisis de un
contexto particular, es decir el establecimiento de la relacién y = kx dentro del contexto
del Metro, representa una interpretacion asociada a la idea de variable y constante, en
tanto se relacionan y surgen de las asociaciones de los ingresos, precio del tiquete y
namero de personas que ingresan al sistema de transporte en condiciones especificas y

no a la seccion de ejercicios que plantea un texto escolar.

6.2 Surgimiento del modelo

La modelacion matematica puede verse a partir de diferentes perspectivas y
propositos, nuestro estudio desde una perspectiva realistica contribuye a la idea de
ocuparse inicialmente de la significacion de las nociones matematicas partiendo de

situaciones y problemas en contextos auténticos, propiciando la construccion de
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modelos con sentido para el estudiante. Luego de esta significacién, estas nociones
podrian ser trabajadas de manera formal.

El proceso de modelacién que se desarrolld en esta investigacion evidencio
cierto grado de libertad con respecto a las nociones y procesos matematicos que los
estudiantes requieren para describir el fendmeno en cuestién. En este sentido, los
procedimientos matematicos para la creacion de modelos son usados en funcion de la
situacion y no la situacion es usada en funcién de los conceptos matematicos. Es decir,
los conceptos matematicos que puedan ayudar a producir el modelo matematico no
podréan ser forzados a su uso en forma a priori, éstos van resurgiendo y son requeridos
durante el proceso. Asi que, es posible que estos procedimientos implementados para la
construccion de conocimientos escolares pueden aportan a la articulacion en red de
diferentes nociones numeéricas, estadisticas, variacionales, algebraicas, las cuales

comunmente suelen ser separadas y segmentadas.

El modelo matematico se constituye inicialmente de manera retérica, por ser la
descripcion del contexto su fuente de produccién, sin embargo la necesidad de legitimar
los argumentos que solucionan el problema conllevan a establecer relaciones
matematicas de naturaleza simbdlica, grafica y tabular. La idea de modelo matematico
entonces integra, no solo la simbolizacion de una relacion entre dos variables, sino
también las diferentes representaciones, que en conjunto aportan a una forma de

describir una situacion particular.

Las expresiones algebraicas por si solas, aisladas de todo contexto no tienen
sentido para el estudiante, pero observadas como modelos que se construyen en el
proceso experimental, conlleva a los estudiantes a realizar una correspondencia con
sentido entre el mundo cotidiano y las matematicas, es decir, las nociones matematicas
son producto de las deducciones, analisis y decisiones que parten de un contexto
auténtico y comprensible para el estudiante. Desde esta perspectiva los procesos de
modelacién rompen con una ensefianza y aprendizaje tradicional, mecanicista y

reproductivo por cuanto:
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* El punto de partida no se corresponde con las definiciones, teorias y
procedimientos estandarizados sino con situaciones inmersas en contextos reales.

= Las actividades dentro del proceso de modelacion obedecen a tareas de
investigacion y no a procedimientos estandarizados.

= La produccién de modelos implica una busqueda continua y cualificada de
relaciones matematicas y no a la imitacion de ejemplos propiciados por el

profesor.

Aunque los estudiantes cursaban el Ultimo grado de escolaridad, algunos
mostraron debilidad en cuanto a los procesos de abstraccion o simbolizacion que se
suponia deberia tener en dicho nivel de escolaridad. Esto evidencia que, a pesar de que
los estudiantes habia sido implicados en tratamientos algebraicos y en manejo de
sistemas simbolicos y algebraicos, no hay una transferencia automética de dichas
habilidades de tipo procedimental hacia en campo de la modelacién matematica en
contextos “auténticos” confirmando una vez mas los planteamientos de Blum et al.
(2007) en cuanto ésta dota de significado y proporciona una variedad de interpretaciones

a las nociones y procedimientos matematicos.

El proceso de construccion de los modelos abordados en el trabajo de campo,
inicié con la identificaciéon de las relaciones entre las variables y su representacion a
través del uso del lenguaje natural de los estudiantes, asi mismo estas verbalizaciones
fueron complementadas con datos numéricos como una primera manera de usar
representaciones matematicas. Sin embargo, el caso de Jackobson, evidencia que existen
estudiantes que no siempre siguen este proceso, y contrario a ello, producen inicialmente

un modelo simbolico (relaciones funcionales y de generalizacion).

Desde las ideas presentadas anteriormente, los modelos que emergen de los
contextos explorados directamente por los estudiantes, deben converger en una
abstraccion y representacion simbdlica que surge de las diversas formas de

matematizacion individual y grupal.
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6.3 Lainfluencia de los contextos en la construccion de la relacion
entre dos variables

Las situaciones enmarcadas en contextos que le son familiares a los estudiantes
desencadenan multiples ideas, propuestas y analisis sobre esa porcién de realidad que se
busca modelar mediante relaciones matematicas, tales situaciones e ideas, otorgan un
papel al estudiante de empoderamiento sobre ellas, pues su conocimiento de uso y
funcionamiento se transforman en una necesidad digna de pensarse desde
construcciones matematicas. En este sentido, este tipo de situaciones generan una
conexion con las experiencias, la vida cotidiana y los conocimientos empiricos o
interiorizados por los estudiantes sobre el fendmeno estudiado. En nuestro caso, el
contexto del Metro de Medellin puede considerarse como un instrumento que, al interior
de las matematicas escolares, posibilita el estudio de nociones inmersas en el algebra
escolar. Pues, integra diversos problemas y tematicas como ecuacion, relacion de
variables, funcién lineal, entre otras que podrian ser pensadas para otros niveles de

ensefianza.

Un aspecto relevante para el establecimiento de la relaciéon entre dos variables
son las discusiones propiciadas por los estudiantes a nivel cultural, tomando parte activa
en el andlisis sobre como éstas circunstancias generadas por el contexto y por lo
cultural, son cruciales al tomar decisiones a nivel matematico. En este sentido,
resaltamos desde nuestro estudio la influencia que tuvo el contexto (Metro de Medellin)
en la seleccion, asociacion de variables y construccion de relaciones matematicas en
términos de generalizacion y funcionalidad, donde cada relacion establecida es unica y
consistente desde los parametros especificos del contexto, gracias al establecimiento de

condiciones y factores inicos en ese contexto y no en otro.

Los elementos presentados en esta investigacion aportan mayores evidencias a
los planteamientos de Villa-Ochoa y Jaramillo (2011) cuando puntualizan que el
contacto con situaciones de modelacién matematica pertenecientes a los contextos
socioculturales parece propiciar cierto grado de familiarizacién y una nueva mirada a la
realidad de la escuela. Asi mismo, los resultados apoyan, los aportes de
D'Ambrosio (2005, citado en Villa-Ochoa y Jaramillo, 2011) cuando afirma que
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el desarrollo del conocimiento matematico en la escuela, debe ser construido a partir del
reconocimiento que el individuo hace del medio que lo rodeay sus diversas formas
expresadas en manifestaciones individuales, sociales, planetarias y cosmicas de la

realidad.

El contenido matematico, como es referido en diferentes investigaciones, es
permeado por diversas metodologias que apuntan a la memorizacion y repeticion de
ejercicios simulados que poco 0 nada tiene que ver con los significados que han
construido los estudiantes. Es por esto que, desde la modelacién en contextos auténticos
0 cercanos a los estudiantes, resaltamos el grado de motivacién mostrado por el grupo
de estudiantes evidenciado en la apropiacion del contexto (reflexiones del contexto,
toma de datos directos, participacién constante en los encuentros, exposicion final, entre
otros). En este sentido, la motivacion y apropiacion posibilitaron una mejor
comprension de las relaciones entre dos variables, aspecto que se demostrd en las
ultimas entrevistas, las cuales se sustentaban en contextos diferentes al del Metro de
Medellin (Cuenta de servicios publicos, planes de operadores celulares y cadenas de

correos electronicos).

Los contextos auténticos que forman parte de la vida, de la cotidianidad, de la
sociedad y de la cultura posibilitaron el comienzo de los procesos de modelacién, bajo
una dinamica grupal de discusién y legitimacion referente a las ideas que interrelacionan
el contexto y la nocion matematica usada. Asi que, la variedad de contextos en la clase
de matematicas genera en los estudiantes la idea de un aprendizaje desde sus conexiones
subjetivas con las experiencias, practicas sociales y conocimientos. Respondiendo de
este modo, a la intencidn de concebir la ensefianza de las matematicas como una opcién
para ayudar a los estudiantes a comprender y enfrentar diferentes situaciones y

problemas de la cotidianidad.

Experimentar un proceso de modelacion en forma grupal contribuye a procesos
de aprendizaje entre pares y a fortalecer las capacidades de exposicién, argumentacion,
de convencimiento del otro, de establecimiento de acuerdos y consensos. Por tanto, el

papel de cada integrante del grupo asume su propia funcion; algunos se centran en
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aportar desde su experiencia, otros aportan desde sus competencias matematicas y otros
median desde la posicion del otro. De este modo, la solucion a un problema de
modelacion depende de las decisiones y conclusiones tomadas en el grupo y aunque
estas no son absolutas, ni aplicables de manera automatica a otros contextos, continian

siendo dependientes de las condiciones analizadas por los estudiantes.

En general, para responder a la pregunta planteada en esta investigacion: ¢De
gué manera un proceso de modelacion matematica permite a estudiantes del grado
once, construir relaciones lineales entre dos variables mediante situaciones en contexto
reales? Sintetizamos la respuesta en cuanto a la influencia del contexto realistico en el
proceso de modelacion matematica y la construccion de relaciones entre dos variables

en las siguientes caracterizaciones:

= Articulacion de diversos escenarios auténticos con las nociones matematicas.

= Empoderamiento del estudiante sobre el contexto desde sus experiencias
cotidianas.

= Desencadenamiento de estrategias de discusion, criticas y reflexiones en la
busqueda de consensos.

= EI contexto como agente motivador en la exploracion e implementacion de
procesos alternativos en la ensefianza y aprendizaje de las nociones matematicas.

= (Re) significacion del uso de la letra en las expresiones algebraicas en contextos
particulares.

= Participacion directa sobre el fendbmeno e interpretaciones a través de diferentes
representaciones.

» Produccién de modelos retoricos y simbolicos en el desarrollo del proceso de
modelacion.

= Identificacion de variables y sus relaciones mediante los analisis de los
fendmenos auténticos de cambio en el proceso de simplificacion grupal e
individual.

= Descripcidon de las relaciones entre el contexto mediante cantidades de magnitud.

= Refinamiento del problema en contexto en correspondencia con la evolucion de

las nociones matematicas en la construccion del modelo.
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Abordar situaciones contextualizadas, como punto de partida en la ensefianza,
posibilitaria el desarrollo de capacidades de interpretacion y matematizacion en los
estudiantes de forma natural, en cuanto que el caracter cotidiano y la naturaleza préactica
de las situaciones hacen parte del modo de vida y de las actividades habituales de las
sociedades. Por otra parte, cuando se crean necesidades en los estudiantes relacionadas
con la vida fuera de la escuela, los conceptos algebraicos y las herramientas matematicas
entran a jugar un papel de produccion diferente si no existiese el interés o la necesidad

de resolver un problema.

6.4 Algunas implicaciones

Presentaremos algunos aspectos para tener en cuenta sobre el proceso de

modelacion en el aula de clase y en proximas pesquisas.

6.4.1 Para el aula de clase

Bajo la intencion de propiciar en el aula de clase procesos de reconocimiento
sobre las nociones de “variable” y “constante”, es preciso desarrollar antes de los
tratamientos formales del algebra, actividades basadas en entornos de interés para los
estudiantes. De modo que, no limiten la actividad de problematizacion, les viabilice el
estudio sobre las relaciones subyacentes a estos entornos y les admita buscar diversas

formas de expresar y organizar las matematicas.

Las actividades concernientes a los subprocesos de modelacion (comprension,
simplificacion/estructuracion, ~ matematizacion, interpretacion,  validacion vy
representacion) corresponden a actividades que requieren pensarse de forma particular
a las condiciones de los estudiantes involucrados y al objetivo epistémico a nivel
matematico. Por tanto, el docente podré realizar tareas de planeacion y reflexion en
estos aspectos antes de poder implementar actividades de modelacion en el aula de

clase.

La construccion de algunos conceptos matematicos, incorporan desde sus
concepciones epistemoldgicas, la idea de variacion, entre estas tenemos la funcion, que

entendida como una relacion de dependencia entre variables, debe ser objeto de
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observacion y cuestionamientos constantes desde la cotidianidad, promoviendo en los
estudiantes modelos matematicos que cobran significado y aplicabilidad desde las
constituciones propias de sus entornos cercanos. Invitamos a la reformulacion de
nuestras actividades de clase, en cuanto a la tematica algebraica, tomado las actividades
y problemas generados desde el aula como relaciones propias de los contextos y las

diferentes nociones matematicas.

En definitiva, la modelacion matematica como alternativa para construir
nociones y definiciones con sentido, requiere de un conjunto de condiciones a nivel
personal, social y curricular para su desarrollo o implementacion en el aula de clase.
Nuestra tarea como educadores matematicos, debe asumirse con una actitud
emprendedora frente al fortalecimiento de los procesos de ensefianza, con miras a

obtener asi una respuesta positiva en cuanto a los procesos de aprendizaje.

6.4.2 Para futuras investigaciones

Con este estudio contribuimos a la linea de investigacion de Modelacion
Matematica en Colombia, especificamente le damos continuidad a los aportes del grupo
EDUMATH y a la Recomem presentando algunos aportes y reflexiones para que este
proceso se institucionalice en las practicas de nuestras aulas de clase. En un futuro se

podrian realizar investigaciones concernientes a:

La relacion de variables en la linea historico-epistemoldgica.

= EIl papel de los contextos en la produccion de modelos desde un enfoque

socio-critico.

= Las caracterizaciones de las rutas seguidas por los estudiantes en el proceso

de modelacion.

= El subproceso de estructuracion, matematizacion y validacién desde los

contextos realisticos.
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6.4.3 Divulgacion del trabajo de investigacion

Ponencias™’:

= The Sixth International Congress of Qualitative Inquiry. Construccion de
significados de la ecuacion lineal a través de la modelacién matematica.

Universidad de Illinois (Urbana-Champaign, Chicago). Mayo 26 al 29.

= |l Congreso Internacional de Formacion y Modelacion en Ciencias Bésicas.
El concepto de la ecuacion de primer grado desde la perspectiva realistica de

la modelacion matematica. Universidad de Medellin. Mayo 5 al 7.

= 11° Encuentro Colombiano de Matematica Educativa-ASOCOLME, 2010.
Un acercamiento al proceso de modelacién en situaciones de ecuacion de

primer grado. Bogota, 9 de octubre.

%0 \er anexo 10. Certificados de participacion.
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Anexos

Anexo 1: Protocolo de entrevista uno

ENTREVISTA INICIAL

El proposito de esta entrevista es obtener informacion sobre las ideas y saberes de los
estudiantes sobre la ecuacion de primer grado. Con esta informacion se podran obtener
temas para elaborar guias enfocadas al proceso de la modelacion de la ecuacion de
primer grado. En este sentido, pretendemos:

Establecer una relacién de confianza entre el entrevistador y el entrevistado para
explorar las ideas sobre las ecuaciones.

Identificar las experiencias, procesos de argumentacion, las nociones previas
asociadas al concepto de ecuacion lineal.

Con estos objetivos, disefiamos una entrevista semiestructurada con las siguientes
preguntas:

a s wnNE

o

10.

Cuentame de una clase de matematicas que te haya gustado.
¢Qué fue lo que mas te gusto de la clase?
¢Por qué crees que en matematicas utilizamos las letras?
¢Que diferencia encuentras entre la expresion (2 + 8) y (x + 8)?
De lo que has venido estudiando en las clases de matemaéticas, ¢qué recuerdas
sobre ecuaciones?, ¢qué elementos tiene una ecuacion?
¢COmo interpretas esta expresion 5x + 2 = 22?
¢Cuales de las siguientes situaciones puedes asociar a la expresion 5x + 2 = 22?
a) Dentro de dos afios, cinco veces la edad de Ana es igual a 22 afos.
b) La quinta parte de cualquier nimero aumentado en 2 equivale a 22.
c) Cinco veces el valor del puntaje en un juego de bolos, mas dos puntos
que siempre te regalan suman 22.
d) Un automdvil se demora cierto tiempo en recorrer 22 km a una velocidad
de 5km/h, sabiendo que ya ha recorrido 2 km.
e) Cinco monedas de $100 méas dos monedas de 100 es igual a 22 monedas.
¢ Qué situacion podria representar la expresion 3y — 200 = 1000?
Si un compariero te pregunta sobre la solucion de la expresion x+2=4+2x.
¢Como le explicarias?

¢ Qué relaciones encuentras en las siguientes expresiones?
X 5 Xx+1=6+3x [3x |6y 8 X
6=5+x |9z y=6x+4 7 4+7 X+2=6 |y+3
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Anexo 2: Protocolo de entrevista dos

ENTREVISTA FINAL

Lugar:
Fecha:
Entrevistado (a):
Entrevistadoras:

Esta entrevista pretende:
Reconocer el punto de vista del estudiante respecto al proceso de modelacion.
Evidenciar las ideas asociadas a la nocion de variable y constante.
Reconocer la forma de relacionar dos variables mediante una situacién en
contexto.

Momento uno: contexto realistico

1. Luego de tu experiencia en el grupo, ;como evallas el proceso que viviste?
2. ¢Qué aprendiste de tus compafieros?, ;Qué te parecié mas importante?

3. ¢Qué podrias decir sobre la matemética y la vida diaria (¢ Tiene la matemética
relacion con la sociedad, la vida diaria?, ¢por qué?)

4. ¢Le has encontrado alguna utilidad a las matematicas para tu vida? (Antes de
esta experiencia de modelacion, qué utilidad encontrabas a las matematicas? Ha
cambiado en algo tu forma de ver las matematicas?

5. ¢Qué vision tienes ahora sobre el Metro?

Momento dos: desarrollo de estrategias y proceso de experimentacion e
identificacion de variables y constantes

6. Si quisieras analizar un contexto diferente al del Metro, por ejemplo el de los
servicios publicos (llevar fisicamente), ¢qué harias?

Agua

ACUEDUCTO - AGUA POTASLE eI

PEOSMALIONVDBASCA cALcuLo cu-un‘o R‘-?II"II et GOS0
ATL i [ A SESIFIN T2 » 00208 E2_ L2008 _2D30C MO T e 1 AR L0
- Tocal i

v
XXX
T,
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Ts 3 R e
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— A oS eil MraLLEs) . LA =
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Cada mes EPM nos cobra el servicio de agua potable. ;Qué debe tener en cuenta
EPM cada mes para cobrar este servicio?, ¢cuales de los aspectos que
mencionaste varian mes a mes, cuales no? Justifica. Como usuario de EPM
necesitan encontrar una forma rapida de calcular por ti mismo el servicio de agua
potable para compararlo con la factura. ; Como lo harias?
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Anexo 3: Protocolo de entrevista tres

ENTREVISTA FINAL

Lugar:
Fecha:
Entrevistado (a):
Entrevistadoras:

De la descripcion del contexto a los modelos matematicos y relacion de variables

1. Si necesitaras adquirir un plan prepago para tu celular en alguna empresa de
telefonia. ¢ Qué aspectos tendrias en cuenta para tomar una decision?

Teniendo en cuenta los siguientes datos, ¢qué harias para elegir un plan mas
econémico?

Prepago
- Ahorrofijo movistar

et oot e sa
EN TECNOLOGIA A LOS MEJORES PRECIOS
Lamejor tarifa del mercado
en prepago las 24 horas.

En la comunidad movistar ahorrar es mas facil

N Carga inicial
s Voo o ua
y Hjos. P incluido) **
Plan Prepago Simple 2 $199 $199 $2.500
Vr. Min Carga inicial
Planes movistar y oV(ra-regitcr)(r)SS (IVA
fijos. P incluido) **
Plan Prepagc_) ahorro fijo $199 $319 50.000
movistar
Vr. Min Vr. Otros SRR ITTEEL
PEEE Cohcel 0 e.radores (7
' P incluido) **
Plan Prepago 9 elegidos $242 $448 $10.000

2. En cada uno de los planes, ¢cudles datos puedes considerar constantes y
variables?
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¢Qué dato (s) te proporcionan los elementos suficientes para sustentar y
demostrar que tomaste la mejor decision?

¢Queé expresion matematica te indica el ahorro o la conveniencia del plan que
elegiste?

Si el plan de celular un dia decide que propone que el minuto cuesta $235 en
comcel, pero debes recargar 10.000 y gastarlos en dos dias. Emplea la expresion
de ahorro para mostrar por qué escogerias 0 no la promocion

¢Puedes dar otros ejemplos de la vida cotidiana que describan la misma
expresion matematica para estimar el ahorro o los gastos? ¢ Cuéles?
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Anexo 4: Consentimiento de Participacion

Yo estoy de acuerdo en participar en
la investigacion titulada “la modelacion matematica: un proceso para la construccion de
relaciones lineales entre dos variables” que es conducida por las profesoras Lina Maria
Mufioz Mesa y Sandra Milena Londofio Orrego, estudiantes de maestria de la Facultad
de Educacion de la Universidad de Antioquia y profesoras de la Institucion Educativa
Finca La Mesa. Entiendo que mi participacion es voluntaria y puedo decidir no
participar o dejar de participar en cualquier momento sin dar ninguna razén y sin sufrir
ninguna penalizacion. Puedo pedir que la informacion relacionada conmigo sea
regresada a mi o sea destruida.

Propdsito de la investigacion: El propdsito de este estudio es Caracterizar un proceso de
construccion de relaciones entre variables mediante situaciones de modelacion en
contextos reales con estudiantes del grado once.

Beneficios: El ser participante en esta investigacion puede apoyar la investigacion en
Educacion Matematica.

Procedimiento: Como participante en este estudio seré observado en clase y algunas
veces video grabado. De ser necesario podria ser entrevistado.

Riesgos: No hay riesgos asociados a la participacion en este estudio.

Confidencialidad: Cualquier resultado de este estudio que pueda dar pistas acerca de la
identificacion del participante sera confidencial. La informacion serd guardada en un
archivador con acceso limitado y solo se permitira el acceso a la informacién bajo la
supervision de los investigadores y solo para fines acadéemicos. Toda la informacion
recolectada en este estudio sera confidencial, solo seudénimos seran usados para escribir
el informe final.

Preguntas posteriores: Los investigadores responderan cualquier pregunta relacionada
con esta investigacion, ahora o en el transcurso del proyecto, a través de los correos
electronicos: limamuQO7@gmail.com ; samyjdam@gmail.com

Consentimiento del participante: Entiendo que firmando esta autorizacion estoy de
acuerdo en tomar parte de esta investigacion.

Consentimiento del padre de familia: Entiendo que firmando esta autorizacion estoy de
acuerdo en que mi hijo o hija participe de esta investigacion (horario de las sesiones
martes y jueves de 1:00 a 3:00 de la tarde).
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Nombre del investigador 1 Firma Fecha
Nombre del investigador 2 Firma Fecha
Nombre del participante Firma Fecha
Nombre del padre de familia Firma Fecha
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Anexo 5: Guia Uno

La siguiente situacion es propia de la economia y el uso del transporte masivo de la zona
Metropolitana de Medellin, la cual puede convertirse en un escenario para abordar parte
del estudio de la ecuacion lineal en el aula de clase.

SITUACION: METRO DE MEDELLIN E
METRO

La situacion se desarrollard en dos momentos:

CALIDAD DE VIDA

Momento Uno: contextualizar a los estudiantes sobre algunos datos relacionados con la
creacion, el funcionamiento y aspectos econémicos del Metro.

Para responder las siguientes preguntas, es necesario observar el video tomado de:
http://www.youtube.com/watch?v=D2DRPZPqg2-E y leer la siguiente informacién que
encontraras en la pagina web del Metro de Medellin:
http://es.wikipedia.org/wiki/Metro_de_Medell%C3%ADn

El proyecto Metro de Medellin fue planteado a cinco afios y finalmente se terminé en 12 afios. El 14 de
diciembre de 1982 el Consejo Nacional de Politica Econdmica y Social -CONPES- habia aprobado el
cupo de endeudamiento del Metro hasta por USD 656.3 millones, sobre un costo estimado de USD 1.009
millones.

Al finalizar la construccién de las tres primeras lineas (dos comerciales y una de enlace) del sistema de
transporte masivo, en 1997 el costo final fue de 2.174 millones de dolares, que incluyen el contrato de
obra, los gastos financieros, los costos de intereses de mora y la inversion social.

El total de la deuda adquirida por la regidn, para la construccion del Metro, se estd pagando bajo la figura
de la Ley de Metros, donde el 60% son aportes del Departamento de Antioquia y el Municipio de
Medellin y el restante 40% de la Nacion.

En 2004 el ministro de Hacienda Alberto Carrasquilla, el alcalde de Medellin Sergio Fajardo Valderrama,
el gobernador de Antioquia Anibal Gaviria Correa y el gerente del Metro Ramiro Mérquez Ramirez,
firmaron un acuerdo definitivo para la cancelacion de dicha deuda. Este arreglo le permite a los propios
antioquefios pagar el Metro, cuya construccion se inici6 en 1985.

Los socios de la empresa Metro (Medellin y Antioquia) asumen el 60% de la deuda total, conforme a la
Ley de Metros, que estaba tasada en 1.256 millones de dolares de dineros ya cancelados por el Estado a
los acreedores, y 335 millones de dolares mas que faltan por pagar, para un total de 1.591 millones de
dolares que se pasan a pesos colombianos, conforme con la tasa representativa del mercado del 21 de
mayo de 2004 (2.759 pesos por un ddlar).

De esta manera, el Metro de Medellin reconoce como obligacidn a su cargo y a favor de la Nacién el pago
de 1.256 millones de dolares, que corresponden a la deuda pagada, y 335 millones de délares que
corresponden a la deuda por pagar.

Una parte de la deuda del Metro se mantiene en moneda extranjera, y suma cerca de 360 millones de
ddlares (capital mas intereses); para el pago de esta partida todavia se cuenta con un plazo de 15 afios.
Antioquia, Medellin y la empresa Metro de Medellin Ltda. vienen honrando cumplidamente su deuda con
la Nacion y la banca externa.
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En el acuerdo de pago también quedd definido que la deuda que la region tiene con la Nacidn estara
respaldada por las rentas pignoradas tanto por el Departamento de Antioquia (correspondientes al 40% de
sus rentas de tabaco) como por otras rentas de todos los municipios del area de influencia del sistema
(correspondientes al 10% de la sobretasa a la gasolina).

Las rentas pactadas, la de la sobretasa a la gasolina (municipal) y la del impuesto al cigarrillo
(departamental), desde mayo de 2004 a noviembre de 2008 son equivalentes a COP (PESOS
COLOMBIANOS) $293.214 millones en valores corrientes, frente a un recaudo real en el mismo periodo
correspondiente a COP 435.524 millones, lo que representé un mayor pago (prepago) por COP$139.684
millones. En total, el Metro de Medellin y sus socios (Medellin y Antioquia), por concepto de la
construccion del Metro, le han girado a la Nacion desde 1990 y hasta noviembre del 2008, 714 millones
de ddlares. Asi, el cumplimiento del acuerdo de pago de la Empresa Metro y sus socios (Medellin y
Antioquia), ha sido desde su inicio hasta noviembre de 2008 del 149%. Es decir un 49% mas de lo
pactado.

El acuerdo se logro ademas gracias a que las Empresas Publicas de Medellin (EPM) y el Municipio de
Medellin desistieron de una demanda que tenian contra ISA - Isagen, por valor de COP $650.000
millones, por el uso de las aguas del embalse El Pefiol - Guatapé (Oriente Antioquefio), en la cadena de
aguas y embalses de Nare - Guatapé. [3]

La cancelacion de la deuda con la Nacion (deuda interna en pesos colombianos) esta asegurada con el
mencionado Acuerdo de Pago. Se terminara de pagar en 2083, ya que mundialmente la financiacion de
estos sistemas masivos de transporte se difiere aproximadamente hasta la vida Gtil del mismo. Las
capitalizaciones de los socios (Municipio de Medellin y Departamento de Antioquia) se han cumplido en
un 100% desde la firma del Acuerdo de Pago. La deuda por pagar a la banca externa (deuda externa en
ddlares) se terminara de cancelar en 2024.

De esta manera se resuelven, al parecer de manera definitiva, un problema que comprometia las finanzas
regionales y un problema que no habian podido dirimir los Gltimos cuatro gobiernos nacional y local.

El Metro (lineas A y B, ademas de una via adicional de servicio y mantenimiento llamada linea C) costd
US 2.174 millones, de los cuales US 1.009 millones corresponden al valor real de la obra y el resto a
sobrecostos financieros causados, principalmente, por el retraso de siete afios que tuvo su construccion
(incluye la parélisis de la obra entre 1989 y 1992), por la falta de créditos blandos y por la actitud hostil
del gobierno del presidente Virgilio Barco (1986 - 1990).

a. En la construccion y el funcionamiento del Metro han intervenido diferentes
entidades (EPM, la gobernacion, el municipio, la nacion), describe como estas
entidades han intervenido en el pago de la deuda del Metro.

b. Si ta fueras uno de los encargados en dirigir el proyecto del Metro, ;qué
elementos tendrias en cuenta para su planeacién y ejecucion?

c. Teniendo en cuenta los grandes costos del Metro vy si ta fueras el encargado de
establecer las condiciones y la formas de pago ¢qué estrategias utilizarias para
obtener ingresos?

d. ¢Cuél crees que han sido los cambios que contribuyen al desarrollo de la ciudad
de Medellin, con el sistema Metro?

e. Sabiendo que el tiquete individual tiene un costo de $1500 y el integrado a Santa
Rita tiene un valor de $1800, de los cuales un porcentaje de éste valor es para el
Metro y el resto es para el transporte vinculado al Metro. ¢Cuales son las razones
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por las cuales crees que el Metro ofrece a los usuarios los tiquetes integrados,
teniendo en cuenta que con los tiquetes individuales obtiene méas ganancia?
Suponiendo que en la estacion Acevedo ingresan 11:00 a.m. a 2:00 p.m. un total
de 1000 personas, de las cuales 234 compran un tiquete individual y el resto con
un tiquete integrado. ¢Cuanto dinero recauda el Metro desde cada una de las
tarifas? ¢ Qué conclusion puedes obtener a partir de éstos resultados?

¢Desde qué numero de tiquetes integrados se tendrian que vender para que el
Metro obtuviera una ganancia igual o mayor a la recaudada con los tiquetes
individuales?

¢Qué estrategias podrias emplear para calcular el dinero recaudado por el Metro
para cada una de las tarifas?

Actualmente, el Metro dejo de ofrecer el tiquete doble. ¢;Por qué crees que esto
sucedio?

Si el Metro te contratara para crear una propuesta alternativa con respecto a las
que ofrece actualmente (tarjeta civica, tiquete integrado, tiquete estudiantil, entre
otras) ¢ Cuél plantearias, de modo que el Metro obtenga un mejor beneficio?

Momento Dos: Desarrollar la nocion y relaciones matematicas, con respecto a lo
constante y a lo variable, involucrandolos en situaciones de analisis.

¢Cuéles son las condiciones y factores que afectan los ingresos en una
determinada estacion (por ejemplo estacién Acevedo)?

Enumera lo que se puede contar en el sistema Metro, teniendo en cuenta su uso y
funcionamiento.
Teniendo en cuenta la lista anterior, clasificalos en cantidades que cambian y las
que no cambian.
Teniendo en cuenta la informacion de la tabla, elija dos tarifas del Metro y una

tarifa del bus publico del lugar donde vives. Escriba el tipo de tarifa, el valor y
complete la tabla.

Grupo Tarifario v‘i’:;:rzg?’g
]Tarifas tiquetes [| $1.500 I
|Senci||o Integrado (porcién Metro) || $900 |
|Tarifas tarjeta Civica || |
|Persona| (Frecuente) ” $1.350 |
|AI portador || $1.400 |
IEventuaI (serd introducida en el 2009) ” $1.500 I
[Estudiantil Metro |[$1.110 |
IEstudiantiI Municipios ” $710 I
|Adu|to mayor || $1.300 |
IPersona con Movilidad Reducida (PMR) ” $1.050 I
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NUmero | Tarifa: Tarifa: Tarifa:
de
viajeros Ingreso | Ingreso |1 Ingreso 111

$ $ $

1

2

3

De las tres tarifas que elegiste, ¢cual consideras que proporciona mayores
ingresos al Metro?

Teniendo en cuenta los datos de la tabla, ¢cudles consideras variables y
constantes?

Segun la tabla, ¢qué relacion estableces entre las variables? ¢ Qué relacion se da
entre las variables y las constantes?

¢Qué variable(s) dependen de otra(s)?

¢Cémo representarias éstas variables?

¢Qué igualdades podrias establecer entre los datos que consideraste variables y
cuéles entre constantes?

¢Consideras que hay otros elementos diferentes a los establecidos en la tabla,
que influencian en los ingresos del Metro? ¢ Cuales?

Si en una hora, ingresan 612 viajeros en la estacion Acevedo, ;cudles serian los
ingresos recaudados por el Metro, teniendo en cuenta las dos tarifas de la tabla?
Escribe los procedimientos.

. Supongamos que se obtienen unos ingresos de $237.800, de los cuales $72.800

fueron recolectados por el transporte del bus (tarifa $1.400). Considerando que el
resto del dinero lo generd el Metro con el ingreso de tiquete estudiantil. ;Cuantas
personas utilizaron el bus y cuantas el Metro?

Propone un problema acerca del Metro, que implique la relacion de los
diferentes datos de la tabla, a través de una igualdad.
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Anexo 6: Guia Dos

SITUACION: METRO DE MEDELLIN E

METRO
DVE BMAEDHELL iR

CALIDAD DE VIDA

El sistema de transporte Metro hace parte de la vida diaria de los habitantes de Medellin,
cémo también hace parte de los gastos de un estudiante, una familia, un trabajador, entre
otros usuarios. Sin embargo, el deseo de progreso de la ciudad le ha implicado una
planeacion y ejecucion de diversos proyectos para el funcionamiento de este sistema de
transporte. Bajo este contexto real planteamos el siguiente problema:

¢Por qué el sistema de transporte Metro es conveniente 0 no para ti como individuo que
forma parte activa de la ciudad de Medellin?

Es importante propiciar por un papel activo y critico de sus usuarios en este servicio de

transporte. Por esto, desarrollemos las siguientes preguntas y actividades:

1. ¢Qué aspectos podrian sustentar matematicamente qué tan conveniente es el sistema
de transporte Metro para ti y para la ciudad?

2. Como estudiante tienes algunas opciones para transportarte; el Metro, el bus urbano,
entre otros. Teniendo en cuenta algunos intereses como usuario de estos servicios, tales
como: el ahorro, el desplazamiento, el progreso de la ciudad, el cuidado del medio
ambiente, el empleo, entre otros.

¢ Qué datos podrias recolectar del Metro y del bus?, ;Como podrias organizarlos?

4. ;Para qué puedes utilizar la siguiente tabla?
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Linea Largo |Tramo Tipo

o Niquia - Bello 121km 1 |Nivel Elevado | @) ItagDi - Sabaneta Construccién| 31 | Nivel Suelo

L) Bello- Madera 142km 2 | NivelSuclo | @) Sabaneta-lLaEstrella  |Construccién| 32 | Nivel Suslo

L) Madera - Acevedo 1,66 km 3 | Nival Suelo | ) San Antonio- Cisneros 0.50 km 19 |Nivel Elevado
@ | Acevedo- Tricentenario 1,05 km 4 | NikelSuelo | @)| cisneros- Suramericana 0,87 km 20 |Nivel Elevado
@|  Tricentenario - Caribe 1.25km 5 | MNwelSuelo | @)|  syramericana- Estadio 050km | 21 |Nivel Elevado
L] Caribe - Universidad 1,13 km 6 |Nivel Elevado| 5 Estadio- Floresta 1,22 km 22 |Nivel Elevado
@  Universidad- Hospital 0,68 km 7 |Nivel Elevado| ) Floresta- Santa Lucia 0,62 km 23  |Nivel Elevado
L) Hospital - Prado 0,68 km 8 |NielElevado| @) |  Santa Lucia- San Javier 1,07 km 24 |Nivel Elevado
@| Prado-Parque Berio 059km | 9 |NielElevado Acevedo - Andalucia £km 25 | Melro Cable

@ | Parque Berrio - San Antonio 0.1 km 10 |Nivel Elevado Andalucia - Popular 4Km 28 | Mstro Cable

@ |  san Antonio - Alpujarra 25 k) B | B RISl El aa Papular - Santo Domingo Savia| 4 km 27 | Mefro Cable

@ | Apujara-Exposiciones 038km | 12 |Wiel Elevado) g San Javier - Juan XXIl 4km 28 | Mefro Cable

. Exposiciones - Industriales 0.81km 13  |Nivel Elevado O Juan XXl - Vallejuelos 4km 29 | Metro Cable

@ | Iindustriales- Poblado 181km | 14 | NveiSuelo | @y T Vangjuelos - La Aurora A 7 |[FeeTe

9 Poblado - Aguacatala 188km | 15 | Nivel Suelo

[ ] Aguacatala - Ayurd 085km | 16 | Nivel Susio

[ ] Ayura - Envigado 188km | 16 | Nivel Suelo

[ Envigado - Itagi 155km | 18 | Nivel Suelo

5. Si el usuario es un matematico, ;,como le demostrarias la opcion que elegiste como
mas conveniente? Escribe los procedimientos y argumentos que le darias.

6. Si la pagina del Metro te solicita dar un informe grafico que demuestre la
conveniencia de elegir una de las opciones, ;,como lo harias? Escribelo. (Puedes emplear
un programa para realizar las gréficas)

7. ¢Qué aspectos tomaste como primordiales para establecer la conveniencia o no de

tomar el sistema Metro como una opcion para los usuarios que elegiste en el analisis
(Tiempo, capacidad, distancia o precio)?

207



Anexo 7: Guia Tres

SITUACIONES EN EL CONTEXTO METRO

1. ACTIVIDAD A MANERA DE CARTA:

Medellin, septiembre de 2010
Estimado(a)
Estudiante

Al colegio Finca La Mesa llegaron tres estudiantes de Bogota, el Cauca y Uraba. Sus
familias les han solicitado un informe sobre sus gastos para poderles girar dinero. Uno
de ellos, Cristian vive cerca de la estacion Estadio del Metro; Marcela vive cerca al
Parque Explora y Miguel vive a cinco minutos de la estacion Itagui. Ellos necesitan una
forma rapida y practica de calcular sus gastos con respecto al transporte. (Qué le
sugeririas? Ademas, ellos necesitan calcular los tiempos que requieren para salir de sus
casas y llegar a tiempo a las 6:20 a.m. ;Qué deben tener en cuenta para calcular los
tiempos? Escribeles tus sugerencias...

Cristian uno de estos estudiantes que viene del Cauca, dice que puede calcular sus
gastos asi: g= p+nv (g son los gastos, p es el precio del viaje, nv son los nimeros de
viaje). ¢Que le dirias al respecto?

La institucién escoge a Cristian como beneficiario de un subsidio de transporte para
asistir a las olimpiadas del conocimiento desde Acevedo hacia la Universidad de
Antioquia. El debe elegir entre un tiquete Metro o un tiquete de bus urbano. ¢Cual le
recomendarias y por qué?

Esperamos tu respuesta.

Con toda atencion,

Lina Mufioz y Milena Londofio
Profes de Finca La Mesa
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Anexo 8: Guia Cuatro

ACTIVIDAD A MANERA DE VALLA PUBLICITARIA

Nueve estudiantes inquietos de once grado observan la siguiente valla publicitaria.

La administracion Municipal de
Medellin... si contribuye con el
ahorro de su familia. jUtiliza el

tiquete estudiantil!

B

Tomado de: http://www.medellin.gov.co/alcaldia/jsp/modulos/P_ciudad/tiqueteestudiantil.jsp?idPagina=861

Estos estudiantes deciden investigar con apoyo de la pagina web, sobre cuél es el aporte
del Municipio con respecto a los gastos de transporte, encontrando la siguiente

informacion:

“Durante el 2009, el Programa del Tiquete Estudiantil significo un ahorro mensual de
25 mil 164 pesos a cada estudiante que se movilizd en bus o buseta, ya que el tiquete
cubrio el 50% del valor de la tarifa. En total durante el afio, el Tiquete le ahorrd 3 mil
919 millones de pesos a los usuarios de este tipo de transporte.

Estas personas se suman a las 9 mil 813 que se beneficiaron con el transporte del
Metro. El ahorro para éstas fue de 35 mil 400 pesos mensuales, considerando una tarifa
preferencial de $710 frente a $1.300 de un usuario con perfil frecuente .

Beneficiarios

BUS METRO

‘# dias escolares afio

186 | 186

]Valor pasaje (2)

\Valor pasajes afio

|Va|or pasaje con tiquete Trans. Estu. (2)

$1.400 |

\Valor pasajes afio con tiquete

\Ahorro

|Ahorro %

|
|
|
|
$1470 |
|
|
|

¢Qué estrategia utilizarias para calcular el ahorro?,

calcular los valores de la tabla.
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Estos estudiantes averiguan que el tiquete estudiantil les permite a los jovenes del
Sisben y de estratos 1, 2 y 3 movilizarse hacia sus instituciones educativas y que con el
tiquete estudiantil el valor del pasaje en bus es de $700 y en Metro es de $735. Y
realizan las siguientes gréaficas:
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¢En cual de las tres modalidades estos estudiantes podrian ahorrar mas dinero? Justifica
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¢En cual de las tres modalidades estos estudiantes podrian ahorrar mas dinero? Justifica
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Anexo 9: Diapositivas de la exposicion final

INTRODUCCION
= El ohjetive de sste trahajo os mestrar

SOCIEDAD DE

i i N: costor delos difersntes traneportescome % Wilhelm
| MEDELL o =om micTolis , metro ¥ tad, P % Jackobzon
4 cuales som 2us ventajas ¥ desventaas % Lindzay
P mostrar como pusde bensficiar asus 2 Andrey
uruarios tanto emcostos , Hempo, distancia % Sandro
@, EMero e ;
| @ ({BENEFICIA O NO? = Galn
= Jhony

ORIGEN

© En 1a primera mitad del aiio
2010 Abgil, surzs un proyects que
tiens »u fundaments enla

R: .-'B-eg‘tmlnsdatnsohtemdosa
ravés de esta investigacion podemos
decir que el metro ez el medio de
iransporte mas favorable. por que
sinimportar la distancia que
deseemos recorrer eltlempusera
minimo ¥ el precio Gnico.

Pero si buscamos economiaen
distancias cortas el bus nos brindara
una mejor opcion, por que el precio
serd el mismo sin importar la
distancia aungue el factor empo
podria variar

Zicomparas el
metro, con el
microbis, ¥ con el
taxi para tu
movilizacion diaria,
econdmicamente
 icual te favorece

-

mas?

Ll el
Anerra BUE- TMIUETE  ESTUDIANTIL
=
1wl
| famws WETRO- 'nqmz'm zs’rumam ] | | | oRezpecto al taxi podemos deciz que 2¢ dezcaraen
| | | - COMCLUSIONES | | el zpecto scomemico, =olo na: pueds serviren
o B ms favorable el metro descuerds con la distancia, | { | cawodeque estemas cartos de Hempo y 10
| emire ma= distancize mas favorahle yentre mas cerca | | importelasumade dinero que 22 gastaria
| | mascostors Elbus sx s scomomics en distameize | |
| cortas. | | oReferente 2l bu= podemon decit que nos brinda
o Ex absolutamente convenients desarrollar sstrabexize. | i Sronomia en camo de que 1a distancia seacorta

come exta para caloular el ahorro jmedios de transports |
tiempas de viajs, distancias y precios de vise) |
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Anexo 10: Certificados

Norman K. Denzin

Institute of Communications Research
University of Illinois

228 Gregory Hall

810 South Wright Street

Urbana, IL 61801 cgm ';t;gz;io;;l
Tel: (217) 333-1549 P g
Email: n-denzin@illinois.edu University of Binoia at Urbans-Champaign

May 26-29, 2010

26 May 2010

To Whom It May Concern:

This letter confirms the attendance and participation of person named below to our
conference “The 6t International Congress of Qualitative Inquiry” (Q12010) from May 26t
to May 29t at the University of Illinois at Urbana-Champaign, U.S.A. The title of the
presentation is listed below. It was delivered on 26 May 2009 at ADISP (A Day in Spanish

and Portuguese).

Nombre: Sandra Londono- Orrego

Ponencia: Construccion de significados de la ecuacion lineal a través de la
modelacion matematica.

Yours most sincerely,

Norman K. Denzin
Congress Director
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Norman K. Denzin

Institute of Communications Research
University of Illinois

228 Gregory Hall

810 South Wright Street May 26-29, 2010
Sixth International
Urbana, IL 61801 COnwossof

Tel: (217) 333-1549
Email: n-denzin@illinois.edu

University of Rinois at ummchm

26 May 2010

To Whom It May Concern:

This letter confirms the attendance and participation of person named below to our
conference “The 6t International Congress of Qualitative Inquiry” (QI12010) from May 26t
to May 29% at the University of Illinois at Urbana-Champaign, U.S.A. The title of the
presentation is listed below. It was delivered on 26 May 2009 at ADISP (A Day in Spanish

and Portuguese).
Nombre: Lina Maria Muiioz Mesa

Ponencia: Construccién de significados de la ecuacién lineal a través de la
modelacién matematica.

Yours most sincerely,

i
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COLOMBIANA N A
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EDUCATIVA v 4
O ECRCECC R AL
Colegio Champagnat

CERTIFICAN QUE:
LINA MARIA MUNOZ MESA

PARTICIPO COMO ASISTENTE

EN EL 11° ENCUENTRO COLOMBIANO DE MATEMATICA EDUCATIVA.
REALIZADO EN BOGOTA, D.C., LOS DIiAS 7, 8 Y 9 DE OCTUBRE DE 2010.

Ny
GLORIA GARCIA OLIVEROS FRANCISCO MURILLO

PRESIDENTA ASOCIACION COLOMBIANA RECTOR COLEGIO CHAMPAGNAT BOGOTA
DE MATEMATICA EDUCATIVA ASOCOLME

ASOCIACION E3a
COLOMBIANA
DE MATEMATICA X

EDUCATIVA
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Colegio Champagnat

CERTIFICAN QUE:
LINA MARIA MUNOZ MESA

PARTICIPO COMO PONENTE

EN EL 11" ENCUENTRO COLOMBIANO DE MATEMATICA EDUCATIVA.
REALIZADO EN BOGOTA, D.C.. LOS DIAS 7. 8 Y 9 DE OCTUBRE DE 2010.
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GLORIA GARCIA OLIVIROS
PRESIDENTA ASOCIACION COLOMBIANA
DE MATEMATICA EDUCATIVA ASOCOLME

FRANCISCO MURILLO
RECTOR COLEGIO CHAMPAGNAT
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EDUCATIVA
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Coleglo Champagnat

CERTIFICAN QUE:
SANDRA MILENA LONDONO

PARTICIPO COMO ASISTENTE

EN EL 11° ENCUENTRO COLOMBIANO DE MATEMATICA EDUCATIVA,
REALIZADO EN BOGOTA, D.C., LOS DIAS 7, 8 Y 9 DE OCTUBRE DE 2010.
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GLORIA GARCIA OLIVEROS = F_M(\('m OMURILLO
PRESIDENTA ASOCIACION COLOMBIANA RECTOR COLEGIO CHAMPAGNAT BOGOTA

DE MATEMATICA EDUCATIVA ASOCOLME
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- CERTIFICAN QUE:
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PARTICIPO COMO PONENTE

EN EL 11° ENCUENTRO COLOMBIANO DE MATEMATICA EDUCATIVA,
REALIZADO EN BOGOTA, D.C., LOS DIAS 7, 8 Y 9 DE OCTUBRE DE 2010.
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GLORIA GARCIA OLIVEROS TFRANCISCO MURILLO
PRESIDENTA ASOCIACION COLOMBIANA RECTOR COLEGIO CHAMPAGNAT

DE MATEMATICA EDUCATIVA ASOCOLME
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UNIVERSIDAD DE MEDELLIN

Medellin, 7 de mayo de 2010

Doctora _
LINA MARIA MUNOZ MESA
Ponente

El éxito de este Il Congreso Internacional de Formacion y Modelacion en
Ciencias Basicas, se debe en gran parte al compromiso y profesionalismo
ejercido por cada uno de los conferencistas durante sus intervenciones, que
lograron la atencion y cautivaron al publico asistente.

Usted, fue fundamental en este proceso y los organizadores estamos seguros
que no nos equivocamos en elegirlo como uno de los expositores del
Congreso. Su experiencia, reconocimiento y sabiduria, fueron vitales para éste.

En nombre de la Universidad de Medellin y el Departamento de Ciencias
Basicas, le doy las mas infinitas gracias por su aporte. Este Congreso, siempre
lo recibira con los brazos abiertos, maxime cuando usted aporta a la solucion
de los problemas de la sociedad y a la formacion de los futuros profesionales
que tendran en sus manos el futuro del mundo.

De nuevo mil gracias por todo y cuente con nosotros.

Cordialmente,

Tose ALBELTORIA VASEU 62
JOSE ALBERTO RUA VASQUEZ
Jefe Departamento Ciencias Basicas
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UNIVERSIDAD DE MEDELLIN

Certifica que:

LINA MARIA MUNOZ MESA

PONENTE

Asisti6 al Il Congreso Internacional de Formacién y Modelacion en Ciencias Basicas, realizado los
dias 5, 6 y 7 de mayo de 2010 en la Universidad de Medellin, con una intensidad de 24 horas.

- \ [
©se ALBELTORGA VASGUE2Z HAd4n
JOSE ALBERTO RUA VASQUEZ ALBA’/LUZ MUNQZ RESTRE
Jefe Departamento de Ciencias Basicas {¥icerrectora ‘

(%)

UNIVERSIDAD DE MEDELLIN

Certifica que:

SANDRA MILENA LONDONO ORREGO

PONENTE

Asistié al Il Congreso Internacional de Formacion y Modelacién en Ciencias Basicas, realizado los
dias 5, 6 y 7 de mayo de 2010 en la Universidad de Medellin, con una intensidad de 24 horas.

! ALBELTORGA VASGUEZ AL s
JOSE ALBERTO RUA VASQUEZ ALBA/LUZ MUN RESTRE!
Jefe Departamento de Ciencias Basicas {¥icerrectora i
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