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RESUMEN: En geometria, la mayoria de estudiantes presenta dificultades para identificar las propiedades de los sélidos de
revolucion, dado que la representacion en el plano de estas figuras tridimensionales limita el reconocimiento de todas sus
propiedades. Ante esta problematica encontramos el entorno de geometria dindmica como una alternativa que favorece el
reconocimiento de propiedades en figuras tridimensionales. Luego, elaboramos actividades basadas en el enfoque de
Rabardel usando el soffware GeoGebra 3D, las cuales aplicamos con estudiantes de un primer ciclo universitario. Durante la
aplicacion, observamos que el GeoGebra 3D permiti6 que los estudiantes descubran e identifiquen las propiedades
particulares de estos.
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ABSTRACT: In Geometry, most students experience difficulties in identifying the properties of solids geometry, since the
representation of these three-dimensional figures in the plane limits the recognition of all their properties. Faced with this
problem we find the dynamic geometry environment as an alternative that favors the recognition of properties in three-
dimensional figures. Then, we elaborate activities based on Rabar’s approach, using the GeoGebra 3D software, which we
implement with students of a first university cycle. During the implementation, we noticed that GeoGebra 3D allowed students
to discover and identify the particular properties three- dimensional figures.
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Introduccion

En nuestra experiencia docente, en relacion con la ensefianza de los solidos de revolucion en el curso
de Introduccion a la Matematica Universitaria observamos que los estudiantes presentan muchas
dificultades para reconocer las caracteristicas y propiedades propias de estas figuras tridimensionales.
Estas dificultades hacen que los estudiantes no logren comprender las nociones y propiedades
geomeétricas que requieren para resolver problemas relacionados con estos objetos geométricos.

En la busqueda de alternativas para facilitar el aprendizaje de los sélidos de revolucion encontramos
que el uso de un entorno de geometria dinamica como el GeoGebra 3D, favorece la exploracion y el
descubrimiento de las propiedades propias de cada figura geométrica asi como la comprension de las
mismas. El potencial de arrastre que ofrece este software permite realizar cambios de manera casi
inmediata en las construcciones realizadas, a diferencia del trabajo realizado con lapiz y papel, lo cual
favorece el reconocimiento de las propiedades geométricas invariantes que caracterizan a cada objeto
geometrico.

Antecedentes

Algunos investigadores en Educacién Matematica sefialan que la resolucion de problemas en
Geometria resulta compleja, dado que esta involucra el trabajo con figuras geométricas
bidimensionales o tridimensionales que no son faciles de identificar. En este sentido, Gutiérrez (2006)
sefiala que el desarrollo de las habilidades de visualizacion es importante en el proceso de
comprension de las figuras geométricas bidimensionales o tridimensionales. Entendiendo que la
visualizacién no solo consiste en ver o percibir de manera directa un objeto, sino que es un proceso de
razonamiento que facilita la comprension de un concepto a partir del uso de elementos visuales o
espaciales, tanto mentales como fisicos. También podemos decir que es un proceso relacionado con
la observacion de patrones, la deduccion y la dotaciéon de significado.

Por otro lado, Sanchez (2000) sefiala que los recursos tecnoldgicos son herramientas de apoyo que
hay que aprender a usar, de modo que fomenten el desarrollo de destrezas cognitivas en los
estudiantes y faciliten la construccién de los conocimientos deseados. En esta misma linea, The
National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2000) senala que la tecnologia es una
herramienta eficaz que apoya la ensefianza de las matematicas ya que ofrece entornos de aprendizaje
dinamicos.

Marco tedrico

Entre los enfoques actuales en relacion a la integracion de las tecnologias en la ensefianza y el
aprendizaje de la matematica se encuentran: la Aproximacién Instrumental, la Mediacion Semidtica, la
Orquestacion Instrumental y el Enfoque Seres-humanos-con-medios.
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La aproximacion instrumental se preocupa por los aspectos instrumentales de la actividad de uso de
una herramienta tecnoldgica por parte del sujeto en un contexto educativo, y es resultado de la
concatenacion de dos teorias, la Ergonomia Cognitiva de Rabardel (2011) y la Teoria Antropoldgica de
lo Didactico (TAD) de Chevallard (1999) y se produce con el fin de legitimar las practicas educativas
emergentes del uso de una herramienta tecnolégica por parte de un estudiante en un contexto
educativo. En nuestro trabajo tomamos en cuenta aspectos del enfoque instrumental de Rabardel
(2011).

Segun el enfoque instrumental de Rabardel (2011) un artefacto es una cosa susceptible de uso, que
puede ser material o un objeto simbdlico. Asi por ejemplo, un artefacto puede ser un compas, una
computadora, un software matematico, entre otros. Mientras que un instrumento es un artefacto en
accion, es decir, es una entidad que comprende el artefacto y los esquemas de uso que le da el
usuario, los cuales son resultado de una construccién propia mediante las acciones que realiza. Asi
por ejemplo, un instrumento puede ser construir un cono usando GeoGebra 3D, construir un poligono
regular usando un compas, etc.

Rabardel (2011) también sefala que el instrumento no es algo que existe en si mismo, sino que es
elaborado por el usuario en un proceso denominado génesis instrumental. Es decir, el instrumento se
concibe como tal cuando el usuario se apropia de éste y lo integra a su actividad. Ademas, un artefacto
puede generar varios instrumentos y la produccion de estos se llama instrumentacion. Por ejemplo,
con el artefacto GeoGebra 3D y las propiedades asociadas al uso de este un usuario puede generar la
definicion de sdlido de revolucion.

Cabe resaltar que en este enfoque los instrumentos cumplen una funcién muy importante para los
usuarios, estudiantes en nuestro caso, pues involucran las acciones que éstos realicen con el
artefacto, constituyéndose de esta manera en parte activa en la construccion de sus conocimientos.
Por ello, en nuestro trabajo consideramos que el GeoGebra 3D es un artefacto que puede
transformarse en un instrumento para los estudiantes luego de un proceso de génesis instrumental,
segun los esquemas de uso que se apropien o elaboren para realizar determinada tarea.

Finalmente, podemos decir que los entornos de geometria dinamica como el GeoGebra 3D son
herramientas con gran potencialidad que podemos usar como medio para construir y crear
conocimiento, ya que ofrecen un ambiente favorable para la exploracion, construccion, descubrimiento
y manipulacion de figuras geométricas bidimensionales y tridimensionales.

Actividades con GeoGebra 3D

La experiencia que vamos a compartir se realizé con un grupo de estudiantes de un primer ciclo,
matriculados en el curso Introduccion a la Matematica Universitaria de la Facultad de Estudios
Generales Ciencias de la Pontificia Universidad Catdlica del Perd. En las actividades propusimos
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problemas relacionados con soélidos de revolucion para que los estudiantes los resuelvan usando el
GeoGebra 3D.

A modo de ejemplo, mostramos tres problemas propuestos.
Problema 1

Por un diametro de la base de un cono circular recto cuya longitud es igual a la longitud de su
generatriz, se traza una recta L alrededor de la cual se hace rotar el circulo de la base del cono y se
genera una esfera. Si el volumen del cono es igual a 100v/3 m?, determine el volumen de la esfera.

Problema 2

Se tiene un rombo cuyo lado mide 10 cm y uno de sus angulos 30°. Halle el volumen del sélido que se
obtiene al girar la regidn delimitada por el rombo alrededor de un eje que contiene a uno de los lados
de dicho rombo.

Problema 3

Sea S el sélido que se obtiene al girar una region delimitada por un triangulo equilatero de 4 cm de
lado alrededor de una recta L exterior al triangulo y paralela a uno de sus lados. Si la recta L esta
ubicada a 3 cm de distancia del lado del triangulo equilatero, halle el area y el volumen del sélido S.

Durante la implementacién de esta actividad, observamos que los estudiantes se involucraron con el
desarrollo de los problemas propuestos. Algunos resolvieron los problemas propuestos usando solo las
herramientas que ofrece el GeoGebra 3D, mientras que otros resolvieron los problemas apoyandose
de trazos auxiliares realizados con lapiz y papel.

Sin embargo, no todos los estudiantes lograron resolver todos los problemas. Esto debido a que
algunos no conocian el software y les resulté complicado manipularlo, o debido a que se complicaron
con las construcciones en tres dimensiones al ubicar las rectas que eran ejes de rotacién o las
regiones que iban a rotar alrededor de los ejes de giro.
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Respecto al primer problema propuesto, en la figura 1 mostramos el trabajo entregado por un
estudiante, en el que podemos apreciar que este logro construir la superficie esférica generada
alrededor del eje de giro indicado. También, observamos que construyo la esfera requerida y calculd
su volumen. Lo cual pone en evidencia que el estudiante convirtié el artefacto GeoGebra 3D en un
instrumento, ya que se apropio de las herramientas necesarias y las uso de manera adecuada para
resolver el problema dado.

-

TR IS 10 )

Figura 1. Construccion realizada por un estudiante para el problema 1

Observamos que algunos estudiantes entregaron construcciones y resultados similares al del
estudiante 1. Sin embargo, algunos estudiantes tuvieron dificultades para construir la circunferencia
que permite generar la superficie esférica dado que no lograban identificar el plano en el que tenian
que construirla usando las herramientas del GeoGebra 3D. Esta dificultad impidi6 que terminaran de
resolver el problema.

Respecto al segundo problema propuesto, en la figura 2 mostramos el trabajo entregado por un
estudiante, donde podemos apreciar la superficie de revolucion generada alrededor del eje de rotacién
indicado. También, observamos que construyo el cilindro y los conos, y calculd el volumen pedido.
Esto pone en evidencia que este estudiante logro convertir el artefacto GeoGebra 3D en un
instrumento, luego de un proceso de génesis instrumental que le permitié apropiarse de los conceptos
de cilindro y cono de revolucion.
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Figura 2. Construccion realizada por un estudiante para el problema 2

En este problema, observamos que la mayoria de estudiantes pudo realizar las construcciones en la
vista 2D. Las dificultades aparecieron al realizar las construcciones de los conos en la vista grafica 3D.
Lo que pone en evidencia las dificultades para trabajar con figuras tridimensionales.

Entre las dificultades que presentaron los estudiantes, observamos que algunos no lograron
determinar el volumen pedido debido a que no reconocian el sdlido generado, compuesto por un
cilindro de revolucion y dos conos de revolucion equivalentes, uno ubicado en la parte superior externa
y otro en la parte inferior interna. Podemos decir que pocos estudiantes reconocieron que los conos de
revolucion generados eran equivalentes

Respecto al tercer problema propuesto, en la figura 3 mostramos el trabajo entregado por un
estudiante, donde podemos apreciar la superficie de revolucion generada alrededor del eje de giro
indicado. También, observamos que logré construir el cilindro y los conos de revolucién, y calculd el
volumen pedido. Lo que pone en evidencia que convirtid el artefacto GeoGebra en un instrumento, es
decir, se apropié de esquemas ya existentes o elabord nuevos esquemas que le permitieron usar de
manera adecuada las herramientas necesarias del GeoGebra 3D para resolver el problema dado.
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Figura 3. Construccion realizada por un estudiante para el problema 3

En este problema observamos que pocos estudiantes lograron realizar una construcciéon como la
mostrada en la figura 3, donde podemos apreciar la superficie generada alrededor del eje de giro
indicado. Al igual que en problema anterior, observamos que los estudiantes no tuvieron dificultades
para realizar las construcciones en la vista 2D, pero si las tuvieron para realizarlas en la vista grafica
3D.

También, observamos que algunos estudiantes no lograron determinar el volumen pedido debido a
que no reconocian la superficie de revolucion generada. Al respeto, consideramos que, en esta
construccion en particular, el software no facilité la visualizacién de las propiedades y las relaciones
necesarias para determinar el volumen del sélido pedido.

Por ultimo, observamos que el uso del GeoGebra 3D promovio el interés en los estudiantes por buscar
diversas estrategias para resolver los problemas propuestos. Creemos que esto se dio debido a que
las herramientas que ofrece este software facilitaron a los estudiantes la construccion de las
superficies de revolucion requeridas en los problemas propuestos, ayudandoles a visualizar las
propiedades geométricas de las figuras involucradas y las relaciones existentes entre ellas, y
finalmente permitiéndoles realizar las tareas propuestas con éxito.
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Conclusiones

A modo de conclusién podemos mencionar que las construcciones realizadas en un entorno de
geometria dinamica ofrecen muchas ventajas frente a las construcciones realizadas en papel con regla
y compas. Una de las principales es que estos entornos dinamicos como el GeoGebra 3D nos
permiten visualizar los elementos y las propiedades de los objetos tridimensionales con mayor
precision asi como realizar construcciones complejas que pueden ser modificadas de manera casi
inmediata. Lo que resulta dificil realizar en un papel con regla y compas debido a su caracteristica
estatica.

Ademas, los softwares de geometria dinamica como el GeoGebra 3D facilitan la experimentacion en
los estudiantes, dandoles oportunidades para explorar, visualizar, descubrir, conjeturar, verificar,
reformular y comprender nociones y propiedades geométricas relacionadas con figuras
tridimensionales tales como los soélidos de revolucidon. Asimismo, la potencialidad del arrastre que
poseen estos programas permite que los estudiantes observen como se mantienen fijas las relaciones
geomeétricas existentes en las figuras construidas al realizar cambios inmediatos sobre las mismas.

Por lo anterior, podemos decir que el uso del GeoGebra como instrumento, en términos de Rabardel
(2011), contribuye con el desarrollo del pensamiento geométrico de los estudiantes debido a su
flexibilidad y versatilidad para realizar construcciones geométricas y modificaciones a las mismas de
manera casi inmediata. Lo que facilita el proceso de génesis instrumental en el que los estudiantes
elaboran o se apropian de esquemas existentes que les permitan usar de manera Ooptima las
herramientas del GeoGebra 3D para resolver problemas geométricos.
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