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2.Descripcién

El trabajo presenta la propuesta de una secuencia didactica que permite relacionar fenémenos
fisicos con el calculo de areas bajo la curva, en particular la demostracién geometria que Oresme
realiz6 de la ley de Merton o teorema de la velocidad media, que brinda la oportunidad de analizar
la estrecha relacion existente entre los conceptos matematicos y procesos de calculo de areas
bajo la curva, como lo son las sumatorias de Riemann, y los conceptos de otras ciencias como en
este caso, con un fendmeno fisico (movimiento y trabajo). La propuesta se encuentra justificada
desde hechos histéricos que desarrollaron el célculo de areas bajo curvas y a la ley de Merton; al
mismo tiempo desde la didactica de las matematicas, con la teoria del analisis fenomenolégico
debido a que éste permite una conexién entre fenémenos fisicos que involucran magnitudes

fisicas como velocidad y trabajo con el célculo de areas bajo la curva.

3. Fuentes

Se tomaron 21 referencias afines a la tematica que sustenta la propuesta didactica, tanto desde
los referentes tedricos disciplinares, histéricos y del analisis fenomenolégico, siendo las siguientes
las més relevantes:
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Cantoral, R. y Farfan R. (2004).Desarrollo conceptual del célculo. Ed: Thomson Learning, Inc.
México.

Kline, M. (1972 a.). El pensamiento matematico desde la antigiiedad hasta nuestros dias I. Ed.
Alianza editorial, Madrid.

Kline, M. (1972 b.). El pensamiento matematico desde la antigiiedad hasta nuestros dias Ill. Ed.
Alianza editorial, Madrid.

Puig, L. (1997). Analisis fenomenoldgico. En L. Rico (Coord.) La educaciéon matematica en la
ensefianza secundaria (pp. 61-94). Barcelona: Horsori / ICE.

Rico, L., Lupiafiez, J., Marin, A. y Cafiadas, M., (s.f.). Analisis Fenomenoldgico. Departamento
didactica de la matematica, Universidad de Granada. Recuperado el 10 de julio de 2012 en
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limite. Revista Miscelanea Matematica, N° 39, pp. 49-60.

4. Contenidos

El objetivo del trabajo es presentar el disefio de una secuencia didactica que permita establecer
una relacion fenomenoldgica entre la estructura del objeto matematico area bajo curva, con
algunos fenémenos fisicos analizados desde un proceso afin al realizado en la demostracién
geométrica de la ley de Merton formalizada por Oresme. Los objetivos especificos se muestran en

el primer capitulo del presente escrito.

En el capitulo 2. se expone el Marco Te6rico en el cual esta sustentada la propuesta y se
encuentra dividido en dos partes; en la primera, se hace un recorrido histérico sobre los primeros
conceptos que se concibieron respecto al area bajo la curva y como estos influyeron en el
planteamiento de las sumatorias de Riemann, ademas el desarrollo de la ley de Merton, en
particular, el trabajo de Oresme en la demostracion de esta. La segunda parte, corresponde al
sustento didactico de la propuesta, en este se exponen los elementos que justifican el uso del
andlisis fenomenoldgico, junto con una descripcion de los fenédmenos fisicos que permiten realizar

la conexion, donde el calculo de areas bajo la curva, es el medio de organizacién de los

Documento Oficial. Universidad Pedagdgica Nacional



FORMATO

UNIVERSIDAR FEDAGOGICA

RESUMEN ANALITICO EN EDUCACION - RAE
| Cédigo: FOR020GIB ‘ Version: 01
| Fecha de Aprobacién: 03-12-2012 ’ Péagina 3 de 4

fendmenos del movimiento y trabajo, proporcionando el abordaje del concepto y la estructura

descrita en el marco histérico.

El capitulo 3, presenta la estructura de la secuencia didactica, que estd compuesta por cuatro
fases: Anadlisis Dimensional, EI método de Oresme, Cambio Uniforme y Uniformemente Disforme y
Cambio Disformemente Disforme; las cuales se corresponden con el proceso planteado en el
analisis fenomenolégico. En cada fase se escribe el propésito de la actividad, logro a desarrollar,
metodologia sugerida al profesor y las potenciales respuestas esperadas en los estudiantes.
Antecediendo a la presentaciéon de las fases se encuentran las consideraciones previas que el

docente deberia tener en cuenta para hacer un uso adecuado y potencializado de la propuesta.

5. Metodologia

Para el desarrollo del presente trabajo, se tuvo en cuenta varios elementos que permitieran la
consecucion de los objetivos que se propusieron para el mismo. Dentro de estos se pueden
destacar los siguientes: documentacion, andlisis y disefio. En el primer elemento se recopilo la
informacién necesaria que sirvid6 como soporte de los referentes disciplinares que sustentan la
secuencia; entre estos se encuentran el desarrollo del &rea bajo la curva, la demostracion de la ley
de Merton y los algunos fenémenos fisicos. En el segundo, se busco establecer una conexién
entre la disciplina y la didactica, que permitiera emplear el objeto matematico area bajo la curva
aplicada al analisis de situaciones particulares de otra ciencia como la fisica, y para ello la
didactica de las matematicas tiene como uno de sus componentes al analisis fenomenoldgico,
para efectos de este trabajo se hace una analisis de tipo genético. Para el Ultimo elemento se
procedié a disefiar una serie de actividades, donde fue necesario incorporar nuevos elementos
tedricos, como el caso de un analisis dimensional y nuevos elementos tecnolégicos para ayudar al

desarrollo de pertinente de cada actividad, para ello se empled el software libre GeoGebra 4.0.

6. Conclusiones

La demostracion geométrica planteada por Oresme de la Ley de Merton, efectivamente da una

idea de como abordar el calculo de algunas magnitudes fisicas, aunque la asociacién que se debe
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hacer de esta con el planteamiento de una suma de Riemann no es evidente. Si arroja elementos
fundamentales que también intervienen en las sumatorias, como la construccion de rectangulos, el
uso de puntos medios de la base de los rectangulos, y las particiones; en tanto, aunque no
evidencia todos los elementos, si permite una conexién entre los fenédmenos y el célculo de areas
bajo la curva. Y aunque la matematica y la fisica son dos ciencias que tienen enfoques diferentes y
a lo largo de la historia se han venido consolidando una a la par de la otra; el uso de un analisis
fenomenoldgico, permiti6 hacer una relaciéon entre los fenémenos fisicos y el area bajo la curva
como objeto de organizacion, pero si bien, no proporciona todos los elementos teéricos para
establecer esta relacion si favorece en la organizacion de las multiples relaciones existentes entre
estas dos ciencias.

La secuencia didactica se fundamenta en la necesidad de generar diversas alternativas para el
estudio de conceptos matematicos, vinculandolos a situaciones cotidianas que son vistas con los
lentes de otras ramas del conocimiento, en busca de un fortalecimiento en la adquisicién de los
saberes que estudian cada una de las ciencias, en ocasiones por separado; pero igualmente no
es solo una propuesta para la clase de matemética, en fisica puede ser empleada para dar
muestra de la funcionalidad y riqueza que tienen estas dos ciencias y mas cuando se pueden
complementar una con la otra. En particular se considera extensivo el proceso de las actividades;
ya que independiente a no tener un tiempo determinado para aplicarlas, si se gasta mas de 4

sesiones, pero alin mas extensivo resulta la asociacion entre estas ciencias.

Elaborado por: CASTANEDA CORTES, Maureen Eliana; SAENZ BRAVO, Selil.

Revisado por: AYA CORREDOR, Orlando.

Fecha de elaboracion del
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INTRODUCCION

La forma, en que un concepto se ha desarrollado histéricamente, esta relacionado con la
manera en que éste se forma en la mente de los estudiantes; no obstante en los procesos
de ensefianza se ha encontrado que “para la gran mayoria de los estudiantes de
Matemadticas, los conceptos que se ensefian estdn carentes de historia, y el hecho de que
en la instruccion no aparece generalmente el proceso de creacion matemdtica y que no se
afrontan problemas de épocas pasadas, favorece ese pensamiento” (Lupiafiez, 2002, p.
60); asi pues, conocer la manera como se construyeron los conceptos matematicos a lo
largo de la historia resulta de vital importancia, ya que con ello es posible reconocer el
qué, el como vy el para qué de los mismos; ademas ofrece diversos elementos, que al
emplearlos de la mejor manera, pueden llegar a ser llamativos para los estudiantes

cuando se haga la presentacion de un concepto en el aula.

Un ejemplo de lo descrito anteriormente se puede dar con el concepto de area bajo la
curva, el cual usualmente se presenta de manera formal como un procedimiento asociado
al calculo de la integral definida de una funcién positivo definida, pero que tuvo sus
origenes conceptuales en Grecia varios siglos atras, al querer dar una explicacién de la
cuadratura del circulo o de una determinada figura, y desde entonces ha ido
evolucionando en el método de exhaucion de Arquimedes, las sumatorias de Riemann,
para llegar a la integral definida. Ademas de ello, su progreso ha sido paralelo y mediado

por sus aplicaciones a diversas situaciones.



Aunque la demostracién geométricamente de la Ley de Merton hecha por Oresme a
mediados del siglo XIV, no se presenta como uno de los antecedentes a la formacién del
concepto de drea bajo la curva, su trabajo si abre la posibilidad de aplicar el concepto a
situaciones relacionadas con fenémenos fisicos; lo cudl genera la posibilidad de vincular
conceptos matematicos, geométricos, y del cdlculo en la modelacién de los fenédmenos

naturales, para asi también llegar a una explicacién de las magnitudes fisicas.

Bajo este panorama, el presente escrito muestra la elaboracién de la propuesta de una
secuencia didactica, que establece una relaciéon fenomenoldgica entre la estructura del
objeto matematico area bajo curva, con algunos fendmenos fisicos particulares
(Movimiento y trabajo), que son analizados desde un proceso afin al realizado en la

demostracién de la ley de Merton formalizada por Oresme.

El desarrollo de la propuesta se centra en varios aspectos que resultan relevantes para la
misma; de una parte la descripcidn histérica sobre los primeros conceptos que se
concibieron respecto al area bajo la curva y como estos influyeron en el planteamiento
de las sumatorias de Riemann; el desarrollo de la ley de Merton, en particular, cdmo
Oresme interviene en la demostracién de esta (aspecto presentado en el Capitulo 2). Un
segundo aspecto estd constituido por el soporte didactico de la propuesta, en particular se

hace uso de la teoria del andlisis fenomenoldgico.

En el Capitulo 3. se muestran los elementos que justifican el uso de este enfoque, seguido
de elementos propios de la fisica como lo son las magnitudes fisicas, el analisis
dimensional y los fenédmenos que permiten realizar la conexidn con el concepto, pero

donde el concepto y la estructura descrita en el marco histdrico (areas bajo la curva), es el



medio de organizacion de los fendmenos asociados al movimiento y el trabajo (teorema
trabajo- energia). Finalmente en este capitulo se hace un andlisis fenomenoldgico de tipo
genético, que pretende poner en evidencia la relacién organizacional del concepto (area

bajo la curva) con los fendémenos fisicos (movimiento y trabajo).

Por ultimo, en el Capitulo 4, se presenta la secuencia de actividades propuesta, la cual esta
compuesta por cuatro fases: Andlisis Dimensional, El método de Oresme, Cambio
Uniforme y Uniformemente Disforme, y Cambio Disformemente Disforme; estas
corresponden al proceso que se plantea en el analisis fenomenolégico presentado en el
capitulo 3. En cada fase se escribe el propdsito de la actividad, logro a desarrollar, la
metodologia sugerida al profesor y las potenciales respuestas esperadas en los

estudiantes.

Antecediendo a las fases se encuentran las consideraciones previas que el docente
deberia tener en cuenta para hacer uso adecuado y potencializar la propuesta. Para el
desarrollo de estas actividades se construyeron dos applets con el software libre
Geogebra 4.0, los dos archivos se llaman “Fase 2” y “Fase 4”, su nombre corresponde a la
fase donde se propone su uso; el propdsito es que mediante la manipulacidn se pueda
establecer conjeturas y conclusiones que permitan avanzar en el proceso de explicacién y

en el planteamiento conceptual de la suma de Riemann.



JUSTIFICACION

Para muchos docentes, la didactica se constituye en una herramienta que pretende cubrir
un ideal: encontrar una manera sencilla pero efectiva para dar a conocer un concepto
matematico o fisico. Pero la didactica va mas alld de eso pues esta rama reconoce que los
conceptos son presentados de manera usual siguiendo una serie de procedimientos,
algoritmos u operaciones que pueden limitar su conceptualizacidn convirtiéndolos en
cuestiones de dificil entendimiento tanto para estudiantes como para los docentes,
incluso, en muchos casos se tornan en cuestiones sin sentido. Situaciones como esta se
encuentran ligadas a diversos factores que solo pueden reconocerse cuando se centra la
atencidn didactica en el propio concepto, procurando analizarlo, comprenderlo y aplicarlo
en diversos contextos que a su vez permitan vislumbrar alternativas diferentes para ser
abordado en el contexto de la educacion matemadtica. En tanto, la preparacién vy
elaboracion de diversos materiales que apoyen la labor docente requiere de componentes
fundamentales para logar que un conocimiento cientifico o disciplinar se conviertan en un

objeto de aprendizaje por parte de los estudiantes.

Indudablemente los conceptos del cdlculo (limite, continuidad, derivada, integral, etc.)
requieren de mecanismos de ensefianza que incentiven el aprendizaje de los mismos. Por
ello, este trabajo propone un material de apoyo didactico para acercar a los estudiantes al
estudio del drea bajo la curva a través de la relacién que este concepto tiene con algunos
fendmenos fisicos. En consecuencia se plantea una secuencia de actividades basada en la
resolucién de problemas de movimiento y trabajo (teorema trabajo- energia), donde se

hace uso del método que empled Oresme para la demostracion de la ley de Merton.



Lo que sustenta el hecho de que con el uso del método de Oresme, se pueda hacer un
acercamiento al calculo de dreas bajo curvas, es la relacidén del cédmo abordar el calculo de
algunas magnitudes fisicas y el cdmo en la demostracién de Oresme se evidencian
conceptualmente varios elementos para el planteamiento de una suma de Riemann
(como los rectangulos y los puntos medios de la base de los rectangulos). Si bien no
evidencia todos los elementos conceptuales de una suma de Riemann, si permite una
conexidn entre los fendmenos y el cdlculo de dreas bajo la curva; por tanto, mediante el
desarrollo del secuencia de actividades, se pretende encontrar nuevos elementos
metodoldgicos que permitan hacer una aproximaciéon desde la nocién de sumas finitas al
objeto area bajo la curva de una funcién positiva definida en un intervalo dado, alo que

en los textos de calculo escolar se conoce como sumas de Riemann.

Por tanto, la pertinencia de esta secuencia didactica se fundamenta en la necesidad de
generar diversas alternativas para el estudio de conceptos matematicos, vinculdndolos a
situaciones cotidianas que son vistas con los lentes de otras ramas del conocimiento, en
busca de lograr un fortalecimiento en la adquisicion de los saberes que estudian cada una
de las ciencias y que en ocasiones son vistas por separado; al mismo tiempo busca una
resiginificacion del concepto matematico area bajo la curva a través del analisis de algunos

fenodmenos fisicos.



1. OBIJETIVOS

1.1. OBIJETIVO GENERAL.

e Disefar una secuencia didactica que permita establecer una relacién
fenomenoldgica entre la estructura del objeto matematico area bajo curva, con
algunos fendmenos fisicos analizados desde un proceso afin al realizado en la

demostracién geométrica de la ley de Merton formalizada por Oresme.

1.2.  OBIJETIVOS ESPECIFICOS

* Desarrollar un marco tedrico donde se exponga el recorrido histérico del proceso
conceptual del drea bajo la curva en particular los antecedentes al planteamiento
de las sumatorias de Riemann; ademas de la demostracién geométrica que de la

ley Merton realizé Nicolas Oresme.

¢ Llevar a cabo un andlisis fenomenoldgico, de tipo genético de los fenédmenos

fisicos para los cuales el concepto de drea bajo la curva es medio de organizacién.

* Construir una secuencia didactica que permita el calculo de areas bajo la curva
(por dreas de figuras conocidas hasta el método de las sumas de Riemann), a
partir de la descripcién de situaciones propias de los fendmenos fisicos de

movimiento y trabajo.



2. MARCO TEORICO

El contenido en el cual se encuentra sustentada la propuesta; se divide en dos partes: por
una lado el marco histérico, donde se describe algunos aportes realizados por
matematicos y fisicos al desarrollo del calculo de areas bajo curvas y a la ley de Merton; y
de otra el marco didactico, en el que se describe, justifica y hace un andlisis
fenomenoldgico que permite una conexidon entre magnitudes como la velocidad vy el

trabajo con el calculo de areas bajo la curva.

2.1. MARCO HISTORICO

2.1.1. EL CALCULO DEL AREA BAJO LA CURVA A TRAVES DE LA HISTORIA

Mediante la abstraccién y el uso de la ldgica, las matematicas han evolucionado
basandose en las cuentas, el calculo y las mediciones. Esta ciencia se ha desarrollado, no
de manera lineal sino con continuas interrupciones. De hecho los problemas tipicos que
dieron origen al Cdlculo Infinitesimal, comenzaron a plantearse en la época clasica de
Grecia (siglo 11l a.C.), pero se encontraron métodos de resolucién sélo hasta en el siglo
XVIl, los cuales posiblemente estdn sustentados en el Renacimiento donde las
innovaciones matematicas interactuaron con los nuevos descubrimientos cientificos,
hecho que llevd a la formalizacién del calculo diferencial e integral que se presenta en

algunas obras como las de Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Leibniz (1646-1716).



El uso de cantidades infinitesimales fue cada vez mas comun para solucionar problemas
de cdlculo de tangentes y esto daria origen al calculo diferencial; de otra parte el proceso
para evaluar areas y volumenes daria paso al calculo integral (Boyer, 1999, p. 442). A
continuacién, y dado el propdsito del presente trabajo, se describirdn los procesos
matematicos que llevaron a conceptualizar la integral definida como el limite de una suma

de dreas de rectangulos.

Los griegos, tenian un desarrollo limitado de los conceptos numéricos y no podian medir
de manera exacta el drea o volumen de algunas figuras y cuerpos geométricos, por tanto
tenian que “calcular” directamente con las figuras, que se trataban como magnitudes; es
decir, que se tomaba la medida sobre el objeto tangible y se comparaba con una unidad
de referencia o patrén de la misma naturaleza de lo que se queria medir. Por su parte,
para estudiar la cuadratura o curvatura de una figura, Eudoxo (408 — 355 a.C.),
Euclides (325 - 265 a.C.) y Arquimedes (287 -212 a.C.) debian encontrar su razén con otra
figura previamente conocida. De este modo ellos desarrollaron una sofisticada teoria de
las magnitudes y las proporciones, sobresaliendo los trabajos de Eudoxo (Gonzélez, 2008,
p.118), quien con la Teoria de la Proporcion, y el Método de Exhaucion ofrece un
procedimiento para determinar el drea de figuras curvilineas a través de poligonos que
aproximen progresivamente el area al de la figura dada; proceso realizado de la siguiente

manera:

“Es facil ver que, inscribiendo un cuadrado en un circulo, la diferencia entre ambos es menor que la
mitad del drea del circulo, ya que el cuadrado inscrito es la mitad del cuadrado circunscrito, el cual

es mayor que el circulo.



A' F B'

Ahora, sobre cada lado del cuadrado se construye un tridngulo isésceles obtenido al bisecar el arco
cuya cuerda es el lado del cuadrado, lo que proporciona un octdgono regular inscrito en el circulo.
Se puede ver que la diferencia entre cada segmento circular (determinado por el lado del cuadrado y
el circulo) y el triadngulo isésceles descrito anteriormente que determinados lados del octdgono, es
menor que la mitad del segmento circular. La operacion de biseccion se puede reiterar de forma que
se obtiene en cada proceso un poligono regular inscrito en el circulo y con doble nimero de lados

que el precedente.

Partiendo de un circulo se continua el proceso anterior. Se resta reiteradamente a una cantidad otra
cantidad superior a su mitad (primero, al circulo se le resta el cuadrado inscrito, en sequndo lugar, a
los segmentos circulares resultantes se les restan los tridngulos isdsceles que determinan el
octégono, y asi sucesivamente); aplicando el Principio de Eudoxo, alcanzaremos un poligono

inscrito, cuya diferencia con el circulo "es tan pequefia como se quiera".

De esta manera, se obtiene el "Lema de exhaucion del circulo”, que simbdlicamente se expresa en la

forma:

Dado un circulo Cy un numero >0, se puede encontrar un poligono regular P inscrito en C de tal

modo que:a(C) - a(P) < e.

En efecto: se inscribe el cuadrado Py = ABDE en el circulo C. SeaR, = a(C) - a(P,).

Duplicando el nimero de lados, como se ha explicado, se obtiene un octdgono regular P;inscrito en

C. Al continuar el proceso de duplicacion se obtiene una sucesion de poligonos inscritos en el circulo:

{Po,P;, P;, ..., P,, ...}, Donde el poligono P, tiene 22 lados.



Sea R, = a(C)-a(B,).Se ha de comprobar que:R,, ;1 < %Rno su equivalente: R, — Ry > %Rn
Se tiene: Ry—-R; = a(P;) - a(P,) = 4a(4ABF) asi

1
[a(C) — a(Py)] > ERO

N =

Ro-R, =2a (LUABB'A") > 2a(arco AFB) =
1 1
yen general: Rn_ Rn+1 = a(Pn+1)_ a(Pn) > E[a(c) - a(Pn)] = ERn

donde a(C) - a(P,) es la suma de las dreas de los 2! segmentos circulares determinados sobre

el circulo por los lados del poligono inscrito P, ”.(Gonzalez,2008, pp.119 - 120)

Este método fue fundamental para la resolucién de los problemas infinitesimales de
cuadraturas y curvaturas, que indirectamente usa el cdlculo de un limite. Euclides y
Arguimedes aplicaron el Método de Exhaucion en gran parte de sus obras (la cuadratura
de la pardbola, la esfera y el cilindro, la medida del circulo, las espirales, conoides y

esferoides,...). En particular Arquimedes en su libro la cuadratura de la pardbola,
. . . 4 . .
demuestra que el drea del segmento de pardbola es igual a 3 del drea de un tridngulo

con igual base y altura (Cantoral y Farfan, 2004, p. 29); lo primero que hace es demostrar
gue el segmento parabdlico se puede aproximar mediante un poligono tan cercano al
mismo como se quiera (cuya diferencia sea menor que un grano de arena), para ello usa el
método de exhaucion inscribiendo tridngulos; en la Figura 1 se puede ver que al
segmento de parabola PQgq, se le inscribe un primer tridngulo AQPq, cuya altura es igual a

dos veces la longitud de su base.
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P,

S5 R TR

Figura 1. Primer tridngulo inscrito. Figura 2. Mas triangulos inscritos.

Luego se empiezan a inscribir mas tridngulos, Figura 2., y demuestra que el APP’q tiene
. . . . 1

las mismas propiedades que el APP;Q, y ademads, que la suma de sus dareas es " del

APQq; para ello emplea el hecho de que si se continua inscribiendo triangulos, se tiene

que el area del segmento parabdlico se puede aproximar por: APQq+%APQq+

1 1

Arquimedes demuestra que: siendo A; el drea del APQq, y teniendo n términos de una

. s fas . 1 .
progresion geometrica cuya razon es Z' se tiene
1 4
ArtAy+ 454y =CA (4)

Lo siguiente que hace Arquimedes es comprobar que el drea A del segmento parabdlico

. . 4
no puede ser ni mayor ni menor que §A1.
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. . . C 4 , .
“Su demostracién consiste simplemente en que si el drea A es mayor que §A1 obtendria un conjunto

(finito) de tridngulos cuya suma S diferiria del drea del segmento en una cantidad mayor que cualquier

. , 4 ,
magnitud dada, por lo que la suma S seria mayor que ZAl , asi,

4
A>S>-A
3
Pero por (4), si S contiene m términos, entonces
1 4
S + §Am = §A1
o bien S< iA1
3
lo que es contradictorio.

Andlogamente, supongamos que el drea A del segmento parabdlico es menor que §A1- Entonces

4 , - L , .
;Al — A es un numero positivo. Como los tridngulos trazados por Arquimedes son cada vez mds

pequerios, podemos obtener una sucesion de tridngulos inscritos tales que

§A1 —A>A, (5)
Donde A,, es el término m-ésimo de la sucesion y representa geométricamente la suma de 2™ !
triangulos. Pero como consecuencia de (4):
Ap+ Ay + ot Ay + 2 A = 1A (6)
Entonces
4 4
§A1 — (A + A, ++A4,) = §Am
o bien
ZA = (A + Ay + o+ Ap) < Am (7)
Se sigue de (5) y (7) que
A+ A, + -+ A4, >A (8)

Pero toda suma formada por tridngulos inscritos siempre es menor que el drea del segmento. Luego (8)

es imposible.
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Evidentemente, Arquimedes habia sumado una progresion infinita, ya que cuando n tiende a infinito en

(4), A, tiende a cero, y la suma de la progresion infinita es §A1 ” (Kline, 1972, pp. 157-160)

Para poder ampliar el método de exhaucidn a cualquier tipo de regién, fue necesario
esperar a que el desarrollo de técnicas algebraicas, de la simbologia y las coordenadas
cartesianas se diera, lo cual tardo aproximadamente 18 siglos; en particular se volvié a ver
cuando se habla de la integral, iniciando con en el trabajo de Leibniz quien ve el drea vy el
volumen como una suma de rectangulos o cilindros, y no como la concibié Newton
invirtiendo la diferenciacion, Louis Cauchy (1789-1857) y Joseph Fourier (1768-1830) se
guiaron por la idea de Leibniz y en especifico Fourier logra una definicidn precisa para la

integral definida de una funcién f como el limite de una suma:

“Si el intervalo [x, X] se subdivide por los valores de x: x4, x5, ..., Xn_1, cOn x,, = X, entonces la integral

es

lim > FE)G = %),
i=1

donde &; es cualquier valor de x en [x;_1,x;]. La definicién presupone que f(x) es continua sobre
[x0, X1 y que la longitud del subintervalo mds grande tiende a cero. Cauchy muestra que la integral

existe, no importa como se toman los x; y &;...

Cauchy define entonces

X

F(x) =f f)dx

X0

F h) —F 1 [xth
—(x+})l (x)=ﬁfx Fl0)dx

Y usando el teorema de valor medio para las integrales, Cauchy prueba que

F'(x) = f(x)
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Este es el teorema fundamental del cdlculo, y la presentacion que hace Cauchy es la primera
demostracion de él. Entonces después de demostrar que todas las primitivas de una f(x) dada difieren

en una constante, define la integral indefinida como

ff(x)dx = fxf(x)dx +C
y sefiala que '
[} f'x)dx = f(b) — f(a)”
(Kline, 1972, pp. 1263-1264)

El objeto matematico integral fue retomado mds adelante por Bernhard Riemann (1826-
1866) quien considero mas condiciones para el estudio de drea bajo la curva, pero donde
se seguia cumpliendo la férmula de la integral de Fourier, la definicion original de las
sumas segun Riemann es:

“Sea [a,b] € R un intervalo cerrado y acotado y sea f: [a, b] - Runa funcién. Se dice que fes

integrable Riemann en [a, b] si existe A € R que satisface lo siguiente:

Para cada € >0 existe § >0 tal que si P = {t,, ty,...,t,} es una particion de[a, b],{cy, c1,

..., Cn} € [a, b] son tales que c; € [t;_q, t;lyllpll < &; entonces

<ég¢

> et -4
i=1

Al numero Aque aparece en esta definicion se le llama integral de Riemann de f sobre[a, b], a las
sumas que aparecen en esta definicion se le llaman sumas de Riemann .La integral de Riemann de f

sobre el intervalo [a, b]se denotard por:

b
®) f f()dx

0 simplemente por

fbf(x)dx

a

si no existe posibilidad de confusién”.(Leal, 2009, p. 6)
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2.1.2. ORESME Y LA DEMOSTRACION A LA LEY DE MERTON

Al remitirse a la historia es posible encontrar que lo que ahora es evidente y en ocasiones
obvio, no siempre fue asi; detrds de lo que se da por elaborado, estd el resultado de una
constante evolucién que ha permitido establecer una serie de elementos que hoy en dia
se encuentran al alcance de nuestro conocimiento. Un ejemplo claro, y que para la
presente propuesta revierte gran importancia, es el desarrollo que se presenté entre los
siglos XlIl y XIV, donde se retomé algunos estudios que datan de las antiguas escuelas
griegas y que, por ese entonces, aun generaban inquietud a los intelectuales: Ia
cuantificacion de los fendmenos fisicos y en particular el movimiento. Este estudio a la
postre generaria un cambio conceptual que era necesario para poder comprender la

ciencia del renacimiento y aun la de nuestros dias.

Retomando los estudios realizados por algunos de los pitagéricos, Platén (428 —347a.C.) y
Arguimedes abordan un proceso de matematizacion de los fendmenos naturales en
términos de aquellos que podian ser explicados por la astronomia, y otros, planteados por
Aristételes(384 — 322a.C.) sobre la cuantificacion del movimiento, los intelectuales de
varias universidades de la edad media, como la de Paris y de Oxford, realizan aportes
significativos a los problemas planteados, siendo uno de los mas importante el formulado
por Gerard de Bruselas sobre el movimiento, en donde se busca salir de la explicacidn
aristotélica del movimiento para dar los primeros pasos hacia lo que hoy en dia se conoce

como dindmica y cinematica(Nieto, s.f., p. 2).

En el segundo cuarto de siglo XIV, un grupo destacado de matematicos y ldogicos

asociados con el Merton College de la universidad de Oxford y auto proclamados como los
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calculadores, realizan la diferenciacidn de la cinematica y la dinamica, proporcionando los
elementos conceptuales necesarios para el estudio de movimiento de forma descriptiva
desde una nueva perspectiva, introduciendo términos como velocidad y velocidad media,
a los que era posible asignar una magnitud; también hacen por primera vez claridad en

cuanto a las caracteristicas del movimiento uniforme y el uniformemente acelerado.

Es de indicar que el origen de los estudios mencionados anteriormente se debe a la a
aparicion de diversos libros donde se abordaba el tema denominado, por ese entonces,
como “La latitud de las formas”, en el cual el concepto de forma vy latitud eran entendidos

asi:

“Con el término forma se refieren a cualquier cualidad o caracteristica que admita
variacion y la nocion de intensidad. Estas incluyen la temperatura, la velocidad,
luminosidad, tristeza, etc., con lo cual se aprecia que tan libremente especulaban

estos filésofos medievales.

La latitud de una forma se refiere al grado con el cual la cualidad es poseida por un
objeto o sujeto y se hablaba como objeto de estudio del intensio y remisio de la
forma, esto es, del crecimiento o decrecimiento de la intensidad de la cualidad en

cuestion” (Riestra, 2004, p.53).

Lo anterior hace pensar que estas cualidades estaban a libre disposicion de quien hacia el
estudio, lo que implica la posibilidad de inclusién de cualidades como: la velocidad, la

temperatura, luminosidad entre otras.

El trabajo realizado por los antiguos filésofos medievales no se limitd uUnicamente al
estudio de las dos cualidades uniformes y deformes sino que incluyeron diversas

combinaciones con el fin de hacer un estudio mas amplio de las cualidades como la
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latitud uniformemente deforme, para referirse a una intensidad que no cambia de manera
uniforme. Haciendo una descripcién con mas detalle de lo que encontraron los
calculadores de Oxford con respecto al movimiento, es posible mencionar las siguientes

interpretaciones realizadas por ellos frente a la descripcién de los mismos:

e Cambio uniforme:(movimiento uniforme): Se origina cuando se recorren iguales

distancias en iguales intervalos sucesivos de tiempo.

e Cambio disforme: (movimiento acelerado): cuando se recorren espacios desiguales en

iguales intervalos de tiempo.

e Cambio uniformemente disforme (uniformemente acelerado): movimiento en el que

es posible tener un aumento igual de velocidad en cualquier intervalo de tiempo igual.

* Cambio disformemente disforme: Aumentos distintos de velocidad en tiempos

iguales.

La anterior clasificacion es complementada y articulada con un concepto que resulto
esencial para la descripcidn, al saber que la Velocidad instantdnea, permite conocer la
velocidad de un moévil que se desplaza sobre una trayectoria cuando el intervalo de
tiempo es infinitamente pequefo, siendo entonces el espacio recorrido también muy

pequefio, representando un punto de la trayectoria.

Sin embargo la interpretacién mds interesante de las hechas por los calculadores, es
aquella, conocida como la Ley de Merton o teorema de la velocidad media. Esta ley

formula lo siguiente: “El efecto de una forma que varia uniformemente o de una que es
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uniforme en cada una de dos mitades (iguales) es el mismo de otra que es uniforme con

una intensidad promedio de la minima a la mdxima” (Boyer, 1959, p. 75).

Expresado en términos del movimiento “Un cuerpo que tiene movimiento uniformemente
acelerado y que cubre cierta distancia en un tiempo dado, cubriria la misma distancia si se
moviera por el mismo espacio de tiempo con una velocidad uniforme igual a la velocidad
promedio”. (Nieto, s.f., p. 8). (Este es el enunciado de una ley basica de la cinematica que
hoy se emplea). La importancia que toma lo descrito anteriormente como ley, y que se
debe observar realmente como una postulacidon de tipo empirico, pues no se le habia
dado una explicacién formal a la misma, radica en la manera como se relacionan los dos
tipos de movimiento al poder establecer el espacio que se recorre en el primero en
términos del espacio recorrido por el segundo. Es de mencionar que los trabajos
formulados por los calculadores de Oxford fueron promulgados verbalmente sin recurrir a
una representacion grafica de los mismos, lo cual permite hacer una exploracidon de los
elementos que se omitieron en ese momento, pero que son necesarios para poder
entender el concepto como un calculo de area bajo la curva tal como se presenta en la

actualidad.

Formulaciones como la anterior trascendieron a otras universidades dada la importancia
que éstas tenian para solucionar el problema cuantificar los fenédmenos naturales y llegd
hasta la universidad de Paris y en particular hasta Nicolds Oresme (1323 —1382)y es a él a

quien se debe la comprobacidén geométrica formal de la ley de Merton.

Oresme en su libro “De las configuraciones de las cualidades”, hace la demostracion del

teorema de la velocidad media empleando una representacién gréfica desde la geometria
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gue permite una segunda forma de cuantificar los fendmenos naturales. Para poder llegar
a esto introduce dos nuevos conceptos que relaciona habilmente y le permite introducir
un primer sistema coordenado. Los conceptos empleados son longitudes y latitudes; estos
elementos contribuyeron a la intenciéon de poder cuantificar los fenédmenos naturales ya
gue de esta manera era posible relacionar dos magnitudes de cualquier tipo, refutando lo
gue habia planteado Aristoteles y en general los griegos al manifestar la imposibilidad de

relacionar dos cantidades que no fueran de la misma naturaleza.

Antes de pasar a la interpretacion geométrica del teorema de la velocidad media, es
oportuno mostrar en qué consistié el método empleado por Oresme y en dénde radica su
importancia. El traza una linea horizontal para representar una de las magnitudes a
trabajar a la que llamo longitud, y trazo un segmento perpendicular a esta que denominé

latitud. Esta ultima es la que indica la manera como esta “cambiando” la magnitud.

veloxity

time

Figura 3. Representacion de Magnitudes segiin Oresme. (Nieto, s.f., p. 7)
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Partiendo de esta idea resultaba posible establecer algunos patrones segun el tipo de
movimiento que se queria describir, si el movimiento era uniforme los segmentos
paralelos de las latitudes eran todos de igual medida formando un rectangulo. Si por el
contrario el movimiento era acelerado los segmentos paralelos cambian de tamafio, pero
de forma tal que va creciendo de manera proporcional el siguiente con respecto al
anterior hasta formar un tridngulo o un trapecio; pero, si el movimiento es variado en su
totalidad, las lineas paralelas también resultan serlo, de tal suerte que las figuras
resultantes podrian ser desde un semicirculo o una figura totalmente irregular. Para cada
una de las representaciones Oresme empled un nombre. A la figura (a) la denomino

uniforme, a la (b) uniformemente disforme'y a la (c) disformemente disforme.

(a)

(b)

(c)

Figura 4. Patrones de los tipos de movimiento
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Partiendo de lo propuesto por Oresme, el camino hacia la demostracidon que él da al
teorema de la velocidad media puede ser reconstruido. Para tal efecto se dibuja un

tridngulo y un rectdngulo, como en la figura 5.

Figura 5. Dibujo demostracion del teorema del valor medio.

El movimiento uniformemente acelerado se representa por el A BAC y su velocidad media
por el segmento FG. El movimiento uniforme lo representamos con el rectangulo BCIH

cuya altura es FG.

La ley de Merton indica que la distancia recorrida en un movimiento (el representado por
el tridangulo) es igual a la distancia recorrida del otro (el representado por el
rectangulo BCIH). Para Oresme la distancia recorrida es el area de las figuras,
demostrando entonces que el drea del tridngulo BAC es la misma que la del
rectdngulo BCIH. Lo cual es evidente ya que el tridngulo BHF tiene la misma area que la

del tridangulo FAI.
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Al apreciar con detenimiento el trabajo realizado por Oresme, se puede observar que el
planteamiento solo aplica para el movimiento uniformemente acelerado, pero Richard
Suiseth (1340-1354) (conocido con el apodo de “Calculator”), puso en evidencia el uso
gue del concepto de infinito, puesto que lo que Oresme describe como una cualidad que
durante la primera mitad posee una determinada intensidad, hacia la segunda mitad
cuenta con el doble, para la tercera mitad cuenta con el triple y asi sucesivamente; Suiseth
lo asemeja a la suma geométrica de una serie infinita. Para lograr una mejor comprensién

de esto, observemos la figura 6.

Figura 6. Representacion de suma de rectangulos infinitos.

“Para la anterior figura Oresme comenta que: a pesar de que la intensidad se vuelve
infinita la cualidad total solo es cuatro veces (...). Viendo la figura se aprecia que el exceso
sobre el rectdngulo AB ha sido acomodado en el rectdngulo CD (siendo la longitud de AB
iguala a la de CD); resultando tal exceso de igual drea que el rectdngulo de base AB”

(Oresme 1968, p.413, citadoen Riestra, 2004 pp. 56-57).
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Si se tiene en cuenta que tanto Suiseth como Oresme, abordaron el problema antes
descrito (uno de forma tedrica y otro de manera geométrica),en lo que ambos coinciden
es en realizar un proceso donde la cualidad se haga infinita mientras que la cantidad
permanezca finita, es decir, que aunque el proceso de dividir el area se haga
infinitamente, su medida no va a dejar de ser finita. Oresme llega a que esta suma es igual
a dos y para evidenciar de alguin modo formal y matemdaticamente este hecho, se
expondra el método para resolver la siguiente serie, siguiendo el proceso de Oresme que

es descomponer cada una de sus partes y que Suiseth logra probar:

“Esto se traduce en sumar la serie:

Z gn-1;2,3, 4,5,
e T8 16 32

n=1

Y el equivalente a la estrategia de solucion que vimos corresponde a

descomponerla como se muestra y sumar por separado:

1+1+ +od =+ =1
2 4 2n -
1+1+ +—+ _1
4 8 n 2

1+ +1+ 1
8 2n T4
1 1
2—n+...:2n_1

Resultando la suma igual a 2” (Riestra, 2004, p. 57).
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Observando el mecanismo de solucién, lo que se hace es sumar primero una unidad de

cada una de las fracciones de la serie, donde se obtiene como resultado 1; luego se suman
las segundas unidades de las fracciones, pero como % no tiene mas unidades en que
descomponerse la suma arranca en la segunda unidad de los cuartos, teniendo como
resultado %; para las terceras unidades, ya los cuartos no tiene mas unidades en que

descomponerse, entonces la suma arranca desde la tercera unidad de los octavos; asi de
manera analoga para cada una de las partes, convirtiéndose en una descomposicién de
sumas infinitas. Luego se suman todos los valores de cada una de sumatorias parciales y
se obtiene como resultado 2, lo que evidencia que la cantidad sigue siendo finita

independientemente que para obtenerla se realizdé un proceso infinito.

“..consistentemente con lo obtenido por Oresme. Este problema es abordado por
Oresme en general, es decir, para cualquier cualidad que tenga la configuracion de
la figura 6. Una vez encontrada su cantidad, Oresme particulariza en varios
contextos. Uno de estos es el del movimiento en el cual AB representa el tiempo de
duracion y las ordenadas la intensidad de la velocidad. Es en esta instancia que
Oresme a partir de la relacion entre las dreas concluye la misma para los espacios
recorridos: el espacio recorrido por el movil serd entonces cuatro veces el espacio

recorrido en la primera mitad del intervalo de tiempo” (Riestra, 2004, p. 57).

Resulta pertinente aclarar que aun cuando en la obra de Oresme nunca se dice
explicitamente que el area representa el espacio recorrido este resultado es de

evidentemente conclusion.
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2.2. MARCO DIDACTICO

El proyecto de una secuencia de actividades para el aprendizaje de las matematicas, se
estructura bajo una metodologia guiada por algunos factores que influyen en la
ensefianza. A continuacién, se describe un componente del andlisis didactico de las
matematicas que para la pertinencia de esta propuesta es considerado como herramienta
de organizacién de su ensefianza, se trata del andlisis fenomenoldgico. Iniciando por
exponer los elementos que justifican el uso de éste tipo de andlisis en esta propuesta,
seguido de una descripcién de los fendmenos fisicos que permitirdn en el ultimo apartado
realizar una conexion donde el concepto y la estructura descrita en el marco histérico del

calculo de dreas bajo la curva, sea el medio de organizacién de dichos fenémenos.

2.2.1. ¢POR QUE EL USO DE UN ANALISIS FENOMENOLOGICO?

Al comienzo de cualquier aprendizaje, los estudiantes captan los objetos mentales cuando
los utilizan en actividades con sentido, en tanto esto se convierte en la oportunidad de
analizar la estrecha relacién existente entre los conceptos matematicos y los conceptos de

otras ciencias; como para el caso de esta propuesta, con fendmenos fisicos.

Debido a la intervencidon necesaria de conceptos matematicos en la solucion de
situaciones aplicativas, el analisis didactico de las matematicas tiene como uno de sus
componentes organizacionales de la ensefianza en los sistemas educativos al andlisis
fenomenoldgico, el cual Luis Puig (1997, p. 63) define como: “El andlisis fenomenoldgico

de un concepto o de una estructura matemdtica consiste entonces en describir cudles son
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los fendmenos para los que es el medio de organizacion y qué relacion tiene el concepto o
la estructura con esos fendmenos”. Dicho analisis comienza por delimitar situaciones y
contextos donde tienen uso determinados conceptos matematicos, para asi establecer su
funcionalidad dentro de la solucién de situaciones; esta funcionalidad se muestra cuando
se establece la relacidn entre una subestructura y los fendémenos; resultando ser de gran
importancia para las matematicas escolares y las aplicadas en un ejercicio profesional; ya

gue los fendmenos proporcionan sentido a los conceptos y estructuras matematicas.

Delimitacion de contextos y situaciones

Fenémenos Estructura

Conceptual

Contextos

Situaciones

Subestructuras

Proporcionan sentido a

Figura 7. Sistema de Andlisis Fenomenoldgico, propuesto por los autores, disefiado bajo el

enfoque de Luis Puig.

Antes de entrar a realizar la delimitacidn, es necesario hacer claridad y diferencia en la
forma como los términos fendmeno, contexto y situacién son entendidas en el marco de

este enfoque.
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Fendmeno: “como una manera de hablar de lo que es objeto de nuestra experiencia
matemdtica” (Puig, 1997, p. 64), es decir aquellas experiencias que pueden estar dadas

por hechos estadisticos, fisicos, geométricos, artisticos, etc.

Contexto: “es un marco en el cual ciertos aspectos de la estructura conceptual atienden
unas funciones, responden a unas determinadas necesidades como instrumentos de
conocimiento” (Rico, Lupiafiez, Marin, y Cafiadas, s.f., p.7), para el caso de las matematicas
se puede pensar en los contextos que encierran los pensamientos matematicos

establecidos por el Ministerio de Educacién Nacional (2006, pp. 57-69).

Situacion: “viene dada por una referencia al mundo (natural, cultural y social) en la cual se
situan las tareas y cuestiones matemdticas que se proponen a los estudiantes y sobre las
que se centra su trabajo” (Rico, y cols., s.f., p. 7), las situaciones pueden ser de tipo
personal, del entorno, educativas, laborales o cientificas, estas permiten ademas localizar

un problema y delimitar fenédmenos para asi ubicar la situacidn problema.

Adicionalmente es necesario distinguir, tal cual lo hizo Hans Freudenthal (1983, citado en
Puig, 1997, p. 64) los tipos de fenomenologia, ya que sin importar cual de ellas se aplique
en el presente trabajo se deben tener en cuenta cada una de ellas para realizar una

correcta eleccion de fendmenos, estas se clasifican en:

Fenomenologia Pura: trata los fendmenos que estan organizados en las matematicas en
el momento y considerando su uso actual; a los conceptos y estructuras matematicas los
trata como productos cognitivos, en tanto da a conocer las matematicas y sus

aplicaciones.

Fenomenologia Historica: trata los fendmenos para cuya organizacidn se cred el concepto

en cuestion y como se extendid a otros fendmenos, lo cual favorece la ensefianza de los
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conceptos y estructuras matematicas, ya que se afrontan problemas de épocas pasadas y

se observa el proceso de creacion de las matematicas.

Fenomenologia Diddctica: consiste en los fendmenos presentes en el mundo de los
alumnos y los que se proponen en las secuencias de ensefianza, aqui los conceptos y
estructuras son tratados como procesos cognitivos, por tanto es indispensable conocer el

proceso de ensefanza-aprendizaje del sistema educativo.

Fenomenologia Genética: para este Ultimo caso los conceptos se consideran con respecto
al desarrollo cognitivo de los aprendices, teniendo en cuenta que es necesario que estos
se sustenten en las fenomenologias anteriores para asi dar un resultado mas apropiado al

analisis.

Ahora bien, si se piensa en el tratamiento del concepto o estructura que atafie al cdlculo
de dreas bajo curvas; en su fenomenologia pura es claro que este proceso es objeto para
darle respuesta a otro concepto, la integral definida, y que se ha extendido hacia campos
de la fisica como: velocidad, posicidon, trabajo, impulso, y todos aquellos donde
intervienen magnitudes que se pueden hallar con un proceso de antidiferenciacién. Si se
busca en su fenomenologia histdrica, este se cred con el fin de calcular dreas de figuras no
conocidas, iniciando desde la del circulo, pasando por segmentos de pardbola hasta lograr
su extensién a superficies delimitadas por curvas, tal cual se evidencié en el apartado
2.1.1. de este trabajo. En el apartado 2.1.2. se muestra como Oresme hizo uso del
concepto de drea para demostrar geométricamente la ley de Merton, poniendo en

evidencia el uso de conceptos matematicos para la explicacién de fenédmenos fisicos.

La fenomenologia didactica pone en indiscutible participacidn los productos que muchos

docentes llevan al aula: métodos, secuencias, situaciones, contextos cotidianos o
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cientificos; para que los estudiantes conozcan aplicaciones de las matematicas. En el caso
del calculo de dareas bajo la curva se conocen muchas propuestas de ensefanza, unas
donde la fenomenologia se desarrolla de tipo pura y otras donde ya se vinculan problemas
cotidianos a los estudiantes o cientificos, y es asi que los estudiantes realizan procesos
cognitivos en pro del aprendizaje de los objetos matematicos. La ultima fenomenologia, y
en donde se encuentra situada esta propuesta, es la genética; se basa en el desarrollo de
conocimiento por parte de los estudiantes, en particular se pretende desarrollar la

estructura del concepto de area bajo la curva haciendo uso de fenémenos fisicos.

A continuacidn, se formaliza una sustentacion desde el analisis dimensional, del por qué
es posible hacer el estudio del el objeto area bajo la curva a partir un fenédmeno fisico;
luego se especifican los contextos, fendmenos y situaciones que se usaran, sin embargo
estas seran mas explicitas en los préximos dos apartados y en el apartado destinado a las
actividades. Como ya se menciond, los fendmenos estan sujetos a eventos fisicos como los
son el movimiento y el trabajo; los contextos estan referenciados por los pensamientos
enunciados en el MEN (2006, pp.57-69), especificamente se pretende dar contextos
métricos o de medidas, ya que se esta calculando dreas de superficies; y espaciales en el
sentido que son estos los que nos permiten introducir eventos fisicos. Por ultimo las
situaciones estaran enmarcadas en entornos conocidos o de sistemas simples para no

caer en problemas donde los enunciados ofrezcan dificultades para ser comprendidos.

2.2.2. MAGNITUDES FiSICAS Y ANALISIS DIMENSIONAL.

Como paso previo al estudio de los fendmenos fisicos que se tendran en cuenta durante el
disefio de la propuesta, es preciso hacer algunas aclaraciones respecto a la importancia

gue tienen las magnitudes fisicas, pues es alli donde cobra sentido interpretativo en un
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contexto especifico el estudio que se hace desde la fisica como ciencia y su diferencia con
las matematicas. Lo anterior se puede explicar por la esencia que tiene la fisica basada en
dos aspectos particulares, la observacion y la medicién; en ellas la fisica ha formulado
principios y leyes que pretenden explicar fendmenos naturales. Es en este contexto donde
resultan pertinentes los conceptos de Magnitud fisica y Andlisis Dimensional, con el fin de
comprender el por qué es posible hacer el estudio de un fenémeno fisico particular, desde

el objeto area bajo la curva.

Magnitud Fisica: Es la singularidad de un sistema fisico', dicho de otra manera,

“atributo observable y medible de un fendmeno, de un cuerpo o de una sustancia.
Cada propiedad se puede distinguir por su naturaleza y se puede expresar como el
producto de una unidad de esa misma naturaleza por un valor numérico (medida)
de tal manera que: Magnitud fisica =Valor numérico x unidad”. (Laboratorio de

fisica —E.T.S.1.T. -2006).

Lo anterior permite afirmar que a través de las magnitudes fisicas es posible realizar una
caracterizacién de los sistemas fisicos a la vez que ofrece una herramienta para acceder a

una explicacion de los mismos.

Andlisis Dimensional: Es el lenguaje con el cual se puede explicar los fendmenos fisicos,
para Lara, Cerpa, Rodriguez y Nufiez (s.f. p. 37) el andlisis dimensional y la gramdtica de la
fisica son una misma cosa. En otro sentido Aranzeta (2005, p. 115) lo presenta como “una
valiosa herramienta para ingenieros y cientificos ya que permite investigar las relaciones

entre variables que intervienen en un sistema fisico”. Asi, se debe entender el andlisis

1 . ;. . . . .

Se debe entender por sistema fisico como una muestra de objetos o entidades materiales susceptibles a
ser medidas, de las cuales se puede hacer una generalizacion de las posibles interacciones que se puedan
dar entre los mismos.
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dimensional como el idioma que le da sentido a los sistemas fisicos, cuando sobre él

interactlan diversas variables que se relacionan entre si. Una dimensién sera entonces la

expresion de una cantidad por medio de la cual se da una caracteristica particular de las

magnitudes fisicas.

A continuacién se presenta una descripcién de las magnitudes fundamentales y la manera

como, de la relacidn de ellas, se desprenden otras que se denominan derivadas. Las

magnitudes fundamentales agrupadas en el Sistema Internacional de Medidas (S.1) son:

Magnitud Fundamental Unidad Bdsica | Simbolo Ecuacién dimensional®
Longitud Metro m L
Masa Kilogramo kg M
Tiempo Segundo S T
Temperatura Kelvin K C]
Cantidad de sustancia Mol mol N
Intensidad de la corriente
Amperio A I
eléctrica
Intensidad luminosa Candela cd J

Tabla 1. Magnitudes Fundamentales en (S.I)

En la fisica escolar se emplean con mayor frecuencia las tres primeras: longitud para medir

las distancias o desplazamientos, la masa para medir la inercia de los cuerpos y el tiempo

como patrén de referencia y comparacion de duracion de eventos. Al relacionarlas es

posible construir las magnitudes derivadas tal y como se puede apreciar en la Tabla 2.

2 . .z .
Es aquella por medio de la cual se puede expresar la relacion que se puede dar entre las magnitudes

derivadas y las fundamentales.
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Magnitud Derivada Simbolo Ecuacion Dimensional.
Area A 2
Volumen % E
Velocidad lineal® v T2
Aceleracion lineal a LT
Velocidad angular W T!
Aceleracion angular a T2
Fuerza F MLT 2
Trabajo w MLT2
Energia E MLT2
Peso w MLT2
Momentum lineal p MLT L
Presion P ML
Densidad p ML
Peso especifico ) ML 2T 2
Capacidad calorifica Cc ML2T 20!
Calor especifico Ce 12T%0?
Carga eléctrica Q IT
Intensidad del campo eléctrico E MLT 32
Potencial eléctrico 1% MLT 3t
Resistencia eléctrica R MLZT 312

Tabla2. Magnitudes derivadas en (S.1).

3 . . . .
Las magnitudes que aparecen en negrita, son magnitudes vectoriales.
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Las magnitudes derivadas surgen al operar las fundamentales entre si mismas o con las

Kgm

ademas. Por ejemplo fuerza, cuyas unidades en el (S.I) son ( ;qz

). Resultan del producto

de las unidades de masa y de longitud divididas entre las de tiempo al cuadrado.

En las actividades que se sugieren para la presente propuesta, se han escogido
fendmenos donde es posible encontrar elementos que dimensionalmente cobran
significado para la fisica; aun teniendo claro que para la matematica el objeto area bajo la
curva se pueda establecer para cualquier tipo de curva, solo se tendrd en cuenta aquellas
curvas donde al aplicar el objeto matematico drea bajo la curva, arroje una unidad de

medida que dimensionalmente tenga interpretacion fisica.

En conclusidén lo que se busca, con las actividades que se proponen para la presente
propuesta, en las cuales se empleara el objeto area bajo la curva, es encontrar magnitudes
fundamentales o derivadas al operar (multiplicar) las magnitudes representadas en el

diagrama de coordenadas cartesianas.

Especificamente las magnitudes tomadas son:

Longitud (para determinar la distancia que recorre un cuerpo), y que se obtiene al
multiplicar la velocidad por el tiempo (grafico de velocidad-tiempo) de los
movimientos.

Velocidad, que se obtiene al multiplicar la aceleracién por el tiempo (grafico
aceleracién- tiempo) en los movimientos.

Trabajo o Energia, que se obtiene al multiplicar la fuerza por el desplazamiento

(gréfico fuerza-desplazamiento).
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2.2.3. LOS FENOMENOS

2.2.3.1. EL MOVIMIENTO

Desde las civilizaciones Sumerias y Egipcias pasando por los griegos hasta llegar a Galileo
Galilei (1564-1642), se ha querido dar una explicacion al fendmeno del movimiento,
tomando como referente algunos elementos del entorno cotidiano como por ejemplo los
animales, las estrellas, el viento entre otros y relacionandolos con conceptos como la
rapidez, posicidn, desplazamiento e incluso el tiempo. Cada una de estas civilizaciones ha

hecho su respectivo aporte hasta llegar alo que hoy se conoce como cinemadtica.

En este sentido, (Serway y Beichner, 2002) la definen como la rama de la fisica que se
encarga de explicar las caracteristicas del movimiento sin considerar quien o que lo
produce. Lo anterior se puede entender como el estudio de la trayectoria en funcién del
tiempo Unicamente. Entre los movimientos que estudia la fisica se encuentran: el
traslacional, el rotacional y el vibratorio. Para el primer caso se puede considerar un
peatdn que se mueve a lo largo de una calle; el giro que hace la Tierra a diario sobre su eje
es un buen ejemplo para el segundo caso y el movimiento que hace de un extremo a otro,
desde su posicion de equilibrio un péndulo puede ser considerado como vibratorio o mas

especificamente como oscilatorio.

Para el caso particular de esta propuesta se tendra en cuenta el movimiento traslacional
en una dimensién por ser considerado como el punto de partida para el estudio de la
cinematica. Partiendo de esto se hace necesario realizar la descripcion de algunos

elementos que se consideran en la cinematica y que resultan utiles para la comprension
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del fendmeno como lo son: sistema de referencia, posicidn, distancia desplazamiento,

rapidez, velocidad instantanea y aceleracién® los cuales son presentados a continuacion:

Sistemas de Referencia: Es el espacio donde se da inicio al estudio del movimiento. En
este sentido (SED-Bogota, 2012 p. 40). Lo concibe como “el conjunto de valores que
permiten definir inequivocamente la posicion de cualquier punto de un espacio euclideo o
mds generalmente variedad diferenciable (...) Un sistema de referencia, viene dado por
punto y un sistema de coordenadas”. Para tal fin se emplean sistemas coordenados en los

gue se incluyen: cartesianos, polares, cilindricos, esféricos entre otros.

Posicion: Se puede concebir como el lugar que ocupa un cuerpo en un espacio
determinado. Se representa por la letra x y si se mide con respecto al marco de
referencia, se expresa en términos de longitud, es decir, en metros; denotado por (m) en

el Sistema internacional de Medidas (S.1.).

Distancia: Magnitud de caracter escalar con la que se logra establecer el recorrido que
hace un mévil en términos de longitud. Se mide en metros (m)(S.) y se representa con la

letra x 0 y, dependiendo de como se tome el sistema de referencia.

Desplazamiento: Se define como el cambio de posicidon de un cuerpo o particula que estd
en movimiento, se representa con Ax. Matemdaticamente se define como:
Ax = x5 - X;

Donde x; es la posicion final y x; es la posicion inicial.

*Las definiciones que se presentan al igual que las de MRU Y MRUV, se describen siguiendo algunas ideas
expresadas por (Serway y Beichner, 2002, pp. 24, 26, 27, 30, 35, 36)
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Rapidez: Es una cantidad de caracter escalar, se define como el cociente entre la distancia
total recorrida por un cuerpo o particula y el tiempo total que se emplea en recorrer dicha
distancia.
X
v=-
t
Donde v es la rapidez y t es el tiempo. Este cociente se expresa en unidades de (m/s) en

(S.1)

Velocidad Instantdnea: Es la relacidon que existe entre el desplazamiento y el intervalo de
tiempo que se emplea para realizar dicho desplazamiento. Matematicamente se define
asi:

B Ax

Uy = A7
Esta relacion se expresa en unidades de (m/s)en (S.l) y estd sujeta a la direccién del

desplazamiento por ser una cantidad vectorial.

Aceleracion: Es la relacion entre la velocidad y el tiempo. Se presenta cuando un cuerpo o
particula cambia la velocidad un en un intervalo de tiempo determinado; la aceleracién
puede ser constante cuando los cambios de velocidad se hace en los mismo intervalos de

tiempo o variable cuando no se cumple lo anterior. Matematicamente se define como:
Av Uxf — Uyi

a=—=
At - g

Se mide en unidades de (m/s?) en (S.1).

Con estos elementos definidos es posible comenzar a revisar los diferentes tipos de
movimientos que se analizan desde la cinematica y que haran parte del estudio que se

pone en consideracion en el presente trabajo.
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TIPOS DE MOVIMIENTO EN UNA DIMENSION

Desde la cinematica se estudian basicamente tres tipos de movimientos rectilineos: el
uniforme, el uniformemente acelerado y el variado; cada uno de ellos presenta diversas
caracteristica tanto en su descripcidon analitica como en su representacion gréfica. A
continuacién se hace una breve descripcion, la formulacion matematica y la

representacion grafica de los mismos.

Movimiento Rectilineo Uniforme (MRU): Se denomina de esta manera debido a que el
cuerpo o particula que describe este movimiento, recorre siempre distancias iguales en
intervalos iguales de tiempo lo que implica que su rapidez sera la misma y su aceleracion
nula. Matematicamente relaciona la posicién, la rapidez y el tiempo a través de la
expresion

Xf = Ut L x;.
La forma de la misma se asemeja a la ecuacion de una recta, lo cual hace prever cédmo

serd la representacion gréfica.

Para poder revisar las representaciones graficas de los movimientos es necesario
mencionar que la variable independiente sera el tiempo y como variable dependiente se
tendrdn la posicidn, la velocidad 6 la aceleracién, es decir, que cada una de las anteriores

estara en funcién del tiempo.

A continuacion se presenta el grafico de posicion versus tiempo (x,st) para el movimiento

rectilineo uniforme. Y como se mencioné la representacion obedece a una recta.
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Figura 8. Grafico de Posicién — Tiempo para MRU.

El gréfico de velocidad versus tiempo (v ,st) para el movimiento rectilineo uniforme tiene

por lo tanto la siguiente representacion:

)

Figura 9. Grafico de Velocidad - Tiempo para MRU.

Como se estan recorriendo las mismas distancias en el mismo intervalo de tiempo, la

velocidad no varia en ningin momento. Se considera innecesario para los fines de esta
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propuesta, considerar el grafico de aceleracidn - tiempo para el MRU, debido a que la

aceleracion en este movimiento es nula.

Movimiento Rectilineo Uniformemente Acelerado (MRUA): Se denomina de esta forma
debido a que el cuerpo o la particula que describe este movimiento cambia su velocidad
en idéntica proporcidn en intervalos iguales de tiempo, haciendo que la aceleracién sea la
misma en cualquier instante, es decir, que ésta sea constante. Que exista una aceleracién
constante originada por al cambio de velocidad hace que las distancias que se recorren
cambien en diversas proporciones, en particular la dependencia entre distancia recorrida
y tiempo es de tipo cuadrdtico. La expresién matematica que describe la velocidad en
cualquier instante para el MRUA, es:

vr =at tv;

Donde v¢ es la velocidad final, a es la aceleracion, t el tiempo y v; la velocidad inicial. La

forma matematica de la expresion se corresponde nuevamente a la de una recta.

Adicional a la expresién antes descrita, es necesario recurrir a otra que permita encontrar
de manera explicita las distancias que se recorren en un tiempo dado cuando se realiza un
movimiento de este tipo. Dicha expresion se obtiene de la velocidad promedio y la

ecuacién de MRU de la siguiente manera:

— Vi+vr . .
v = > Velocidad promedio (1)
Xf — Xi= ’ljx -t (2)

Igualando (1) y (2) se tiene

Xf—xi:Ux't:%(Ui‘va)'t
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Para a constante, se tiene que el desplazamiento esta en funcién de la velocidad y el

tiempo.

1
xf—xi=§(vi+vi+at)-t

at?
Xf —X; = Uit +T

1 2
Xr— Xj = vit+zat

Como se ve la distancia que recorre el mdvil estd en funcién del tiempo, la expresion
matematica se asemeja a una ecuacién de segundo grado, por lo tanto el grafico que se
espera al representar x,;t debe ser una parte de una parabola. Se presenta a

continuacion el grafico de posicién versus tiempo (xyst).

.r(,,,)‘

Figura 10. Grafico de Posicidn — Tiempo para MRUA.
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La representacidn grafica de la velocidad versus tiempo (v, t) para el MRUA, dada las

caracteristicas del movimiento, se presenta a continuacion.

{‘(m R

3 4 s ® 7 § 0 1) " 2 0

tl

Figura 11. Grafico Velocidad — Tiempo para MRUA.

El grafico obedece a una recta, como se habia mencionado debido a la caracterizacién que

de ella se puede hacer desde la expresion matematica.

Como se esta caracterizando un movimiento rectilineo uniforme con aceleracion

constante, la grafica que se obtiene corresponde a una recta paralela al eje t.

)
a(m/s

o 1 2 H H 5 4 7 H v ] " 2 0

t(s)

Figura 12. Gréfico Aceleracién — Tiempo para un MRUA.
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Movimiento Rectilineo Variado. (MRV) Es el mas frecuente dentro del movimiento
mecanico de las particulas. Seglin Manzano (s.f., p.2) este tipo de movimiento se presenta
cuando los espacios recorridos por el mévil no son proporcionales a los tiempos. En este

sentido MRU y MRUA pasan a ser casos particulares.

A continuacidn se presentan las representaciones graficas que se pueden obtener en cada

uno de los casos posibles.

Figura 13. Gréfico Posicion — Tiempo para MRV.

La posicidon cambia en cada intervalo de tiempo, lo que se puede observar en la figura 13.
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f(ﬁ)

Figura 14. Grafico Velocidad — Tiempo para MRV.

Como se esperaba, también es una representacion que cambia continuamente en cada

intervalo de tiempo.

a(m/s*)

5

Figura 15. Grafico Aceleracion — Tiempo para MRV.

Al cambiar constantemente la velocidad, se da por hecho que la aceleracidon también lo

hace por tal motivo la representacién es como se aprecia en la figura 15.
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Los graficos en los cuales se puede emplear el objeto area bajo la curva son aquellos
donde el producto de las magnitudes involucradas proporciona una nueva magnitud.
Luego desde el andlisis dimensional, solo es posible encontrarlos en los graficos de
velocidad — tiempo y aceleracidén- tiempo para los tres tipos de movimiento que se
describieron anteriormente, ya que el producto de las magnitudes, es decir, el area bajo la
curva, nos permite conocer la distancia recorrida y el cambio de velocidad

respectivamente.

Lo anterior es posible si se tiene en cuenta que desde la matematica, la velocidad vy la
aceleracidon de un objeto se obtiene al derivar la funcidon que describe la posicién, con
respecto al tiempo una y dos veces respectivamente. Por lo tanto, al ser una derivada,
con la velocidad y la aceleracidn se puede encontrar el desplazamiento y la velocidad si se
invierte el proceso, es decir, si se encuentra la antiderivada con unas condiciones iniciales
dadas 6 se hace la integral de las funcidn correspondiente en un intervalo de tiempo

dado, lo que equivale a determinar el drea bajo una curva determinada en un intervalo.

Por lo tanto es posible llegar hacer una generalizacidon que permita emplear el objeto area
bajo la curva a algunos conceptos fisicos en donde el grifico de dos magnitudes
relacionadas en los mismos facilite la obtencién de otras y extenderlo mas alld de la

cinematica.

2.2.3.2. ELTRABAJO (Teorema Trabajo-Energia)

El concepto de trabajo proporciona una conexidon entre la fuerza y la energia por tal
motivo, se presenta previo al desarrollo del concepto de energia mecanica y al principio

de conservacion.
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Partiendo de lo que exponen Serway y Faughn (2001, p.90), el trabajo, denotado por W,
realizado por una fuerza constante, se define como “El producto de la componente de la
fuerza a lo largo de la direccion del desplazamiento por la magnitud del desplazamiento”
(Serway y Faughn, 2001, p. 90). Teniendo como punto de partida esta definicion, es
necesario hacer claridad en el concepto de fuerza, antes de presentar la expresidn

matematica que caracteriza al trabajo.

Fuerza (F): Es la accidon capaz de modificar el estado de reposo o de movimiento de los
cuerpos, es una cantidad de cardcter vectorial. Newton la describié en la segunda ley que
lleva su nombre, como el producto de la masa y la aceleracion; de donde las unidades en
las que se mide son (kg - m/s?) (S.l) de las que se obtiene una nueva unidad de medida

conocida como Newton(N)(S.l). Matematicamente se expresa como:

F =ma

El trabajo depende de la fuerza aplicada F y el desplazamiento Ax, se mide en
Julios,(Nm)(S.l). No todas las fuerzas realizan trabajo, sélo las fuerzas que estan en la
misma direccion del desplazamiento, es decir, las fuerzas perpendiculares al
desplazamiento no realizan trabajo, por tal motivo matematicamente se expresa:

W = FcosO Ax

Donde 8 es el angulo que forman el vector fuerza y el vector desplazamiento. Es preciso
indicar que el trabajo es una cantidad escalar toda vez que esta definicion es equivalente a
la del producto escalar de dos vectores. El trabajo puede ser realizado por cualquier tipo

de fuerza, sea esta constante o variable en el tiempo o en relacidn con la posicién.
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Ahora se va a considerar la representacion grafica de las variables que intervienen en el
concepto de trabajo para establecer un analisis a través del objeto area bajo la curva, con
ese propdsito se van a considerar tres situaciones: trabajo realizado por una fuerza
constate, por una fuerza variable y por una fuerza continuamente variable. Es de
mencionar que los en todos los casos se representara la fuerza como una funcion del

desplazamiento (Fuerza- Desplazamiento).

Trabajo realizado por una fuerza constate (TFC): Es la situacion mas sencilla que se
presenta en el estudio del concepto. En esta, la fuerza que actua sobre el cuerpo no sufre
ningun tipo de cambio, es decir, se mantiene constante mientras se realiza el

desplazamiento. La representacion grafica se presenta en la Figura 16:

Figura 16. Grafico Fuerza — Desplazamiento para TFC.

Al ser la fuerza constante durante el desplazamiento, la grafica es una recta paralela al eje

X.

Trabajo realizado por una fuerza variable (TFV): En este caso, la fuerza que realiza el

trabajo cambia durante el desplazamiento, aumentando o disminuyendo de magnitud. En
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este caso se va a asumir que el cambio que realiza en la fuerza es uniforme. La

representacion grafica se presenta en la Figura 17.

Hy)

()

Figura 17. Grafico Fuerza — Desplazamiento para TFV.

Trabajo realizado por una fuerza continuamente variable (TFCV) Es este caso la

magnitud de la fuerza cambia de manera no uniforme durante todo el desplazamiento, lo

gue hace que el trabajo realizado no se pueda determinar con la expresién mencionada

con anterioridad. La representacién grafica puede tomar la siguiente forma.

F(y)

10

3

32

41374(:1156

Figura 18. Gréfica Fuerza — Desplazamiento para TFCV.
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Luego de hacer la descripcién del concepto trabajo y relacionar el mismo con el propdsito
de la presente propuesta es posible concluir que el trabajo es una magnitud que se puede
analizar desde el objeto drea bajo la curva cuando se expresa en funcién del
desplazamiento, ya que en cada de las situaciones presentadas anteriormente, el
producto de las magnitudes involucradas arrojan una nueva magnitud, en este caso el
trabajo realizado por la fuerza, que fisicamente es la energia transferida por la fuerza para
generar un movimiento, es decir, una transferencia de energia cinética o de energia

potencial si se quiere plantear Unicamente en términos de la energia mecanica.

En el caso del calculo de TFCV, se debe tomar pequefios desplazamientos Ax; vy
multiplicarlos por la fuerza, es decir, F; - Ax;, lo que proporciona el drea de pequefios
rectangulos, que al sumarlos desde un punto inicial x, hasta otro x; final, proporcionarian
al trabajo realizado por la fuerza, ahora bien, si los desplazamientos se aproximan a cero
la suma se haria infinita, la cual se puede calcular con una integral definida o lo que es lo

mismo, el drea bajo la curva.

2.2.4. EL ANALISIS FENOMENOLOGICO

El contexto en el que se desenvolvera esta propuesta, estd influenciado por el desarrollo
de los tipos de pensamiento en matematicas; particularizando y sin omitir los otros, el

contexto espacial es uno de los dos a trabajar, entendiendo éste como:

" o«

... el conjunto de los procesos cognitivos mediante los cuales se construyen y se
manipulan las representaciones mentales de los objetos del espacio, las relaciones
entre ellos, sus transformaciones, y sus diversas traducciones o representaciones

materiales” contempla las actuaciones del sujeto en todas sus dimensiones y
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relaciones espaciales para interactuar de diversas maneras con los objetos situados
en el espacio, desarrollar variadas representaciones y, a través de la coordinacién
entre ellas, hacer acercamientos conceptuales que favorezcan la creacion y
manipulacion de nuevas representaciones mentales. Esto requiere del estudio de
conceptos y propiedades de los objetos en el espacio fisico y de los conceptos y
propiedades del espacio geométrico en relacion con los movimientos del propio
cuerpo y las coordinaciones entre ellos y con los distintos drganos de los

sentidos.”(MEN, 2006, p.61)

Segun esta definicion es claro que en la didactica de las matematicas son importantes los
eventos fisicos asociados al movimiento, es por ello que para esta propuesta se estudian
los fendmenos fisicos asociados con las magnitudes descritas. De aqui se desprende el uso
de conceptos como area y distancia; de elementos geométricos como ubicacion en el

plano cartesiano y la manipulacion de figuras geométricas.

El otro pensamiento es el métrico o el de medicién, el cual se corresponde con “la
comprension general que tiene una persona sobre las magnitudes y las cantidades, su
medicion y el uso flexible de los sistemas métricos o de medidas en diferentes situaciones”
(MEN, 2006, p.63). Es importante hacer referencia que para efectos de esta propuesta se
enfatiza en la medicién desde dos aspectos, por una parte el manejo de la medicién de
superficies que va mas alla del uso de figuras geométricas convencionales, y de otra parte
frente a la importancia de las unidades empleadas en la medicién para darle una

interpretacidn fisica al resultado de un producto de magnitudes.

Teniendo claro cudles son los contextos y fendmenos, quedan por analizar las situaciones

las cuales seran mostradas en el desarrollo de las actividades. En ellas se establecera la
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funcionalidad entre los fendmenos y la estructura matemadtica; para ello se usaran las
graficas expuestas en el apartado anterior clasificandolas en tres grupos de acuerdo al

método que sera usado para el célculo del area.

Grupo 1. Cambio uniforme, determinacidon de areas por rectangulos: En este caso se
incluirdn los graficos de funciones constantes y de funciones lineales, ya que solo en estos

casos es posible hallar el drea bajo la curva a través de figuras geométricas conocidas.

En la Figura 19. grafico de velocidad-tiempo para un MRU, el drea bajo la curva se puede
calcular midiendo la superficie de un rectangulo, donde por las coordenadas se conoce su
base y altura, también se pueden incluir graficos aceleracidén — tiempo para MRUA y TFC,

ya que estos también se representan graficamente como una funcidn constante.

5 -
v(m/s)

Figura 19. Area bajo segmento de recta paralelo al eje x.

Para el caso de las funciones lineales, inicialmente se puede pensar que el drea se puede

determinar a través del calculo de la superficie acotada por el triangulo rectangulo que se
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forma por la recta y el eje x y la recta x = x¢; sin embargo se procurara inducir otro
método atendiendo al proceso geométrico que realizé Oresme (apartado 2.1.2.), es decir
determinando el punto medio del segmento de recta, y por ese punto construir un
rectangulo como se ve en la figura 20., de esta manera se asegura que el area de la regién
triangular A es congruente el drea de la regidn triangular B y por lo tanto el drea de la
region rectangular resulta congruente con el drea de la regidn triangular que se consideré

inicialmente.

34
v(m/s)

24

-

t(s)

Figura 20. Area bajo segmento de recta.

Grupo 2. Cambio uniformemente disforme, determinacion de dreas por mas de una
figura o por un rectangulo: En este caso se incluirdn los graficos de funciones afines y los
graficos de funciones que siendo continuas (aun cuando no es una condicidn necesaria)
estan definidas por segmentos de rectas; aunque estas se podrian analizar en el grupo
anterior, se separan de manera intencionada con el fin de asociar varios tipos de procesos
para hallar el drea bajo la curva. Un primer método es subdividir la superficie en dos o

mas superficies de figuras de drea conocida (Figura 21, 22 'Y 23).

51



v(m/s)

Figura 21. Superficie subdividida en la de un rectangulo y un tridngulo.

F(N)

10 t(s) 12

8 10 x(m) 12

Figura 22. Superficie subdividida en la de dos tridngulos.
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v(m/s)
44

N

0 2' 4 t(s) 6'

Figura 23. Superficie total subdividida en varias superficies.

El segundo método es siguiendo la idea de Oresme de hallar los puntos medios de los
segmentos y construir rectangulos de tal modo que las regiones triangulares de area A
cubren el espacio de las regiones triangulares de area B, dada la congruencia entre ellas

(Figura 24, 25y 26).

v(m/s)
4

0 2 4 t(s) 6

Figura 24. Area bajo funciones afines.
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F(N)
a

0 2 4 x(m) G

Figura 25. Area bajo segmentos de rectas que se intersecan entre siy con el eje x.

v(m/s)
4

Figura 26. Area bajo segmentos de rectas que se intersecan entre si.

Grupo 3. Cambio disformemente disforme, determinacion de Areas por medio de
rectangulo infinitos: En este grupo se incluyen los graficos de MRV y TFCV, que son

representados por segmentos de curvas no lineales o afines. Dado que para las curvas de
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formas no conocidas o reducibles a superficies de figuras geométricas conocidas solo se
puede inicialmente obtener una aproximacion, dividiendo la superficie en figuras
conocidas como tridngulos y rectangulos, entonces surge la necesidad de incorporar a esta
propuesta el proceso hecho por Riemann en sus sumatorias (apartado 2.1.1), pensando
de nuevo en la idea general que las porciones de superficie de A, sustituyen a las de B

como se presenta en las figuras 27 y 28.

F(N)
2-
1 B" An
B'
A
0 B
0 1 2 3 x(m)
Figura 27. Area bajo la curva 1.
0]
a(m/s?)

»

11

10 12
t(s)

Figura 28. Area bajo la curva 2.
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Pero resulta evidente que en este caso solo se va a tener una aproximacion relativa,
ya que si se comparan los porciones de darea como A’y B’ sus superficies no son, en
general, necesariamente iguales. Lo anterior puede llevar a proponer el uso de
infinitos rectangulos, asi como el poder determinar areas que no estén ni por exceso
ni por defecto, es decir, inducir el proceso de buscar puntos intermedios dentro de
cada una de la s particiones como puede ser, particularmente, hacer uso del punto
medio de cada subintervalo, y asi poder en ultimas usar el proceso conceptual de las

sumas de Riemann y tener una mejor aproximaciéon como se ve en la figura 29.

v(m/s)
1

o 2 a & t(s) & 10

Figura 29. Area por sumas finitas de Riemann.

Como ya se ha mostrado la funcionalidad que tiene el calculo de areas bajo la curva como
medio de organizacion de los fendmenos de movimiento y trabajo, que podria ser
extendida a otros fendmenos, como el impulso o la fuerza debida a una presién ejercida
sobre una unidad de darea; se da por terminado el andlisis fenomenoldgico de tipo

genético.
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3. SECUENCIA DIDACTICA

La propuesta estd dividida en 4 fases que son: Andlisis Dimensional, El método de
Oresme, Cambio Uniforme y Uniformemente Disforme y Cambio Disformemente
Disforme; estas se corresponden con el proceso que se planted en el apartado del analisis
fenomenoldgico. Adicionalmente en cada fase se contemplan cinco elementos: propésito
de la actividad, logro a desarrollar, metodologia, la actividad en si y las respuestas

esperadas, a continuacién se presenta una descripcion de las mismas.

Propdsitos de la actividad: corresponde a los pasos que se han de desarrollar para
llegar al empleo significativo de las sumatorias de Reimman, a partir de la idea

planteada por Oresme.

Logros a desarrollar: estos representan el desarrollo de procesos cognitivos
asociados a los pensamientos espacial y métrico planteados como contextos en el

analisis fenomenoldgico (apartado 2.2.3).

Metodologias: estas se formula con el fin de potencializar el desarrollo de los
pensamientos y procesos, ademas para constituirse en una potencial guia para los

docentes que implementen la actividad.

Las actividades: estas se presentan tal y como se propone que le sean dadas al
estudiante, o lo que se podria denominar “guia para el estudiante”, en ellas se
incluyen los applets realizados con el software Geogebra 4.0. que tiene la ventaja

de ser de uso libre.
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Las respuestas esperadas: en esta parte se indica lo que se presume que el

estudiante responda a cada pregunta o lo que se conjetura durante la actividad.

Antecediendo a las fases se establece un apartado de consideraciones previas; en éstas,
de acuerdo con los estdndares de competencias, se especifican los conocimientos previos
gue el estudiante debe tener para la realizacién de la propuesta, se tienen en cuenta los

saberes requeridos tanto en matemadticas como en fisica.

3.1. CONSIDERACIONES PREVIAS

A continuacion se presentan (segun los estandares matematica y fisica) los conocimientos
previos que deben considerarse para el proceso de implementaciéon de la propuesta;
inicialmente se exponen los de matematicas clasificados segln el pensamiento en que se
desarrollan, seguido a estos los de ciencias naturales en particular aquellos que
conciernen al entorno fisico. En cursiva se presentan los estandares tal cual estdn
propuestos en el MEN, (2006, p.p. 84-89) y MEN, (2004, p.p. 18-23) y lo que no aparece en
cursiva corresponde a lo que se va a tomar en particular del estandar para la presente

propuesta.

Para cada estandar existe un objeto o accion particular que permitira el desarrollo de esta
propuesta; y se debe resaltar que estos conocimientos previos resultan importantes para
poder eventualmente detectar las razones por las cuales el estudiante incurre

potencialmente en un error, como lo resalta Gémez (2000, p.p. 267-277), al afirmar que
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en muchas ocasiones los errores de los estudiantes son consecuencia, en la mayoria de los

casos, de un conocimiento previo.

ESTANDARES BASICOS DE COMPETENCIAS EN MATEMATICAS

PENSAMIENTO METRICO Y SISTEMAS DE MEDIDAS

e Generalizo procedimientos de cdlculo vdlidos para encontrar el drea de regiones
planas y el volumen de sdlidos. Conocimiento de férmulas generales para hallar

area de figuras planas.

* Formulo y resuelvo problemas en contextos de medidas relativas y de variaciones
en las medidas. Resolucién de planteamientos de ejercicios geométricos que

requieren del uso o de variaciones de medidas.

e Formulo y resuelvo problemas en situaciones aditivas y multiplicativas, en
diferentes contextos y dominios numéricos. Realizacion de operaciones correctas

en los conjuntos numéricos.

e Formulo y resuelvo problemas cuya solucion requiere de la potenciacion o
radicacion. Uso de las leyes de la potenciacidon y radicacién, para simplificar

expresiones algebraicas.

* Justifico la pertinencia de un cdlculo exacto o aproximado en la solucion de un
problema y lo razonable o no de las respuestas obtenidas. Justificacion adecuada y

razonable de la solucion dada a los ejercicios.
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PENSAMIENTO ESPACIAL Y SISTEMAS GEOMETRICOS

Uso representaciones geométricas para resolver y formular problemas en las
matemadticas y en otras disciplinas. Uso de los conceptos y representaciones de

inscrito y circunscrito para realizar representaciones de problemas geométricos.

Aplico y justifico criterios de congruencias y semejanza entre tridngulos en la
resolucion y formulacion de problemas. Uso de los criterios de congruencia y

semejanza de tridngulos para plantear y resolver problemas.

PENSAMIENTO VARIACIONAL Y SISTEMAS ALGEBRAICOS Y ANALITICOS

Modelo situaciones de variacion con funciones polindmicas. Uso de las funciones

polinémicas para modelar situaciones que implican variaciones.

Uso procesos inductivos y lenguaje algebraico para formular y poner a prueba
conjeturas. Uso del lenguaje y de los procesos matematicos para poder comprobar

conjeturas.

Utilizo las técnicas de aproximacion en procesos infinitos numéricos. Uso de las

técnicas de aproximacién en procesos numéricos infinitos.

ESTANDARES BASICOS DE COMPETENCIAS EN CIENCIAS

ENTORNO FiSICO

Comunico e indago los resultados, utilizando grdficas, tablas, ecuaciones

aritméticas y algebraicas. Uso del lenguaje escrito u oral para expresar lo que se
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observa en diversas situaciones fisicas que se pueden representar en diferentes

tipos de representacion.

Utilizo las matemdticas para modelar, analizar y presentar datos y modelos en
forma de ecuaciones, funciones y conversiones. Uso de las matemadticas como

herramienta de organizacidn y explicaciéon de resultados a fendmenos fisicos.

Verifico relaciones entre distancia recorrida, velocidad y fuerza involucrada en
diversos tipos de movimiento. |dentificar las magnitudes que intervienen en el

fendmeno fisico y relaciones que entre estas se puedan dar.

Modelo matemdticamente el movimiento de objetos cotidianosa partir de las
fuerzas que actuan sobre ellos. Uso adecuado de las variables matematicas que se
emplean en la caracterizacién del movimiento, tanto en la descripcién formal

como en el analisis dimensional.

Realizo mediciones con instrumentos adecuados a las caracteristicas de los objetos
de estudio y los expreso en unidades correspondientes. |dentifica las magnitudes

fisicas como sustento de los diferentes fendmenos fisicos.

Establezco relaciones entre las diferentes fuerzas que actuan sobre los cuerpos en
reposo o en movimiento rectilineo uniforme y establezco condiciones para
conservar la energia mecdnica. ldentifica las caracteristicas de las fuerzas que

realizan trabajo sobre un sistema fisico.
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3.2.  FASES DE LA SECUENCIA

3.2.1. FASE 1. ANALISIS DIMENSIONAL

PROPOSITO

¢ |dentificar mediante el analisis dimensional los fendmenos fisicos donde el area

bajo la curva cobra un significado para la fisica.

LOGRO A DESARROLLAR

* Comprende que el producto de magnitudes fisicas puede dar otra magnitud que
para la fisica es significativa y que para la matematica puede ser representada

como el area.

METODOLOGIA

En esta fase se pretende que los estudiantes se acerquen al tema en particular al area
bajo la curva como la representacién de una magnitud fisica. El docente debe tener en
cuenta que esta fase se hace indispensable para el desarrollo de la secuencia,
particularmente cuando los estudiantes no reconocen por qué es posible representar una
magnitud fisica por medio del area. En la actividad se le propone al estudiante contestar
10 preguntas haciendo uso de sus conocimientos en fisica y matematica (tener en cuenta
los conocimientos previos enunciados en el capitulo 3.1.), para estas el docente solo
puede intervenir, de ser necesario, aclarando o definiendo que es una magnitud fisicay a
gue se refiere cuando se habla de dimensién y analisis dimensional. Para el punto 5, si se
llegara a presentar confusién en cémo llenar la tabla, el docente podra dar un ejemplo

diferente a aquellos que aparecen en la tabla.
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En la actividad el estudiante usara las formulas de drea que se le pueden validar a medida
que el pregunte, esto con el fin de minimizar errores en la aplicacién de éstas. Finalmente
el estudiante es cuestionado con el fin de darle validez y consistencia a sus respuestas y
argumentos; el propdsito es interrogar al estudiante con el fin de llegar a las siguientes

fases y que en ellas se conteste evocando lo que hizo en esta primera fase.

En esta fase se lleva al estudiante especificamente a identificar que la distancia que
recorre un cuerpo se obtiene al multiplicar la velocidad por el tiempo, la velocidad se
consigue al multiplicar la aceleracion por el tiempo y el trabajo al multiplicar la fuerza

por el desplazamiento.

ACTIVIDAD 1. ANALISIS DIMENSIONAL

1. éQué entiende por area de una figura?

2. Desde lafisica, équé expresa la medida de una superficie en una figura?

3. Halle el area de las siguientes figuras de tres formas diferentes, midiendo con una
regla las longitudes de los lados de las figuras. Para cada caso describa los pasos

que realizé para hallar las areas e identifique las magnitudes fisicas que uso y
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enuncia los resultados obtenidos. Resuelva el ejercicio al respaldo o en una hoja

anexa

d

b
Figura A Figura B

4. Silos valores de (a, b, c,d y e) no se emplean como magnitudes convencionales de
longitud (mdultiplos o submultiplos del metro (m), sino, con otro tipo de magnitud
fisica (velocidad, tiempo aceleracién, fuerza y desplazamiento), écambian los
resultados obtenidos, si cambian, la manera en que varia es en el valor numérico o

en las unidades de la magnitud fisica? Justifique la respuesta.

RECUERDE QUE

Para el estudio de los fendmenos naturales, la fisica emplea magnitudes fisicas con las
cuales se puede hacer su caracterizacion a través de leyes o principios, a fin de dar una
explicacion a los mismos. Las magnitudes fundamentales en cinemdtica y dindmica son el
metro, la masa y el tiempo y sus dimensiones longitud [L], masa [M] y tiempo [T]

respectivamente; al relacionarlas entre si y haciendo andlisis dimensional, surgen las

magnitudes derivadas como: velocidad (v), aceleracién (a), fuerza (F), trabajo (W) y

energia (E).
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5. Complete la siguiente tabla sefialando en cada caso las magnitudes fundamentales

que se relacionan para formar las magnitudes derivadas y su andlisis dimensional

Magnitud
Derivada

Magnitud(es)
Fundamental(es)
Involucrada(s)

Analisis Dimensional

Velocidad (v)

Aceleracion (a)

Fuerza (F)

Trabajo (W)

Energia (E)

6.

éCudles operaciones matematicas se deben

realizar con las magnitudes

fundamentales para encontrar las magnitudes derivadas?

Magnitud Derivada

Operacion Matematica

Velocidad (v)

Aceleracion (a)

Fuerza (F)

Trabajo (W)

Energia (E)
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7.

¢Cual de las operaciones matematicas anteriormente indicadas resultan
equivalentes a la que se emplea para determinar un drea? éCudl es el anilisis
dimensional de las magnitudes fisicas derivadas que se asocian al proceso para

determinar un area?

Suponga que debe calcular el drea de una figura plana, por ejemplo un rectangulo,
pero la base se mide empleando la magnitud fundamental tiempo dada en
segundos (s) y la altura se mide en la magnitud derivada velocidad dada en
metros (m) sobre segundos (s) ¢El drea del rectdngulo representa
dimensionalmente alguna una magnitud fisica fundamental o derivada? Indique

cual.

Suponga ahora que debe calcular el area de otra figura plana, por ejemplo un
triangulo, pero la base se mide empleando la magnitud fundamental tiempo dada

en segundos (s) y la altura se mide en la magnitud derivada aceleracién dada en
m . . s .z
metros sobre segundo al cuadrado (5_2)’ é¢Dimensionalmente el drea del triangulo

representa alguna magnitud fisica? Sea si o no la respuesta justifique para

cualquier caso, de ser afirmativo indique cual magnitud fisica
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10. Teniendo en cuenta lo anterior, éEs posible hacer uso del calculo de areas en la
descripcion de fendmenos fisicos, cuando dimensionalmente el drea cobre

sentido para la fisica? Justifique la respuesta.

RESPUESTAS ESPERADAS

1. éQué entiende por drea de una figura?
Para esta pregunta se espera que el estudiante tenga una nocidn clara sobre el concepto
por el cual se le estd indagando, aunque muy seguramente se relacionard con el concepto

de superficie.

2. Desde la fisica, ¢qué expresa la medida de una superficie en una figura?

Se espera que el estudiante reconozca que el area de una superficie en fisica es general la

relacion del producto entre la magnitud fisica representada por la longitud de la base y la

magnitud fisica representada por la longitud de la altura.
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3. Halle el drea de las siguientes figuras de tres formas diferentes, midiendo con una
regla las longitudes de los lados de las figuras. Para cada caso describa los pasos
que realizd para hallar las dreas e identifique las magnitudes fisicas que uso y
enuncia los resultados obtenidos. Resuelva el ejercicio al respaldo o en una hoja

anexa

Se pretende que el estudiante antes de hacer la medicién, encuentre la manera de dividir
las figuras en superficies de figuras conocidas, tridngulos, rectdngulos, etc., para que de
esta manera pueda medir de una forma mas simple el area. También se espera que las
magnitudes que emplee estén asociadas a la longitud como submultiplos del metro, toda
vez que se le indica que mida con regla. Se busca que llegue a la conclusién de que

independientemente del proceso que se emplee el resultado del drea debe ser similar

4. Silos valores de (a,b,c,d y e) no se emplean como magnitudes convencionales de
longitud (multiplos o submuiltiplos del metro (m), sino, con otro tipo de magnitud
fisica (velocidad, tiempo aceleracion, fuerza o desplazamiento), icambian los
resultados obtenidos, si cambian, la manera en que varia es en el valor numérico o

en las unidades de la magnitud fisica? Justifique la respuesta.

Se espera que el estudiante indique que efectivamente habrd un cambio en las unidades
de la magnitud fisica, pero no en los valores numéricos, es decir, que al operar habiendo
medido con otras magnitudes cambia el significado fisico mds no los valores que se habian

encontrado previamente.

5. Complete la siguiente tabla sefialando en cada caso las magnitudes fundamentales

que se relacionan para formar las magnitudes derivadas y su andlisis dimensional
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Se pretende que el estudiante conozca las magnitudes que para la fisica son
fundamentales, que al relacionarlas entre si permiten obtener otras magnitudes, es

decir, que se puede establecer un andlisis dimensional entre ellas. La tabla es:

Magnitud(es)
Magnitud
Fundamental(es) Andlisis Dimensional
Derivada
involucrada(s)
Velocidad (v) ;
Metro, segundo [velocidad]= W =LT?
[tiempo]
Aceleracion )
Metro, segundo [Aceleracién 1= lelocidad] _ ;-2
4 [tiempo]
(a)
Fuerza (F) . [Fuerza]= [masa][aceleracién] =
Kilogramo, Metro, segundo
MLT™?
Trabajo (W) _ [Trabajo] = [fuerza][distancia] =
Kilogramo, Metro, segundo
ML?*T?
Energia (E) . [Energia] = [fuerza][distancia] =
Kilogramo, Metro, segundo
ML?*T?

6. ¢Cudles operaciones matemdticas se deben realizar con las magnitudes

fundamentales para encontrar las magnitudes derivadas?

Magnitud Derivada Operacidn Matematica
Velocidad (v) Cociente
Aceleracion (a) Cociente
Fuerza (F) Producto
Trabajo (W) Producto
Energia (E) Producto
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Se espera que el estudiante interprete el andlisis dimensional que empleo en la tabla
anterior e indique que son operaciones basicas como productos, cocientes y potencias

entre las magnitudes fundamentales.

7. ¢Cudl de las operaciones matemdticas  anteriormente indicadas resultan
equivalentes a la que se emplea para determinar un drea? ¢Cudl es el andlisis
dimensional de las magnitudes fisicas derivadas que se asocian al proceso para
determinar un drea?

En esta pregunta se quiere que el estudiante pueda relacionar las operaciones que
previamente indicd, con las que se emplean para determinar el area de una figura. Se
espera que solo sefialen las tres ultimas, es decir donde se hace un producto entre

magnitudes.

8. Suponga que debe calcular el drea de una figura plana, por ejemplo un rectdngulo,
pero la base se mide empleando la magnitud fundamental tiempo dada en
segundos (s) y la altura se mide en la magnitud derivada velocidad dada en
metros (m) sobre segundos (s) ¢ElI drea del rectdngulo representa
dimensionalmente alguna una magnitud fisica fundamental o derivada? Indique

cudl.

Se espera que el estudiante realice el producto entre las magnitudes fisicas, haga el
andlisis dimensional y diga que dimensionalmente el resultado representa una longitud,
es decir, la magnitud fundamental metro. Basado en la informaciéon suministrada por el

docente y comparandola con la tabla que habia diligenciado en el numeral 5.

9. Suponga ahora que debe calcular el drea de otra figura plana, por ejemplo un

tridngulo, pero la base se mide empleando la magnitud fundamental tiempo dada
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en segundos (s) y la altura se mide en la magnitud derivada aceleracion dada en
metros sobre segundo al cuadrado (SEZ), ¢Dimensionalmente el drea del tridngulo

representa alguna magnitud fisica? Sea si o no la respuesta justifiqgue para

cualquier caso, de ser afirmativo indique cudl magnitud fisica.

Al igual que en el anterior numeral, se espera que emplee el algoritmo del producto,
realice el analisis dimensional e indiquen que dimensionalmente si representa algo para
la fisica y que esto es igual a velocidad, cuyas dimensiones son: [velocidad]=

[aceleracion][tiempo] = LT ™1

10. Teniendo en cuenta lo anterior, ¢Es posible hacer uso del cdlculo de dreas en la
descripcion de fendmenos fisicos, cuando dimensionalmente el drea cobre sentido
para la fisica? Justifique la respuesta.

Se espera que el estudiante indique que efectivamente se puede hacer uso del calculo de
areas, pero solo cuando al hacer producto su resultado tiene sentido para la fisica. Lo que
implica realizar un andlisis dimensional y obtener una nueva magnitud fisica, como

ocurrié en el numeral 8 y 9.

3.2.2. FASE 2. EL METODO DE ORESME
PROPOSITO DE LA FASE

* Encontrar areas bajo la curva para funciones afines, y reconocer el método de

Oresme como facilitador de calculo de magnitudes fisicas en algin fenémeno.
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LOGRO A DESARROLLAR

* Exploray usa el método de Oresme, para plantear el calculo de magnitudes fisicas
como distancia recorrida y velocidad, haciendo el cdlculo de areas bajo funciones

constantes y lineales.
METODOLOGIA

Como en la fase 1, los estudiantes posiblemente encontraron las magnitudes fisicas que
se pueden determinar por medio del area, esta actividad se relacionard con graficos de
velocidad-tiempo y aceleracidn-tiempo. La primera situacion serd usada con el fin de
inducir que el area a usar es la acotada por la recta , el eje x y la rectas t=ty vy
t =ty que en Ultimas estan limitando el tiempo para el cual se quiere saber la distancia
recorrida. Para las preguntas de esta primera situacion, se sugiere que el docente aplique
esta fase de manera individual y que no intervenga en los procedimientos realizados por
los estudiantes, en cambio puede, si quiere, hacer una socializacidon de las respuestas
obtenidas por algunos estudiantes ya que seria conveniente compartir aquellas que se
alejan de manera extrema de lo esperado y unas que sean correctas dentro de cierto
margen, pues con ello podrd propiciar mejores respuestas o respuestas mas acordes a lo

esperado en las siguientes situaciones propuestas.

La segunda situacién, por ser un segmento de recta modelada por una funcién lineal,
permite introducir el método usado por Oresme para hacer la demostracion geométrica
de la Ley de Merton. Aungue inicialmente se les permite a los estudiantes calcular el area
como ellos deseen, esto se hace con el fin de que mas adelante comparen con otros
resultados y cuestionen sus métodos planteados contrastandolos con el de Oresme. Al
igual que en la situacion anterior, se siguiere la no intervencién del docente, puede mejor

intervenir como moderador de cualquier debate que se dé durante el desarrollo de estos
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puntos. El punto cuarto esta enfocado a dar indicios de elementos o caracteristicas
relevantes tanto para conceptualizar, como para aplicar el método de Oresme, en esta
parte no se considera pertinente compartir ideas, ya que solo se espera obtener

apreciaciones intuitivas.

En el punto 7, que es la ultima situacidn, se le pide al docente hacer énfasis en que los
estudiantes lo solucionen de manera individual y sin compartir, lo anterior con el fin de
que al revisarlo se pueda tener una valoracién de la efectividad de la propuesta en cuanto

a la induccion del uso del método de Oresme.

ACTIVIDAD 2. EL METODO DE ORESME

Resuelve las siguientes actividades, respondiendo a lo solicitado

1. Durante uno de los premios de la serie NASCAR, un observador percibe que uno de
los autos mantiene siempre la misma rapidez promedio en cada uno de los giros
que realiza. Si la velocidad del auto es de 45 m/s y cada giro tarda 35 s. El grafico

rapidez- tiempo que representa este movimiento es:

vim/s) T
50 |

45
40

T

Os 10s 20s 30s 40s 50s 60s 70s 8Os 90s ()
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a) Segun los resultados de la fase 1. si se realiza el producto de velocidad por tiempo

la magnitud fisica resultante es:

b) ¢Es cierto, qué en el siguiente grafico, la magnitud del area del rectangulo de color

azul representa la distancia recorrida en dos giros? justifique su respuesta

v m;’.\l{
45

c) Determine la distancia recorrida por el auto en el primer giro. ¢Cuales son las

unidades en que esta medida?(en el siguiente espacio escriba el proceso realizado para

calcularla)

d) Determine la distancia recorrida en 9 giros.(en el siguiente espacio escriba el proceso

realizado para calcularla)
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2.

a)

b)

Un atleta inicia la competencia desde el reposo, acelera constantemente
durante 3s hasta que su velocidad es de 6 m/s, 3s segundos mas tarde su
velocidad es 12 m/s; al acabo de 9s y manteniendo las condiciones de la partida,
registra una velocidad final de 18 m/s. El siguiente grafico velocidad-tiempo
representa el movimiento realizado por el atleta.

S

v(im/s) |

3
7

T T T T T T T T T T T T T L] T
Os 1s 25 3s 45 55 6s 7s 8 0Os 10s 11s 12s 13s 145,,"
S

Determine de tres maneras distintas la distancia recorrida por el atleta durante los

primeros 9 segundos. (Realice los procedimientos al respaldo de la hoja o en una hoja anexa)

Si la distancia recorrida, fue determinada en alguno de los procesos del punto a)
por medio del cilculo del area del triangulo rectangulo que se forma con el
segmento de recta y el eje horizontal; escoja la respuesta o una que corresponda a
este procedimiento y justifique por qué es correcto calcularla de esta manera; si su
calculo fue de otro modo hagalo por medio del drea y justifique a favor o en contra

de este proceso. (Realice los procedimientos al respaldo de la hoja o en una hoja anexa).
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c) Si la competencia tenia una distancia de 100 metros. écuanto tiempo tardo en

recorrerla y con qué velocidad llegd a la meta?(Realice los procedimientos al respaldo de

la hoja o en una hoja anexa)

El matemdtico Nicolds Oresme, explicd la ley de Merton demostrando que en un
grafico de velocidad-tiempo, la distancia recorrida es el area de la figura que se
forma con el segmento de recta que representa el movimiento y el eje x, mostrando
entonces que el drea determinada por el tridngulo EJF es la misma que la

determinada por el rectangulo EJIH.

v(m/s)]
16 |
15

14 |

13|
12

- o
O -
1 1

©

9
8
7
6
5
4
3
2
1
0

T oO—
10s 11s 12s ,(‘,’.]

Lo anterior es posible, porque Oresme encuentra el punto K, de tal modo que las
areas determinadas por los tridngulos EHK e IFK son iguales y por tanto la

superficie del tridngulo EHK sustituye la del tridngulo IFK.
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3. Verifique realizando los cdlculos de las areas, que el método para calcular la
distancia recorrida usada por Oresme y expuesto en el recuadro anterior, es

correcto? (Realice los procedimientos al respaldo de la hoja o en una hoja anexa)

4. De los siguientes graficos, sefiale cudl, o cudles de ellos corresponde al método

usado por Oresme

v{m/s)

a) vim/s C) 10

5 O 75 g(y)

b) d)

im/s)
Nm;/s)4

wodIRNonda

~

O v NWasarow
O wuNWsoao
PRI ——

éPor qué?, justifica la respuesta
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5. éQué caracteristicas debe tener ese punto K?

6. ¢Por qué los triangulos EHK e IFK son iguales?

7. Durante el recorrido en un bus articulado que acelera uniformemente, un
estudiante de fisica que viaja en el supone que en t; = 10 s la aceleracién es de
18 m/s? , 30 segundos mas tarde, hace una nueva suposicién indicando que la

aceleracion luego de ese lapso es de 42 m/s?. (Las siguientes preguntas respéndalas al

respaldo de la hoja o en caso alguno utilizar una hoja anexa).

a) Realice la gréfica aceleracion- tiempo que representa este movimiento.

b) Segun los resultados de la fase 1. si se realiza el producto de aceleracién por

tiempo la magnitud fisica resultante es:

c) Calcule el cambio de la velocidad del bus articulado en el intervalo dado por t; y
los 30 s posteriores, siguiendo la idea Oresme. Haga un dibujo sobre la grafica
indicando quien es el punto K y cual es el rectangulo que sustituye el area de la figura

gue representa la velocidad.
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RESPUESTAS ESPERADAS

1. Durante uno de los premios de la serie NASCAR, un observador percibe que uno de
los autos mantiene siempre la misma rapidez promedio en cada uno de los giros que
realiza. Si la velocidad del auto es de 45 m/s y cada giro tarda 35 s. El grdfico

rapidez- tiempo que representa este movimiento es:

a) Segun los resultados de la fase 1. si se realiza el producto de velocidad por tiempo

la magnitud fisica resultante es: Distancia recorrida dada en metros o longitud

b) ¢Es cierto, qué en el siguiente grdfico, la magnitud del drea del rectdngulo de color
azul representa la distancia recorrida en dos giros? justifique su respuesta

Si, por que el producto del tiempo y la velocidad es la distancia recorrida y para hallar el

area de la figura se debe hacer este mismo producto, dando como resultado el mismo

valor numérico.

c) Determine la distancia recorrida por el auto en el primer giro. ¢ Cudl es las unidad

en que esta medida?
La distancia total recorrida es 35 s * 45? = 1.575m, la unidad en que estd medida es

metros.

d) Determine la distancia recorrida en 9 giros.
La distancia total recorrida en 9 giros es 9 (35 s * 45 %) = 14.175m, la unidad en que

esta medida es metros.
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2. Un atleta inicia la competencia desde el reposo, acelera constantemente
durante 3s hasta que su velocidad es de 6 m/s, 3s segundos mds tarde su
velocidad es 12 m/s; al acabo de 9s y manteniendo las condiciones de la partida,
registra una velocidad final de 18 m/s. El siguiente grdfico velocidad-tiempo

representa el movimiento realizado por el atleta.

a) Determine de tres maneras distintas la distancia recorrida por el atleta durante los

primeros 9 sequndos. (Realice los procedimientos al respaldo de la hoja o en una hoja anexa)

Se espera que los estudiantes dividan de tres maneras diferentes la superficie, y que

para las tres formas el resultado obtenido sea de: 162 m

b) Si la distancia recorrida, fue determinada en alguno de los procesos del punto a)
por medio del cdlculo del drea del trigngulo rectdngulo que se forma con el
segmento de recta y el eje horizontal; escoja la respuesta o una que corresponda a
este procedimiento y justifique por qué es correcto calcularla de esta manera; si su
cdlculo fue de otro modo hdgalo por medio del drea y justifique a favor o en contra
de este proceso.

En este punto se espera que si los estudiantes no lo hicieron por drea, ahora tenga que

calcular por este medio y decir si es correcta o no, en tanto es una pregunta abierta;

sin embargo se espera que las justificaciones presenten un buen nivel argumentativo y

se espera que si lo consideran correcto afirmen que por el area también se puede y

que da 162 m.

c) Si la competencia tenia una distancia de 100 metros. écudnto tiempo tardo en
recorrerla 'y con qué velocidad llegd a la meta?
En esta pregunta se espera que usen el area del triangulo buscando que les de 100 m,

para asi poder establecer la altura y la base del tridangulo, y con la longitud de la base
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saber cuanto tiempo se demord. Es posible que este punto no sea del todo

solucionado porque todo dependera de cémo estén calculando el drea.

3. Verifique realizando los cdlculos de las dreas, que el método para calcular la
distancia recorrida usada por Oresme y expuesto en el recuadro anterior, es

correcto? (Realice los procedimientos al respaldo de la hoja o en una hoja anexa)

Se espera que comprueben el método de dos maneras, la primera calculando el drea del
rectangulo y la de triangulo y digan que son iguales. La segunda es que hallen el drea de
los tridngulos pequefios y verifiquen que uno si puede sustituir al otro por el hecho de ser

congruentes.
4. De los siguientes grdficos, sefiale cudl de ellos corresponde al método usado por
Oresme

El grafico correcto es el d), y se espera que la justificacién sea porque los tridngulos EHK
e IFK tienen la misma drea o posiblemente la justificacidon esté relacionada con el hecho

de estar hallando el drea por medio de un rectangulo.

5. ¢Qué caracteristicas debe tener ese puntoK ?

El punto K, puede ser caracterizado de varias maneras pero en particular se espera que
digan que esta sobre la recta que representa el movimiento y que corresponde al punto

medio de uno de los segmentos HI o EF.

6. éPor qué los triangulos EHK e IFK son iguales?

Porque tienen la misma drea o porque sus bases y alturas son congruentes entre si
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7. Durante el recorrido en un bus articulado que acelera uniformemente, un estudiante
de fisica que viaja en el supone que en t, = 10s la aceleracidn es de 18 m/s?, 30
segundos mds tarde, hace una nueva suposicion indicando que la aceleracion luego

de ese lapso es de 42 m/s?

a) Realice la grdfica aceleracion- tiempo que representa este movimiento.

Se espera que el estudiante grafique correctamente la recta o el segmento

correspondiente a la informaciéon suministrada.

b) Segun los resultados de la fase 1. si se realiza el producto de aceleracion por

tiempo la magnitud fisica resultante es: velocidad

c¢) Calcule el cambio de la velocidad del bus articulado entre el intervalo t; y los 30s
posteriores, siguiendo la idea Oresme. Haga un dibujo sobre la grdfica indicando
quien es el punto K y cudl es el rectdngulo que sustituye el drea de la figura que

representa la velocidad.

Aungque el grafico puede no estar correcto se espera que el punto K este en la mitad
del intervalo y que el rectangulo pase por ese punto K, ademas se espera el cambio de

la velocidad sea 240m/s.

3.2.3. FASE 3. CAMBIO UNIFORME Y UNIFORMEMENTE DISFORME

PROPOSITO DE LA FASE

e Identificar y hallar longitudes (base del rectdngulo y altura del rectangulo)

necesarias para aplicar el método de Oresme.
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LOGRO A DESARROLLAR

* Identifica y halla las longitudes de la base y altura de los rectangulos que se van a

usar para aplicar el método de Oresme.

METODOLOGIA

Esta fase de la propuesta, tiene dos propdsitos, el primero es usar graficos de mas de dos
segmentos de recta, con el fin de inducir a la divisidn de intervalos ya que las graficas no
siempre corresponden a rectas, y el segundo propdsito consiste en lograr generalizaciones
respecto a los datos que se deben tener en cuenta para aplicar el método de Oresme
(altura, base y ubicacién del punto K). Se sugiere al docente aplicar esta actividad en
parejas, con el fin de generar cuestionamientos entre los integrantes que permita
elaborar mejores conjeturas y generalizaciones en el proceso de busqueda de los

resultados.

La primera situacidn esta propuesta con el fin de inducir al estudiante en el proceso de
encontrar datos importantes para poder usar el método de Oresme, en particular los
resultados que se esperan varian de acuerdo con la situacién, el docente puede intervenir
de manera indirecta formulando cuestionamientos que permitan evidenciar un error ya
sea conceptual o procedimental , , esto con el fin de crear mayores cuestionamientos

sobre lo que cada uno de los estudiantes estd planteando.

Para la segunda situacion es importante que el docente prepare previamente un espacio
fisico donde los estudiantes cuenten con: por lo menos un computador por grupo, y en

ellos contar con el software libre Geogebra 4.0; este se puede descargar de la pagina
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www.geogebra.org y como Unico requerimiento es contar con la plataforma Java.

Adicionalmente se debe instalar el Apple llamado Fase 3, para poder hacer uso de este se
debe contar con acceso a internet ya que el archivo es .html; este se encuentra en los

anexos de la presente propuesta.

El docente debe asegurarse que los estudiantes lean antes la situacidon propuesta asi
como las instrucciones de uso del programa (estas instrucciones las puede complementar
o ir direccionando durante el desarrollo de la actividad) lo que permitirda que los
estudiantes no dispersen su atencién en el entorno del software y se centren en trabajar
lo solicitado. Para responder las preguntas de esta situacidon se propone que se permita un
intervalo de tiempo durante el cual el estudiante explore el Applet y de ser necesario

intervenga para dar instrucciones sobre el uso adecuado del mismo.

La tercera actividad, trae otro fendmeno fisico que es el trabajo y vincula un elemento que
eventualmente puede traer confusiones ya que se emplea una expresion algebraica que
modela la funcién trabajo realizado por la particula como una funcién del desplazamiento
x. La actividad en este momento debe realizarse inicialmente sin el apoyo del
computador y se propone que en una hoja anexa los estudiantes hagan el grafico que
representa el fendmeno fisico, en particular se espera que el estudiante pueda conjeturar
gue la longitud de la altura de un rectangulo especifico se puede determinar evaluando el
valor medio de la base del rectangulo en cuestién y luego si proceder a hacer el producto

de estas magnitudes para obtener el trabajo realizado en ese intervalo.
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ACTIVIDAD 3. CAMBIO UNIFORME Y UNIFORMEMENTE DISFORME

1. En t = 0s un vehiculo viaja con un velocidad inicial de 25m/s, aumenta su
velocidad de manera uniforme durante 5 segundos hasta alcanzar los 45 m/s;
posteriormente frena por un lapso de 3s hasta que su velocidad se reduce a

15 m/s. El siguiente es el gréfico velocidad-tiempo para esta situacion. .

v(m/s)T

55
50

Os 1s 2s 3s 4s 5s Bs 7s 8s t(s)
(S

a) Determine de dos maneras diferentes la distancia total recorrida. (Realice los

procedimientos al respaldo de la hoja o en una hoja anexa).

b) En alguno de los siguientes graficos se esta representando el método empleado por
Oresme, que puede emplearse para resolver el ejercicio anterior. éEn cudl?
Justifica en el espacio después de las graficas por que la escogida si representa el

método, y las razones de por qué las otras no.
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Determine la distancia total recorrida usando el grafico escogido en el punto

anterior y en el cual se emplea el método de Oresme. Al finalizar el calculo compare

la respuesta obtenida con la del ejercicio 1 y de una opinién respecto a los

resultados. (Realice los procedimientos al respaldo de la hoja o en una hoja anexa y las preguntas

que se puedan responder en esta hoja por favor hacerlo).
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d)

e)

f)

Cual es la longitud de la altura y la base del rectangulo que representa la distancia
recorrida durante los primeros 5 segundos:

Base: Altura:

Cual es la longitud de la altura y la base del rectangulo que representa la distancia
recorrida durante entrelos 5y 8 segundos:

Base: Altura:

¢Para determinar la altura de los rectangulos, es util usar los puntos K; y K, o
estos puntos solo sirven para saber donde los tridngulos se hacen iguales?

Justifique su respuesta

El siguiente ejercicio se realizard con ayuda de una herramienta tecnoldgica, y el software

Geogebra. Leer con atencion la siguiente situacion. Para responder las preguntas deben

sequir las instrucciones del docente.

2.

Un movil parte desde el reposo, acelera constantemente durante 6,5 s hasta que
su velocidad es de 25m/s, mantiene esa misma velocidad durante 4s vy
posteriormente desacelera durante 8,5s disminuyendo la velocidad a 5m/s;
posteriormente se mantiene con esa misma velocidad por 2 s mas y finalmente

acelera durante 6 s hasta que la velocidad es de 25 m/s.
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a) ¢Cudl es la distancia que recorre el moévil en el primer intervalo?

b) ¢éCudl es la distancia total recorrida durante los 27 s?

c) épor qué en el intervalo 2 no hay tridngulos?

d) Para cualquiera de los intervalos la longitud de la base de los rectangulos esta

dada por:

e) éComo se puede determinar la altura en el intervalo 3 si no se tuviera el

programa?, de dos ideas y explica una de ellas.

f) Seleccione una de las siguientes parejas de palabras para completar la presente
afirmacién: Los puntos K siempre dividen a los segmentos paralelos a la base de

los rectdngulos en dos partes , por tanto los K son los

puntos medios de
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i Diferentes — Las Bases
ii. lguales—Las Bases
iii. Diferentes — Altura

iv.  lguales— Alturas

3. Una fuerza aplicada varia con la posicién x segun la expresiéon F = 2x + 1, la fuerza tiene

siempre la direccion del sentido positivo del eje x. F se mide en Newtons y x en metros

(Realice los procedimientos al respaldo de la hoja o en una hoja anexa y las preguntas que se puedan

responder en esta hoja por favor hacerlo).

e)

Segun los resultados de la fase 1. si se realiza el producto de fuerza por

desplazamiento la magnitud fisica resultante es:

Realice la gréfica fuerza — desplazamiento que representa este fenémeno fisico.

Dibuje sobre la grafica el rectangulo que permite hallar el trabajo hecho durante los

primeros 5 m.

Para el rectangulo dibujado diga: donde estd ubicado el punto K; écudl es la
longitud de la altura y la base del rectdngulo que representa el trabajo realizado
durante los primeros 5 m?:

K: Base: Altura:

¢Cudl es el trabajo realizado durante los primeros 5 m?
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f) Para efectuar el cdlculo del trabajo realizado durante p los primeros metros:
édénde debe estar ubicado el punto K? éCual serd la longitud de la altura y la base
del rectdngulo que representa el trabajo realizado durante esos los p

primeros metros? (Sugerencia: realice el dibujo del rectdngulo poniendo n en cualquier lugar

del eje x y deje indicado las longitudes (bases y altura) y el K en relacion con n).

K: Base: Altura:

g) ¢Cudl es el trabajo realizado durante los p primeros metros? (deje indicada el drea de

rectdngulo que representa el trabajo realizado).

RESPUESTAS ESPERADAS

1. En t = 0s un vehiculo viaja con un velocidad inicial de 25m/s, aumenta su
velocidad durante 5 segundos hasta alcanzar los 45 m/s, posteriormente frena por
un lapso de 3s hasta que su velocidad se reduce a 15 m/s. El siguiente grdfico

velocidad-tiempo representa el movimiento realizado por el vehiculo.

a) Determine de dos formas la distancia total recorrida.

Se espera que los estudiantes dividan de dos maneras diferentes la superficie, y que

para las dos formas el resultado obtenido sea de: 265 m
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b) En alguno de los siguientes grdficos se estd representando el método realizado por
Oresme, para resolver el ejercicio anterior. ¢En cudl? Justifica en el espacio

después de las graficas por que la escogida si es, y por qué las otras no.

La eleccion correcta es el grafico iii. Y se espera que la justificacion sea porque los

triangulos a comparar tienen igual area.

c¢) Determina la distancia total recorrida usando el grdfico escogido en el punto
anterior y en el cual se emplea el método de Oresme. Al finalizar el cdlculo
compara la respuesta obtenida con la del ejercicio 1 y da una opinion respecto a

los resultados.

Se espera que la opinién sea: que de las dos formas el resultado obtenido sea

de: 265 m

d) Cudl es la longitud de la altura y la base del rectdngulo que representa la distancia
recorrida durante los primeros 5 sequndos:

Base: 5s Altura: 35m/s

e) Cudl es la longitud de la altura y la base del rectdngulo que representa la distancia

recorrida durante el segundo 5 y el 8:

Base: 3s Altura: 30m/s

f) Para determinar la altura de los rectdngulos, es util usar los puntos K; y K, o
estos puntos solo sirven para saber donde los tridngulos se hacen iguales.
Justifique su respuesta

Se espera que los estudiantes digan que si, ya que el K le permite ver cudl es la altura

del rectangulo, mirando el valor de coordenada en y que tiene el punto K
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2. Un movil parte desde el reposo, acelera constantemente durante 6,5 s hasta que su
velocidad es de 25m/s, mantiene esa misma velocidad durante 4s y
posteriormente desacelera durante 8,5 s disminuyendo la velocidad a 5m/s, se
mantiene con esa misma velocidad por 2 s y luego nuevamente acelera durante 6 s

hasta que la velocidad es de 25 m/s.

a) ¢Cudl es la distancia que recorre el movil en el primer intervalo?

Se espera que por medio del applet y después de ubicar el punto K, indique la distancia

recorridaes: 81.2m
b) ¢éCudl es la distancia total recorrida durante los 27 s?

Se espera que por medio del applet y después de ubicar los puntos K, y sumar cada

distancia recorrida en los intervalos; indique la distancia recorrida es: 408,76 m

c) ¢épor qué en el intervalo 2 no hay triéngulos?
Se espera que diga que por que la recta es constante o paralela al eje x

d) Para cualquiera de los intervalos la longitud de la base de los rectdngulos estd

dada por: la diferencia o distancia entre los extremos

e) Como se puede determinar la altura en el intervalo 3 si no se tuviera el programa,
de dos ideas y explica una de ellas.
Se espera que el estudiante diga, que sabiendo donde queda K, o colocando K en la

mitad se mire el valor de la coordenada y ahi se obtiene la altura

f) Seleccione una de las siguientes parejas de palabras para completar la presente

afirmacién. Los puntos K siempre dividen a los segmentos paralelos a la base de
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los rectangulos en dos partes , por tanto los K son los

puntos medios de

Se espera que seleccionen ii. Iguales — Las Bases
3. Una fuerza aplicada varia con la posicién x segun la expresidon F = 2x + 1, la fuerza
tiene siempre la direccién del sentido positivo del eje x. F se mide en Newtons y x en

metros.

a) Segun los resultados de la fase 1. si se realiza el producto de fuerza por
desplazamiento la magnitud fisica resultante es: el trabajo realizado

b) Realice la grdfica fuerza —desplazamiento que representa este fendmeno fisico. Se
espera que la grafica sea la correcta: una recta

c) Dibuje sobre la grdfica el rectdngulo que permite hallar el trabajo hecho durante los
primeros 5 m.
Se quiere que el estudiante ubique el punto K en la mitad del intervalo y que el

rectangulo tenga de base 5m y altura 6 N

d) Para el rectdngulo dibujado diga: donde estd ubicado el punto K y cudl es la
longitud de la altura y la base del rectdngulo que representa el trabajo realizado
durante los primeros 5 m:

K:_ (2,5,6)  Base: S5m Altura: 6N

e) ¢Cudles el trabajo realizado durante los 5m?

30 Nm

f) Para efectuar el cdlculo del trabajo realizado durante losp primeros metros:
é¢donde debe estar ubicado el punto K? éCudl serd la longitud de la altura y la base
del rectdngulo que representa el trabajo realizado durante esos los p

primeros metros?

K: p/2 en la mitad o (g,f (%)) Base: p Altura: f (g)
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g) ¢éCual es el trabajo realizado durante los p primeros metros? (deje indicada el drea

de rectdngulo que representa el trabajo realizado).

Se espera el planteamiento del area del rectangulo, es decir p * f(p/2)

3.2.4. FASE 4. CAMBIO DISFORMEMENTE

PROPOSITO DE LA FASE

* Encontrar magnitudes fisicas representadas por areas bajo curvas, y hacer uso del
método de Oresme para plantear una suma finita de rectangulos, permitiendo asi

plantear una suma de Reimann.

LOGROS A DESARROLLAR

e Planteen el cdlculo del drea bajo la curva como suma finita de rectangulos.

METODOLOGIA

Esta actividad es la culminacidén de todo lo hecho anteriormente, en tanto se le pide al
docente que la aplique de aparejas y que disponga de una sala con un computador por
grupo, y los computadores tengan instalado el software libre Geogebra 4.0 y que todos los

computadores tengan el applet anexo a este trabajo llamado Fase 4.

La primera situaciéon junto con sus preguntas se propone con el fin de que los estudiantes
propongan métodos de solucion con rectangulos para determinar la distancia recorrida,

en tanto el docente no debe intervenir.

Para el 2 punto que es donde se inicia a usar al applet, se pide que antes de iniciar a

resolver las preguntas se les indique a los estudiantes visualmente (de ser necesario
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adquiera un video beam con el fin de que los estudiantes tengan una imagen de lo que el
docente esta haciendo en el computador) como se pone un rectangulo y como se mueve

el punto K; posteriormente que se asegure de que contesten estas dos preguntas.

En el punto 3, se les indica que muevan del lugar que hallaron el punto K (con el
deslizador) y que suban el nimero de rectangulos a 2, luego si pueden mover de nuevo el

K para hallar la ubicacion pretendida, asi podran contestar las preguntas de este punto.

En los dos puntos anteriores se espera que el docente intervenga, de manera tal que el

estudiante cuestiones lo que estd haciendo y las justificaciones que da a las preguntas.

Para los puntos 3 y 4, deje que el estudiante explore con el applet subiendo y bajando el
numero de rectangulos asi como moviendo los puntos K. El ultimo punto deben hacerlo

los estudiantes sin ayuda del docente.

ACTIVIDAD 4. CAMBIO DISFORMEMENTE

1. Durante una valida del campeonato GP de motociclismo, el movimiento descrito
por la moto numero 5 se registré en una gréfica de velocidad-tiempo de la

siguiente manera:
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v(m/s)

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11 12 13 14 15 16 17 18 1.9,(5_]

a) Determine de dos maneras distintas la distancia recorrida por la motocicleta

durante el primer segundo. (Realice los procedimientos al respaldo de la hoja o en

una hoja anexa)

b) Es posible hallar la distancia recorrida, por medio de un rectdngulo como lo
realizo Oresme. Justifique su respuesta. Y de ser posible indique ¢donde
esta ubicado el punto K? ¢écudl es la longitud de la altura y la base del
rectangulo que representa la distancia recorrida durante el primer

segundo?:
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c) ¢Es seguro que las dreas comparadas una vez se ubica el punto K son

iguales? Justifique su respuesta

Para las siguientes preguntas se hace uso de una herramienta tecnoldgica y el software

geogebra. Para responder las preguntas deben seguir las instrucciones del docente.

2. Area calculada por medio de un rectangulo:

a) Moviendo el punto K como lo indica el docente, ¢ Cudl es la mejor ubicacién
de K para asegurar que las dreas comparadas son iguales? De encontrar la
ubicacion de K écudl es la base, altura del rectangulo y la distancia

recorrida?

b) ¢Por qué las areas no son iguales?
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3. Area calculada por medio de dos rectangulos:

a) Moviendo los puntos K y K; como lo indica el docente, ¢Cudl es la mejor
ubicacion de estos para asegurar que las areas comparadas en cada
rectangulo son iguales? De encontrar la ubicacidn de los K indique: écual es

la base, altura de los rectangulos y la distancia total recorrida?

b) Es seguro decir, que las areas a comparar en el rectangulo mas grade son

iguales. Justifique su respuesta.

c) Se tiene mejor aproximacion al area con un rectdngulo o con dos. Justifique

su respuesta.

d) Es posible que al hacer mas rectangulos se tenga una aproximacion mejor.

Justifique su respuesta.
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4. Area calculada por tres o mas rectangulos:

a)

¢Con qué cantidad de rectangulos se tiene mayor aproximacién al area?

b)

écual es la mejor ubicacién de los K?

Segln el numero de rectdngulos que dio en el punto a) y dejando el K en la
mejor ubicacion, écudl seria la base y la altura de cada rectdngulo? Haga una

lista. (Realice los procedimientos al respaldo de la hoja o en una hoja anexa y las preguntas

que se puedan responder en esta hoja por favor hacerlo).

Escriba F o V, segln corresponda:( si requiere de procedimientos realice los al respaldo

de la hoja o en una hoja anexa y las preguntas que se puedan responder en esta hoja por favor

hacerlo).

Para determinar la distancia total recorrida se suma el area de todos los

rectangulos. F () V().

Si se hacen mas de 10 rectangulos la aproximacion es mejor. F () V()

Para determinar la longitud de la base de los rectdngulos, se divide la
cantidad de segundos para lo cuales se quiere saber la distancia recorrida,

por el numero de rectangulos que se estan haciendo. F () V()

Los puntos K siempre estan en la mitad del segmento paralelo a la base.

F() V()

La altura de los rectangulos es el valor de la funciéon (que indica el
movimiento) en el punto donde estd ubicado K (en la mitad de la base del

rectangulo) F () V()
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vi. La distancia total recorrida en el primer segundo, calculada con 5

rectangulos es:

0.2 % £(0.1) + 0.2 % £(0.3) + 0.2 * £(0.5) + 0.2 * £(0.7) + 0.2 * £(0.9)

F() V()

vii. Lo anterior es igual a tener
s/ (i) 5/ (G55 s (1) s (v ) 5 ()
F() V()

viii.  Si ya no se desea hacer para el primer segundo, sino para q segundos y

para n numero de rectangulos, la distancia total recorrida es:

%*f(i)+ﬂ*f(i+ﬂ)+%*f(i+2_q)+...+ﬂ*f(i+(n—Z)q)+g*f<i+(n—1)q)

2n n 2n  n 5 2n n n
F() V()

5. Sielinciso viii. Fue verdadero, use la férmula para determinar la distancia recorrida

en la siguiente situacion (utilice los rectangulos que quiera):

Un auto viaja con una velocidad de v(t) = 2t — 3t? + t2 + 2, realice la grafica, y

determine la distancia recorrida durante los primeros 3 segundos.(Realice los
procedimientos al respaldo de la hoja o en una hoja anexa y las preguntas que se puedan responder

en esta hoja por favor hacerlo).
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RESPUESTAS ESPERADAS

1. En una carrera de motocicletas, el medidor de velocidad en la moto numero 5 registra

el movimiento en una grdfica de velocidad-tiempo de la siguiente manera:

a) Determine de dos maneras distintas la distancia recorrida por la motocicleta

durante el primer seqgundo. (Realice los procedimientos al respaldo de la hoja o en una hoja

anexa)

Se espera que el estudiante empiece a dividir el drea bajo la curva el superficies de
figuras conocidas, intentando hacer una aproximacién al area, luego que halle el area

de esas figuras; peor que intuya que le falta por que quedan espacios sin contar.

b) Es posible hallar la distancia recorrida, por medio de un rectdngulo como lo realizo
Oresme. Justifique su respuesta. Y de ser posible indique donde estd ubicado el
punto Ky cudl es la longitud de la altura y la base del rectdngulo que representa la
distancia recorrida durante el primer segundo:

El estudiante puede decir que si o que no, en el caso de un si se espera que coloque el

punto K en la mitad del intervalo y suponga que las areas a comparar son iguales como

en las anteriores fases. En el caso de ser un no, la justificaciéon puede estar dada por
que el area de las superficies a comparar no son iguales, o por que intente inscribir un

rectdngulo y se dé cuenta que este no es equivalente al valor de la superficie.

c) (¢Es sequro que las dreas comparadas una vez se ubica el punto K son iguales?

Justifique su respuesta

Esta pregunta se hace con el fin de cuestionar a los estudiantes que afirmaron que las
areas a comparar son iguales. Luego se espera que digan que si o que no, y que las

justificaciones dependan de los argumentos que tienen a su defensa.
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2. Area calculada por medio de un rectdngulo:

a) Moviendo el punto K como lo indica el docente, ¢ Cudl es la mejor ubicacion de K para
asegurar que las dreas comparadas son iguales? De encontrar la ubicacion de K
écudl es la base, altura del rectdngulo y la distancia recorrida?

El estudiante puede encontrar o no la ubicacién de K; en el caso que no, se espera que la

justificacidn sea por que las dreas no son iguales. Y si encuentra la ubicacién de K se

espera que diga que la mejor ubicacion de K es en al mitad de 1 o del intervalo, y que la

altura es 6, la base 1y por tanto la distancia recorrida sea 6 m

b) ¢Por qué las dreas no son iguales?
Esta pregunta se propone con el fin que el estudiante se detenga a mirar por que esta

validando o no, la pregunta anterior

3. Area calculada por medio de dos rectdngulos:

a) Moviendo los puntos Ky K; como lo indica el docente, ¢Cudl es la mejor ubicacién

de estos para asegurar que las areas comparadas en cada rectangulo son iguales?

De encontrar la ubicacion de los K indique: éicudl es la base, altura de los
rectangulos y la distancia total recorrida?

Se espera que diga que la mejor ubicacidén es cuando queda en la mitad del lado del

rectangulo, ademds que se fije que los dos puntos quedan en la mitad; ademds que

indique que las dos bases de los rectangulos miden lo mismo 0.5 s y que la altura del

rectangulo mas grande es 7.52 m y del pequefio 4 m.

b) Es seguro decir, que las dreas a comparar en el rectdngulo mas grade son iguales.
Justifique su respuesta.
Se espera que diga que no, ya que para este rectangulo la diferencia entre las dreas a

comparar es mas notoria, que para el rectangulo 2.
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c) Se tiene mejor aproximacion al drea con un rectdngulo o con dos. Justifique su
respuesta.
Se espera que diga que con dos, las razones pueden ser por que queda menos espacio

por comparar o por que la comparacion se hace mas facil.

d) Es posible que al hacer mds rectdngulos se tenga una aproximacion mejor.

Justifique su respuesta.
La conclusidn seria que si y las razones pueden ser las mismas del al anterior pregunta
4. Area calculada por tres o mas rectdngulos:

e) ¢Con qué cantidad de rectdngulos se tiene mayor aproximacion al drea?

La expectativa es que diga que con 10 rectangulos

f) ¢écudl es la mejor ubicacion de los K?

En la mitad de los lados de los rectangulos

g) Segun el numero de rectdngulos que dio en el punto a) y dejando el K en la
mejor ubicacion, écudl seria la base y la altura de cada rectdngulo? Haga una

lista.
Rectédngulo 1: b = 0.1s; h =798 m/s Rectdngulo 6: b = 0.1s; h = 5.69m/s
Rectédngulo 2: b = 0.1s; h = 7.82m/s Rectdngulo 7: b = 0.1s; h = 4.86m/s
Rectangulo 3: b = 0.1s; h = 7.51m/s Rectangulo 8: b = 0.1s; h = 3.98m/s
Rectangulo4: b = 0.1s; h = 7.04m/s Rectangulo 9: b = 0.1s; h = 3.12m/s

Rectdngulo 5: b = 0.1s; h = 6.42m/s Rectdngulo 10: b = 0.1s; h = 2.33m/s
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h) Escriba F o V, segun corresponda:

Se espera que todas las ponga V y que para validar haga uso del programa o de

calculos.

5. Si el inciso viii. Fue verdadero, use la formula para determinar la distancia recorrida en

la siguiente situacion (utilice los rectdngulos que quiera):

Un auto viaja con una velocidad de v(t) = 2t — 3t? + t3 + 2, realice la grdfica, y

determine la distancia recorrida durante los primeros 3 segundos.

Se espera que use la formula

%*f(q)‘i'g*f(q +2)+%*f(i+2—q)+...+%*f(i+(n_z)q)+g*f(i+(n—1)q)

2n n 2n ' n 2n n 2n n n 2n n

Y que ponga como minimo 10 rectangulos ya que sabe que con esta cantidad puede tener

una mejor aproximacion.
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4. CONCLUSIONES

La demostracion geométrica planteada por Oresme de la Ley de Merton,
efectivamente da una idea de cdmo abordar el cdlculo de algunas magnitudes
fisicas, aunque la asociacién que se debe hacer de esta con el planteamiento de
una suma de Riemann no es muy evidente, si arroja elementos fundamentales que
también intervienen la las sumatorias, como los rectangulos y los puntos medios
de la base de los rectangulos; en tanto, aunque no evidencia todos los elementos

si permite una conexién entre los fendmenos y el calculo de areas bajo la curva.

Hacer un rastreo minucioso persiguiendo los origenes que tuvieron los diferentes
conceptos matematicos, ademas de brindar la posibilidad de conocer todos los
antecedentes y por menores que precedieron la consecucién de los mismos,
proporciona una herramienta que muchas veces no se tiene en cuenta a la hora de
presentarlos en el aula de clase; ya que permite mostrar a los estudiantes que los
elementos que se abordan desde una ciencia y en particular la matematica, han
surgido de diversas hipdtesis, procesos, supuestos e innumerables intentos
fallidos desarrollados a lo largo de la historia y que hoy en dia se tienen a la mano

para ser conceptualizados por ellos durante su formacién académica.

En el caso particular del concepto area bajo la curva, se pudo apreciar que antes
de establecerse tal como hoy en dia se conoce, se hicieron aportes significativos
desde la época de los griegos para determinar la cuadratura de las figuras entre
ellas el circulo. Posteriormente, Nicolds Oresme hizo la demostraciéon de la ley de
Merton o velocidad media a partir del cdlculo de las areas que se obtiene al
representar un movimiento uniforme y uno disforme sobre un mismo plano.

Aunque esta demostracion no sea considerada como un antecedente al concepto
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de area bajo la curva se incluye como punto de partida para el desarrollo de la

propuesta.

Bajo la teoria del andlisis fenomenolégico, la secuencia encuentra en la
fenomenologia genética la funcionalidad que tiene el célculo de areas bajo la curva
como medio de organizacién de los fenédmenos de movimiento y trabajo. Se hizo
necesario incluir un elemento que no se habia considerado pero que resulté
transcendental para la consecucién de la misma; se trata del analisis dimensional,
el cual sirvio como hilo conector entre el reconocimiento de un cdlculo de area

bajo la curva y los fenémenos fisicos analizados.

La trascendencia que tuvo el analisis dimensional sobre la propuesta, radica en el
significado fisico - matematico que se le pudo dar a los graficos de velocidad —
tiempo, aceleracidn — tiempo y fuerza — distancia, permitiendo desde el producto

de magnitudes la reaccion de area bajo la curva.

La secuencia didactica se fundamenta en la necesidad de generar diversas
alternativas para el estudio de conceptos matemadticos, vinculdndolos a
situaciones cotidianas que son vistas con los lentes de otras ramas del
conocimiento, en busca de un fortalecimiento en la adquisicién de los saberes
gue estudian cada una de las ciencias, en ocasiones por separado; pero
igualmente no es solo una propuesta para la clase de matemadtica, en fisica puede
ser empleada para dar muestra de la funcionalidad y riqueza que tienen estas dos
ciencias y mas cuando se pueden complementar una con la otra. En particular se
considera extensivo el proceso de las actividades; ya que independiente a no tener
un tiempo determinado para aplicarlas, si se gasta mas de 4 sesiones, pero aun

mas extensivo resulta la asociacion entre estas ciencias.
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La matematica y la fisica son dos ciencias que tienen enfoques diferentes y a lo
largo de la historia se han venido consolidando una a la par de la otra, lo cual ha
permitido dar la explicaciéon a las diferentes interrogantes que la humanidad ha
planteado desde tiempos remotos. En el desarrollo que han tenido estas dos
ciencias una ha requerido de la otra; en el caso de la fisica, ha empleado la
matematica para modelar las leyes, principios y teorias que se han planteado para
dar la explicacién de lo que se denomina fendmenos naturales y en el caso de la
matematica ha necesitado un medio donde se apliquen las estructuras, teoremas y

algoritmos que ha formulado, el cual se lo ha brindado la fisica, en gran cantidad.

Pero muy a pesar de lo que se describié anteriormente, luego de la realizacién de
la presente propuesta, se hizo evidente la dificultad que existe para entrelazar
dos mundos diametralmente distintos, pero que se requieren entre si para
complementarse. Al pretender entonces usar una en favor de la otra resulto ser
una tarea bastante dispendiosa, pues, muy a pesar de emplearse la matematica
como el lenguaje para comprender la fisica, existen algunos limitantes que solo se
pueden explicar desde la concepcion de la fisica como ciencia. Esto hizo que para
el desarrollo de la presente propuesta se requiriera de un manejo minucioso, que
permitiera hacer un uso adecuado de la herramienta matematica sin que se
perdiera la intencionalidad que se persigue desde la fisica cuando se analizan

fendmenos fisicos.
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