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RESUMEN

Via el andlisis historico—critico, se reflexiona sobre la génesis de los nimeros negativos y
el cero, asi como sobre las primeras aplicaciones de un método de resolucion de ecuaciones
surgido en el algebra de la antigua China. En este estudio, el método Fang Cheng, al ser en-
sefiado a alumnos del presente, posibilita la adicion de nimeros signados, el reconocimiento
de la sustraccion en todos los casos, aunque persiste el rechazo hacia las soluciones negativa
y nula de ecuaciones.

ABSTRACT

An historical-critical analysis leads to reflections upon the genesis of negative numbers
and zero, as well as upon the first applications of a method for solving equations that arose
from the algebra of ancient China. When the Fang Cheng method was shown to students in
this study, it made possible addition of signed numbers, recognition of subtraction in all ca-
ses, albeit the negative and nil equation solutions continued to be rejected.
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El presente trabajo exhibe un episodio histérico y su contraparte empirica pertenecientes
a un proyecto de investigacion en curso!. Este proyecto se aboca en su conjunto, al estudio
de la negatividad y el cero en sujetos que se encuentran en la transicion de la aritmética al
algebra. Retomamos el término “negatividad” de Lizcano (1993) quien hace referencia a los
antecedentes histéricos de los nimeros negativos, aclarando que estos no pueden considerase
aun, como enteros. En este proyecto extendemos esta negatividad histérica a los significados
y sentidos que los estudiantes manifiestan al utilizar los nimeros negativos en la resolucion
de expresiones numéricas, ecuaciones y problemas de enunciado verbal. El proyecto plantea
las interrogantes siguientes:

1. ;Cémo contribuye el cero a la extension del sistema numérico de los naturales a los
enteros?

2. ¢Conciben los estudiantes a los negativos y al cero como nimeros?

3. ¢Entienden la suma, la sustraccién, la multiplicacién y la division de enteros?

4. ¢El realizar un andlisis historico—critico sobre el cero y la negatividad, puede contribuir
a comprender las dificultades que se presentan hoy dia con los estudiantes?

5. ¢ Qué cambios cognitivos provoca en los alumnos la ensefianza de los enteros via entor-
nos tecnoldgicos?

En los trabajos de Gallardo (2002), Gallardo y Hernandez (2005, 2006 y 2007), hemos
avanzado en dar respuesta parcial a las tres primeras interrogantes. Nuestra investigacion
se encuentra ubicada en este momento, en responder a la pregunta 4. Recurrimos al analisis
histérico-critico que caracterizamos por movimientos recurrentes entre el estudio de textos
clasicos de la historia de las matematicas y el trabajo empirico realizado con sujetos del
presente. El anlisis historico facilita, por ejemplo, el disefio de secuencias de ensefianza que
reflejan el progreso obtenido de la investigacién histérica que puede ponerse a prueba en
situaciones actuales, en las que conviven estudiantes y profesores. Acto seguido se vuelve a
la historia de las ideas, una vez que la blisqueda se ha enriquecido con los resultados del ana-
lisis empirico (Filloy y Rojano, 1984). En particular, el analisis de textos histéricos permitio
a Gallardo (2002) identificar interrelaciones entre el nivel de aceptacion de los negativos con
los lenguajes y métodos utilizados en la resolucion de problemas del pasado. Este hecho le
sugirio a la autora categorias de analisis en el ambito didactico.

UN EPISODIO HISTORICO

El episodio aqui presentado exhibe un método general de resolucién de ecuaciones des-
crito en un antiguo texto chino titulado: Jiuzhang suanshu, o (Nueve capitulos sobre el arte
matematico) (Lin Yan and Du Shiran (1987). Este libro se escribié aproximadamente en el
afio 200 a. C., siendo un compendio de las matematicas en China. Es importante sefialar que
empleaban dbacos para calcular, lo que significa que se usaba un sistema numérico posicional
decimal.

En el capitulo octavo del Jiuzhang suanshu se plantean problemas de compra y venta de
mercancias. Al utilizar el método general para resolver este tipo de problemas, podian obte-
ner resultados opuestos a los que designaban con los nombres zheng y fu. Para los nimeros
zheng usaron palillos de célculo rojos, mientras que los nimeros fu se representaban por

1 Estudio tedrico financiado por CONACYT. Proyecto de investigacion: 44 632. “Procesos de abstraccion y patrones
de comunicacion en aulas de matematicas y ciencias en entornos tecnolégicos de aprendizaje: estudio tedrico experi-
mental con alumnos de 10 a 16 afios de edad.”
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palillos negros. De manera alternativa, un nimero zheng podia cambiarse en uno fu cuando
se colocaba un palillo inclinado sobre él. En el calculo en el tablero, donde estan implicados
palillos tanto rojos como negros, tenian un método para manipular nimeros en las columnas
de laizquierda y de la derecha.

En el método fang cheng, o calculo por tabulacidn para la resolucion de ecuaciones linea-
les, se contemplan sistemasde 2 x 2, 3x 3,4 x4y5Xx5. Este método consiste en ir obtenien-
do lugares vacios en el tablero, para lo cual se procede a multiplicar todos los nimeros de una
columna por un cierto nimero y a efectuar, a continuacion, “sustracciones sucesivas” entre
esta columna y la precedente, hasta lograr vaciar un espacio. La forma de obtener “ceros”
con la manipulacion de los palillos rojos y negros en adiciones y sustracciones de nimeros
signados, se corresponde con el método de solucidn de ecuaciones lineales, donde se plasman
todas las acciones realizadas, hasta dejar sola a la incdgnita con su valor correspondiente, por
ejemplo, en términos actuales:

Xx+5=8
Xx+5-5=8-5
x+0 =3

x=3

El método fang cheng contiene en su esencia la dualidad del cero, que caracteriza-
mos por “el cero nulo”, es decir, el neutro y “el cero total” formado por una infinidad
de parejas de opuestos. En el episodio aqui presentado, este método es utilizado en el
estudio empirico. Es importante sefialar que los nimeros negativos conviene ensefiarlos
de la forma en que se originaron, dado que, como afirma Cid (2003), el nimero negativo
es la primera nocién matematica de la ensefianza elemental cuya génesis historica no
se introdujo por una necesidad de modelizar el mundo fisico o social. La aparicién de
los nimeros negativos en la escuela es “el primer paso de la matematica practica a la
matematica formal” y, por consiguiente, el tratamiento didactico debe ser consecuente
con su génesis.

El Estudio empirico

Se trabajo con 40 estudiantes de 12 a 14 afios de edad del segundo grado de secunda-
ria. Se les aplicé un cuestionario que permitio6 elegir a tres alumnos de alto, de medio y
de bajo desempefio escolar para realizar entrevistas clinicas individuales. Estos alumnos
ya habian estudiado el algebra basica y se les mostré la numerologia china, es decir, la
representacion de los nimeros signados via el uso de palillos rojos y negros. Suponga-
mos que A > B > 0, entonces las reglas de adicién y sustraccion pueden representarse en
simbologia moderna como:

Sustraccion: £ A—(+B) =+(A-B)
+ A—(¥B) =+(A+B)
0- (A =FA
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Adicion: + A+ (£B) =+(A+ B)
+ A+ (¥B)=%(A-B)
0+ (£A)=*A

El cuestionario y la entrevista constaron de operaciones de adicién y sustraccién en len-
guaje aritmético — algebraico, asi como de la resolucién de ecuaciones lineales.

En este articulo intentamos responder una pregunta especifica perteneciente al analisis
histérico—critico planteado en la cuarta interrogante del proyecto:

¢Qué acontece cuando se ensefia a los estudiantes la numerologia china Gnicamente para
operar adiciones y sustracciones y se les enfrenta a la resolucion de ecuaciones lineales?

A continuacién, reportamos seis de los ejercicios de una entrevista video—grabada con la
estudiante de bajo desempefio. Esta estudiante fue elegida por tratarse de un sujeto extremo
que proporciond una version amplificada de las dificultades que la poblacién estudiantil ma-
nifestd en su conjunto. Se denota por C a la alumna y por E al entrevistador.

Resolver: (-5) — (+9) — (-8) — (-4) =

C: Supongo que tengo 5 palillos rojos, es como si tuviera negativo cinco y le tengo que
quitar positivo nueve... primero voy a encontrar el resultado de negativo cinco menos positi-
vo nueve (escribe): (-5) — (+9) =...no tengo para quitar positivo nueve, le tengo que agregar
nueve ceros...serfa (escribe): =5+ ¥~ 1+ -1 + -1+ -1+1-1 +¥-1+1-1+4
-1 +/1/— 1...ahora si puedo quitar los positivos nueve (cancela los unos que son positivos)...
quedan... negativo catorce (escribe): (- 5) — (+9) = - 14 ... de estos (-14) tengo que quitar
negativo 8, y si tengo para quitarle...me queda negativo 6, ésta es como si fuera una resta:
catorce menos 8 es seis, pero de los negativos (escribe): (-=14) — (- 8) = -6 ...de aqui... le
tengo que quitar negativo 4, también tengo para quitarle...(escribe):(-6) — (—4) = -2... el
resultado es dos negativo (escribe): — 2.

Observaciones:

Ante la expresion (= 5) — (+9) — (=8) — (-4) =, C recurre a los palillos, descomponiendo los
nlmeros en sus correspondientes unidades con el propdsito de formar ceros y poder sustraer.
De hecho, desarticula la expresion original en tres sustracciones:

(-5)-(+9) =
(-14)-(-8) =
(-6)-(-4) =

Esta descomposicion se debe a que C, ha aprendido a operar por pares, es decir, en forma
binaria. El hecho de que el sustraendo sea un nimero mayor que el minuendo, no la conflic-
tua. Afirma: “...no tengo para quitar positivo nueve, le tengo que agregar nueve ceros...”.

Después de algunos ejercicios resueltos C, ya no explicita en sus intervenciones la seman-
tica de los palillos, sino se refiere Unicamente a ndmeros signados: “positivo seis, negativo
siete”. Logra, entonces, la transferencia de la numerologia china el ambito aritmético. Esta
situacion se observa en el ejercicio siguiente:
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Resolver: (+13) + (= 7) + (+9) + (-6) + (-9) =

C: Supongamos que tengo trece que son de los positivos... luego tengo que aumentar
negativo siete (escribe): (+13) + (- 7) = +6

E: ¢Cémo encontraste ese seis?

C: ...Son positivo trece [(+13) + (- 7) = +6] ...como le tengo que aumentar negativo
siete, estos [(—7)] se pueden juntar con siete de los positivos de éste [(+13)] para que de
cero... como resultado va a quedar positivo seis, a éste le aumento positivo nueve, es como
si tuviéramos una suma (escribe): +6 + (+9) = +15... tengo seis y nueve... son positivo
15..., ahora le voy a aumentar negativo seis, es igual que al principio, de los quince, seis
que son positivos, se juntan con el negativo seis y se hacen ceros...quedan (escribe): +15 +
(-6) = +9...ahora...tengo (escribe): (+9) + (-9) =, positivo nueve méas negativo nueve... el
resultado es cero.

Observaciones: Para llevar a cabo la adicion de los dos primeros términos de la expresion,
la estudiante descompone el +13 como: + 7 + 6, lo que le permite “hacer un cero” que se
encontraba implicito. El proceso fue el siguiente:

(FR)+(=7)= (N +(+6) +(-7)=(7)+(-7)+6=0+6=6

Ella tiene presente todo el tiempo, la dualidad del cero, tanto en adiciones como en sus-
tracciones de numeros signados.

A continuacion presentamos lo que sucedio en el ambito algebraico:

Resolver: 6-x=12

C: (Escribe): 6 -6-x=12-6
x = 6... el resultado es seis.

E: ¢Por qué?

C: Supongamos que tengo 6 de los que son positivos... como se tiene que convertir en
cero, le agrego 6 de los negativos, para que sea seis menos seis igual a cero y quede la letra
sola.

E: Pero... ¢ya te fijaste que tiene la equis?

C: Si, por eso no sale... tendria que ser seis, mas seis para que dé los doce, pero no
sale...jya sé! (escribe): 6 +x =12

6-6+x=12-6
x = 6 ...el resultado es seis.

E: Pero le cambiaste el signo a la primera expresion.

C: Por que asi es mas facil... de la otra forma no me la sé.

E: Inténtalo con 6 — x = 12.

C: Seria seis menos seis...no, no la sé resolver.

Observaciones: Cuando C se enfrenta a resolver 6 — x = 12, advierte que “no sale” y modi-
fica la ecuacion. Escribe: 6 + x = 12

6-6+x=12-6
X=6

Apesar de que C ha transferido en forma espontanea la numerologia de los palillos al algebra,

ha surgido un evitamiento de la negatividad al transformar: 6 — x = 12 en 6 + x = 12. Argumenta



186 Abraham Hernandez y Aurora Gallardo

que restar es mas dificil que sumar. Cuando el entrevistador le pide que intente resolver la ecua-
cion original, aparece un segundo evitamiento: “no la sé resolver”.

Resolver: 6 — 5x = 26 — 3x

C: Primero le agrego seis de los negativos para que este seis se convierta en cero... (es-
cribe): 6-6-5x=26-3x-6
—-5x=26-3x-6
—5x=20-3x...lavoy a hacer de otra forma...
E: (Cémo de otra forma?
C: Voy a hacer que éste [- 5x] se haga cero... (escribe): —5x +5x =20 — 3x + 5x
=20 + 2x...ya..
-20=20-20+2x
-20=2x
-20/2=x
—-10=x ... la volteo para
que esté igual que las otras... x =—10 ... el resultado es negativo diez...

E: ¢Por qué no le pusiste nada aqui?[ =20 + 2x]

C: Aqui tenia cinco equis menos cinco equis... no queda nada...no le puedo poner cero
porque la letra no vale cero...si le pongo cero terminaria y no puede terminar...porque del
otro lado hay mas nimeros y letras...pero luego le agregué veinte de los negativos de los dos
lados, para encontrar el valor de la letra.

E: ¢Estas segura?

C: jSil, porque... el diez es de los negativos...me cuesta mas trabajo...y asi, casi no la sé hacer.

E: Entonces, ¢c6mo demostrarias que esta bien?

C: Supongamos que aqui [6 — 5x = 26 — 3x]...puedo quitarle las equis...por ejemplo le
agrego tres equis a los dos lados...para que de un lado quede s6lo el nimero seria (escribe):
6 — 2x = 26... no, no puedo.

Observaciones: En este ejercicio C recurre al mismo procedimiento que en la ecuacion
6 — x = 12, esto es: “voy hacer que éste [- 5x] se haga cero” y llega a la solucion: x = - 10. An-
teriormente, durante su desempefio en la entrevista, habia podido comprobar valores positivos
obtenidos como solucién, al sustituirlos en las ecuaciones correspondientes. En este caso que la
solucion es negativa, afirma: “no, no puedo”. Nuevamente se presenta un sintoma de evitamiento
ante la negatividad. Ademas, es muy relevante el segundo paso del proceso de resolucion, donde
deja vacio el primer miembro de la ecuacion:__= 20 + 2x, afirmando que: “no queda nada... no
le puedo poner cero, porque la letra no vale cero... si le pongo cero, terminaria y no puede ter-
minar ahi”. En esta reflexion, C muestra dificultad para igualar a cero una expresion algebraica,
creyendo que este hecho interrumpe el proceso de solucion.

Resolver: 7x-4=3x+8

C: (Escribe) 7x -4 =3x+ 8
X—4+4=3x+8+14
7x = 3x + 12...iYa me acordé!, tengo que quitar las equis... agarro éste
(3x), que es mas chiquito...



LA NUMEROLOGIAY EL ALGEBRA CHINAS EN LA ENSENANZA... 187

TX—3x=3x-3x+12
4x =12
x=12/4
x = 3... el resultado es tres porque aqui [7x — 4 = 3x + 8] seria... 21
menos 4 es igual a 17, igual a... 9 mas 8... diecisiete igual a diecisiete...esta bien.
E: Pero, ¢por qué no elegiste el otro ndmero (7x)?
C: Yo no sé con negativos.

Observaciones:

En 7x — 4 = 3x + 8, sigue utilizando el mismo procedimiento heredado del método Fang
Cheng. Aclara que lograra hacer un cero “agarrando 3x que es mas chiquito”. Se refiere a que: 3x
< 7x. Cuando el entrevistador le pregunta: “¢Por qué no elegiste a 7x?, Contesta: “Yo no sé con
negativos”. Ella esta evitando llegar a la sustraccion: 3x — 7x, pues en este momento, solamente
esta centrada en el lenguaje algebraico y ha olvidado la numerologia de los palillos.

Resolver: 3x + 14 =14

C: (Escribe): 3x+14-14=14-14
3x=0

l X = — ... equisigual a cero, . ..y si, porque aca...
[3x + 14 = 14]. . . seria cero.2 me queda catorce igual a catorce... x = 0... se me hace
raro que la letra sea cero...
E: ¢Por qué se te hace raro?
C: ¢Cbémo vamos a tener un nimero que le sumamos otro nimero y de todas maneras es
cero?... se me hace raro.

Observaciones: En 3x + 14 = 4, C presenta un comportamiento ambivalente ante la solucion
nula. Acepta que x = 0, pues verifica este valor en la ecuacion, pero al mismo tiempo afirma
que: “se me hace raro, porque hay otros nimeros”. Se manifiesta la dificultad para llevar a cabo
operaciones con el cero. En suma, podemos afirmar que en el algebra, campo méas complejo que
el ambito numérico, la presencia de la incognita aunada a la negatividad y el cero, complica atin
mas la comprension de las situaciones planteadas.

CONCLUSIONES

En sintesis, de los didlogos de la entrevista con la estudiante, podemos afirmar lo si-
guiente: C dio sentido al “cero nulo” y al “cero total”. Asi mismo, la formacion de ceros
la condujo a la aceptacion de nimeros signados, verbalizados por C como “los positivos y
los negativos” y la consiguiente distincion de estos de la operacion de sustraccion, simbo-
lizada con el mismo signo menos. Con respecto a la adicion, la alumna descubrid “el cero
implicito” en una expresion donde el minuendo es mayor que el sustraendo, ya que este
Gltimo esta contenido en el primero y da lugar a la formacion de un cero no explicito. Esta
situacion le permitié sumar nimeros signados en el caso descrito. C pudo transferir las
reglas de operacion aprendidas del método Fang Cheng al lenguaje aritmético-algebraico
en forma espontanea.
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El método Fang Cheng posibilitd el reconocimiento por parte de C, de la sustraccion
cuando el sustraendo es mayor que el minuendo. Resulta muy relevante la aceptacién de la
sustraccion de ndmeros signados, pues esta operacion es inhibida cuando se utiliza la regla de
los signos (=)(-) = (+), artificio muy difundido en los estudiantes de secundaria. Ademas, con
el uso de este método, C fue capaz de convertir una ecuacion con dos ocurrencias de la incég-
nita; 6 — 5x = 26 — 3x en una ecuacion con una sola ocurrencia de la x. Sin embargo al arribar
a: — 5x + 5x = 20 — 3x + 5x, no pudo igualar — 5x + 5x a cero, “a la nada” como ella verba-
liz6. En un contexto algebraico mas complejo que el aritmético, el simbolizar “una nada” de
naturaleza algebraica resultd muy extrafio para C. La presencia del cero, los negativos, otros
nimeros y la incognita todos juntos en una misma expresion, se convirtié en una dificultad
extrema para ella. Estos hechos y las causas del evitamiento de las soluciones negativa y nula
necesitan de una mayor indagacion en los ambitos historico y didactico. En el texto Chino
“Nueve Capitulos sobre el Arte Matematico” ninguno de los problemas planteados conducen
a soluciones negativa o nula (Li Yan and Du Shiran, 1987).
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