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RESUMEN

Realizamos un andlisis tedrico de los pasos necesarios en la aplicacion del teorema de
Bayes y presentamos un estudio empirico de errores en los citados pasos en una muestra de
414 estudiantes de Psicologia, después de la ensefianza del tema. Concluimos con algunas
recomendaciones para la ensefianza.

ABSTRACT

We present a theoretical analysis of the steps needed to apply the Bayes’ theorem. Then, we
present an empirical study of difficulties and errors in these steps in a sample of 414 psycho-
logy students, after instructions. We conclude with some recommendations for teaching.
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INTRODUCCION

El célculo de probabilidades a posteriori mediante el teorema de Bayes tiene aplicaciones,
tanto en estadistica, como en la vida real, porque permite incorporar cambios en nuestro
grado de creencia sobre los sucesos aleatorios, a medida que adquirimos nueva informacion
(Batanero, Henry y Parzysz, 2005). Sin embargo, hay una tendencia a suprimir la ensefianza
del teorema de Bayes en la educacion secundaria y universitaria, debido a la influencia de las
primeras investigaciones en psicologia (Tversky y Kahneman, 1972a y b; Bar-Hillel, 1997;
Teigen, Brun y Frydenlund, 1999) que sugirieron la dificultad del razonamiento relacionado
(ver revision en Koehler, 1996).

En este trabajo Ilevamos a cabo un analisis a priori de los pasos involucrados en la aplica-
cion del teorema de Bayes y un estudio empirico en una muestra de 414 estudiantes de primer
afio de psicologia que habian estudiado el teorema. La finalidad es guiar a los profesores en
la ensefianza de estrategias adecuadas.

ANTECEDENTES

La aplicacion del teorema de Bayes fue investigada por Tversky y Kahneman (1982), en
su trabajo sobre la heuristica de representatividad. Una regla fundamental en estadistica es
que la verosimilitud de que una evidencia se deba a una supuesta causa depende de la proba-
bilidad a priori de la causa, pero esta regla se olvida. Los autores denominan falacia de las
tasa base al hecho de ignorar la probabilidad a priori de una supuesta causa en la valoracién
de una evidencia.

Trabajos posteriores (e.g. Totohasina, 1992; Serrano, Batanero, Ortiz y Cafiizares,
1998) indican que el analisis realizado desde la psicologia es incompleto, pues hay otros
factores que afectan la capacidad de aplicar el teorema de Bayes. Segin Totohasina
(1992), la estrategia més frecuente al resolver un problema que involucra este teorema
es cambiar el espacio muestral de referencia y a continuacion aplicar la regla de Laplace.
En su estudio con 67 estudiantes de secundaria sélo el 25% dio una respuesta correcta
antes de una instruccion explicita sobre el teorema. El autor realiza también un experi-
mento de ensefianza con 65 alumnos, en el que no se introduce formalmente el teorema
de Bayes, aunque se plantean y resuelven problemas de probabilidad condicional inversa
baséndose en arboles y tablas de doble entrada. Aproximadamente la mitad llegan a obte-
ner la probabilidad total; pero solo 9 alumnos llegan a la solucion completa (probabilidad
a posteriori).

Para explicar estas dificultades Totohashina analiza los procedimientos y representacion
usados. Indica que la representacion en tabla de doble entrada dificulta la percepcion de
la naturaleza secuencial de los problemas, porque queda mas visible la interseccion de los
sucesos y puede llevar a los alumnos a confundir la probabilidad condicional y la conjunta.
El diagrama en &rbol es el recurso més efectivo para determinar la probabilidad a posteriori
cuando se refiere a un problema diacrénico (dirigido en el tiempo) (Gras y Totohasina, 1995).
La dificultad también esta influida por la confusion del papel de condicién y condicionado en
una probabilidad condicional o falacia de la condicional transpuesta (Falk, 1986; Lonjedo y
Huerta, 2004, 2005; Batanero y Sénchez, 2005).

La investigacion reciente sugiere que la aplicacion del teorema de Bayes es mas sencilla
cuando la informacion se da en frecuencias absolutas, en lugar de usar probabilidades, por-
centajes o frecuencias relativas (Cosmides y Tooby, 1996; Gigerenzer, 1994; Gigerenzer y
Hoffrage, 1995). El célculo de la probabilidad a posteriori es méas natural cuando los datos se
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dan en este formato, porque el sujeto sélo ha de tener en cuenta los casos favorables y posi-
bles, de modo que el problema se transforma en un problema simple de probabilidad.

EL ESTUDIO

Nuestra hipotesis es que la aplicacion del teorema de Bayes involucra un proceso comple-
jo, en que los estudiantes deben recordar y aplicar varios conceptos y procedimientos proba-
bilisticos, que a veces se olvidan causando errores. Esta hipotesis se generd en el estudio de
Diaz y de la Fuente (2007), quienes no encuentran diferencia de dificultad en la aplicacion
del teorema en problemas matematicamente equivalentes, cuando los datos son dados en
frecuencias absolutas o en probabilidades/frecuencias relativas. Por otro lado, el formato de
frecuencias absolutas es dificil de usar en caso de multiples sucesos o multiples experimen-
tos, mientras que el formato probabilistico tiene una aplicacion general. Es por eso que nos
parece importante identificar las dificultades de los estudiantes para disefiar procesos educa-
tivos que las tengan en cuenta y permitan, a la vez, trabajar con formato probabilistico.

La muestra participante estuvo formada por 414 estudiantes de primer curso de psicologia
(entre 18 y 20 afios) de las Universidades de Granada y Murcia (6 grupos), que seguian una
asignatura de analisis de datos (12 créditos). La probabilidad condicional se ensefi6 al final
del primer cuatrimestre, finalizada la estadistica descriptiva y la probabilidad simple. Se de-
dic6 una semana al tema (3 horas tedricas y 2 préacticas), incluyendo el teorema de la probabi-
lidad total y teorema de Bayes. Los estudiantes recibieron instruccion sobre el uso de diagra-
mas de arbol y tablas de doble entrada y se les advirtié sobre la existencia de sesgos como la
falacia de las tasas base o la confusion de una probabilidad condicional y su transpuesta. Se
mostraron aplicaciones del teorema de Bayes al diagndstico psicolégico y médico, alarmas,
pruebas de evaluacion, prediccidn, y accidentes, entre otros en experimentos compuestos de
dos o tres experimentos simples, con un pequefio nimero de sucesos en el espacio muestral.

Un mes después de la ensefianza, se dio a los estudiantes la tarea que reproducimos a con-
tinuacion, que fue resuelta en forma individual, pidiéndoles que describiesen con detalle los
razonamientos seguidos en la resolucién y dando libertad respecto al procedimiento.

Tarea. Una fabrica dispone de dos maquinas M1y M2 que fabrican bolas. La maquina M1
fabrica el 40 % de las bolas y la M2 el 60%. EI 5% de las bolas fabricadas por M1y el 1% de
las fabricadas por M2 son defectuosas. Tomamos una bola al azar que resulta ser defectuosa.
¢ Cudl es la probabilidad de que haya sido fabricada por M1?

Un diagrama en arbol como la Figura 1, incrementa las respuestas correctas (Martignon y
Waisner, 2002), debido a la estrecha relacion entre esta representacion y la forma en que pro-
cesamos la informacion al aplicar el teorema de Bayes. En primer lugar dividimos la pobla-
cion (produccion de las maquinas en ejemplo) en funcidon de las probabilidades a priori (40 y
60 por ciento) obteniendo una division en dos grupos (piezas producidas respectivamente por
M1y M2). Cada division en el primer nivel del arbol produce otra division binaria (piezas
con o sin defectos). Seguidamente incluimos la informacién dada por las verosimilitudes y
llegamos al tercer nivel del arbol que produce cuatro sucesos interseccion, cuyas probabilida-
des conjuntas se obtienen multiplicando las probabilidades de las ramas que llevan a ellos.
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Figura 1. Representacion mediante arbol de la tarea

MAQUINA
04 \0,6
\
M1 M2

0,05 0,95 0,01 0,99

< ~a yd
DEFECTO CORRECTO | | DEFECTO CORRECTO
0,05x0,04=0,02 0,01x0,6=0,006
i
TOTAL
DEFECTOS= 0,026

A partir de aqui, sumamos las probabilidades de los sucesos que correspondan a la con-
dicién nueva (productos defectuosos) que se identifican facilmente y obtenemos la cuarta
rama con la probabilidad total de piezas defectuosas. Entonces el problema se resuelve sim-
plemente aplicando la férmula de la probabilidad condicional, como cociente entre las pro-
babilidades conjuntas (que corresponden a la interseccién de piezas defectuosas producidas
por M1) y totales (probabilidad de defectos en la poblacién), esto es P(M1/D)=P(M1CD)/P
(D)=0,02/0,026=0,76.

RESULTADOS Y DISCUSION

Las repuestas escritas de los estudiantes fueron analizadas con detalle, comparandola
con el proceso descrito con un analisis cualitativo y descriptivo. Con un proceso inductivo
se clasificaron las respuestas semejantes, llegando a una categorizacion de las mismas, de
acuerdo a si se completa o no los pasos que se describen a continuacion. Ademas, se estu-
diaron los posibles errores en cada paso, utilizando tantas variables como posibles errores
y analizando para cada una su presencia o ausencia en la respuesta de cada alumno.

a) ldentificar los datos del problema.

El primer paso para resolver la tarea (Figura 2) es identificar todos los datos, lo que
requiere diferenciar entre probabilidad a priori P(M1), P(M2) y verosimilitud P(D/M1),
P(D/M2); diferenciar una probabilidad condicional P(D/M1) y su inversa P(M1/D) y de-
terminar las probabilidades de sucesos contrarios P(C/M1). El estudiante debe discriminar
todos estos conceptos, realizar correctamente las sucesivas particiones del espacio mues-
tral (Figura 1) e identificar todos estos datos en el enunciado del problema. Algunos estu-
diantes no se llegan a deducirlos o producen errores en su identificacion, en la particion
del espacio muestral (por ejemplo, no considerar la subdivision de una de las partes) o bien
hacen una restriccion incorrecta del mismo (consideran sélo los productos fabricados por
la maquina M1).
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Figura 2. Identificacion de los datos. Figura 3. Diagrama en arbol correcto.

b) Construir una representacion adecuada.

El segundo paso es construir un diagrama de arbol adecuado (pocos estudiantes usaron
una tabla) para representar el experimento y particion secuencial de la poblacion (figura 3).
Esta representacion potencialmente debe servir al estudiante para reconocer que el conjunto
de sucesos favorables (productos defectuosos) viene de dos subpoblaciones, la de los produ-
cidos por la maquina M1y M2. En algunos casos los diagramas en arbol son incompletos o
se consideran dos poblaciones separadas.
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Figura 4. Identificar la probabilidad condicional

c) ldentificar la probabilidad condicional que se piden

Para continuar, los estudiantes deben identificar qué probabilidad se pide en el pro-
blema, que es una probabilidad condicional inversa (probabilidad a posteriori). No es
un sencillo, pues algunos estudiantes asocian el condicionamiento con el orden temporal
de los sucesos y no encuentran natural que se condicione un suceso por otro que ocurre
con posterioridad (fendmeno denominado falacia del eje de tiempos por Falk (1986) y
concepcién cronologista de la probabilidad condicional por Gras y Totohasina (1995)).
Los estudiantes pueden confundir en la probabilidad condicional con su inversa, con
una probabilidad simple o con una probabilidad conjunta (errores frecuentes en la in-
vestigacion de Pollatsek, Well, Konold y Hardiman, 1987 y Ojeda, 1995). El estudiante
de la figura 4 llega a este paso, utilizando una notacién adecuada para la probabilidad
condicional pedida.
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Figura 5. Calcular la probabilidad total Figura 6. Alcanzar la solucion final

d) Calcular el denominador de la férmula de Bayes.

Después de identificar el problema como el calculo de una probabilidad condicional, el es-
tudiante debe calcular el numerador y denominador de la formula de Bayes. EI denominador
debe ser calculado con la regla de la probabilidad total (figura 5), esto es, multiplicando las
probabilidades de cada rama del arbol y sumando cada una de esas probabilidades conjuntas.
El alumno debe entender que se trata de sucesos dependientes, para aplicar correctamente la
regla del producto en este caso. Algunos estudiantes comente errores al calcular la probabili-
dad total, ya que las probabilidades a priori en la poblacién no son tenidas en cuenta, es decir,
suman las proporciones de defectos en las maquinas M1y M2 sin ponderar por la proporcion
de productos fabricados por cada maquina.

e) Calcular la probabilidad inversa (teorema de Bayes).

Finalmente, el estudiante debe sintetizar todos los pasos anteriores y calcular el numerador
(probabilidad conjunta) y denominador (probabilidad total) para obtener la probabilidad in-
versa 0 a posteriori, es decir, aplicar el teorema de Bayes (figura 6). También en la formula de
Bayes se producen errores, sustituyendo los productos por sumas o invirtiendo el numerador
y denominador. En otros casos, el estudiante simplemente no la recuerda o no la desarrolla.

En la tabla 1 presentamos el porcentaje de estudiantes que han llegado a completar cada
uno de los pasos descritos, donde el alumno que llega a completar correctamente hasta un
paso completa también correctamente todos los anteriores. Un porcentaje alto de alumnos
(casi la mitad) llega a completar satisfactoriamente todos los pasos, lo que indica que el uso
de diagrama en arbol y hacer hincapié en la ensefianza sobre los posibles sesgos en el pro-
ceso de solucion lleva a un aprendizaje razonable. Si se afiaden los que llegan al menos a la
probabilidad total se obtiene mas de la mitad de los estudiantes

Tabla 1. Frecuencias y porcentajes de respuestas después de la instruccion (n=414)
Frecuencia  Porcentaje

1. En blanco, no identifica los datos o diagrama arbol incorrecto 57 13,8
2. Identifica los datos y realiza el diagrama de arbol, pero no contintia 50 12,1
3. Datos y diagrama correcto e identifica la probabilidad condicional in- 78 188
versa a calcular '
4. Calcula correctamente la probabilidad total 42 10,1

5. Solucién completa correcta 187 45,2
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Para completar el estudio, se realiz6 un analisis de los errores (tabla 2) en el proceso en
los 227 alumnos que no llegaron a la solucién final, tratando de explicar la dificultad de los
problemas, donde un alumno puede presentar mas de un error. Por ello la suma de errores es
mayor que el tamafio de la muestra. Los porcentajes se calculan respecto a 227 (alumnos que
hacen algun error).

La falacia de las tasas base (olvido de las probabilidades a priori) no se present6 de forma
generalizada, al menos explicitamente. Fue mayor el nimero de alumnos que no consiguen
identificar correctamente todos los datos o la pregunta. También hay errores en la particién
incorrecta del espacio muestral, o la restriccion del mismo (tomando s6lo los objetos fabri-
cados por la maquina M1); la confusion entre una probabilidad condicional y otra conjunta
y entre una probabilidad condicional y su inversa y en menor medida de una probabilidad
simple con la condicional y conjunta.

Tabla 2. Tipos de errores en el proceso de resolucién (n=227)

Frecuencia Porcentaje

Blanco o no identifica los datos 49 21,6
Diagrama en arbol incorrecto 8 3,5
No identifica la pregunta 27 11,9
Restriccion incorrecta del espacio muestral 22 9,7
Confunde probabilidad condicional y conjunta 77 33,9
Confunde probabilidad simple y condicional 7 3,1
Confunde una probabilidad condicional con su inversa 14 6,2
Falacia de las tasas base 22 9,7
Error en la formula de Bayes 40 17,6
Confunde un suceso y su complementario 10 4,4
Error particion del espacio muestral 21 9,3
Fallos razonamiento proporcional y operacion fracciones 26 11,5
Probabilidad mayor que 1 4 1,8
Total errores 321

Llama la atencién el namero de errores en la formula de Bayes, que algunos alumnos
no recuerdan, invirtiendo denominador y numerador, omitiendo algun término o cambian-
do las probabilidades que intervienen por otras, lo que de nuevo sugiere la confusion de
probabilidad simple, condicional y conjunta sefialada por varios autores citados con ante-
rioridad.

Observamos también fallos en el razonamiento proporcional, por lo que algunos estudian-
tes no eran capaces de operar con fracciones o hallar el inverso de una fraccion. Por ejemplo,
al obtener el 5 por ciento del cuarenta por ciento, algunos alumnos restan las fracciones, en
lugar de multiplicarlas; multiplican incorrectamente las fracciones o aplican inadecuadamen-
te una regla de tres. Finalmente algunos alumnos operan conjuntamente probabilidades y
porcentajes o cambian el numerador y denominador en la formula, obteniendo como conse-
cuencia, valores mayores que la unidad para la probabilidad de un suceso, sin ser conscientes
del error que esto supone.
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CONCLUSIONES

En este estudio se confirman los resultados obtenidos en Diaz y de la Fuente (2007) en
un estudio exploratorio con un grupo reducido de estudiantes. Como en aquél estudio, los
errores no se limitan a falacia de las tasas base (Tversky y Kahneman, 1982), o a la dificultad
de operar con probabilidades y fracciones. En nuestro caso la mayor frecuencia de error se da
en la confusién de probabilidad condicional y conjunta.

Los errores se producen en los diferentes pasos del proceso de resolucion, comenzando
por la identificacion correcta de los sucesos y sus probabilidades, y la correcta particion
y subparticion del espacio muestral. A muchos estudiantes les fue dificil diferenciar entre
probabilidades simples, compuestas y condicionales, o confundieron una probabilidad con-
dicional P(A/B) con su inversa P(B/A), dificultades ya sefialadas en las investigaciones pre-
vias sobre probabilidad condicional. El olvido de la formula de Bayes también ocasiond un
nlmero importante de errores, pero su nUmero es pequefio, en comparacion con los causados
por identificacion de datos y errores en los conceptos que intervienen.

El teorema de Bayes se presenta, en consecuencia, como un objeto complejo, cuya com-
prension involucra toda una serie de conceptos y propiedades previas como los de probabi-
lidad simple compuesta y condicional, particion y complementario, axioma de la unién y
regla del producto. La solucion de la dificultad de los problemas de Bayes pasa por un mayor
esfuerzo en la ensefianza de la probabilidad.

En consecuencia aportamos argumentos para continuar su ensefianza a los universitarios,
pues ademas de su utilidad en la toma de decisiones, diagndéstico y evaluacion es la base de
la inferencia estadistica. Por ello estamos de acuerdo con Rossman y Short (1995) que sugie-
ren este tema puede ensefiarse dentro del espirito de la reforma de la educacion estadistica,
presentando a los estudiantes una variedad de aplicaciones en problemas reales, proponiendo
situaciones interactivas y usando la tecnologia para facilitar el aprendizaje.

Agradecimientos. Este trabajo estd realizado con el proyecto SEJ2004-00789/EDUC,
MEC, Madrid, Espafia y Grupo FQM-126, Junta de Andalucia.
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