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RESUMEN

Desde distintos planteamientos las investigaciones han proporcionado informacion sobre
las caracteristicas de la comprension del concepto de derivada en los estudiantes. Sin embar-
go, falta mas informacion sistematica sobre indicadores que ayuden a describir el desarrollo
de la comprension de dicho concepto. En este trabajo, desde la teoria piagetiana del desa-
rrollo de un esquema a través de los niveles intra, inter, trans, caracterizamos una evidencia
empirica de cdmo el uso que se hace de las “relaciones logicas” entre diferentes elementos
matematicos del concepto derivada por parte de los estudiantes cuando resuelven un pro-
blema, aporta informacion para explicar el fendémeno de paso de un nivel de desarrollo del
esquema derivada al siguiente.

ABSTRACT

The researches have provided us information about the characteristics of the students’
understanding of derivative concept. Nevertheless, there is not enough systematic informa-
tion about indicators that help us to describe its development. The perspective provided by
the work of Piaget & Garcia related to the development of a scheme through several levels
(intra, inter and trans), we provide empirical evidence of the students’ use of the logical rela-
tionships among different mathematical elements of the derivative concept when they solve a
problem as an indicator of the development of understanding. This use allows us to go deep
about the stages in the development of derivative scheme.
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INTRODUCCION

El analisis de la comprension del concepto de derivada ha sido abordado por diferentes
investigadores desde distintos planteamientos (Asiala et al., 1997; Aspinwall et al., 1997;
Azcarate, 1990; Badillo, 2003; Baker et al., 2000; Ferrini-Mundy y Graham, 1994; Orton,
1983; Sanchez-Matamoros, 2004; Zandieh, 2000). Las investigaciones muestran la existen-
cia de conflictos e inconsistencias entre las construcciones realizadas por los estudiantes y
los significados formales presentados por los libros de texto (Ferini-Mundy y Graham, 1994);
la influencia de los contextos (Azcérate (1990); la influencia de los modos de representacion
gréafico y analitico en la construccidon de los significados por parte de los estudiantes (Ferri-
ni-Mundy y Graham, 1994) y la importancia de la relacion entre la nocion de derivada en
un punto (f ’(a)) y la funcion derivada (f °(x)) (Badillo, 2003). Ademas, se han identificado
dificultades referidas a la comprension de la diferenciacién y a la grafica asociada al rango
de cambio (Orton, 1983).

Las dificultades de los estudiantes en relacionar el modo grafico y el modo analitico tam-
bién se ponen de manifiesto cuando, en contextos eminentemente gréficos, los estudiantes
solicitan la expresion analitica de la funcion para resolver determinadas cuestiones (Asiala et
al., 1997). En este contexto, la ensefianza apoyada en las traslaciones entre distintos modos
de representacion parece que puede ayudar a la superacion de estas dificultades (Font, 1999).
Finalmente, el comportamiento de los estudiantes ante aspectos caracteristicos de las funcio-
nes, como la existencia de puntos cuspides, tangentes verticales, cambios en las condiciones
de continuidad, caracteristicas de la comprension de la segunda derivada pueden ser consi-
deradas indicadores de la comprension de los estudiantes (Baker et al., 2000).

Estas investigaciones nos han proporcionado informacion sobre las caracteristicas de la
comprension del concepto de derivada en los estudiantes, y han empezado a proporcionar
indicadores de como se desarrolla dicha comprension. Sin embargo, falta mas informacion
sistematica sobre indicadores que ayuden a describir el desarrollo de la comprensién del
concepto de derivada.

MARCO TEORICO

Una manera de caracterizar la construccion de la comprension de un concepto matema-
tico es a través de la metéfora de la construccion de un objeto que se puede manipular en si
mismo a partir de un proceso que generalmente es realizado paso a paso (Sfard, 1992; Tall et
al., 2000). En particular, la aproximacion al desarrollo de un esquema propuesto por Piaget
y Garcia (1983, 1989) y la particularizacion a través de la teoria APOS (Dubinsky, 1991)
permite abordar la cuestion de caracterizar la comprension del concepto de derivada. Desde
esta perspectiva un esquema puede considerarse

““la estructura o la organizacidn de acciones, tales como se transfieren o se generalizan
con motivo de la repeticién de una accién determinada en circunstancias iguales o anélo-
gas” (Piaget y Inherler, 1978, pp. 20).

Un esquema se desarrolla pasando por tres niveles: INTRA — INTER — TRANS, que se
suceden segun un orden fijo mediante un mecanismo denominado “abstraccion reflexiva”
(Piaget & Garcia (1983/1989 pp. 10). Desde esta perspectiva Dubinsky (1991) sefiala que el
conocimiento matematico de un individuo es su tendencia a responder a situaciones - pro-
blemas percibidas a través de la (re-)construccion de (nuevos) esquemas con los cuales tratar
con esas situaciones y describe la nocion de esquema como la totalidad del conocimiento que
esta conectado (consciente o inconscientemente) con un tépico matematico particular (Asiala
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et al 1996). Baker et al. (2000) sefialan que la teoria del desarrollo de un esquema puede
explicar por qué los estudiantes tienen dificultades con diferentes partes de un tema, y pueden
tener incluso problemas diferentes con la misma situacion en distintos casos. En su estudio
definen un “esquema desarrollado” como una coleccién coherente de acciones, procesos,
objetos y otros esquemas, previamente construidos, que son coordinados y sintetizados por
el individuo para formar estructuras utilizadas en la resolucién de problemas matematicos.
Una persona demuestra la coherencia del esquema al discernir cuando la nocidn es aplicable
0 no.

Globalmente consideradas, las caracterizaciones del desarrollo de un esquema realiza-
das a través de los niveles Intra, Inter, Trans, se apoyan en definir el desarrollo mediante
el tipo de relaciones — “coordinacién de operaciones” en términos piagetianos — que los
estudiantes son capaces de establecer entre los elementos matematicos que constituyen el
concepto cuando resuelven un problema (Clark et al., 1997; Baker et al., 2000 Sanchez-
Matamoros et al., 2006). Desde este punto de vista queda por resolver como podemos ser
capaces de dar una respuesta operativa a la cuestion de caracterizar el paso de un nivel
a otro. Lo que si sabemos a partir de las investigaciones previas sobre el desarrollo de
los esquemas es que un indicador de dicho desarrollo es el “tipo de relaciones” que los
estudiantes son capaces de establecer entre los “elementos matematicos” del concepto,
comprendidos de alguna manera determinada (como una accion, un proceso 0 un objeto)
cuando resuelven problemas. El objetivo de la investigacion realizada fue caracterizar el
uso que los estudiantes hacen de las relaciones l6gicas entre diferentes elementos matema-
ticos del concepto cuando resuelven un problema considerado como un indicador del paso
de un nivel de desarrollo al siguiente.

METODOLOGIA

Participantes

Los participantes fueron 150 estudiantes. 50 de 1° de Bachillerato (Ciencias de la Natu-
raleza), 50 de 2° de Bachillerato (Tecnologico) y 50 de primer curso de la Licenciatura de
Matematicas. Estos estudiantes no tenian ninguna caracteristica especial y participaron en la
investigacion de manera voluntaria.

Los alumnos de 1° curso de Bachillerato se les habia introducido por primera vez el con-
cepto de derivada. Los estudiantes de 2° curso de Bachillerato era el segundo afio que tenian
un contacto con la idea de derivada y empezaban a trabajar con la idea de segunda derivada
(f ) y las interpretaciones vinculando expresiones analiticas y graficas. Los estudiantes de
primer afio de la Licenciatura de Matematicas habian cursado la asignatura “Elementos de
Anaélisis Mateméticos” por lo que podiamos considerarlos en un nivel avanzado de conoci-
miento del concepto de derivada de funcion real de variable real.

Instrumentos de recogida de datos

Se utilizaron dos tipos de instrumentos para recoger los datos: tres cuestionarios disefiados
especificamente para cada uno de los grupos de estudiantes, y un guion de entrevista dise-
fiada teniendo en cuenta el cuestionario, y que se realizaba apoyandonos en las respuestas
producidas por los estudiantes al cuestionario. La entrevista tenia como objetivo obtener una
informacion mas detallada de las resoluciones a los problemas realizadas. El disefio de los
instrumentos sigui6 dos etapas:
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Etapa 1: analisis de la nocién de Derivada desde la perspectiva de los elementos mate-
maticos y relaciones légicas (transformaciones y coordinaciones en el sentido piagetiano)
que pueden darse entre ellos para la resolucién de problemas segun es presentado, usado y
justificado en algunos libros de texto (Editoriales Editex, Oxford, S.M., Anaya, Santillana), y
en algunos textos de Analisis Matematico que son referencia en la introduccion al Analisis en
el primer afio en la Licenciatura de Matematicas (Spivak, Apéstol, Demidovich).

El segundo aspecto considerado en el andlisis de la nocién de derivada fue la idea de
“coordinacién entre las operaciones”, entendidas como relaciones légicas establecidas
entre los elementos matematicos que se puedan poner de manifiesto en la resolucion de los
problemas. Un estudiante cuando tiene que resolver un problema puede establecer relaciones
I6gicas entre los elementos para inferir nueva informacion. Algunas de las relaciones que se
ponen de manifiesto durante la resolucién de un problema son

- Conjuncion légica (AA B) (“y l6gica™)

- Contrarreciproco [(A—B)—( |B —|A)]

- Equivalencia légica [(A<~B), A—>B A B—A]

Por ejemplo, la conjuncién légica es la relacion que se produce cuando el estudiante rela-
ciona a través de la “y ldgica” dos elementos matematicos para hacer inferencias.

Sea f continua en (a ,b) y derivable en (a ,c) y (c, b)
A)sif”>0en (a, c)y (c, b)— fconvexaen (a, c)y(c, b)
B) f es creciente en (a, ) y f es decreciente en (c, a)

Considerando conjuntamente esta informacion (Ay B) a través de la ““y I6gica”, se infiere
que X = ¢ es punto anguloso. La informacion sobre el crecimiento de f en el intervalo (a, ¢) y
el decrecimiento de f en (c, b) puede venir de haber considerado previamente

f’>0en(a, c) — f escrecienteen (a, c), y
f’<0en (c, b) — f es decreciente en (c, b).

Sin embargo, aqui lo que se subraya es que cuando se tiene informacion de un determinado tipo
(como en este caso: f convexa en (a, ¢) y (c,b), y f es creciente en (a, ¢) y f es decreciente en (c, a)) se
vinculan los significados, y permite tomar una decision sobre la naturaleza del punto x =c (en este
caso X =¢ es punto anguloso).

Para identificar las relaciones ldgicas que hipotéticamente podrian establecerse entre los elemen-
tos matematicos en la resolucién de los problemas, se resolvieron un conjunto de problemas de
diversas maneras, y analizamos las diferentes resoluciones considerando los elementos matematicos
usados y las relaciones establecidas. Con este procedimiento adaptamos algunos problemas y selec-
cionamos otros para producir un grupo de problemas desde el cual disefiar los cuestionarios.

Etapa 2: disefio y seleccion de los problemas.

Disefiamos y/o adaptamos 12 problemas considerando las relaciones l6gicas que se podian esta-
blecer y los aspectos de los elementos matematicos (analiticos y graficos, puntuales (x=a) y globa-
les (en un intervalo (a, b))) necesarios en su resolucion. En la seleccion de los problemas para los
cuestionarios, la idea fue que la “demanda del problema propuesto” al resolutor en cada curso fuera
tal que pudiéramos caracterizar los niveles de desarrollo del esquema de derivada y obtener informa-
cion que pudiera explicar los mecanismos de cambio de nivel. Por ello tuvimos en cuenta el curri-
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culo de los diferentes cursos (1°, 2° Bachillerato y 1° Licenciatura de Matematicas) y los resultados
de las investigaciones previas sobre la comprensién del concepto de derivada. Con los problemas
inicialmente elegidos se realizaron algunas entrevistas piloto con estudiantes de Bachillerato, lo que
permitié modificar algunas expresiones del texto escrito y del guion de entrevista.

Procedimiento y andlisis

Los cuestionarios fueron contestados por los estudiantes en su horario de clase de Matematicas.
En dias posteriores a la realizacion de los cuestionarios se realizaron las entrevistas centradas en la
forma en la que se habian resuelto los problemas. Previamente a la realizacion de las entrevistas, se
examinaron las respuestas dadas por los estudiantes, para descartar los cuestionarios entregados en
blanco, y para adecuar las preguntas de las entrevistas a las respuestas producidas, con el objetivo
de intentar en lo posible que los estudiantes explicitaran lo que estaban pensando al resolver los pro-
blemas. Una vez realizadas las entrevistas se procedi6 al analisis de los cuestionarios y las entrevistas
de forma conjunta.

El andlisis se centraba en identificar los elementos matematicos y las relaciones que los estu-
diantes establecian durante la resolucion de los problemas. Los resultados que se presentan en esta
comunicacion proceden de la informacion reunida con el analisis conjunto de las entrevistas y los
cuestionarios correspondientes.

TAREA 1
La figura muestra la grafica de la derivada de f ’, esboza las posibles gréaficas de f.

TAREA 3
Dada la gréafica de la funcion f, formada por las ramas de parabolas

e

! i

AL
iy T

a) Obtener los valores de f ’(3), f ’(7), f ’(10), f °(14) y f ’(15). Explicando
coémo los obtienes.
b) Realiza un esbozo de la gréafica de f *. Explica como lo has obtenido.

Cuadrol: Tareas 1y 3 del cuestionario de la Licenciatura de Matematicas.
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RESULTADOS

La manera en la que los estudiantes manejaban las diferentes relaciones légicas que se
pueden establecer entre los elementos matematicos cuando se resuelve un problema se con-
sidera un indicador del nivel de comprension y de la manera en la que los estudiantes podian
empezar a realizar una proyeccion del conocimiento existente a un plano superior del pensa-
miento, o la manera en la que se podia estar realizando una reorganizacion y reconstruccion
del conocimiento para formar nuevas estructuras. Para caracterizar este tipo de indicador
mostraremos el uso que hacen de las relaciones logicas entre elementos matematicos dos
estudiantes de 1° de Licenciatura de Matematicas, Sara y Mario, a través de las tareas 1y 3
(cuadro 1).

En la tarea 1 Sara usa la “y légica” entre elementos matematicos analiticos puntual y
global:

- sea f derivable en (a, b), si f ’>0 en (a, b) —f crece en (a, b) y si f'<0 en (a, b)— f
decrece en (a, b)

-f’(a)=0 —f tiene un maximo, un minimooun P.l.en x =a

permitiéndole decidir que en x = 1 habia un maximo de f:

Sara: donde la derivada es cero hay maximos o minimos o puntos de inflexion

E: escribes en x = 1 maximo, x = 2 punto de Inflexion, x = 3 minimo y x = 4 punto de in-
flexion, ¢por qué x = 2 y x = 4 son puntos de inflexién?

Sara: por ser f’=0 en esos puntos, la recta tangente en ese punto es paralela al eje de
las x

(Sara usa un elemento matematico grafico puntual correspondiente a la interpretacion
geométrica de la derivada)

E: ¢(como has diferenciado los maximos, los minimos y los puntos de inflexion?, porque
en todos es f’=0

Sara: si, eso es que no me acuerdo, viendo el signo de la derivada

E: Porejemploenx=1

Sara: desde menos infinito hasta 1, la funcidn es creciente y a partir de 1 es decreciente,
hay un méaximo

E:¢;enx=2PI?

Sara: porque f’=0

E: en los puntos x = 1.5, x = 2.5, x = 3.5, ¢qué sucede en f?

Sara: en la funcién habria un cambio de concavidad, se ve por f ”, estudiando el signo

Sara esboza un gréfico correcto de f:

/s

(Sara, Tarea 1)
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En la tarea 1 Sara ha usado de forma correcta el elemento matematico analitico global:

-sif’>0en (a, b) — fcreceen (a, b), y si f’<0 en (a, b) — f decrece en (a, b)

Sin embargo, en la resolucion del apartado B) de la tarea 3 podia haber hecho uso del
elemento matematico global:

- sea f derivable en (a, b), sifcreceen (a, b) —f’>0en (a, b), ysifdecreceen (a,
b) — f’<0en (a, b)

implicacion contraria a la del elemento utilizado en la tarea 1. Haber hecho uso de él seria
una evidencia del uso de la equivalencia l6gica. No tenemos evidencia de por qué no lo hizo
ya que en la entrevista tan sélo comento:

E: ¢y el apartado B), la gréafica de la derivada?

Sara: me puse con otra cosa y no...

E: el hecho de que en el enunciado se comente que la funcion esta formada por ramas de
parabolas, ¢ te dice algo de f *?

Sara: serian rectas la derivada, o algo asi

E: ;serias capaz de eshozarla?

Sara: no sé, no me lo he planteado.

(Sara, Tarea 3)

Esto nos llevo a tener en cuenta que el uso de algunas relaciones I6gicas entre los elemen-
tos matematicos presentan mas dificultades que otra, pues mientras que Sara habia utilizado
la relacion “y l6gica™ entre elementos matematicos en varias ocasiones, sin embargo no
habia sucedido lo mismo con la relacién equivalencia légica entre otros elementos matema-
ticos cuando era pertinente su uso y hubiera ayudado en la resolucion del problema. El uso de
estas relaciones ldgicas en esta situacion hubiera mostrado una proyeccién del conocimiento
que hubiera indicado una reconstruccion del conocimiento en un plano superior.

Veamos como a Mario no le sucedia lo mismo que a Sara. Asi, en la Tarea 1, utiliza la idea
de la derivada como pendiente de la recta tangente a f con caracter local y global, y la
utiliza reconstruyendo su significado, pues indica que el signo de f * proporciona informa-
cion sobre el crecimiento de f:

“si f’>0, f crece porque f ’es la pendiente de la recta tangente a f, entonces si la pendiente
es positiva, f es creciente”.

Ademas, el cambio de creciente a decreciente le permite identificar los puntos x=1 (x=3)
como maximo (minimo) relativos, haciendo uso de la relacion “y légica” entre los mismos
elementos que habiamos visto anteriormente con Sara:

- sea f derivable en (a, b), si f ’>0 en (a, b) —f crece en (a, b) y si f <0 en (a, b)— f
decrece en (a, b)

-f’(a)=0 —ftiene un maximo, un minimooun P.I.en x =a

Cuando se le pregunta a Mario por el comportamiento, en x =1.5, x =2.5y x =3.5 contesta:
“dependeria de la inclinacion de la tangente, de la pendiente de la recta tangente, que es la
derivada,... cambia la inclinacién con mas o menos velocidad”.

Y en x =2 y x=4, comenta:

“en x=2, f ’=0,..., entonces ha cambiado la variacién de la tangente. En x =4 lo mis-
mo”.

Por la forma de resolver la tarea podemos inferir que Mario usa la idea de derivada como
pendiente de la recta tangente a f con caracter global y usa la relacién “y légica” entre los
elementos matematicos necesarios para la resolucion de la tarea, lo que le permite esbozar
un grafico correcto de f:
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—_— *

(Mario, Tarea 1)

En la Tarea 3, Mario usa el elemento matematico: si f derivable en x =a — f continua en
x=a, en la forma de la relacion l6gica de contrarreciproco (si f no es continua en x=a — f
no es derivable en x =a) para expresar que como f no es continua en x =10, entonces no existe
la derivada en x =10.

Ademas, en la segunda parte de la tarea 3 Mario esboza un gréfico de la primera derivada,
f’, correcto, excepto en su forma, pero al preguntarle en la entrevista comenta que f ’ estaria
formado por trozos de rectas. Para el eshozo de la gréfica establece las siguientes relaciones

sea f derivable en (a, b), si f crece en (a, b) — f ’>0 en (a,b), y si f decrece en (a, b) —
f’<0en(a, b)

(implicacion contraria a la utilizada en la tarea 1 del mismo elemento). Este uso de las
relaciones directas y contrarreciprocas muestra aspectos de la manera en la que Mario realiza
una proyeccion del conocimiento existente en un plano superior. Es decir, la naturaleza de las
relaciones l6gicas establecidas entre elementos matematicos durante la resolucion del proble-
ma es un indicador de una reorganizacion y reconstruccion del conocimiento y por tanto del
mecanismo de traslacidn entre diferentes niveles de desarrollo.

No tenemos evidencia de que este hecho que se pone de manifiesto en la resolucion de la
tarea por parte de Mario, haciendo uso de la doble implicacion (equivalencia l6gica) en las
tareas 1y 3, se ponga de manifiesto en la resolucion de las mismas tareas por Sara. Ya comen-
tamos anteriormente que no tenemos evidencia de por qué Sara no lo hizo.

La informacion obtenida por la utilizacién de varios elementos matematicos en diversos
puntos en la primera parte de la tarea 3 (como puede observarse en la justificacion de la res-
puesta que aparece en la tarea 3) ha hecho que Mario realice un eshozo correcto de f .

\ £ (-=h) & qrﬁ?rq,,"b&. et P‘ o i,
ARt } ctn m i = f=c.

i ™~ € (3,10) § decreuede = [ nagabiva

| €-(le k) | crecee — (' portiva.

Wy [}

E;— (l||\.|§‘ P frtmn F\-a =.-T\,.Q;. “51 ﬂ'

e (st P dececa = [ cegadiin
€- 415G £9us) = pr.

(Mario, segunda parte de la Tarea 3)
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Del analisis realizado de la manera en la que Sara y Mario han resuelto las dos tareas po-
demos inferir que existen manifestaciones de diferentes maneras de comprender el esquema
de derivada. Mientras que Sara sélo es capaz de hacer uso de la relacién de ““y ldgica” entre
los elementos matematicos que conoce (lo que la imposibilita para ser capaz de resolver la
tarea 3), Mario hace uso de una mayor variedad de relaciones logicas (“y l6gica”, contrarre-
ciproco y equivalencia ldgica) entre los elementos matematicos que conoce usando lo que se
conoce de manera diferente.

CONCLUSION

Los resultados obtenidos permiten pensar que la relacion equivalencia I6gica entre elemen-
tos matematicos presenta dificultades en algunos niveles del desarrollo del esquema de derivada
por lo que el uso de las relaciones légicas indica posibles mecanismos de traslacion de un nivel
al siguiente. El analisis centrado en identificar la manera en la que los estudiantes relacionaban
la informacion que poseian cuando intentaban resolver los problemas nos ha proporcionado
dos tipos de informacion. Por una parte nos permitio describir la comprensién del concepto de
derivada que tenia cada estudiante. Por otra parte, proporcioné informacion sobre la forma en
la que parecia que se desarrollaba la comprensién del esquema de derivada.
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