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RESUMEN

Este articulo trata sobre los distintos sentidos de uso que dan estudiantes de bachillerato
a objetos algebraicos tales como nimero, variable y funcién. Se observo que el empleo de
cantidades numéricas propicia el analisis de problemas de variacién continua, provocando el
desprendimiento del uso de incdgnitas y el transito hacia la construccién del significado de
variable. Ademas, la entrevista clinica mostré que al resolverse este tipo de problemas se pro-
dujeron sentidos de uso para los nimeros negativos, uno de ellos hasta ahora no reportado.

ABSTRACT

This article deals with the different senses of use that high school students give to alge-
braic objects, such as number, variable and function. We observed that usage of numerical
numbers fosters an ongoing analysis of variation problems, enabling subjects to detach the-
mselves from the use of unknowns and to be on their way toward building the meaning of
variable. Moreover during the clinical interviews, we found that upon solving this type of
problem, senses of use were produced for negative numbers, one of them until now been
unreported.
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La investigacion que se reporta es parte de un proyecto de gran aliento sobre la produccion
de sentidos de uso de los objetos algebraicos de ndmero, incognita, variable, ecuacién y fun-
cidn, con alumnos de bachillerato, al enfrentar problemas verbales que se modelan mediante
una ecuacién o una funcion, con el objeto de coadyuvar en el desarrollo de la competencia
en el uso de algunos estratos del sistema algebraico de signos. Los estudiantes participantes
en el montaje experimental recibieron una ensefianza previa en el aula, durante 14 semanas,
sobre la resolucion de problemas que se representan con ecuaciones, a través de una imple-
mentacién didactica que emplea: a) un acercamiento numérico que propicia el progreso en la
capacidad analitica y en el pensamiento algebraico (ver p.e. Rubio, 2002; Rubio & Del Valle,
2004) y, b) un método para resolver familias de ecuaciones.

EL ESTUDIO

La investigacién tomd como hilo conductor el marco teérico- metodolégico de los mo-
delos teoricos locales [ver p.e. Filloy y cols. 1999]. El montaje experimental consistié de un
estudio clinico de casos con la finalidad de observar la produccion de sentidos de uso para
los objetos algebraicos de ndmero, variable y funcion al resolver problemas de variacion
continua. Se hicieron entrevistas videograbadas a cuatro estudiantes, seleccionados y estra-
tificados mediante dos cuestionarios sobre ecuaciones y funciones lineales. Para el anélisis e
interpretacion de las producciones, verbales o escritas, que hacen los alumnos a través de los
dialogos durante las entrevistas, se utilizan los trabajos de Filloy y cols., 1999, Puig, 1997,
2006; Gallardo, 2002 y Rubio, Del Valle, Del Castillo, 2006, adoptandose la jerga semidtica
de “produccién de sentidos de uso” para hablar de las evidencias que los estudiantes generan
al enfrentar los problemas que se les plantean en una situacion de ensefianza, como las que
se presentan en las entrevistas.

Del andlisis de las entrevistas realizadas por el profesor-investigador, se encontré que los
alumnos logran establecer la relacion entre dos variables debido a que ellos tienen una no-
cion intuitiva de la rapidez de cambio (Blanton-Kaput, 2004 dan cuenta de un pensamiento
covariacional en nifios muy pequefios), mostrandose que ésta es necesaria para construir el
significado de variable y la relacion funcional lineal entre variables. Se observ6 que emplear
cantidades numéricas para desencadenar el analisis de los problemas provoca el rompimiento
con el uso de incdgnitas y ecuaciones, asi como el transito hacia la construccion del signifi-
cado de variable y funcién. También se observé que se logra la construccion del significado
de la representacion algebraica de una funcion, en algunos casos, al dotar de sentido a las
relaciones numéricas entre las variables, y en otros, después de haber organizado tales rela-
ciones en una tabla.

Ademas, la comunicacion aqui presentada, da cuenta de los sentidos de uso de los ne-
gativos que una de las estudiantes produce al enfrentar uno de los problemas de variacion
continua utilizados en la entrevista, con el objeto de mostrar como se extiende el dominio nu-
mérico de los naturales a los enteros. En los segmentos de la entrevista que mostraremos se
pueden ver sentidos de uso de los negativos reportados en otros trabajos, asi como uno nuevo
encontrado durante el andlisis de la misma. A continuacion se describen brevemente:

1. Sustraendo, donde la nocion de nimero esta subordinada a la magnitud (en a-b, a>b).
Esta categoria se ampli6 en este estudio al caso en que a<b.

2. Namero relativo, donde la idea de cantidades opuestas en relacion a una cualidad surge
en el dominio discreto y la idea de simetria aparece en el domino continuo.
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3. Numero aislado, como el resultado de una operacion o como la solucion a un problema
0 ecuacion.

4. “Namero ordenado”, se produce cuando se quiere saber si un nimero negativo es mayor
0 menor que cualquier otro nimero entero.

Varias de estas concepciones como la del nimero relativo ya han surgido en otros trabajos
(Bell, 1982; Bruno y Martinén, 1996; Gonzalez J.L.. 1998) por mencionar sélo algunos. En
este Estudio estas concepciones aparecen cohesionadas como sentidos de uso que adquiriran
finalmente el significado de nimero entero si la interpretacion del alumno es afortunada, con-
siguiéndose asi la anhelada extensién del dominio numérico de los naturales a los enteros.

Se reportan ahora los diferentes sentidos de uso de nimero, variable y funcién del “pro-
blema de las verduras™ que dice:

“Una bolsa de verduras se saca del congelador de un refrigerador con una temperatu-
ra de 18°C bajo cero, y se mete a calentar en un horno de microondas cuyo reloj marca
0 segundos; si el horno provoca que la temperatura de la bolsa de las verduras aumente
a un ritmo de 2°C cada segundo hasta llegar a una temperatura de 21° C: a) determina
algunos instantes de tiempo en los que la bolsa de verduras esté a una temperatura mayor
de 5 °C bajo cero pero menor que 1°C bajo cero; b) ¢si cambia el tiempo qué le pasa a la
temperatura de la bolsa de verduras?; c) escribe una expresion algebraica que relacione la
temperatura de la bolsa con el tiempo™.

Lee el problema y escribe —18°C (emplea un nimero relativo) para representar la tempe-
ratura “bajo cero” e identifica la rapidez con que cambia la temperatura respecto al tiempo
(2°C/seqg) anotando:

2
x13
26°C

E: Acuérdate...tus significados, es la Ginica manera en que te puedo orientar...

Ella no considera el valor inicial, se centra en el incremento que produce la rapidez de
cambio de la variable independiente y no en el valor final de la variable dependiente.

A: ...es la temperatura final...o sea la temperatura de la bolsa...

E: ¢(Segura...?

A iNo!...26 menos 18

Resta 18° C a los 26°C que habia obtenido:

2

x13

_26°C

18

8°C Temperatura final de la bolsa

Notese que transforma el sentido de uso de nimero relativo: —18°C en sustraendo, al hacer
la resta de 26 menos 18.

Una vez que relaciona las variables, trata de responder a lo que se pide en el problema:
“...determina algunos instantes de tiempo en los que la bolsa de verduras esté a una tempe-
ratura mayor de 5 °C bajo cero pero menor que 1°C bajo cero...”.
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2 2
x10 x5
_20°C _10°C
18 18

2°C -8°C ,

Se observa que obtiene un ndmero negativo aislado (-8°C) resultado de la operacion
10-18 = -8. Esta sustraccion muestra que ha extendido el sentido de uso de sustraendo para
el caso a-b donde a<b.

La alumna lee en voz alta lo que se pide en el problema:

E: ¢Le entiendes?

A: No mucho

E: ¢/Qué no entiendes?

A: Que sea mayor que 5° bajo cero y menor que un 1° bajo cero

E: Ve tu dato...;qué tienes entre tus constantes?

A: Menos 18°C

E: ¢(Cuando es mas frio?...;cuando tienes 18°C bajo cero 6 cuando tienes 15°C bajo cero
u 8°C bajo cero?

A: (Cuando es mas frio?

E: (/O cuando es mas caliente...?

A: Cuando tengo 8° 6 15° (Con esta respuesta se ve que la alumna empieza a percatarse
de cualidades opuestas, es decir, de nimeros relativos).

E: ¢Porqué no organizas eso en una tabla...y ves que le va pasando a tu bolsa..?

A: ¢Es temperatura y tiempo, no?...las variables...

Escribe la siguiente tabla:

Tiempo | Temperatura
13 seg 8°C

10 seg 2°C

5 seg -8°C

E: ¢Qué observas en la tabla?

A: Pues va de un tiempo mayor a uno menor

E: (Y asi va el tiempo, 0 como va?

A: ...vade menor a mayor...

E. jEso!

Borra la tabla anterior y escribe de nuevo los valores de tiempo en secuencia creciente:

Tiempo | Temperatura
5 seg -8°C
10 seg 2°C
13seg 8°C

A: ...pero...dice...mayor que 5 grados bajo cero ...pero todavia no lo cumple...
E: ¢Qué pas6?
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Ella realiza calculos:
2
x4
_ 8cC
18
-10°C
E: ¢Qué temperatura es mas caliente?.
La alumna escribe el tltimo célculo en la tabla respetando la secuencia creciente del tiempo:

Tiempo | Temperatura
4s -10°C
5s -8°C
10s 2°C
13s 8°C

E: La... (temperatura)...qué te piden esta... entre 4 y 5 (segundos)?
A: Es que podria ser entre 5y 10...

E: iClaro!
Efectda las siguientes operaciones;
2 2
x7 *x8
_ 14°C _16°C
18 18
—4°C -2°C

Donde ella verifica que en 7 y 8 segundos la temperatura de la bolsa esta dentro del rango
que da solucion al problema.

E: ¢ te ayudd la tabla o no te ayud¢ la tabla?

A: Si...

Se puede observar que logrd producir un sentido de uso de orden para los enteros nega-
tivos, una vez que organiza, en una de las columnas de la tabla, a los valores de la variable
independiente “tiempo” en una secuencia ordenada creciente, y en la otra, a los valores de la
variable dependiente “temperatura”, algunos de los cuales corresponden a temperaturas bajo
cero. Esto implica que da un uso del negativo como ndmero relativo.

E: ...a ver si tu puedes ponerme ahora una ecuacion en dos variables...

Ella escribe la siguiente tabla:

X y
Tiempo Temperatura
4s -10°C
5s -8°C
10s 2°C
13s 8°C
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La alumna fija su atencion en la siguiente operacion, que es una de las operaciones numé-
ricas realizadas previamente, y asocia las literales que acaba de introducir con sus respectivos
valores numéricos:

2
x13 —> X
_ 26°C —2x
18
2x-18 —  8°C Temperatura de la bolsa

Escribe:
y=2x-18

Se puede observar que la alumna logra dar significado a cada uno de los elementos y ope-
raciones que conforman la ecuacion, en donde al nimero negativo le da un sentido de uso de
sustraendo.

Con el propésito de dar evidencias sobre los procesos de generalizacion vinculados con la
variacioén de los parametros “m” y “b”, de la relacion funcional y=mx+b, se le presenta por
segunda ocasion el problema de la bolsa de verduras. Ella asigna un valor a la variable “tiem-
po” de 10seg. y lo multiplica por la rapidez de cambio (2°C/seg), para obtener el aumento de
temperatura correspondiente a dicho tiempo, y al resultado (20°C) le resta los 18°C, es decir,
identifica al “~18°C” como el sustraendo de una operacion binaria, esto es, no le da ain un
sentido de uso como ndmero relativo. Para que pueda producir este Gltimo sentido de uso, el
entrevistador realiza la siguiente secuencia de ensefianza:

E: ¢sera restarle?... ;qué le pasa a la temperatura de la bolsa de verduras...se esta
restando?...;,qué temperatura tienes en el instante que pones tu cronémetro?

A: ...menos 18° ....18° bajo cero...centigrados...

E: ¢qué va a pasar...cuando...la sacas...del congelador?

A: ...;icuando la sacas del congelador?...

E: ...si...las verduras estan a —18°C cuando las sacas... ;qué les va pasando conforme va
transcurriendo el tiempo?...

A:...se va calentando...

E: ¢entonces porqué dices que le restas?

A: ...porque...yo supuse que se le restaba la cantidad que tenia...

E: ¢(porqué?

A:..nosé...

E: Supongamos que no esta a...menos 18 grados centigrados...supongamos que esta a
3°C°...;también le restarias?...

A:i;en36en-3.?

E: ... entres.

A: No.... le sumaria

E: (Y porqué a-18 ...le restas?

A: No sé...a lo mejor pensé que...como tenia —18...pues se restaba...

E: Pero...;porqué? ...;no se estd calentando?...a ver en —18...esta ahorita...se calien-
ta...sube la temperatura...¢cierto, o no...?
. Si

>
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E: Si estd a 3°C... se calienta...y sube la temperatura en 20°C...;en ese caso le sumarias
o le restarias...?
A: ...le sumaria...porque el 3 grados ya lo tiene...y con el tiempo toma el 20. Enton-
ces...si...varecorriendo y pasa.... el 20 ...y 3 que ya tenia...le sumo...
E: ¢ Hay alguna diferencia...en la operacion que ahora harias... con el -18 °C?
A: ...supongo que tendria que hacer lo mismo...;0 sea ...sumar,..no?
La alumna escribe:
20°C

+ 18°C
E: ... ¢pero quién estd sumando....18°C...?
A: ...no...amenos 18 le estoy sumando 20...
E: ...¢y adonde esta lo de menos 187...
Al decir el entrevistador esto, la alumna borra la suma anterior, y escribe:

-18
+20

-2
E: ¢estas segura? ;—18 + 20 ...es —-2?
A:...No
Ella escribe entonces 2 en lugar de -2:

-18
+ 20

2°C

Notese que logra dar sentido de uso de nimero relativo al operar con el —18 para obtener la
temperatura de la bolsa de verduras (-18+20 = 2°C). Asi ha podido pasar de un uso del signo
menos como substraendo que empleaba para obtener la temperatura de la bolsa de verduras
(20°C-18°C = 2°C) a un uso en donde opera con el nimero relativo.

Cuando ella produce este sentido de uso, hace operaciones similares (7.5x2=15°C y -8°C
+ 15°C = -3°) utilizando otros instantes de tiempo para determinar valores de la temperatu-
ra de la bolsa de verduras que cumplan con la condicién especificada en el enunciado del
problema. Finalmente representa la relacion funcional entre la temperatura de la bolsa y el
tiempo en una tabla:

Tiempo Temperatura

0 -18°C
6 -6°C

6.5 -5°C
7 -4°C

7.5 -3°C
8 -2°C

10 2°C

Se le pide ahora que obtenga la representacion algebraica de la relacién funcional entre
temperatura y tiempo lo que realiza usando como referencia las operaciones numéricas para
obtener los valores de temperatura de la tabla, corroborandose, posteriormente, el uso de la
funcién lineal y=mx+b, cuando se le plantean problemas isomorfos. Veamos:
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E: ¢ podrias ponerme la expresion algebraica que determina...la relacion entre temperatura
y tiempo?

Anota “Xx” e “y”, arriba de las columnas de la tabla, tiempo y temperatura, y escribe la
funcion:

y=-18+2x

E: jmuy bien!...ahi el 2 fue constante y el —18 fue el valor que me dijiste que tenia cuando
el tiempo es cero...Ahora, supongamos que se calienta mas rapido...si por ejemplo, la bolsa
de verduras ahora se calienta a 4°C por segundo, ...;como quedaria la expresion?

Escribe: y=4x-18

E: jexactamente!...ahora, supongamos una bolsa de verduras...que se mete a un congela-
dor més potente...o sea...que se va a enfriar con una rapidez de 3°C por segundo....;,como
representarias eso?

A: ...(no responde)

E: ...Ahi se esta calentando a 2°C por segundo (E sefiala a la ecuacién y=2x-18)...se
esta calentando a 4°C (E sefiala a la ecuacién y=4x-18)...pero ahora se va a enfriar...;,cémo
podrias representar eso?

A: ...seria... “y”igual a=3... “x” ...( escribe y=—3x)

E: jPerfecto!...;qué mas? ....

A: ... entonces se sumaria....no?

E: ...;qué en el instante cero estd a —18?

La alumna agrega —18 al =3x que habia escrito quedando la ecuacion en dos variables:

y =-3x-18

E: ¢Y qué pasaria si se enfria con una mayor rapidez...por ejemplo a 5°C cada segundo?

Escribe en forma inmediata:

y = -5x-18

E: Quiero que me encuentres una expresion ...cuando se calienta a una rapidez de 2°C
cada segundo...pero su temperatura inicial es de 10°C bajo cero.

La alumna anota sin ningin problema:

y =2x-10

E: Si tu escribes la ecuacién y=mx+b...;podrias decirme cuanto vale la “m” y cuénto la
“b”... entodos los casos particulares que hiciste?

La alumna puede relacionar los parametros “m” y “b” con los valores numéricos que le co-
rresponden en cada caso, tanto para nimeros negativos (“parametro negativo™) como para los
positivos, pudiéndose decir que ha iniciado la construccidn del sentido de uso de una literal
como parametro. Estos nuevos sentidos de uso son indicios de que ha logrado una ampliacion
del dominio numérico de los enteros.

REFLEXIONES FINALES

En el estudio se observé que emplear cantidades numéricas para desencadenar el analisis
de problemas verbales de variacion continua, provoca el rompimiento con el uso de incog-
nitas y ecuaciones, asi como el transito hacia la construccion del significado de variable y
funcion.

La construccion del significado de la representacion algebraica de una funcion se logré es-
tablecer, en algunos casos, al dotar de sentido a las relaciones numéricas entre las variables,
y en otros, después de haber organizado tales relaciones en una tabla.

El hecho de plantear problemas de variacién continua cuya solucion requiere que se ob-
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tenga un conjunto de valores, propicia la produccién de sentidos de uso para la variable y
la extension del dominio numérico de los naturales a los enteros. A través del proceso de
resolucién del problema se consolidaron los sentidos de uso del negativo como ndmero: a)
aislado, b) relativo, y c) ordenado. Ademas, se amplia el sentido de uso del negativo como
sustraendo en a-b con a>b, al caso en que a<b y se observé el transito del negativo como
sustraendo a ndmero relativo.

Una vez que el alumno produce sentidos de uso para una literal como variable, esta en
condiciones de poder dar significado a los parametros “m” y “b” de la funcion lineal ex-
presada como y=mx+b. Aparece por primera vez en este estudio un nuevo sentido de uso
para la rapidez de cambio m<0 y para las condiciones iniciales del problema b<0, esto es, el
“pardmetro negativo”.
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