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1. INTRODUCCION

No hay duda que el binomio analisis matematico y TIC’s es un aspecto muy relevante de
la didactica de las matematicas en los niveles avanzados, pero ademas de relevante plantea un
conjunto de retos y problemas de ensefianza-aprendizaje a los cuales la investigacion actual
trata de dar respuestas, a mi entender todavia parciales, que se enmarcan en una problematica
de investigacion mucho mas general: el uso y la influencia de las TIC’s en la ensefianza de
las matemaéticas.

En mi intervencion voy a tratar de subrayar tanto algunas caracteristicas y resultados de las
investigaciones presentadas por el profesor Matias Camacho como también ciertas dificultades
y limitaciones de las mismas, y de otros trabajos recientes relacionados con el mismo tema, que
a mi entender explican cual es la situacion presente de este tipo de investigaciones.

Centrare mis observaciones en dos aspectos complementarios, que también aborda la po-
nencia que replico: el papel que juegan los sistemas de representacion en relacién con el
analisis matematico y los problemas de transferencia entre distintos entornos, en particular el
trabajo con lapiz y papel versus el trabajo con un determinado CAS (Computer Algebra Sys-
tem). Ambos aspectos permiten enmarcar estas investigaciones en el ambito de la didactica
del andlisis matematico.

2. ANALISIS MATEMATICO Y SISTEMAS DE REPRESENTACION

Hacer ya mas de 25 afios que Claude Janvier en su tesis doctoral (Janvier, 1978, citada en
Janvier 1987) planted, creo que por primera vez, la importancia de las representaciones en
relacion con el concepto de funcion, y la constatacion que el nicleo del trabajo con funciones
radica en la interpretacion que subyace a cada representacion, asi como a lo que Janvier llamé
traducciones de una representacion a otra.

El hecho anterior permite explicar en buena parte la relevancia del uso de CAS en el trabajo
sobre el andlisis matemético, dado que una de las caracteristicas de aquellos es precisamente
la posibilidad de utilizar distintas representaciones de manera simultanea, lo cual facilita la
realizacion de procesos de traduccion; pero, al mismo tiempo, se plantea un problema funda-
mental: el uso de un cierto CAS altera tanto el entorno de trabajo de los estudiantes, como la
aproximacion a los principales conceptos del anlisis: funcidn, derivada, integral, limite.

Mi referencia al concepto de funcién se debe, por un lado, al hecho que algunas de nues-
tras investigaciones (Fabra-Deulofeu, 2000, Burrel, 2005, Cuesta, 2005) se centran en dicho
concepto en distintos niveles de la educacién secundaria, donde el mismo ocupa un lugar
central, pero también al hecho que en la mayoria de investigaciones que conozco relaciona-
das con el analisis, incluidas las que abordan los niveles universitarios, siempre se encuentran
referencias (a veces indirectas y a menudo no explicitas) a dificultades de los estudiantes
relacionadas con dicho concepto. También en el trabajo que ha presentado el profesor Cama-
cho, al referirse a las dificultades detectadas en los estudiantes cuando aprenden a usar las
calculadoras, cita, entre otros, los problemas de interpretacion del grafico de una funcion:
limites de la pantalla al representar la grafica y consideracion de las asintotas como parte de
la funcidn. En varios de nuestros trabajos citados anteriormente, hemos encontrado dificul-
tades muy similares, sin diferencias relevantes debidas al contexto de trabajo: lapiz y papel
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0 con un determinado CAS. Entendemos que, mas alla de los condicionantes del contexto,
se trata de un problema de tipo conceptual relacionado con la interpretacion del significado
de una funcion expresada a través del lenguaje grafico, pero aplicable a otros lenguajes de
representacion.

A pesar de las dificultades que subsisten, aunque muchas veces se presenten de forma
distinta, esto no es un impedimento para considerar que el uso de un CAS, como por ejemplo
Derive que es uno de los adecuados para la secundaria y en particular para el trabajo con
funciones elementales, constituye un potente instrumento para que los alumnos descubran
las relaciones de los conceptos que subyacen a las funciones, principalmente por las posibi-
lidades que ofrece para relacionar los distintos lenguajes de representacion y también para el
trabajo dentro de un mismo lenguaje, especialmente el grafico.

No obstante, investigaciones como las que presenta en su ponencia el profesor Camacho
muestran que no basta con poner un CAS al alcance de los estudiantes para que estos puedan
elaborar concepciones coherentes y complejas sobre las funciones o sobre cualquier otro con-
cepto fundamental del analisis. Entonces, para que ello sea posible, es necesario un trabajo
extenso que permita, por un lado, familiarizarse con un CAS, y por otro, posibilitar el abordaje
de problemas de cierta complejidad, que eviten, por ejemplo, la tendencia al uso de prototipos
(Fabra — Deulofeu, 2000, Burrel, 2005), y donde se produzca una auténtica interrelacién entre
distintos lenguajes y conceptos, con la finalidad de incidir en las concepciones de los estudiantes.

3. LATRANSFERENCIA ENTRE DISTINTOS ENTORNOS

Uno de los problemas que subyace a muchas investigaciones de este campo y que también
la ponencia del profesor Camacho cita como una cuestion por resolver, es la relacion y el
sentido que tiene el combinar el trabajo con lapiz y papel con el que se realiza mediante el
uso de CAS.

En una investigacion reciente, Florencio Burrel (2005) constata que alumnos de cuarto de
ESO responden de manera distinta a cuestiones similares segun se utilice un cuestionario con
lapiz y papel o con el uso de Derive. Estos alumnos han trabajado de manera combinada en
los dos entornos. Resulta interesante analizar el tipo de respuestas en un entorno y en otro: asi,
mientras en general las respuestas a través del CAS resultan ser de mayor riqueza, en el sen-
tido que los alumnos son capaces de apoyarse en ejemplos variados, al mismo tiempo tienen
un caracter mucho més procedimental (el CAS les permite, efectivamente, realizar célculos
y cambios de representacion con mucha mas facilidad). En cambio, des de un punto de vista
conceptual, las respuestas a través del CAS son, en la mayoria de los casos, bastante mas limi-
tadas e incluso presentan un mayor nimero de contradicciones. Asi, se confirma una vez mas,
la ya mencionada falta de transferencia y la importancia del entorno utilizado que actda como
condicionante, y se constata que, a pesar de su similitud desde el punto de vista del trabajo ma-
tematico solicitado, existe muy poca interrelacion entre los dos tipos de trabajo.

A nuestro modo de ver, la situacion anterior cuestiona algunos de los planteamientos de
un gran namero de experiencias, donde se alternan las sesiones de trabajo con el ordenador y
sin el, algo frecuente en las investigaciones con el uso de CAS.
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Por otro lado, la constatacion que a través del uso de CAS los estudiantes son capaces de
desarrollar un trabajo de caracter procedimental y de mejorar en relacion a la capacidad para
abordar problemas de cierta complejidad, atn cuando sus concepciones sobre los conceptos
manejados son todavia muy limitadas, me lleva a considerar que quizéas su utilizacion deberia
avanzarse y en todo caso preceder al trabajo con papel y lapiz, puesto que las CAS constitu-
yen un entorno que facilita la experimentacion y esta debe estar presente, precisamente, en
las primeras fases del aprendizaje de cualquier concepto.

Asi pues, entiendo que el uso de CAS plantea de nuevo un viejo problema de la Didactica
de las Matematicas: el disefio y la organizacion de secuencias de aprendizaje para un tema
determinado. En este sentido, no pretendemos decir que el objetivo sea hallar una secuencia
Optima, algo demasiado pretencioso y seguramente inviable, dado el nimero de factores
que inciden en cada situacidn de aprendizaje, sino que las investigaciones pueden aportar
elementos valiosos, como el que acabamos de mencionar, que lleven a priorizar unas deter-
minadas secuencias por encima de otras.

El punto anterior nos lleva a preguntarnos por la diferencia que hay entre las dos expe-
riencias presentadas por Matias Camacho, en relacion con el uso de un CAS, y considerar
que desde la perspectiva del aprendizaje es importante que el uso del ordenador no se limite
a unas sesiones puntuales, ya que s6lo un trabajo largo en el tiempo puede posibilitar la re-
flexion y las necesarias puestas en comun sobre conceptos y procesos complejos, como son
los del analisis matematico.

En este sentido, entendemos que la primera de las investigaciones presentadas en la po-
nencia va en esta linea, al centrarse en la influencia que un CAS determinado tiene en el uso
de las representaciones por parte de los estudiantes. Aln asi, el analisis de los resultados
permite constatar, a través de los perfiles de actuacion de los estudiantes, que solamente una
parte de ellos fue capaz de utilizar las auténticas potencialidades del CAS.

4. CONSIDERACIONES FINALES

A pesar de las dificultades reflejadas por muchas investigaciones en relacion con el apren-
dizaje de los aspectos de caracter conceptual, el uso de CAS es una herramienta potente para
el trabajo relacionado con el analisis matematico. Ademas de un instrumento para “liberar al
estudiante de memorizar formulas y procedimientos de calculo”, como expresa el profesor
Camacho en sus conclusiones, el uso de software permite ampliar el significado del analisis
para los estudiantes, desde un conjunto de técnicas para resolver ejercicios mas o menos
complejos, a una disciplina que tiene por objetivo en la educacién secundaria, dar cuenta
de cdmo cambian unas magnitudes que dependen de otras, y como se puede conocer este
cambio a través de conceptos como la tasa de variacion y la acumulacion de dicha tasa de
variacion. Algunos de los ejemplos presentados en la ponencia muestran claramente esta
caracteristica, al posibilitar el uso de estrategias que utilizan la representacién gréafica, entre
otras cosas, para el calculo de integrales.

Por otra parte, es fundamental disefiar, realizar y evaluar secuencias de ensefianza-apren-
dizaje que potencien el caracter experimental que posibilita el uso de CAS, relacionado con
los distintos conceptos del analisis; en dichas secuencias el uso del ordenador debe ser exten-
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so y continuado. Esto no excluye, sino que preparay complementa, un trabajo de tipo teérico
y de manipulacion simbdélica igualmente importante y necesario en los niveles avanzados.

En definitiva, el uso de CAS puede actuar de catalizador para seguir repensando la didac-
tica del andlisis, iniciada poco antes de la aparicion de aquellos, tratando de presentar a los
estudiantes secuencias de ensefianza-aprendizaje que promuevan la experimentacion, la rela-
cidén entre lenguajes y la busqueda de estrategias propias para la resolucién de problemas.
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